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DES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES ET TERNAIRES. VA

Des formes quadratiques binaires et ternaires [*|;

Pir M. Evovaro SELLING,

a2 Wirzbourg.

(Revu et augmenté par Vauteur.)

Le but final des présentes recherches est Ia solution du probléme
posé, 111, article 298 des Disquisitiones arithmetice de Gauss: Déter-
miner si des formes quadratiques ternaires sont équivalentes les unes
anx aulres et établir toutes les substitutions, au moyen desquelles
dans ce cas elles se changent les unes en les autres. En ce qui concerne
les formes définies, la premiére partie de ce probléme a d’abord recu
sa solution de Seeber ( Recherches sur les propriétés des formes quadra -
tiques lernaires positives, Fribourg, 1831), Apres que Gauss ( Comptes
rendus de I dcadémie de Gottingue, 1831, article réimprimé dans le
Journal de Crelle, t. 20, et OFuvres, t. I1) eut traité des rapports géo-
métriques, une solution plus simple fut donnée par Dirichlet (Journal
de Crelle, t. 40), et par M. Hermite (ibid.); quant & la deuxiéme partie,
ellea été résolue par Eisenstein (Journal de Crelle, t. &1). Nous avons,
pour les formes quadratiques ternaires indéfinies, les recherches de
M. Hermite (Journal de Crelle, t. 47), recherches qui toutelois,
comme on le verra aux détails, sont susceptibles de quelqnes complé-
ments et développements.

Je donne un uouvel exposé relativement aux formes ternaires Jé.

[*] Nous avons voulu, par la publication de ce travail, tiré du Journal de M. Bor-
chardt (t. 77), donner un témoignage de l'importance que nous attachons aux
¢tudes arithmétiques, en suivant ainsi 'exemple qui nous a été tracé par M. Liouville,
dont de nombreux et importants travaux ont pour objet la théerie des formes quadra-
tiques. Nous saisissons aussi Poccasion de recommander au lecteur de rapprocher des
recherches de M. Selling le Mémoire de Bravais, publié dans le Journal de I'Ecole
Polytechnigue, XXX* Cabier, sous ce titre ; Sur les systémes formés par des points dis-
ribués réguliérement sur un plar ou dans Uespace. (H. R.)
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finies comme introduction 2 I’étude des formes ternaires indéfinies, et
relativement aux formes binaires comme introduction et type pour la
wmaniére de traiter les formes ternaires en général.

I. — ForMES BINAIRES DEFINIES.
Nouvelles conditions de réduction. — Coefficients homogénes.

— Rapports géométriques.

: ¥

Dés que, dans une forme quadratique ax?+ 2kxy + by?, que je
désigne aussi par (a, k, b) (, 7) ou par (a, k, b) et dans laquelle g, k, b,
x et y doivent représenter,des grandeurs réelles quelconques, l'invariant
ab — k?, que je remplace par I, est positif aussi bien qu’un des coeffi-
cients exirémes, par exemple g, cette forme ne peut représenter que des
valeurs positives; aussi prend-elle alors le nom de forme positive. Dans
les substitutions x =ax’+ By, y = 72’ + 8y, aumoyen desquelles une
forme (a, k, b) (x, y)se changeen (o, &, 0) (5 '), substitutions que
S dJ) . .
je désigne par Z ﬁf’ les nombres a, f, 7, & seront réels et entiers;

|

de plus, tant gu’une autre valeur n’aura pas é1é statuée formelle-
ment, le délerminant de la substitution l: g\ sera égal a 1. Le pro-

bléeme de délimiter une forme, prise dans les formes d’une classe, ou,
ce qui est la méme chose, dans toules les formes équivalentes propre-
ment dites, c’est-a-dire résultant 'une de I'autre au moyen des substi-
tations indiquées, a déja regu une solution satisfaisante de Lagrange
{ Mémoires de I’ Académie de Berlin, 1773) et la méme de Gauss (Dis-
quisitiones arithmetice) quia introduit pour cette forme le nom de
Jforme réduite. Les conditions établies par eux —a7 akZalh pour
une pareille forme réduite (a, k, b) font que a et b sont les deux plus
petits nombres que les formes peuvent représenter proprement, c’est-
a-dire au moyen de nombres entiers premiers entre eux x et y. Il en
résulte immédiatement que, parmi les formes d’une classe, il y a tou-
jours une pareille forme réduite, une seule, quand I'inégalité existe dans
les trois conditions, tandis quil y a deux de ces formes différant, en

énéral, entre elles numériquement, qui résultent I’une de 'autre par
’ s _

o—1
o

I’ane des deux substitutions l :) i! et Is ou par les deux a la
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fois, quand I’égalité existe dans une ou dans deux des trois conditions.

Toutefois le probléme indiqué n’est pas de nature a ne recevoir
qu'une seule solution; je préférerai done, pour mon objet particulier,
d’autres conditions de réduction, savoir que k r’est pas positif, ni —h
plus grand que a ou b. 11 est vrai que ces conditious sont réalisées dans
chaque classe non-seulement par une forme, mais toujours par trois.
Soit (m, K, b) I'une d’elles et posons a+ h +k = o, b+ k + g=o,
t+g+h=o, doa=b+2g+¢c,b=c+2h+aqa, c=a+2k-b;
elles seront (a, k, b), (b, g, £) et (r, b, a), et ces trois formes, a I'aide de
la substitution l _(: i l, résultent cycliquement I'une de I'autre. Mais
Vinconvénient qui parait exister ici disparait si I'on exprime symétri-
quement les formes par a, b, £ ou par g, b, k; savoir, si I'on pose
Yy—2=u,z—x=v, x—y=w, douil s'ensuit que u+v+w=o,
et si 'on admet préalablement z = o, on aura '

0x® +2kxy +by?= —avw — bwu — cuv= — gt — ho? — ko,

Comme 1outefois les denx derniéres expressions ne changent pas quand
x, y et z sont augmentés ou diminués de la méme quantité, et comme

. . (o3 § . . B .
la substitution l__l s ' produit simplement une permutation cyclique

ettre les nombres a, b, ¢, et entre les nombres g, h, k, il n’existe pas de
différence essentielle entre les trois formes (a, k, b), (b, g, £), (c, b, a},
qui réalisent en méme lemps mes conditions de réduction. Ces der-
nieres consistent simplement en ce que des trois nombres g, b, k aucun
r’est positif, ou, ce qui revient au méme, que des trois nombres posi-
tifs a, b, ¢, la somme de deux ne devient pas moindre que le troisiéme.
Si I'on atteint & une limite de ces conditions et que I’on it par exemple
k= o, les formes pareillement réduites (b, k, a), (a, b, ), (¢ g, b},
qui dans le cas général ne sont équivalentes aux formes (q, k, b},
(b, 8, ¢)y (5, b, @) qu'improprement, c’est-a-dire par une substitution
ayant le déterminant — 1, et qui en résultent par des permutalions non
cycliques entre a, b, ¢ et entre g+ b, k, leur devieunent alors proprement
équivalentes. Outre les formes rédnites indiquées, il ne peut y en avoir
d’autres pai‘eilles dans la méme classe : ¢’est ce qui résulte de ce que, si
{a, k, b) est une forme réduite, a, b, £ sont les plus petites quantités
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qu’on puisse représenter proprement par les formes de la classe, c'esl-
a-dire par des nombres u, v, W, premiers entre eux. La plus grande
d’entre elles peut étre exprimée encore d’une autre maniére dans un cas
exceptionnel, savoir, lorsque I'on a atteint une limite des conditions de
réduction. Car, si parmi les trois quantités u, v, w, dont la somme est
nulle, I'une est égale a zéro, les deux autres ne peuvent étreque 1 et—1,
sans quoi elles auraient un diviseur commun; mais, si aucune n’est
égale a zéro, alors — gu® —ho* —hw?, ov g, b, k sont négatifs, devient
plus grand que dans les cas indiqués. Et pour le cas limite, quand une
des quantités g, b, k est ¢gale a zéro, quand par exemple k =o, la
quantité ¢ est, en outre, dounée par le systeme des valeurs 1,1, — 2,
ou —1, —1, 2, de u, v, w. De l'autre cHté, il est facile de voir que,
daus toutes les classes, il y a des formes réduites; on voil aussi com-
meunt on peut les trouver. 1l est en effet impossible que plus d’une des
quantités g, b, k soit positive ou nulle, la somme de deux quelconques

étant toujours négative, ef, pourvu que k soit <o, ce qu'en cas de
. - Y . . . o—1
besoin on peut obtenir par 'emploi de la substitution . OII’ de toute

forme non réduite (a, k, b), on obtient finalement une réduite, si on lui
applique, a elle comme A toutes les formes suivanles, la substitution

I
0 . o
l' ou i , suivant que g ou b y est positif. En effet, au moyen

1

de ces substitutions, g, h, k se changent respectivement en h-+2g,
h+-ag, —geten g+ 2h, k+ 2h, — h, et tant qu'une des quantités
nouvellement obtenues deviendra positive aussi, elle sera néanmoins,
kg, g+ b et b+ h étant négatives, plus petite que la positive de
la forme précédente, de sorte que finalement toules les trois devien-
dront nécessairement négatives ou nulles. On peut en oulre aisément
prévoir combien de fois il faudra répéter la méme d’entre les sub-
stitutions indiquées, jusqu’a ce que le nouveau coefficient, remplagant
celui qui était supposé positif, devienne nul ou négatif; en d’autres
termes, quelles sont les différentes valeurs positives de y et de {8 dans

et \: ” qu'il faudra employer alternative-

les substitutions l _:

ment. Ce sont, en effet, les plus petits nombres qui rendent respec-
tivement nuls ou négatifs g —yb, h — fa. Les valeurs correspondantes

" [ e
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de k sont d’ailleurs respectivement k + b, k -+ 3a. On pourra en-
suite déterminer chaque fois le troisiéme coefficient non-senlement
d’une maniére directe, mais encore d’aprés les deux autres, & }aide
de Péquation bk 4 kg -+ gh = 1. A propos de cette équation et des
deux suivantes : .
ag + bh 4-ch——27
et
2 +b2 42— 2(br+catab) =(a-+b—c)*— fab=— 47

remarquons encore qu’elles fournissent des conditions de limite pour
les coefficients des formes réduites qui prouvent, §’ils sont entiers,
que, 'invariant étant donné, le nombre des classes est fini.

Les formes binaires positives ne se changent en général en elles-

A . . — 1 o -~ e .
mémes que par la subsntutlonl ot {, mais i} y a des exceplions,

résultant de V'égalité entre deux des coefficients a,b,c ou g, b, k; car
alors les formes deviennent improprement équivalentes 4 elles-mémes,
Par exemple, a étant égal a b, la forme (a, k, b) se change en elle-

A e s o 1 .
méme au moyen de la substitution ll o‘- En cas de réunion de pa-

reilles relations, qui ne peut avoir lieu que pour des formes réduites,
c'est-a-dire quand a= b=, les formes réduites sont par consé-
quent encore une fois proprement équivalentes 4 elles-mémes, savoir,

» qui, trois fois employée, donne

au moyen de la substitution | ;

la substitation l_;_? l Si un des coefficients g, b, k devient égal

a zéro, ce qui ne peut non plus arriver que pour des formes réduites,
les formes sont improprement équivalentes 4 elles-mémes, par exemple,
k étant égal & zéro, la forme (a, k, b) au moyen de la substitu-

tion

I O - . . ’ . .
o1 l Si ce cas se jointavec g=} on a=9, la rénnion des substi-

. . ) I o—I
tutions qui leur correspondent donne la substitution ' s 01, au moyen

delaquelle (a, k, b) devient proprement équivalente 4 elle-méme.

La réduction des formes indéfinies, que je raméne a celle des formes
positives, peut élre exposée, ce qui a vrai dire n’acquiert une im-
portance décisive qu’a propos des formes ternaires, d’'une manicre

Journ. de Math. (3° série), tome III. — Janvier 1877, 4
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trés-claire par 'emploi. des considérations géométriques, telles que,
pour les formes positives, elles ont été publiées pour la premiére
fois par Gauss dans le Recueil cité plus haut. J'ai d'abord & faire res-
sortir |a signification géométrique de mes conditions de rédnction des
formes binaires positives. Aux diverses valeurs entiéres x et y dans la
forme (a, k, b)(x, y) répondent divers points d'intersection de deux
systémes illimités de lignes droites paralléles équidistantes placées dans
un plan sur lesquelles les longueurs va, b sont les distances de deux
points consécutifs, tandis que le cosinus de 'angle compris entre lesdirec-

tions dans le sens positif de ces droites est égal 4 q/-_k\/i: donc Faire des
a

parallélogrammies formés par leurs intersections est égale vZ. Relative-

ment 3 une forme (d, k', ') provenant de (q, K, b) au moyen d’unesubsti-

tution | ;‘ § ’i, le systéme des points subsiste, mais les cotés des paral-

lélogrammes se modifient. En effet, la droite Vo est située de telle sorte
que, d’'une de ses extrémités 4 'autre, on arrive en parcourant « fois
la ligne ya et  fois la ligne vb; il en est de méme de V', quand on
change «, 7 en B, 3. Comme il en est de méme de y¢ quand on
change a, y en —a —f, —7— 3, on reconnait la signification de K’
analogue i celle de k. Comme la forme (b, g, ¢) doit provenir de la

forme (a, k, b), par la substitution ::l, on revient au point de

départ, quand on parcourt successivement chacune des distances
va, vb, Vs, soit dans la direction positive, soit dans la direction néga-
tive. Telle est donc la signification géométrique de mes conditions de
réduction g So; hZo; hZo, que les angles extériears du triangle formé
par les trois lignes Va, vb, yc sont obtus, et que par conséquent ce
triangle est acutangle, suivant I'expression usitée. Il suit de ce qui
vient d’étre dit qu'il n’existe qu'un systéme de trois pareilles lignes
d’une grandeur parfaitement déterminée si, comme l'exige l'équi-
valence, ces trois lignes ne franchissent pas des points du systeme et
o’en enferment pas dans l'intérieur du triangle. Le systéme des points
coincide avec lui-méme non-seulement aprés tous les déplacements
paralléles par lesquels deux points quelconques coincident, mais aussi
aprés des rotations dans le plan autour d’un point du systéme en autant



DES FORMES QUADBRATIQUES BINAIRES ET TERNAIRES. 27

de positions qu'il y a de substitutions différentes, au moyen desquelles
les formes sont proprement équivalentes 3 elles-mémes. Ainsi géné-
ralement deux positions, quand je compte la position primitive et la
(]

. - —1I 0} : . .
substitution l o s dans le cas o1 'on suppose a =b = six posi-

tions, et dans les suivants, a=b, k=0 ou b=r, § =0 ou enfin
t = a, h = o quatre positions, Quand les formes sont improprement
équivalentes a elles-mémes, les coincidences ont lieu pareillement
aprés des mouvements de rotation du systéme autour de droites tra-
cées sur son plan. On peut se fignrer le passage d’un point du sys-
téme 4 un autre par un parcours x fois répété de va, y fois de yb
et 3 fois de y¢; dans ce cas, sil’on modifie 2, y el z en y ajoutant un
seiil et méme nombre, cela n’exerce aucune influence sur la position
du point final. Si l'on fait 2, y ou z constamment égaux i zéro, cela
correspond A la représentation ordinaire par les formes (b, g, ¢,
(¢, %, a) on (a, K, b). Si I'on attribue aux lignes \fy, /b, /¢, outre la
direction positive on négative, un cététpositif ou négatif et si 'on
considére chaque fois comme positif le coté sur lequel est placé le
triangle précité, quand les trois cdtés sont parcourns dans Pordre in-
diqué, suivant la direction positive, la différence y — z, désignée par u,
indiquera dans laquelle des lignes paralléles 4 \a se trouvera le point
final eu question, en commencant par la ligne qui passe par le point
de départ et en marchant dans le sens positif; les dilférences z — x,
x — y, représentées par v, w, donneront des indications analogues

II. — FORMES BINAIRES INDEFINIES.

a. — Les conditions de réduction ramenées a celles des formes positives.

Lesrésultats précédentsse retrouvent en appliquant 4 I'un des facteurs
complexes conjugués px—+cy, p'x + 0o’y delaforme ax*+ 2 kxy -+ by?,
la m¢thode de construction des quantités imaginaires données par
Gauss lui-méme en 1831, et antérieurement par Argand dés 1806.
A I'égard de ces quantités p = & + &,i, ¢ = 5 + u,, on aura

(I) E2+€?:a’ g:ﬂ+‘§|7)|=k, ﬂ2+ﬂf:b;
4..
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et si I'on considére maintenant, au lieu de la forme positive (a, &, b),
une forme indéfinie (a, £, b), a la place de &,, n, se présentent des
quantités purement imaginaires, que je désignerai par &, i, n,i. Les
équations (1) sont alors remplacées par celles-ci :

(2) E’—gf:a, gﬂ—glnlzk, 'ﬂ’—ﬂ?:

De méme donc que daos les équations (1), quand on donne a, k, b,
une des quatre inconnues, qui toutes doivent rester réelles, reste arbi-
traire dans certaives limites, et que quand par exemple le point initial
de la ligne vb est pris comme origine des axes coordonnés rectangu-
laires,son point final peutavoir une placearbitraire surle cercle tracé au-
tour de cette origine avec le rayon yb, de méme en est-il des équations (2);
ainsi, par exemple, le point déterminé par les coordonnées rectangu-
laires v, n, peut avoir une place arbitraire sur I'hyperbole équilatére dé-
terminée par I'équation n* — n} = b. Je raméne maintenant la théorie des
formes indéfinies 4 celle des formes positives en me figurant le systéme
des variables réelles &, u, &,, n, satisfaisant aux équations (2), introduit
daus les équations (1) et en considérant la forme positive ainsi produite
(a, K, b), que je nomme la forme positive correspondant a la forme
(a, k, b). Les conditions nécessaires el suffisantes, que leurs coefficients
variables ont a remplir, sont obtenues immédiatement sous la forme
la plus utile si, outre la circonstance que a ne peut pas devenir néga-
tif, on remarque que les invariants des formes (¢ -+ a, k +k, b+ b) et
(o —a, h—k, b — b) sont égaux a zéro. En effet, par I’addition et la
soustraction des équations ainsi données, on obtient

(3) ab — k? = k* — ab

(4) ba— 2kk+ab=o,

c'est-a-dire que les deux formes ont des invariants égaux opposés et leur
nvariant simultané est égal a zéro. 11 s’ensuit que, lorsqu’on applique

la méme substitution I : g I 4 une forme indéfinie et 4 la forme positive
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qui lui correspond, la nouvelle forme positive correspond, a som tour, &
la nouvelle forme indéfinie. Au lieu de &, v, &,, n,, on obtient dans les
nouvelles formes «f + vq, &+ Oy, &, + 0., &, + On,. Maintenant,
sous la réserve d’une restriction ultérieure, fondée sur une différence
entre les trois formes (a, &, &), (6, g, c) et (c, k, a), je nomme la forme
indéfinie (a, k, b) réduite, quand la forme positive correspondante
(a, k, b) est réduite pour un systéme quelconque admissible de ses
coefficients variables, d’aprés la définition donnée plus haut. On recon-
nait dés lors que, pour chaque forme indéfinie (a, &, b), on peut trouver
une équivalente réduite, en supposant un systéme quelconque admis-
sible de coefficients pour la forme positive correspondante (a, k, b), si
’on détermine une subsltitution qui change cette forme positive en une
réduite et en appliquant cette substitution pareillement a (a, k, ).
Maintenant il s’agit de transformer les conditions de la réduction, de
telle sorte que 'on soit dispensé de se reporter 4 la forme positive
correspondante,

Désignant &* — ab par 7, je définis les trois quantités £, g, c par les
¢quations

a+h+k=o0, b+k+g=0, c+g+h=o,

au moyen desquelles, soit dit en passant, 'équation (4) peut aussi étre
remplacée par celles-ci :

ga+hb+ k=0, ou ag+bh+ch=o.

Jene conserve que pour la représentation géométrique les quantitésZ, 4,
£,, n, éliminées dans les équations (3) et (4), et je remarque qu’on
obtiendra tous les systémes admissibles de valeurs a, k, b, en faisant
parcourir au point y, 3, une seule de ses deux branches hyperbo-
liques. Ajoutons encore que des deux points&, £, y appartenants, dont
chacun décrit complétement une branche hyperbolique, on peut ne
faire attention qu’a un seul, ou, ce qui revient an méme, n'admettre

qu'un des deux signes dans I’équation &g, — £, = = /I résultant de

I'équation (3); car le changement des signes de 7 n’aurait d’autre
eftet que de conduire simplement d’un systeme de valeurs de &, 5;&,, »,
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que je viens d’admettre, 4 un autre pareillement déja admis. Je veux
pour le moment excepter le cas ou 7 sera un nombre carré. Comme
coefficients des formes indéfinies, je n’admets que des nowmbres entiers;
alors un coefficient extréme tel que b ne peut pas devenir égal a zéro.

Maintenant yb apparait géométriquement d’une maniére immédiate
comme la ligne droite conduisant du point zéro au point =, ¥,, Va
comme la ligne droite conduisant du point zéro au point , §,, ou
mieux, du point — &, —&, au point zéro, § est Va. b multiplié par le
cosinus de la différence des directions de ces deux lignes. En ajou-
tant les points d'intersection de deux rangées indéfinies de lignes pa-
ralléles équidistantes, on obtient le méme systeme de points que ci-
dessus; mais ce systéme de points est maintenant mobile, en ce sens
que chaque point parcourt simultanément, de maniére continue et
dans une seule et méme direction, une branche d’une hyperbole équi-
latére qui lui est propre, tandis que les parallélogrammes et autres
figures rectilignes, que les points déterminent, conservent une aire
constante. Dans toutes les positions, on peut d’une maniére unique
considérer les points comme les sommets de triangles, tous acutangles
et congruents, ce qui détermine chaque fois une forme positive ré-
duite, et la forme indéfinie correspondante, abstraction faite de la per-
mutation cyclique encore possible entre a, b, ¢ et entre a, b, c. Il faur
maintenant énoncer les conditions sous lesquelles (a, k, b) peut de-
venir une réduite, et qui rendront possible une position du systéme
de points, dans laquelle aucune des trois quantités g, b, k n’est posi-
tive. Simultanément avec 'une des trois quantités g, b, R, les deux au-
tres aussi deviennent infinies ; en méme temps g, § et k ne peuvent pas
étre tousa la fois négatifs. Cest ce qui résulte immédiatement de I'étude
du triangle en question, dont l'aire est =+ V1, attendu que a, b, ¢ ne
peuvent devenir plus petits que les valeurs absolues de a, 3, ¢, respec-
tivement, par conséquent pas plus petits que 1. §’il y a donc une posi-
tion dans laquelle aucune de ces trois variables continues n’est posi-
tive, il faut qu’il y ait au moins deux positions, ou 'une d’entre elles
soit égale A zéro, ce qui entraine que les deux autres sont négatives.
Si, par exemple, k devient égal a zéro, 'équation (4) donnera comme
condition nécessaire que a et b aient des signes différents, et démontre,
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jointe avec I’équation (3), aussi que cette condition est suffisante. On

obtient \/:b—al et \/_Tblpour les valeurs correspondantes de a et b.

D’apres les mémes équations, la variation continue de k suit, en vertu
de cette condilion, toujours la méme direction, puisque dans un

. . : : s b . ,
maximum ou un minimum de k le déterminant ’ a b’ devrait éire égal

a zéro. En avancant donc dans une direction déterminée, k devient et
reste négatif, et, comme en outre g et ), partant des valeurs — b et
—u, ne deviennent pas positifs avant un changement fini, mais ne peu-
vent non plus rester I'un et I'autre négatifs a Pinfiui, il y aura pour les
variables un intervalle qui ne sera ni infiniment petit ni inficiment
grand, dans lequel g, }) et h sont négatifs, et dans lequel par conséquent
(a, K, b) est réduite. En vertu de la condition posée, une seule des
quantités g et h passe par zéro : c’est ce qui ressort aussi de ce que,
quand & et b ont des signes différents, ou b et ¢ en ont aussi des dif-
férents, tandis que @ et c ont le méme, ou bien a et ¢ en ont des diffé-
rents, et b et c ont le méme. Sous la condition que a et b ont dessignes
différents, on devrait donc, suivant la définition établie plus haut,
donner a la forme (a, &, b) la dénomination de forme réduite, ainsi
qu'aux formes (b, g, c) et (c, k, a), parce que les trois formes positives
correspondantes sont réduites. Maintenant je limite cette définition en
ce sens que je ne donnerai plus la dénomination de formes réduites
qu'a celles des formes indgfinies dans les formes positives correspon-
dantes desquelles le coefficient du milieu peut devenir égal a zéro, ce
qui n’est possible que pour deux des trois formes indiquées. Le crite-
rium d’une forme indéfinie réduite ainsi déterminée consiste done sim-
plement en ce que les deux coefficients extrémes ont des signes opposés.
L’équation &” — ab = I montre alors que, étant donné un invariant,
il ne peut y avoir qu'un nombre limité de formes indéfinies réduites,
a4 coefficients entiers. Pour n’avoir i indiquer qu'une seule des
deux formes (a, &, b) et (b, —%, a) réduites et proprement équiva-
lentes, j'ajoute une nouvelle restriction a la définition des formes ré-
duites, c'est que le premier coefficient doit étre positif; il s’ensuit que
des trois formes (a, k, b), (b, g, ¢), (¢, h, a), il 'y en a jamais qu'une
seule qui puisse étre réduite.
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b. — Périodes. Reduites spéciales.

La question de savoir quelles formes indéfinies sont équivalentes
entre elles se résout en quelque sorte d’elle-méme, d'aprés ce quon
vient de voir. Si, en effet, la forme indéfinie réduite (a, £, b) sechange,
parune substitution quelconque, en la forme réduite (o', ¥, b') et de
méme la forme positive (a, k, b), moyenunant la wéme substitution,
en la forme (d', K, b’), les équations (3) et (4) sont réalisées par o',
K, b; «, K, b’, aussi bien que par a, k, b; a, R, b, et elles sont les
seules conditions & remplir par les quantités variables. De méme donc
que, parmi les positions admissibles du systéme des points, il devait
s'en produire dans lesquelles (a, k, b) était réduit, de méme il doit
aussi s'en produire, parmi ces positions, d’autres dans lesquelles
(o', K, b) est réduit. Ll suffit par suite de faire prendre successivement
au systeme des points toutes les positions admissibles, de déterminer,
dans chaque position, la forme positive réduite et la substitution an
moyen de laquelle elle résulte de (a, Kk, b) et d’effectuer_cette substi-
tution dans (a, k, b). On obtient, en opérant ainsi, toutes les substitu-
. tions an déterminant 1, par lesquelles (a, k, b) se change en elle-méme,
car ce sont précisément les substitutions par lesquelles la forme ré-
duite (a, k, b) se change en des formes réduites (a’, ¥, ') dont les
coefficients concordent numériquement avec ceux de (a, k, b). Pour
trouver les réduites équivalentes 4 (a, k, ), admettons, par exemple,
que a soit positif, b et ¢ négatifs, alors (a, &, b) est réduite pour certaines
positions du systéme des points ou, si je dois m’exprimer ainsi, pour un
certain intervalle qui commence par k = o et se termine par h = o. Si
cette limite est franchie, si par conséquent devient > o, ou, ce qui

. N . N . . . 1 1
revient au méme, — k> g, on pourra, 4 l'aide de la substitution \ o l,

déduire de (a, k, b) une nouvelle forme réduite. Par la méme
substitution, on déduit de (a, k, b) la forme (a,—k, ¢) ou
‘a, a+k, @+ 2k~ b), qui est donc de méme une forme réduite, et
répond ainsi & un nouvel intervalle. Si, dans un deuxiéme et der-
nier cas 3 examiner, @ et ¢ étaient positifs, b négatif, (a, k, b)
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serait réduite pour l'intervalle de k = o jusqu'a g =o0. Au dela de
cette limite, g deviendrait >> o, ou, ce qui revient au méme, — k>-b,

et, & I'aide de la substitution | : (:], on déduirait de (n,k,b) une nou-

velle forme réduite. A l'aide de la méme substitution, on déduirait de
(ay k, b) la forme (c, — g, b) ou (a+ 2k +b, k+ b, b) qui serzit donc
alors la forme réduite consécutive a (a, k, b). Comme les nonvelles
formes ent les mémes propriétés que la forme (a, &, b), dans le pre-
mier ou dans le deuziéme cas étudié, et que particuliérement aussi
aux valeurs initiales des intervalles, pour lesquels elles sont réduites,
le coefficient moyen des formes positives qui leur correspondent de-
vient égal i zéro, on reconnait que, de chaque forme réduite ainsi ob-
tenue, on peut de nouveau en déduire une autre par I'emploi de telle
et l' °

1 1
extérieur nouveau provenant de la est négatif ou positif; mais, comme
il n’existe qu'un nombre fini de formes réduites d’un invariant donné,
on reconnait que, parmi les formes nouvellement obtenues, une doit
une fois coincider avec une forme qu’on a déja vue, et comme les coeffi-
cientsd’une forme déterminent complétement 1a substitution qu’on doit
lui appliquer ultérieurement, et par 1a la forme suivante, on constate
que toute la série des formes réduites équivalentes consiste en un nombre
Jini de telles formes, se répétant périodiquement a Uinfini. Cette période
se reproduit 4 I'infini non-seulement dans {a direction que nous venons
de suivre, mais encore dans la direction contraire: c'est ce qui résulte
de ce que, dans cette derniére direction aussi, chaque forme réduite
suivante n’est déterminée que par la précédente. La loi de la série des
différentes formes réduites peut aussi s’exprimer, absiraction faite, pour
abréger, de la fixation arbitraire a > o, simplement comme il suit. Si
des trois coefficients a, 6, ¢, satisfaisant 4 I’équation

1

outelledesdeux substitutions i :) » suivant que le coefficient

@+ b +c* —-2dbc—-aca—2ab=41,

a et ¢ ont le méme signe, b le signe contraire, la forme réduite (a, b, ¢
est située entre deux autres formes réduites, dans 'une desquelles «
et b sont les mémes qu’auparavant, tandis que pour ¢ on prend 'antre
valeur satisfaisant de méme & cette équation; dans la seconde, b et ¢

Journ. de Matk. (3¢ série), tome 11, .— Jaxvien 1857. 5
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sont les mémes, et pour @ ou emploie I'autre valeur satisfaisant a cette
équation.

Meéritent particuliérement d’étre distinguées d’entre toutes les formes
réduites el d’étre appelées réduites spéciales celles des formes réduites
qui, si ’on s’avance dans la direction étudiée en premier lieu, ne se
changent pas en la subséquente, & I'aide de celle des deux substi-

tutions l ! l et |; ‘: l par laquelle elles sont nées de la précédente.

1
o1
Les autres réduites peuvent étre nommées réduites intermédiaires,
et je dis d'une réduite intermédiaire : elle est située dans I'espace dea
ou dans 'espace de b, suivant que c’est le coefficient a ou le coeffi-
cient b qui parait aussi dans la réduite précédente et dans la réduite
subséquente, tandis que d'une réduite spéciale (a, k, b) je dis aussi
bien : elle est située dans I'espace de a que : elle est située dans l'es-
pace de b. La propriété caractéristique par laquelle (a, £, ), quand
c’est une réduite spéciale, se distingue de réduites intermédiaires, con-
siste en ce que non-seulement a et b, mais encore a — 2k + b et
a+ 2k + b ont des signes opposés, ce qui peut encore s'exprimer ainsi :
ia valeur absolue de & est non-seulement plus petite que y7, mais en-
core plus grande que celle de § (a + &). Laseconde condition exprimée
par I, a et £ senls devient, quand on indique par des parenthéses ou des
crochets qu'il faut prendre de la guantité qui y est mise la valeur abso-
lue, 2a (k) >a* + & — I > — 2a(k) ou [a — (¥)] <VI<a-+ (k)
La condition [a — (#)] <7, comparée 4 la condition () < y7Z, w'est
i considérer que lorsque I’on a a > y'7 et montre que, dans ce cas,
si & est négatif, & coté de (a, &, b), est aussi la forme

(a,a+k, a+ak+b)

résultant de (a, k, b) par la substitution l; :’, mais, si k est positif, la
forme (a, k — a, a — 2k + b), résultant de (a, %, &) par la substitution
‘10 _l’ ], est réduite, et méme, comme 2a — (k) deviendrait > y7,
réduite spéciale. La condition \/.T < @ + (k) n’acquiert de I'impor-

tance que quand a est <_ Y7 et indique immédiatement la loi, va-
lable aussi pour le cas précédent, d’aprés laquelle, si 'on donne
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une réduite quelconque dont le premier coefficient est a, on peut
trouver immédiatement les deux réduites spéciales situées dans |’es-
pace de a. Les coefficients moyens des réduites situées dans cet espace
forment en effet une série arithmétique dont la raison est a, et deux
d’entre eux au moins sont situés entre + 7 et — 7. Les coefficients
moyens des deux réduites spéciales sont maintenant toujours le pre-
mier et le dernier des termes de cette série situés entre + 7 et — /7.
De ces deux coefficients, ancun ne peut devenir égal 4 zéro; ils ont
tonjours des signes opposés. Inutile de dire que les mémes conclusions
sont valables pour les réduites situées dans I’espace d’un troisiéme
coefficient négatif. Si (a, &, b) est une réduite spéciale au coefficient
moyen négatif, ce que je viens de dire montre que la réduite spé-
ciale, qui la suit dans la direction précédemment adoptée, résulte
de (a, k, b) par une substitution l:’ f l, dans laquelie le nombre posi-

. . I r—k
tif 3 est le nombre entier le plus grand qui soit contenu dans v—a——

Si, au contraire, dans une réduite spéciale (a, k, b), le coefficient
moyen est positif, elle donne naissance a la réduite spéciale suivante

au moyen d’une substitution l; ?', dans laquelle le nombre positif

. 1+ k
est le plus grand nombre entier contenu dans Y +b—

Si, en joignant la substilution l__:) :)l a la suite des substitutions

I O

et 4 celles-ci ll pl, je représentais mes réduites spéciales de
o1

telle sorte que leurs coefficients moyens fussent toujours positifs,
ce que je m’abstiens de faire principalement a cause de ’application
aux formes ternaires, elles seraient nne 4 une, et dans Vordre de la
série, identiques avec les formes que Gauss appelle simplement réduites
(Disquisitiones arithmetice, art. 183). Les conditions

o <k<yI et [(a)— k] <yI<(a)+k

en lesquelles se transformeraient alors celles qui ont été indiquées plus

haut, apparaissent immédiatement comme identiques 2 celles de Gauss.

L’exposé que Dirichlet ( Mémoires de I’ Académie de Berlin pour 1854,
5.
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ou Legons sur la théorie des nombres, publiées par Dedekind) a
donné, pour les conditions en question, savoir que, des deux racines w
de I'équation a + 2 kw + bw® = o, 'une soit positive, I'autre négative,
la valeur absolue de I'une <7 1, de l'autre >> 1, revient complétement
4 mes conditions purement arithmétiques, savoir que a — 2k + b et
a + 2k -+ b, ainsi que a et b, ont des signes opposés. Je dois ajouter
ici que cet énoncé a été déja pubhé par M. Lipschitz (Comptes rendus
mensuels de ' Académie de Berlin, 1865, p. 184).

¢. — Les_réduites principales de M. Hermite.

A la place de mes réduites spéciales, M. Hermite arrive a d’autres
formes qu’il appelle réduites principales et qui, par conséquent, dif-
ferent aussi des réduites de Gauss, précisément parce que M. Hermite
prend pour base la définition des formes positives réduites donnée
par Gauss. La forme positive ¢ employée par M. Hermite (t. XLI du
Journal de Crelle, p. 204), concorde avec ma forme (a, k, b), en ce
qui concerne les rapports des coefficients, si I'on remplace son A par
(5_:_5-)’.

E -+ El

Toutes les formes réduites d'apres ma définition appartiennent aussi

i ce que M. Hermite appelle réduites (abstraction faite de la substitu-

. o1 y . N *
tion I ' o l, que 'on devrait peut-étre encore employer) parce que,

si dans (a, k, b) le coefficient moyen est égal a zéro, (a, K, b) ou

(b, —k, a), d’aprés la définition de Gauss, est aussi une réduite. L’inverse

na point lieu. En effet, h passe toujours par zéro, quand poar (g, k, b)
]

les deux limites de la réduction de Gauss sont les valeurs: k = — 5

et k= g; mais, si elles sont k= _Tu eta=bouh= % et a="b, dans
lesquels cas (a, k, b) est nommée par M. Hermite réduite principale,
on ne peut pas l'affirmer, et cela n’a pas lieu quand a et b ont

les mémes signes. Si alors a et b sont positifs, £ négatif, la série des
réduites devient, d’aprés M. Hermite,

(b, g, c)‘;: l(b, —k, a)‘__‘:; (a, k, l))‘:’:\ (@, —h, c),
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tandis que pour moi (b, g, ¢) se change immédiatement en (g, — A4, ¢)
. . 10

par la substitution ll . ‘ Dawvs ce cas, (b, g, ¢)et (@, — &, c) sont des

réduites spéciales, parce que, d’aprés la condition de M. Hermite
pour les réduites principales qui résulte immédiatement de mon équa-
tion (4), () > (a—+ b) ou plutdt (k)2 (a + &), on a, dans ce cas,
a -+ k + bZo; donc, a fortiori,a + 4k + 4b < o etfa + 4k + b < o;
donch — 2g+c<oeta—a2h-+c<o,tandisquea=>b-+2g+c >0
et b:=a+ 2k + c>o. Mais, alors, (4, g, c) n'est généralement
pas une réduite principale, car la valeur absolue du coefficient
moyen — k — b est plus’ petite que la somme des coefficients exté-
riears, savoir —k —b +(—~a— 4 —b). Il en est de méme pour
(a, — b, c). Toutefois, dans le cas de a +k+ b=o, (b,g,¢c) et
(a, — &, c) sont avssi réduites principales. Le point de départ et le
point final de Vintervalle pour lequel (a, £, b) est une réduite coinci-
dent alors. Dans le cas de @ > o, b >> 0, k >0, tout ce qui vient d’étre
dit pour la forme (a, £, b) aurait lieu pour la forme (5, — k,a).Sia
et b étaient négatifs, Panalogie serait compléte. Toutes les réduites
principales (a, &, b}, dans lesquelles a > o, 6 < 0, sont aussi des ré-
duites spéciales; les associées opposées (&, — £, a) sont toutes celles
dans lesquelles @ <C 0, b <C 0; car de (k)2 (a -+ b) résulte (£) > (”': b).
Les périodes de réduites principales de M. Hermite, parmi les-
quelles donc, dauos certaines circonstances, une seule forme tient lieu
de deux réduites de Gauss, peuvent, d’apres cela, renfermer moins
de formes que les périodes de Gauss, de méme qu’aussi, dans-le
développement en une fraction continne périodique, le nombre des
dénominateurs partiels d’une période peut diminuer si I'on ad-
met des restes de différents signes. Des conditions de M. Hermite,
— (k)Za+ b2 (k), 'une, quand a et b ont des signes différents,
énonce que (a, k, b), 'autre que (b, — k, a) peut devenir une ré-
duite de Gauss; mais, quand a et & ont les mémes signes, P'une
énonce les deux choses et l'autre n’énonce rien. Si Fon modifie ces
conditions de telle sorte qu’elles s’adaptent au calcul immédiat des
déduites principales consécutives, savoir que, outre I et £, elles ne
renferment qu'un des coefficients extrémes, par exemple a, elles
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deviennent
a® — (ak)+ k2 IZa? + (ak) + &2

au moyen de a® — (ak)Z — ab La* + (ak). D'aprés cela il est facile de
déduire 1'un de I'autre les coefficients moyens de deux réduites prin-
cipales situées dans 'espace de a, ces réduites s¢ changeant I'une

dans I'autre au moyen de substitutions I ; ? l En effet, si {'ona a* > 1,
I'un de ces coefficients se trouve

entre—-%»—\/l«-%a' el —§+\/1~%a’,
a 3 a / 3
entre ;——wI—za’ et ;+ I—Za’,

d’on s'ensuit (B) = 1. Mais, si a* <1, I'un de ces coefficieats se trouve

V'autre

entre—g—\/j_%ai el ;—\/l——ga’,
et I'autre
entre_——§—|—\/]__%a= et '—i—*—\/[—-%ah

ce qui donne généralement & 3 une valeur, et, daus le cas ot 'une
des limites @ + b == k = o est atteinte, deux valeurs, qui différent
I'une de 1'autre d'une unité. En effet, par exemple, si I'on sappose
a+ b+ k=o,acotéde (a,k, b), la forme (a, — &, c¢), en méme
temps que (b, g, ¢), (b, —&, a), (¢, k, a)et (c, — g, &) est une ré-
duite principale, cela résultant immédiatement de ce que les conditions
a= b= — ak peuvent étre remplies.

De mes réduites intermédiaires, une quelconque (a, &, &) est évi-
demment située dans I'espace de a ou de b, suivant que le signe de
a — 2k + b et a + 2% + b, par conséquent aussi de a+ b, coincide
avec celui de & ou de a, suivant que, par conséquent, a est plus petit
ou plus grand que — 5. La méme chose peut se dire, relativement aux
valeurs absolues de a et b, des réduites intermédiaires de M. Her-
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mite, comme le montre mon équation (4) jointe avec Péquation
k = o, toujours possible dans ces formes, d’aprés ce qui a été dit plus
haut. Parmi les réduites intermédiaires situées dans I'espace de a, la

forme (a, &, b), lorsque la valeur absolue de £ devient < s, mérite

A

particulierement d’étre distinguée; an lien de cette réduite, si, dans
a . ) a
uncas, on a £= -, par conséquent, dans un autre, f = — 57 0D peut

4 volonté prendre 'une ou I'autre. La forme positive correspondante
(1, ky b) est une réduite de Gauss pour la valeur minimum de a. 1 a-
nalogie est la méme pour les réduites intermédiaires (a, £, b) situées
dans I’espace de b. Les formes ainsi mises en évidence appartiennent a
celles que Legendre appelle réduites & la forme ordinaire ( Théorie
des nombres, 3¢ édition, 1™ Partie, § 18). Mais si, dans I'espace de a, il
n’existe pas de réduites intermédiaires, si, par conséquent, une des ré-
duites spéciales situées dans cet espace remplit la condition (2£) << oun
que toutes deax remplissent la condition (2£) = a, il peut arriver que,
pour la premiére ou les deux, on ait — b << (2%). Legendre prescrit,
afin d’obtenir une forme semblable pour un espace de ce genre, d’appli-
quer des substitutions ultérieures A la forme obtenue, jusqu’a ce que la
valeur absolue du double coefticient moyen ne dépasse plus celle d'au-

cun coefficient extréme. Mais, 2 cet effet, une seule substitution | _; c:

suffit, parce que la diminution de (£) produit une augmentation cor-
respondante’ de a. La forme 4 obtenir de la sorte devient donc évi-
demment la méme que celle que 'on obtient pour Vespace de &. Ce
n’est donc pas un effet du hasard si, dans I’exemple donné par Le-
gendre, page 135, une forme se reproduit deux fois de suite.

C'est parmi les réduites dont j’ai parlé en dernier lieu qu'est choisie
la forme désignée par Gauss (Disquisitiones arithmetice, art. 223),
comme forme représentante de sa classe.

d. — L'invariant, nombre carré négatif.
2

Par chacune des formes indéfinies (a, £, b) exclues plus haut, i
partir d’un certain point, dans lesquelles 7 = &* — ab est un nombre
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carré, zéro est susceplible d’une représentation propre; chacuue de
ces formes a donc des formes équivalentes, dans lesquelles le premier
coefficient est = o. Soit (&, &, b) une de ces formes, soit & la racine
carrée posilive du nombre carré / supposé différent de zéro, et suppo-
sons b non égal i zéro ni divisible par a£. En employant le signe infé-
rieur dans l'équafion précédemment dounée &g, —E,;m = £ \/—i, on
obtient alors b% = & (n + u,) = b&,. Tandis que le point (n, n,) par-
court une branche de son hyperbole équilatére, le point (£, E,) ne
peut alors se mouvoir que sur l'une des deux ligues droftes, en les-
quelles dégénére son hyperbole équilatére, et cela seulement d'un
coté du point zéro, attendu que la valeur absolue de celle des deux
quantités u et 1,, qui ne change pas son signe, I'emporte toujours sur
I'autre. Si u et v,, ayant des sigues opposés, deviennent infinis, l'équa-
tion (y — %, )(# + n,) = b montre que £ et £, approchent de la limite
zéro, ainsi que a et b, Si maintenant (o, £, b) doit étre réduite, dans la
forme positive correspondaunte (a, K, b), les conditions h <o, —h T,
— k< b peuvent étre remplies, et les nombres & et k devront, d'uprés
Péquation ba=2kk, résultant de I'équation (4), avoir des signes dif-

., —b . . . .
férents; en outre —- devra étre <(1. Si (0, &, b) ne remplit pas ces
conditions, je considérerai, au lieu de cette forme, la nouvelle forme

r B
o 1

, et qui, désignée elle-

qui en provient par une substilution‘

méme par (o, k, b), remplit les conditions — 2% < b < o. La troi-

sieme condition est ensuite remplie d’elle-méme, d'apres ce qui vient

d’éire remarqué, par les points u, ,, qui sont suffissamment éloignés

sur leur branche hyperbolique dans une certaine direction, et cela i
— b

Si I’on franchit ce point dans la direction opposée, il faut d’abord em-

partir du point pour lequel g =o; donc b = k\/fc—b =k \/

|
loyer une substitution | © © | pour dédnire de nouveau de (a, k, b
ploy . 1| P )

une réduite positive, et par 1a de (o, &, b) une nouvelle réduite in-
définie. Le procédé développé plus haut, pour le cas ou I ne serait pas
un nombre carré pour faire dériver les réduites conséculives, peut
maintenant s’appliquer, en vertu des mémes motifs, aussi a cette forme

2k + b,k + b, b) et aux formes qui les snivent par la jusqu’a ce
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que 'on arrive ainsi & une forme (a’, ¥, '), dans laquelle ¢’ = o,
pendant que les points positifs £, &, et 4, n, continuent & se mou-
voir sur leurs voies toujours dans la méme direction. En tout cas,
il faudrait qu’une pareille forme précédat immédiatement une forme

(a’, k", b") dans laquelle a” ou &” serait égale a zéro, puisque, sui-
vant que la seconde forme provient de la premiére, par la substitu-

. I
tion ‘
I

ou l :) : l, on obtient a” ou §” égal 4 ¢’. 1l faut d’ailleurs

qu’une pareille forme (a’, &', b') apparaisse réellement; car, d’abord,
les autres réduites dauns lesquelles les coefficients extrémes doivent
avoir des signes opposés ne peuvent cxister qu'en nombre fini; de
plus, aucune d’elles ne peut se présenter plus d'une fois, parce que
cela suffirait pour conclure qu’elles formeraient des périodes sembla-
bles non-seulement en avant, mais encore en arriére; enfin, par les
mémes molifs que plus haut, aucune de ces autres réduites n’est telle
quesa forme positive correspondante puisse rester réduite si un de ses
coefticients variables devenait infini. Or la derniére qualité appartient
a la forme (&', ¥, &), dans laquelle on a @’ + 2% + b’ = 0. On a de
plus o < a'<— 2/ Donc la forme (¢, l’, ¢’} est réduite d’'une ma-
niére analogue & ce qu'on a étudié relativement a la forme (o, £, b),
tandis que le sommet mobile &£, du triangle déterminé par (¢, ly, a'),
a partir de la position définie par h'= o, conséquemment par — b’ =,
s’avance toujours  I'infini, sur sa branche hyperbolique, dans la di-
rection suivie jusqu’alors. En méme temps les variables primitives £,
E,, u, n, deviennent aussi infinies, les deux derniéres ayant des signes
égaux. A la place de la période répétée un nombre de fois infini, de
formes réduites se trouve donc dans le cas ott k* — ab est un nombre
carré, une série de formes réduites ne paraissant qu'une fois chacune;
dans la premiére (a, £, b) on ale coefficient @ = o, dans la derniere
(a, ¥, &) e coefficient ¢’ = o. Comme (¢, }y, a'), est réduite en méme
temps que (o, k', b’), la forme indéfinie (0, %', a’) a anssi le caractére
d’une réduite. La substitation l : i l, au moyen de laquelle la forme
(0, &', a'), qui ne différe pas essentiellement de {a', ¥, &'), résulte de
(o, k, b), nait de la combinaison de la substitution, ne contenant que
des coefficients positifs, au moyen de laquelle (2, ¥, &’) résulte de

. 1l suit de la —a>fE>o0,

—1 1

(0, k, b) par la sabstitution I _

Journ. de Matk. (3¢ série), tome IIl, — FEvRiEr 1877, 6
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— 4 >8> 0. De (0,£, b)(«, 7) = o résulte de plus, quand m désigne

—ak

. b
le plus grand commun diviseur entre 2k et b, que &« = —» 7= )

m
et, eu égard 4 la remarque que je viens de faire, 8 et & sont compléte-
ment déterminés par I'équation

b 2k
-’;6+ ;ﬁ: f.

Si maintenant on exprime % eta’ par &, b, «, 3, 7, 3, on obtient
W= —k et @ =m9d. Comme les formes (o, k¥, 2&kn) sont propre-
ment équivalentes aux formes (o, %, o) et (o, — k, 0), et que, dans les
formes positives qui correspondent aux derniéres, le coefficient moyen
est constamment égal 4 zéro, on peut maintenant dire en général
que, dans chaque classe de formes équivalentes appartenant a I'in-
variant — £%, il y a une forme, une seule (o, &, &), dans laquelle

[y

2k > — b2o0, conjointe 4 une forme (o, — &, a’), dans laquelle

2k>a’Zo et i-a—lzl (mod. if) Gauss appelle réduite la forme
m m m
(a', k,0) proprement équivalente 4 la derniére (Disq. arith., 206).
Comme elle a pour improprement équivalente la forme (c, £, o), dans
laquelle je désigne & + 2k par ¢ la proposition ca’=m*(mod. 2 mk),
démontrée par Gauss (art. 210) pour deux réduites improprement équi-
valentes (c, k, o) et (a’, k, 0), est contenue immédiatement dans la
congruence que je viens de noter, D’aprés la méme considération qu’a
I'egard des formes positives, on reconnait que les formes (o, &, b) et
leurs équivalentes n’admettent aucune transformation en elles-mémes
—1 0
o —1

au déterminant 1, outre l :) (: ‘ et

" Sil'on a 7 = o, les trois sommets v, n,, —~&, —&,, 0, o du triangle
correspondant & une forme (a, £, b) sont toujours situés sur une ligne
droite. Le triangle sera donc toujours obtusangle, a moins que deux
des trois points ne coincident, ce qui n’est possible que lorsque a=o,
ou b=o0, ou c=o. Si donc on se borne A des formes primitives, c’est-
a-dire 2 des formes dont les coefficients n’aient pas de commun divi-
seur, il n’y a que les formes (0,0, =1), (£ 1,0,0) (%=1, 51, =% 1) qui
puissent étre des réduites, lesquelles ont la méme relation entre elles
que (a, &, b}, (¢, h, a), (b, g, c). On n’obtient ainsi que deux classes
primitives; elles peuvent étre représentées par les formes x* et — x*.

X . o Y RRRI
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I11. — FORMES TERNAIRES DEFINIES,

a. — Coefficients homogénes. Nouvelles conditions de réduction.

Pour une forme quadratique ternaire quelconque
ax® + by* + 2 + 287z + 2hzx + 2kxy,

j’emploierai, outre de nouvelles désignations a introduire, les désigna-

tions usuelles (;” z: ;) (2,7, 2), ou (‘;v’ :: ‘), ou f(x, 7, z), ou f Aux

coefficients g, b, ¢, j’en ajoute quelquefois un quatriéme, ¥; aux coeffi-
cienisg, lj, k, trois, 1, m, n. Ces dix coefficients doivent satisfaire aux quatre
équations a +l+h+h=o0,b+m+k+g=o0, (+n+g-+h=o,
® -+ | +m -+ n= o, de sorte que v = f(r, 1, 1). On se fera une idée
des relations qui existent entre ces dix coefficients, quand on les

a k h 1 o kb
réunit daos le systéme f , conformément & Yordre |k b 3
h g «

?

des coefficients ordinaires, ou bien quand on emploie, au lieu de g,
b, k, I, m, u, les désignations [be], [sa], [ab], [ad], [b0], [¥], en quoi
I'ordre de deux lettres placées entre les crochets est indifférent, de
sorte que [be] = [¢b]. Les vingt-quatre formes, qui résultent de 'une
d’entre elles, la forme f, par les permutations des coefficients a, b, ¢, ¥
combinées avec les permutations respectives des coefficients g, b, k, 1,
m, n, sont équivalentes entre elles; elles se changent les unes en les

H [o] O
autres par les combinaisons d’une des deux substitutions | o 1 o} et
(4] o 1
0o —1 0 1 [y o [s) o 1 [4] 1 0
—1 o0 o | avecunedestrois |o 1 o[, |1 o o, o o 1|, el
[i] o —I o o I [4] t -0 I o o
i 1 0 0 I 0 O —1 1 © —1 0 1
une des quatre l o 1 of,|1t —to|,|o 1t of [0 —r11 ,
o o 1 1 o —1 o 1 —1 (0] o 1

Les relations entre ces vingt-quatre formes ressortent avec plus
d’évidence encore quand on n’exprime ces formes que par g, b, k, [,
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m, u. En introduisant une quatriéme variable, savoir ¢, qui d’abord
doit étre égale a zéro, on obtient

f=—g(r — 2 — h(z—a)' — h(z — )" — l{a — 2"
(5) AR
—m{y—)?®—n(z— )%

Comme on peut augmenter ou diminuer d’un nombre quelconque
la valeur de ¢ partant de zéro, sans altérer la valeur de la forme, si
I'on augmente ou diminue du méme nombre x, y et z, les six coef-
ficients sont homogénes entre eux. Les permutations qui résultent
des vingt-quatre permutations des coefficients a, b, , ¥ et des variables
respectives x, y, z, t, et qui changent simplement I'ordre des six
termes, dans 'équation (5), peuvent étre caractérisées ainsi : on
réunit en couple deux coeflicients qui, dans le premier énoncé ci-
dessus, n'appartiennent pas 4 la méme rangée horizontale ou verticale
qu’un seul des nombres a, b, ¢, ¥, ou, dans le deuxiéme énoncé,
n’ont en commun aucun des éléments a, b, ¢, ¥; ce couple n’est dés-
uni par aucune des permutations de a, b, ¢, ¥, Mais les trois couples
g’ h,

de cette espéce qui, dans le systéme i L m,

k .
" ‘, forment les trois rangées

verticales, peuvent étre permutés a volonté entre eux, ce qui cor-
respond aux permutations entre a, b, ¢; il peut aussi se présenter
des permutations des deux éléments d'un couple, mais seulement en
combinaison avec la méme permutation dans un autre couple, ce qui
correspond aux permutations de b avec a, b ou r, quand les deux cou-
ples se permutent simultanément entre eux.

Si I'on fixe I'ordre cyclique déterminé v, a, b, ¢, ¥ pour ces coeffi-
cients avec celui de ¢, x, 7, 3, £ pour les variables; si I'on désigne
(¢ — ), (x — 7)), (r —2), (32— ¢) par u, u,, u,, u,, puis a par (34),
b par (41), ¢ par {12), b par (23), I'ordre des chiffres étant indifférent,
de plus b+ 29+, ou, ce qui revient au méme, b+ al+a par
(13), et a+ 2k +b ou t+ 20+ par (24), de telle sorte que de
ces six quantités ayant un chiffre commun, comme par exemple (12),
(13), (14), lorsqu’elles apparaissent comme coefficients extrémes d’une
des quatre formes binaires portant les numéros 1, 2, 3, 4, on obtient
I'éguation
(6 —f=(12)uyu, + (23)u,u, + (34) u,u, + (41)uyu,

/ + (24)uyuy + (13)u,u,,
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symétrique, comme la relation u, + u, + 4, + , == o, par rapport aux
chiffres 1, 2, 3, 4. '

A8, ¢

Quant a la forme adjointe ( > ou £, dont les coefficients sont

€, %, &
les premiers sous-déterminaunts de I'invariant 7, c’est-a-dire du déter-
a k
minant | k b g/, de sorte qu’il existe trois équations pareilles i
h g «

I=aX+ K&+ hB et six pareillesd 0 =af + kB +- h @, et qu'on
a$(X,Y,2)=I{xX +yY + 5Z) = If(x, y, z), si pour X, Y,Zon
place les demi-dérivées de f(x, y, z) relativement & x, y, 2z, nous
observerons qu’elle n’est symétrique ni par rapport avec a, b, ¢, ¥, ni
par rapport aux nombres introduits 1, 2, 3, 4, méme apreés qu’elle
a été complétée par les quatre coefficients I, £, 8, ¥, qui satisfont
aux équations :

A+f+DH+8=0, B+-M+-B+G=0, C+-W+B+H=o0,
D+L+-M+M=0, D=S50,1,1).

1T —1 ©o
C'est la forme £, qui résulte de £ par la substitution [0 1 —1{ et
o o 1

dont les coefficients A,, 3,, €,, P, sont les invariants des quatre
formes binaires précitées portant les numéros 1, 2, 3, 4, qui est non-
seulement symétrique par rapport a ces numéros, mais encore par
rapport & a, b, ¢, ¥, si I'on conserve un ordre cyclique, dans lequel
u reste séparé de ¢, b de . En faisant, pour abréger,

¥. = gu + nm + mg,
Po=ul + 1h + b,
P.= Ik +~ hm+ml,
Pa= kg + gh + bk,

on obtient Pexpression suivante :

A —P.—bm —k+hm —Ps—hm
§ = 8—284+2A2 —Pp—hm  —gl 4+ bm
v €C—264-8 —P.—bhm |
¢

Pour que f soit une forme positive, en supposant les variables réelles
aussi bien que les coefficients, il faut, quand 7 n’est point nul, que
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0, b, A, B, € B et ] soient positifs; mais il suffit déja, d’apreés
I'équation af = (a2 + hy ~+ h2)* + €y* — 2@yz + Bz*, queset la
forme binaire (€, — ®, B) soient posilifs; donc, a et B on deux coef-
ficients quelconques, ayant entre eux des relations pareilles, doivent
étre positifs en méme temps que 1.

A la place des conditions de Seeber pour une forme positive ré-
duite, savoir, a<b<¢, (2g)<h, (2h)Za, (2k)Za, auxquelles on joint,
quand g, b et k sont négatifs : ¢ -+ b + 29 + ah + 2k 0, J'introduis,
pour mon objet, d’autres conditions de réduction, qui ne concordent an
fond avec les précédentes que lorsque le premier cas se réalise, et con-
sistent toujours en ce que, des nombres g, y, k, L, m, n, aucun ne doit étre
positif. Tandis qu’il résulte des conditions de Seeber, si f’ est une forme
équivalente 4 f, dans laquelle on a pareillement ¢’ Sb'S ¢, que @' ne
peut étre <_ 4, ni b’ < b, ni ¢ <, il résulte des miennes, que je dois
maintenant justifier, et qui ne portent pas atteinte a la symétrie entre
a,b,cetv,quea+b-+c+det —g—bh—k—1—m—n ont des
valeurs minima, pour toutes les formes équivalentes. Je désigne une

« B v
substitution [ 2, 8 1y |, qui doit étre employée pour la forme f,
%2 pz ¥l
afin de pouvoir exprimer ¥, I, m', w d’'une maniére aussi immédiate
« B v 9@
que o, b, ¢, g, b, K, par |« 8w &, ou &, &, &, sont tels,
%3 ﬁ‘z T2 d.
que la somme des coefficients rangés par quatre dans une ligne hori-
« B8 9 ¢

& ﬂl T d
w B o & y gy ﬁaa Tss 0y

s B o1 &
étant égaux a zéro. Toutefois, dans ce dernier systeme, on peut, pour
rétablir la symétrie relativement 4 a, b, ¢, , augmenter ou diminuer
d’une seule et méme grandeur tous les coefficients placés quatre par
quatre dans une colonne, sans que par la le résultat de la substitu-
tion soit altéré, si ’'on met, par exemple

zontale est égale i zéro, ou aussi par

o = aa®+ba? 4+ ral + vai -+ 29%,&,
+ abha,a + 2haa, + 2laa; + 2Ma, g + 2N2,32;, €LC.,
1 J0 1 dd 1 da’ 1 da'

,'_—,_.. - — — — — —
h—zba +2Da.ﬁ'+2Da,pz_‘_zaa,pa’etc'
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Car, par exemple, s1 «, a,, «,, &, augmentent de 1, 3 Y% naugmente

que de a -+ k + b + I, c’est-a-dire de zéro; il en est de méme des
dérivées semblables; de plus, on a '

da' od" da’ —o. et
da day U das day ! c-
—I 0 o I
, . . . —1 0 I .
L’application, & f, de la substitution | ~ Lol produit la
[ 0o o o0
a+2h4¢ kg n-+g l—g
b I
forme s e
¢ h+g
' a+ak+b

A la place de —g—bh — Kk — 1 —m — n vient donc, dans celle-
ci, un nombre plus petit de g, de sorte que cette somme peut
toujours étre diminuée par une substitution appropriée, toutes les
fois que g ou, comme on peut le conclure d’aprés la symétrie, un
des coefficients §), k, |, m, n est positif. Si | est positif, la substitution
correspondante, par exemple, résulte de celle qui a été indi-
quée par I'échange de b et ¢ contre a et . La substitution ci-dessus

—1!1 o 0o 1 0O —I1 0 1
o —1 0 1 . .. o o 1 . .. .
devient ainsi , ou bien, si je modifie,
—I O 1 0 (o] o o0
o o o o —1 © I o
I —1 —1 1
N y o 0o —I 1
de la méme grandeur les termes d’une colonne, t o -

o (4] (¢} o

Enfin, en remettant a leur place primitive a et v, qui reparaissent parmi

-1 1 1 —1I
oy s o 1 .
@, b, ¢, ¥, jobtiens | , qui change f en
o o o [
a 4L b+ —1
a4 2h ¢ g— L 41

a—+2k4b m-4
d
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1l est, maintenant aussi, aisé de démontrer que, si g, , k, 1, m, n sont

négatifs, toutes les substitutions effectuent une augmentation de la
1 o 0o —1

1 0

o 1 —1

o 0

somme a-+b -+ ¢+, excepté la substitution identique

© & ©

ou

o O ©

, el celles qui effectuent de simples permutations

e 0 0 =
0 0~ Q

1

et d. Ayant en effet, d’apres (5),

N o =0 0

entre a, b,

o= — gla, — &) — hla,— a)* — Rlo — )2 — I — &)

—m(a, — o) —n(a; — )7

et des expressions analogues pour b, ¢, ¥, on reconnait que, dans la
substitation identique et les vingt-trois autres mentionnées, chacun
des nombres non négatifs — g, — by, — Kk, — 1, —m, — nentre deux
fois dans la somme o + b + ¢ + ¥, chaque fois multipliée par le
nombre carré 1. Si, par conséquent, cette somme diminuait dans quel-
que forme équivalente, il faudrait qu’an moins un de ces six nombres
y pariit moins de deux fois. Si ¢’était le nombre — g, il faudrait, parmi
les quatre différences a, — a5, Bi— Bar Y4 — Y2r 81 — 8., que plus de
deux fussent égales a zéro; leur somme étant égale a zéro, il s’ensui-
vrait que toutes les quatre seraient uulles, ce qui exigerait que le déter-
minant de la substitution fat égal 4 zéro. Cette somme-1a ne peut donc
étre plus petite dans aucune forme équivalente; mais il nous reste
encore & discuter les cas dans lesquels un ou plusieurs des nombres g,
b, k, 1, m, n sont égaux a zéro.

Si f est réduite et si h.m n’est pas plus grand que g.l ou k.n, la
forme précitée £,, formée en ayant pour base )a série cyclique ¥, a, b,
¢, b, est aussi réduite, &,, H,, K, £,, M, ¥, étant alors négatives
ou nulles, comme on le reconnait immédiatement d’aprés leurs expres-
sions. Chaque permutation entre les nombres b, a, b, £, ¥, dans laquelle
restent séparés deux nombres qui ne se suivent pas immédiatement et
restent unis deux nombres se suivant immédiatement, entraine aprés
" elle simplement une permutation entre les coefficients A,, 8,,€,, D,.
Le résultat est analogue pour les cas dans lesquels g.1 ou h.nne sont
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pas plus grands que les deux autres produits analogues, car on prend
alors pour base la série drabd ou dbead. Sur les vingt-quatre formes
simultanément réduites, il y cu a huit dans lesquelles la forme indi-
quée de la classe adjointe, basée sur la série abch, est réduite; dans
huit autres, c’est la forme basée sur Ia série cabd, et dans les huit der-
niéres c’est la forme basée sur la série bead, qui est réduite. Sil’on
cherche des conditions propres 4 mettre en évidence comme forme
représentaote une des vingt-quatre formes simultanément réduites, ce
qui, pour mon but, ne ferait que géner, mais serait désirable pour
des constructions de tables, les considérations précédentes font immeé-
diatement ressortir huit formes sur les vingt-quatre. De la condi-
tion que ¥ ne doit pas étre plus petit que a, b ou ¢ résulte que,
sur ces formes, deux sont mises en vue, qui se transforment l'une
[+ o —1
en lautre a I'aide de la substitution | ¢ —1 o | et pourraient éire
—1 0 o

distinguées par la condition aZ¢ ou g <k.

b. — Les transformations des formes en elles-mémes.

Si la forme f, 4 Taide de la substitution S, se transforme en la
forme f’, et si les coefficients a, b, ¢, g, h, k coincident numérique-
ment avec les coefficients o', V, ¢, ¢, ', k', rangés dans le méme
ordre, on dit: la forme f se transforme en elle-méme par la substitu-
tion S. Je n'ai en vue que des substitutions au déterminant 1. 1} suffit
aussi de considérer ces substitutions pour des formes réduites, parce
qu’elles s’en déduisent pour les autres. Si donc f est réduite et si,
comue je vais premiérement le supposer, S est une des vingt-trois sub-
stitutions par lesquelles nos vingt-quatre formes résultent les unes des
autres; si, de plus, x est le nombre de celles de ces vingt-quatre formes
qui ont des coefficients coincidant avec f, cette forme elle-méme y
compris, de sorte que x soit diviseur de 24, il faudra considérer les
cas particuliers qui suivent et que 'on devra adopter comme types
pour les cas analogues.

1. a=b et g= 1§, d’ou résulte aussi que | = m. Alors f ne su-

i
/
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o —1 o 1

—1 0 o 1
0 o —1I |
et x == 2. Ce cas est en méme temps le type pour les cinq autres, dans
lesquels d’autres combinaisons des quantités a, b, £, b jouent le role
que jouent ici a et b.

bit aucune altération en permutant a et b; S est donc =

2. a=b, c=9%, g =1, h =m. En ce cas, f ne subit aucun change-
ment lors de la permutation de ¢ et b jointe a la permutation de a et b.

o 1 —1 o0
Sestalors| 1 o —1 o|etx=2.Laréunion de deux tels cas, c’est-
o 0o —1 1

a-direlesconditions: g=L h=m, h=n,a=b=rc=9%, dounex = 4.

3. a=b, c=3, g=h=I1=m. Alors, sans que f soit changé, a peut
se permuler avec b et, indépendamment de cela, ¢ avec ¥, Les substitu-
tions S résultent de celle qui est indiquée dans le premier cas et d’une
analogue. On a x = 4.

bd.a=b=rg="0b=K, | =m=n; alors x est égal i 6; analogues
sont lescasa="5b =¥, etc.

-

5. a=b=c=3d, g=h=k=I1=m=n. Alorsona x = 24.

Mais, si S ne fait point partie de ces vingl-trois substitutions-la et que
néanmoins f puisse se transformer par S en elle-méme, c’est-a-dire en
une forme pareillement réduite, il n’est pas possible que tous les nom-
bres g, b, Kk, 1, m, n soient différents de zéro; il y a donc plus de vingt-
quatre formes réduites. Soit X le nombre de celles d’entre elles dout les
coefficients coincident avec ceux de f. Si maintenant ;

6. b seul est égal & 2éro, de sorle que vingt-quatre autres formes
soient réduites, dont l'une, f’, résulte de f par la substitution
—1 o o 1

k), , )
o —1 0 1]|eta ”’ :’ % a la place des coefficients homogénes
o —1 1 0 1™ 8
h . B
{ ?’ no" " ;5 alors on a A = x, quand g différe de n et k de 1; par contre,
L] $]

A=2x si g=mn ou k=1, cas dans lequel x formes des vingt-qnatre
premiéres réduites coincident avec x des vingt-quatre autres. Des con-
ditions symétriques entre a, b, ¢, d sont, par la condition que § seul
doit étre égal & zéro, exclues les conditions symétriques entre a et b,

" v R TR YRR
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b etc, b et a, ¥ et £. En revanche, f peut ne pas se modifier lors de la
permutation de a et ¢ ou de celle de b et 3, ou des denx permutations
qui le prescrit, quand on a respectivement g =k, =1 ou g=rn,
k=1lon g=1, R=mn ou g=hk=1=mn. Outre la valeur 1, x peut
donc aussi prendre les valeurs 2 et 4.

7. 8i h =m=o0, de sorte que 3.24 formes soient réduites, dont
trois, y compris f méme, se transforment cycliquement en ellessmémes
’ —r I o o o k
par la substitution | —1 o 1 o |, par quoi les coefficients {5’ ’ :
f, o,n
o 0O 1 —I
‘ k' 0’ l' l’ 07 g 1
se changent en | t » alors A =1, 2, 4, 6 ou 24, sui-
{ 9,0, kyo, n

vant que, parmi les nombres g, k, I, n, il n’y a pas d’égaux, on un
couple d’éganx, ou deux couples d’égaux, ou trois égaux, ou que tous
les quatre soient égaux entre eux.

8. Sih=RKk=o, il y a 6.2/ formes réduites. Six d’entre elles, parmi
lesquelles f, résultent cycliquement les unes des autres au moyen de

] o 0o -1
la substitution | e o 1 —1], que je désigne par S. Les coefficients
o 11 o

N o . . . .
homogeénes 3 l” iy : g restent invariables quand on emploie la substi-
3 s ’
o

I 0o —1
O —1 0 1

0O 0 —1 1

tution §* = , et se transforment, par S et 5%, en

zn, 0,0

L, 8,

j, par S?et S~ en 3"" o : f On a donc 2. = 2, §'il n’y a pas

Iy n,

une condition ultérieure de remplie; A = 4, pourvu qu’on ait seule-
ment m = n, ou seulement § = m, ou seulement n = g; 2 =12 quand
g = m = n. Enfin et en dernier lieu :

9. 1l faut encore tenir compte des cas dans lesquels trois des nom-
bres g, b, k, I, m, n sont égaux a zéro. Soit g=h=k=o0. Il ya
alors 4 fois 4.24 formes de réduites. Au premier groupe de 4.24 appar-

tiennent la forme f el celles qui en résujtent par les substitutions

I 0 0o —1 —1 06 0 I —~1 0 0 1
o —1o 1{,lo 1 o —1|],|0o—10 1| et dont les coeffi-
o 0 —1 1 o 0 —1 1 o 0o 1 —1

cients coincident. Au deuxiéme groupe de 4.24 appartiennent les
7.
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quatre formes résultant de la forme f et des trois autres précitées

1 o o
par la substitution | —1 1 o o

o 0 I
de méme des troisieme et quatriéme groupes de §.24 si, dans la
derniére substitution, on permute cycliqguement les lignes horizon-
tales. Pour toutes ces 4.4.24 formes, on a A =4, 8 ou 24, suivant
que a, b, ¢ sont tous différents ou que deux d’entre eux ou tous les
trois sont égaux entre eux. Comme dans les 3.4.24 derniéres formes,

g h k

Lo ﬁ, deux, quisont rangés
b H

verticalement, et un autre, deviennent égaux a zéro, tandis que les
trois autres prenuent les valeurs arbitraires |, m, u; j"ai tranché la ques-
tion les concernant, ainsi que tous les cas exceptionnels possibles rela-
tivement 4 des formes positives. La simplification que j'ai obtenue,
dans ce qui précéde, comparativement a I’exposé d’Eisenstein, est due
4 ce que mes conditions de réduction sont plus conformes a la pa-
ture des choses.

—1
qui coincident entre elles. 1i en est
el ¢

parmi les coefficients qui remplacent §

¢. — Relations géométriques.

Si 'on désigne symboliquement par (a), relativement a sa grandeur
et & sa position, une longueur rectiligne dans I'espace, dont les pro-
jections soient sur trois axes rectangulaires £, &,, &,, et, semblable-
ment, par (b) et (¢) des longueurs dont les projections soient sur les
mémes axes n, v,, 0 €t &, §,, &, Vensemble des extrémités des lon~
gueurs partant d’un méme point initial et devant étre désignées sym-
boliquement par a(a) + y(b) + z{c), ou x, y et z expriment lous des
nombres entiers, représente un systéme de points ordonnés parallélé-
pipédiguement. En entendant, par le produit de deux longueurs pa-
reilles, le produit de leurs longueurs absolues multiplié par le cosinus
de leur différence de direction, expression symbolique déja employée
dans les OFuvres posthumes de Gauss (t.11, p. 305), et qui peut aussi
s'énoncer par les quaternions d’Hamilton, alors le carré de la lon-
gueur x(a) + y(b) + z(r), identique au carré de la longueur absolue,

est égal a (; :’ ;) (x,7, z), si Pon désigne les carrés des longueurs
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(a)(b)(c) par a, b, ¢, et les produits de ces longueurs, prises deux
a deux, par g, b, k. L'exactitude de cette assertion résulte des
équations

E+E +El=u 2*+ui+ni=0b, P+ +EL2=q,

D G malam gy G5+ Catay, Ent Byt Eama b,

qui, méme non symboliquement, donnent le méme résultat. On peut
g, b,

démontrer de la méme maniére que, (g b
2 ?

'y N ,
k) (e, @, @) étant dé-
signé par o, on a

[e(a) + e () + ] [Ba) + B (0)+ Bl =35 £+ E B S0 By

da, 2 da, 2

et I’on reconnait que, si la forme f se change en la forme f’ par la

@« B v
substitution | =, B 7. |, dont le déterminant est, comme toujours,
221 ﬁz Y2

supposé égal a 1, les coefficients de f’ ont les mémes relations
avec le systéme des points que ceux de f, pourvu gu'on s’ima-
gine ses points reliés par d’autres lignes. 1l vésulte, de I'équation

a kY E n L
I=|k b g|=|% = &/, quesix fois les volumes des trois té-
h g ¢ L om b

traédres déterminés par les arétes consécutives (a) (b)(c), (b)!c)(a) et
(¢)(a) (b) sont = == \/7; ceux des trois tétraédres déterminés par les
arétes consécutives (a)(c)(b), (c)(b)(a) et (b)(a)(c) sont = ¢ 7.

E = b
Je pose toujours | & w & | =+ 7.
B 0 L

Je désigne les premiers sous-déterminants de ce déterminant par
=, =,5,H, 0,1, Z2,Z,, Z,, de sorte que &E, + u,H, + {,Z,= v/

= H Z
et que | = H, Z | = 1. Silon désigne symboliquement par (X) un
31 H‘! Zl

fragment de plan, déterminé quant & son aire et & sa position, et
dont les projections perpendiculaires aux trois axes sont =, E,, E;
si 'on agit de méme par analogie avec (#), (€); si, de plus, on en-
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tend par produit de deux tels fragments de plan le produil de leur
aire multiplié par le cosinus de leur différence de direction, on ob-
lient

(X).(X)=2, (B).B)=B, (€).(€) =€, (B).(€)=6,
(€©).(%)=9, (A).(B)= A&,

comme il résulte des équations

(EtyE? 4 E1=A, W4+ HI4+HI=D, 2247} + 2=,

P

\8) WZ +H,Z, + H,Z, = 67 Z= + 17,5, +Z2£2=ﬁ,
\EH—+—E‘.,H,+E,HQ=£%. -
16 §
(es mémes équations montrent que [ & 8 6 (= I,
§ 6 ¢
a B v
Avec la substitution {a 8 7. |, ona
-2 ﬂ: il

E; = ak + a0, + @8, 7)'3 = ﬁE- + pl"h + pz;n
C‘: = 'YE.: -+ s+ 72;:-
ou, sommairement,
(0) = a(a) + a,(b) + ay(c), (b)) = Bla) + Bi(b) + falc),
(€)= y(a) + 7.(b) + 7a{c).

St Pon met les expressions pour &, u, & dans Jéquation
2= 4y H 422, = VI, la considération des expressions mnulti-
pliées par &, n,, &, donnera les équations

B, =aE + M, + 9Z, W,=aE +BH + 7.2,
Z,= o5 + ﬁzH; + 'hZ;,
ou, somimairement,
A =2 N)+ (D) +7(€), (B)=a(A)+ (W) + 7€),
(€) = o (X) + Bao( ) + 7€)

La différence des directions de deux plans dépend des directions
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de circuits que I'on admet comme positives dans les plans. Si I'on
admet ces directions comme telles, que la ligne commune a deux
plans, considérée comme limite d’aires fermées situées toutes d’un
seul coté de cette ligne dans les deux plans, fasse son parcours, dans
les deux, en des sens opposés, I'angle cherché est celui qui est
compris entre deux droites, dans U'intérieur des aires fermées, per-
pendiculaires 4 la ligne commune, desquelles droites I'une finit et
I'autre commence & cette ligne. Pour tous les plans d’un polyédre
fermé, on peut admettre de telles directions de circuit qu’entre deux
plans ayant une aréte commune la condition indiquée soit remplie.
C'est seulement en admettant cela que Von trouve que la somme des
projections de toutes ces positions de plans dans un plan quelconque
est égale & zéro. Ainsi § précité ale signe du cosinus de 'angle que
forme le plan du triangle complétement déterminé par [— (a), + (b)]
avec le plan du triangle [— (b), + (¢)] quand, suivant 'usage, on fait
partir du méme point les lignes + (a), -+ (b) et =+ (x). Si f est réduite,
d’aprés ma définition, pour Vordre ¥, a, b, ¢, b, de sorte que les diffé-
rences de directions de deux ligoes tant adjacentes qu'opposées du qua-
drilatere non plan (a)(b)(c)(¥) sont des angles obtus ou droits et qu’en
outre h.m n’est pas plus grand que g.1 ou k.u, alors les différences de
directions de deux plans de tétraédres, sur lesquels se trouvent les
cOtés (v) et (a), (a) et (b), (b) et (1), (c) et (¥), sont des angles obtus ou
droits, parce que les coefficients @,, §,, &,, £,, M, M, de la forme £,
sont négatifs ou nuls. Les directions de circuit y sont déterminées,
non par [+ (a), 4+ (b)], [+ (b), 4 (c)], ..., mais d’aprés la régle
donnée plus haut. Si par exemple ici, ou toujours le point ini-
tial d’an coté coincide avec le point final d’un autre, la face (€
est déterminée comme [+ (a), + (b)], il faudra prendre, pour (A},
[— (b), +(b)+(c)], ou, ce qui donne le méme résultat, [— (b), -+ (c]].
Mais la projection de (a), perpendiculaire sur (b), a comme projec-
. ' . k k k .

tions, sur les trois axes, & — T g, — T & — LY la projection
de (¢), per\i:)endiculaire sur (b), cellesde & — %n, & - %n,, Zy— % Yz
Le cosinus de la différence des directions de ces deux lignes multiplié

. k A
par le produit de leurs longueurs absolues est donc h — %—; le méme
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cosinus, multiplié par le produit des valeurs absolues des deux
aires, a pour valeur — .

La propriété que possede le quadrilatere (a)(b) («)(®) appartient
aussi au quadrilatére (c)(b)(a){?), qui lui est égal, mais non su-
perposable. Les formes qui correspondent 4 deux quadrilatéres, ayant
les mémes rapports que les deux précédents, se transforment l'une

o o 1
en l'autre 3 'aide de la subslitution | o 1 o | au déterminant — 1;
1 o o

mais le déterminant — 1 se change en déterminant + 1, sil’on change
dans leurs opposés les signes de tous les coeflicients et les direc-
tions des longueurs, de sorte que cette différence essentielle pour
les quadrilatéres disparait dans les formes. Les formes correspon-
dant aux quadrilatéres (b)(c)(a)(®) et (¢)(a)(b)(d), ainsi qu'aux
quadrilatéres (a)(c)(b)(v) et (b)(a)(c)(3), qui leur sont égaux, mais
non superposables, ne sont point réduites en ce qui regarde I'ordre
des coefficients. Au moyen de trois plans, qui sont déterminés par la
diagonale principale (b) et les sommets non reposant sur (), d’un
parallélépipede déterminé par les arétes (a), (b), (¢), ce parallélépi-
pede est divisé en ces six tétraédres précédemment indiqués et qui ré-
sultent les uns des aulres par permulations entre (a), (b) et(c), et
dont on voit que deux seulement, opposés I'un a I'autre, peuvent avoir
toutes leurs arétes saillantes. Quant aux six espéces de Iriangles, si-
tués sur les faces des tétraédres, aucun d’eux ne peut étre obtusangle
en cas de réduction, parce qu’alors aucun des nombres g, b, k. I, m, n
n’est positif et que par conséquent a et b ne sont pas plus petits que
— £, etc.

Pour la signification géométrique des équations (§) et (6), je
dirai encore que I'on peut considérer la longueur déterminée par
a{a) + y(b)+ z(c), aussi bien que la longueur x(a) + y (b) -+ z(c) + ¢(?),
soit que l'on admette que £ = o, soit que 'on augmente ou diminue
d’un seul et méme nombre x, 7, z et £. Si I'on se figure les points du
systéme rangés sur des plaps paralléles a la face [(3), ()] correspon-
dante a I'indice 3 employé ci-dessus, le u,, employé plus haut dési-
gnera le nombre des couches séparées par ces plans et coupées par la
longueur x(a) + y(b) + z(¢) + £(3), ce nombre étant compté comme
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positif a partir de la face tétraédrique [(v), (a)] vers le coté sur lequel est
couché le tétraédre lui-méme. Comme, par analogie, la méme chose
est applicable a u, et que (12) désigne la distance des points sur la
ligne d'intersection des plans 1 et 2, on reconnait la signification du
terme (12) v,u,, comme aussi des autres termes de I'équation (6).
Cette proposition géométrique se trouve dans des remarques posthumes
de Gauss { OEuvres, t. 11, p. 307).

Un rodle important est joué, dans la suite, par les cas particuliers
étudiés dans la section précédente, alinéas 7 et 8. Dans le dernier,
(a) est perpendiculaire sur (A); dans le premier, chaque coté du
quadrilatére est perpendiculaire 4 son cOté opposé; le tétraédre a par
conséquent la propriété, élucidée par Lagrange et plus récemment
par M. Borchardt (Mémoires de I’ Académie de Berlin, 1865 et 1866;
Rapports mensuels de Berlin, juin 1872) et par M. Kronecker (Rap-
ports mensuels de Berlin, juin 1872), d’avoir le plus grand volume
possible; étant données les aires des faces. La condition §, = M, = o
indique, par analogie, que chéque face du tétraédre est perpendicu-
laire & sa face opposée ou, suivant le langage usuel, que les angles
diédres sont droits &4 deux arétes opposées; il en résulte pareillement
que le tétraédre a le plus grand volume possible, étant dounnées les
longueurs des quatre autres arétes. Si I'on tient A4 ne pas quilter la
configuration ordinaire des formes et cependant & ne pas détruire la
symétrie entre a, b, ¢, ¥, on peut appliquer a f la substitution

o I 1
1 0 1 . . . . . . .
au déterminant 2 qui, d’aprés ce qui précéde, est iden-
I 1 O
0o 0 o o O o
. . . I —I .
tique avec la substitution |~ ° " i. Donc la permutation de a
0 —1 —1

et ¥ n’effectue autre chose que lapplication de la substitution

—1 ¢ o
o o 1| i laforme naissante. Ce changement a de I’analogie avec
(1] 1 0 .

celui qu'a utilisé M. Borchardt ( Mémoires de Berlin, 1865, p. 7),

-1 1 I
laquelle repose sur I'application de la substitution | 1 —1 1 | 4 la

I I —1

Journ. de Matk. (3¢ série}, tome IIl. — FevriEr 1877. 8
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forme f,, et, conséquemment, de la substitution adjointe

2 2

o 2
2 2 0
i la forme adjointe £,, et qui rétablit la méme symétrie relativement
aux chiffres 1, 2, 3, 4, utilisés plus haut. Dans la premiére transfor-
mation, les arétes (a), (b), (¢) d’un parallélépipede sont remplacées
par les diagonales (b) + (¢), (¢)+ (a), (a)+ (b) des faces latérales;
dans la seconde, les arétes (a,), (b,), (¢,) d'un parallélépipéde, parmi
les principales diagonales duquel se trouve (b,), sont remplacées par les
trois autres diagonales principales du méme parallélépipede [*].

Comme |’équation fondamentale et les autres les plus simples de Ia
Trigonométrie sphérique sont contenues dans celles-ci :

G=bk—ag, 7=205_2"% g 46 gC—o,
de méme les parties purement géométriques de la cristallographie sont
contenues dans la théorie précédente, puisqu’on peut supposer, dans
les substances cristallisées, des points parallélépipédiquement or-
donnés, abstraction faite d’auires points pareils (voir Bravais,
Comptes rendus de U Académie des Sciences, t. XXIX; 1849). Si, sui-
vant Miller, d’aprés les citations dans le Manuel de Minéralogie de
Des Cloizeaux, u, v, w désignent les paramétres d’'une face, tandis que
les axes du type sont désignés, en direction et longueur, par (a), (b),
(), cette face sera représentée par u( ) + v(B) + w(€).

Si £ se change en £’ par une substitution dont les deux premiéres
colonnes sont &, v, w et u,, ¢,, Wy, le cosinus de Vangle diédre foriné

par () et (') est v

’
. \/—’ la tangente de cet angle est " Varéte

commune aux deux faces ou I’axe de la zone est

|« )+

La relation posée par Carnot entre les cosinus des six angles diedres

-(£)-

4

{*] L'article qui suit a été remis A la rédaction en juin 1895, et rien n'en a été
changé depuis.



DES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES ET TERNAIRES. 59

formés par quatre faces et dont cinq suffisent pour déterminer le type

A& § £
. ® & M .
est donnée par 5 6 ¢ n =0 de méme que, pour les angles
£ M n b
e k 1
) - C ik b g om A ..
d’un quadrilatére non plan, par hog ¢ n|=0r S I'on divise les
I m n ¥

lignes et colonnes d’une part par VX, v, V&€, VD, et de 'autre par
v, Vb, Ve, 3. Les wmineurs des déterminants ainsi obtenus donnent
les rapports entre les quatre premiéres et entre les quatre secondes
quantités. Si, en effet, il est vrai, comme je le lis dans les Eléments de
Cristallographie de Naumann, Leipzig, 1856, p. 54 et suiv., qu'il serait
pour toutes les formes cristallines une loi générale confirmée par toutes
les observations, que les tangentes des angles diédres formés par les
faces d’une méme zone soient en rapports rationnels, il devrait en étre
de méme pour tous les coefficients des formes quadratiques ternaires
correspondantes. Mais, abstraction faite du systéme cubique, si cette
loi était rigoureusement exacte pour une température, elle ne pour-
rait pas l'étre généralement pour les voisines, a cause de I'inégalité
de la dilatation. La vraie loi est que tous les rapports anharmoniques
pour lesdits angles diédres sont rationnels. 1] en est de méme pour les
angles plans qui sont possibles en une face, comme le dit Gauss en
d’autres mots dans ses remarques posthumes (OEuyres, t. 11, p. 308).

Les types cristallins peuvent étre déterminés par les formes réduites
f ou §,. Les tétraédres correspondants, se changeant les uns en les
—I1 0 o
o —1 0
o o0 —1I

autres par les substitutions , ne représentent que des

3

formes hémiédriques. Le nombre }, identique 4 » dans les cas 14 5
de IT1, b, indique le nombre de fois que ces tétraédres coincident avec
eux-mémes. Tandis que la forme générale correspond au systéme du
prisme doublement oblique, on cbtient, au cas 1 de III, b, comme
type, un prisme rhomboidal oblique, dont les arétes sont (a) et (b)
avec {¢) ou (), d’ou résulte, pour £,, le cas M, = o, &, = K&,, appar-
tenant & 6 de 1II, &, ou, si V'on avait a=¢, g =k, le cas §, = M,,
' 8..
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AR, = M, appartenant i 2. On obtient le méme systéme aux cas de 2,
g=1, h=m ou g = [, k = n entrainant respectivement, pour §,, les
cas1ou 2. Le cas g = I, h =m, k= n offre trois axes rectzngulaires
1 0 1
1 1 o
o 1 1I
pour £, des cas mentionnés sous 6 et 2, donne un prisme rhomboidal
droit aux arétes (a), (b) et (¢) — (b). Les cas 4 et 5 entrainant, pour £,,
les deux derniers cas 7, conduisent au systéme rhomboédrique,
() étant I'axe principal; et au cubique, (a), (b), (¢), () étant les dia-
gonales du cube. Les cas A = 2, 4 et 13, compris dans 8, conduisent
au systéeme clinorhombique, le rhombique et I'hexagonal; enfin, les
cas A =4, 8, 12 de 9 au systéme rhombique, quadratique, cubique.
_La condition h = o, du cas 6, a été posée comme caractere d'un nou-
veau systéme diclinique par M. Schrauf (Minéralogie physique, T,
Vienne, 1866), et la condition $, = o I'était par Mitscherlich et
M. Naumann (au lieu cité et Eléments de Minéralogie, o éd., 1874);
mais ni cellesci, ni méme les conditions de 7, h=m=o0 ou
6, = M, = o, ne donnent aucune symétrie ultérieure en espace si
pour toutes ou pour une partie des réduites on a A= x. Dans le
casl = o, g = n, on obtient comme type un prisme rhomboidal oblique
aux couples d’arétes symétriques (b) et (b) + (¢) ou () et (¥) + (¢), qui
deviennent aussi symétriques entre eux et aménent le systéme rhom-
bique ou quadratique si 'on a de plus f==houg=hkh=1=mn.1e
cas h =m =0, g =k =1 donne un rhomboédre aux faces (X,), (8,),
(€,), et un tétraédre régulier pour g=Kk==1=n.

moyennant la substitution . De méme le cas 3, entrainant

{4 suiore.)




