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Extrait d'une Lettre a M. Resal; 

PAR M. OSSIAN BONNET. 

L'article intéressant sur te mouvement d'un point sur une surface, 
que vous venez de publier dans votre Journal, me remet en mémoire 
que je vous avais promis la communication d'une démonstration 
des formules de Lagrange susceptible d'entrer dans l'enseignement le 
plus élémentaire pour le cas spécial du mouvement d'un point sur 
une surface. Voici cette démonstration, qui me paraît à la fois simple 
et directe. 

Je conserverai toutes vos notations, auxquelles j'ajouterai les sui-
vantes : ρ et η seront les deux variables indépendantes au moyen 
desquelles on aura exprimé les coordonnées cartésiennes x, y, ζ des 
différents points de la surface. La caractéristique D indiquera les 
différentielles totales relatives à un déplacement infiniment petit égal 
à Dx, effectué sur la surface et dans une direction entièrement quel-
conque; la caractéristique d indiquera les différentielles ordinaires 
relatives à un déplacement infiniment petit égal h ds = vdt, effectué 
sur la surface et tangentiellement à la trajectoire du point mobile, 
c'est-à-dire les différentielles par rapport à t; enfin la caractéris-
tique S indiquera les différentielles relatives à un déplacement infi -
niment petit égal à Si, effectué sur la surface et normalement à la 
trajectoire du point mobile. Nous poserons 

DA® = Ε.DP® -+- 2F.DpD9-l-G.D9®, 

X.D.r + Y.D/ -t- Z.DZ = P.Dp -h Q. D9, 
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Ε, F, G, Ρ, Q étant des fonctions connues de ρ et de q, dont les trois 
premières dépendent de la forme de la surface, et les deux autres de 
la grandeur et de la direction de la force qui sollicite le point maté-
riel; par conséquent, on aura 

ds" = Ε. dp" 4- a F. dp dq -1- G. dq'1 ; 

par suite 

la tranché 

ou 
( 2 = Εpn 4- aFpy + Gq'-; 

en faisant 

dA - B> dA — 

et, en outre, 

X d.x 4- Y dy 4- Ζ dz — Ρ dp 4- Q dq. 

X Sx -h Y âj 4- Ζ iïz = Ρ ùp 4- Q dq. 

Écrivons maintenant les deux équations du mouvement, qui sont 
indépendantes de la réaction inconnue de la surface, à savoir 

d (^- e2) = X dx 4- Y dy 4- Ζ dt — Ρ dp 4- Q dq, 

r3 Y 3-r . ν i.r , 7 3z _ p Sp nif/ 

Ces deux équations, où p
g
 désigne le rayon de courbure géodé-

sique de la trajectoire, sont établies dans votre Mémoire par un 
calcul un peu long, mais on reconnaît aisément qu'elles résultent im-
médiatement de l'expression des composantes tangentielle et normale 
de l'accélération dans le mouvement d'un point libre. 

Or, d'après une formule que j'ai donnée pour la première fois 
dans mon premier Mémoire sur la Théorie générale des surfaces 
<XXXIIe Cahier du Journal de l'École Polytechnique

}
 p. 37), et que 
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l'on sait maintenant établir bien simplement d'une foule de manières : 

Og ds Bs ' 

on a donc 
d{ ν- = Ρ dp -4- Q dq, 

~ ~ΊΪΓ~ = V + Q 

ou, en remplaçant, dans la seconde équation, ν par puis ds dds 
par § \ ds2, 

(') 

d {ι>!= Ρ dp + Q dq, 

— —- 5 .V (LS2 — Ρ OP -+- Ο O\Y. 

Posons, en général, 

{-(ΕΚ- -+- AFAP 4-G
1
I32) = ω, 

α et ρ étant des fonctions quelconques de ρ et de q, et différentions 
successivement suivant la caractéristique d et suivant la caractéris-
tique â, nous aurons 

(2) 
dos = T dp -h dq + — du -i- ,, <7p, 

άω = -τ- dp Η Sq 4- — âa -y op, 

les dérivées partielles ^ étant prises comme si α, β el ρ 

et q, dont Ε, F, G sont fonctions, étaient quatre variables indé-
pendantes. 

Occupons-nous de la première relation 

cnpons-nous oc la premiere relation 

Journ. de Math. (3e SU rie), tome III. — JUILLET J 877. ^7 

27 



2 ΙΟ Ο. ΒΟΗΒΒΤ. 

ω étant une fonction homogène du second degré par rapport à « 
et à β, on a 

α<Γ« + ̂  = 3ω' 
d'où _,fc + + a({ _ + = 2ί/ω; 

ajoutant membre à membre cette dernière équation et l'équation 
(2, i°), réduisant et isolant dut, on a 

d« = *dT> + PddB-rP
dP-Tq

Hi· 

Supposant enfin que a soit p'= et que JS soit g' = auquel 
cas ω est égal à il vient 

d±v* = dp[±d^--ip) 

ce qui permet de mettre la première des équations (1) sous la 
forme 

+ p -¥-«)=»· 
Passons à la deuxième des équations (a) 

d\ds' d\ds' àjdt’ 

si l'on y fait a — dp, β = dg, ce qui donne ω = jds*, et qu'on la 
divise par dtil viendra 

à -j ds1 d \ ds* d y dt5 d f Λ3 
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mais 

do âp ' dp ' dt* dq dq ' 

d dp 3 dt2 d ~ V3 d dq 1 dt' d \ r' 

les dérivées partielles, dans les valeurs transformées, étant prises 
comme si p\ (f étaient des variables indépendantes, puis 

5" dp d $p d dq d dq 
donc 

Λ1 _ <H<·' , Ô -j i'5 j, d^v'dSp d\v*dSq 

d'auire part, 

<^Î"' djp _ Ià i d 

d 7 *>2 ddq , / d 7 c® dq \ dq . d \ v2. 

enfin, les différentielles indiquées par les caractéristiques d et δ étant 
relatives à des déplacements rectangulaires effectués sur la surface, on a 

(E dp + F dq) 8p -T- (F dp -T- G dq) δ({ = o, 

ou, en divisant par dû, 

(E//+ F?') g+(F/>'+ ο 
OU 

à lό\ν2 _ o ^ 

donc la deuxième des équations (2) revient à 

'■Φ = (H? ~ *<%) *'■ 
1 . 
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ce qui permet de mettre la deuxième des équations (i) sous la 
forme 

nP\7
t

d-W - ~ P) + Λ/ \Λ ~dg' W ~Q) = °' 

Ce résultat et celui qui a ete obtenu plus haut montrent que 

d-JK = iLÛ + ρ J5Ï = Ίΐϋ! H- Q 

Ce sont les équations de Lagrange; on en déduit, comme on sait, 
aisément celles de Hamilton. 


