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Extrait d’une Letire a M. Resal:

2

Par M. Ossias BONNET.

L’article intéressant sur te mouvement d’un point sur une surface,
que vous venez de publier dans votre Journal, me remet en mémoire
que je vous avais promis la communication d’une démonstration
des formules de Lagrange susceptible d’entrer dans I'enseignement le
plus élémentaire pour le cas spécial du mouvement d’un point sur
une surface. Voici cette démonstration, qui me parait & la fois simple
et directe.

Je conserverai toutes vos notations, auxquelles j’ajouterai les sui-
vantes : p et g seront les deux variables indépendantes au moyen
desquelles on aura exprimé les coordonnées cartésiennes x, ¥, z des
différents points de la surface. La caractéristique D indiquera les
différentielles totales relatives 2 un déplacement infiniment petit égal
& Ds, effectué sur la surface et dans une direction entiérement quel-
conque; la caractéristique d indiquera les différentielles ordinaires
relatives 2 un déplacement infiniment petit égal & ds = ¢dt, effectué
sur la surface et tangentiellement i la trajectoire du point mobile,
c’est-a-dire les différentielles par rapport a ¢; enfin la caractéris-
tique 3 indiquera les différentielles relatives 4 un déplacement infi-
niment petit égal A 35, effectué sur la surface et normalement 4 la
trajectoire du point mobile. Nous poserons

Ds* = E.Dp? + 2F.DpDg + G.Dg?,
X.Dx +Y.Dy +Z.Dz= P.Dp + Q. Dgq,
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E, F, G, P, Q étant des fonctions connues de p et de ¢, dont les trois
premiéres dépendent de la forme de la surface, et les deux autres de
la grandeur et de la direction de la force qui sollicite le point maté-
riel; par conséquent, on aura

ds? = E.dp* + aF.dpdq + G.dg*;

par suite
dp)’ dp dg . dq>3
2 ap : A =1
U'—E(dt, +2F o+ 6%
ou
v? == Ep? + 2Fp'¢’ -+ Gq'*;
en faisant .

dp dq ;
:/;:P” E:q‘

et, en outre,

Xdx -+ Ydy -+ Zdz = Pdp + Qdy,
Xdx +Ydy +Z8z=Pdp+Qdq.

Ecrivons maintenant les deux équations du mouvement, qui sont
indépendantes de la réaction inconnue de la surface, a savoir

d(tv)=Xdx+ Ydy + Zdz =Pdp + Qdy,

0 dr 3y 0z d, Sy

P—g:1~5;+Y-§—I~ZE§T—‘P§+ 5
Ces deux équations, ou p, désigne le rayon de courbure géodé-
sique de la trajectoire, sont établies dans votre Mémoire par un
calcul un peu long, mais on reconnait aisément qu’elles résultent in-
médiatement de V'expression des composantes tangentielle et normale

de Paccélération dans le mouvement d’un point libre.

Or, d’aprés une formule que j’ai donnée pour la premiére fois
dans mon premier Mémoire sur la Théorie genérale des surfaces
(XXXII® Cahier du Journal de UEcole Polytechnique, p. 37), et que
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I'on sait maintenant établir bien simplement d’une foule de maniéres :

on a donc
divi=Pdp + Qdy,

) v’ ds =7 (}p + Q d\q,

ds

’ . d .
ou, en remplacant, dans la seconde équation, v par 3;’ puis ds 3 ds
par 0 3 ds?,
(}',17(!2 = P({P 4 Qd(l’

) | = 2 s =P 3p+ Qg

Posons, en général,
L(Ee* + 2Faf3 +GfS%) = u,
« et  étant des fonctions quelconques de p et de g, et différentions
successivement suivant la caractéristique d et suivant la caractéris-

tigue ¢, nous aurons

dw . Ow Cw
(’lw__ dp—l";)—q'liq—’r‘-u—y‘da—?-(

{
, § o yg i
(2) ‘ '
’ 0w o O . O C Ow g,
(}’JJ - b—; 013 -+ (—}f_/ 8(] - J:: ()a - aT? 0|J,

()IA) ()w ()w ()b)
ap’ dg’ 0" 0B
et g, dont E, F, G sont fonctions, eétaient qualre variables itdé-

les dérivées partielles étant prises.comme si @, §elp

pendantes.
©ccupons-nous de la premiére relation

Jde do de dw
(2, 1°) (lw:z);dp+d—q1fq+5;da+d—ﬁdﬁ,
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«w étant une fonction homogéne du second degré par rapport a «
etaf,ona
PRICL L
da " ¥ 0P ’

d’ou

% da + dﬁ+ad B 2 = adu;

ajoutant membre 4 membre cetle derniére équation et I'équation
(2, 1°), réduisant et isolant dw, on a

de
dp V dg
Supposant enfin que « soit p'= —., et que £ soit ¢’ = —> auquel

cas w est égal a L%, il vient

ce qui permet de wmettre la premiére des équations (1) sous la
forme
0—'—0’ 0 0 0%"’ _
dp (4257 — 20— P) + dg (54 57 - 57— Q) =o.

Passons a la deuxiéme des équations (2)

d On O On
60):0—;’6[7—*‘3—"'6(]—}-&6&4-—@63;

si I'on y fait a = dp, 3 = dg, ce qui donne w = £ds*, et qu'on la
divise par de?, il viendra

dgdﬂ o ds* d4ds 94 ds
ddp ddp + tz;q 6 dy;

d Lds?
:1t*> = dt’ 6P+ 7:’ 3q—.—
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0 +ds? , ds? 0 L ds? , 5

ap T ar L2 i T dr a4t

e dp T dp > TdrT T Toq T Tog
d §ds? , ds? d%ds? , ds
ddp . T de a4 ddg ? a’—t’__ 5!

dr 9 dp Jap' dr 9 dg — og' ’

dr dt

les dérivées partielles, dans les valeurs transformées, étant prises
comme si p, ¢, p', ¢ étaient des variables indépendantes, puis

ddp __ddp ddg __ddq

dr  de | Tdr ar °
donc
dydst Q30 a5 e dietddp 03t ddg
T o 0P o M o T
d’autre part,
93t ddp d d 5ot ap dp ;040
apt dr op’ —d—t) Tar oy
die dt?q_d gLl dg dg ;050
¢’ dr dg' de)  a” Tog?

enfin, les différentielles indiquées par les caractéristiques d et & étant
relatives a des déplacements rectangulaires effectués sur la surface, ona

(Edp + Fdy)dp + (Fdp + Gdg) 3¢ = o,

ou, en divisant par dt?,

) , ~ 87
(Bp + Fq') =+ (Fp —f—Gq)Z_—_o
o
()%(f&_p

d3vt dg
Kz

dt dq’ dt

de T

donc la deuxiéme des équations (2) revient i

dydst  [fdie? T, 0 0% $o? I ;05
dr = < o @ o ) 3p + ( oq -zt t)q’)aq’

27,
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ce qui permet de mettre la deuxiéme des équations (1) sous la
forme

- 1 R 0Lt N 11 d%v’_d%v’ )_‘
op <(-1_l“ d ()P' — 7["— — P) + 04] T d ‘——dq, —aq— —_ =

Ce résultat et celui qui a été obtenu plus haut montrent que

At d Y
ap RN a9 030t
iy A

Ce sont les équations de Lagrange; on en déduit, comme on sait,
aisément celles de Hamilton.




