JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

EDOUARD SELLING
Des formes quadratiques binaires et ternaires

Journal de mathématiques pures et appliquées 3¢ série, tome 3 (1877), p. 153-206.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1877_3_3_153_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1877_3_3__153_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

DES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES ET TERNAIRES. 153

Des formes quadratiques binaires et ternaires {*];

Psr M. Foovaro SELLING.

I1V. — FORMES TERNAIRES INDEFINIES.

a. — Relations avec les formes positives correspondantes.
Formes réduites.

De méme que la théorie des formes positives f comprend celle des
négatives — f, de méme aussi la théorie d’une espéce des formes indé-
finies f, de laquelle seule je veux traiter, comprend celle des
autres - f. Pour cela, je suppose que V'invariant des formes f ne soit
pas négatif, et provisoirement qu’il ne soit pas zéro. Ces formes f

a, b, ¢ . 2 5 >
ou . 4 i peuvent ensuite se changer en la forme x*— y* — z*
2 2

par une substitution homogéne linéaire a coefficients réels quelcon-
ques. Pour ramener la transformation et la réduction de ces formes
celles des formes posilives, j'établis le systéme des équations

g —E=a v-ni—n=205 -0 -l=c

) -
(9/ ﬂé’-—ﬂ.g.—ﬂzf‘;r—'g, LE—C 6 —88,=h, En—Em—Em.=4,

dans lesquelles &, u, &, &, 1., &, Eay M2+ § doivent étre des variables

continues qui parcourent toutes les valeurs réelles possibles. Si Pon

détermine par celles-ci, au moyen des équations (7), six quantités va-
. . g w, b, ¢

riables a, b, ¢, g, §, k, et si I'ou considére une forme ( t \) ou f,

8 b, b
qui a ces quantités pour coefficients, cette forme f ou

(Bx +0y+52)* + (Eix+ny +5,2) + (5.2 + 0oy +§23)°

devient positive pour toutes les valeurs admissibles de ses coefficients
variables; je appelle la forme positive correspondant & la forme f.

[*] Voir, polur la premiére partie de ce Mémoire, t. III, p. 21 de ce Recueil.

Journ. de Math. (3¢ série}, tome 11). — Max 1877, 20
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154 EDOUARD SELLING.

Les équations (g) entrainent les équations

(=2 E?_El=A, H*—H!—H}=B, 2°—2!-17}=C,
(10) {HZ—H,Z, — H,Z, —2,E,— 1,5, =H,
\EH—=,H, — 5,H, =K,
daus lesquelles A, B, C, G, H, K désignent les coefficients de la forme F

adjointe 4 f; car les équations (g), (10) proviennent des équations (7),
(8), que je résume par

a & ‘] E & G E »n &
(7(1) kb g|l=1t1a a2 m|.|& n &l
h g ¢t [ T B2 om &
A K § 2 R = T H Z
(8 a) 4 8 6/=|8 u H|. | = H Z.l,
§ 6 ¢ Z Z | |z H Z

si 'on multiplie par le facteur v—1 les quantités &, n,, &,y Ezy M2
¢ay By Hyy Z,, E,, Hy, Z,, chaque fois dans les deux systémes placés a
droite de ces équations, ou par le facteur — 1 chaque fois dans un des
deux systémes. Et I'on reconnait I'exactitude des équations (10) a ce
que, dans cette transformation, abstraction faite de la modification,
ici indifférente, des signes de =, H, Z, les deux systémes, a droite
del'équation (8 a), restent les adjoints des correspondants de(7 a),d’'o
résulte que le systeme se produisant A gauche de (8 @) reste
adjoint du systéme se produisant a gauche de (7a) et exprimé
a k h
kb og
h g ¢
formes f et f est le méme; je le désigne par 7. Si, dans 'une des relations
obtenues par (8a), on ajoute des deux cotés, de la maniere déja

. En méme temps, on reconnait que l'invariant des

par

E EI Ei
employée, le systéme | » = = {, on obtient
C CI ;l
A K H E &L & E —& —E E H Z E 5 &
K B G|.{n o m|=|{H —H, —H|.]|& H I I TR M
H G C t ;l ‘:2 z —Zl —ZZ EI HQ Z’ ‘: cl ci
E —E — & VI o o
=|H —H, —H|-{o VI of.
zZ -2, —1, o o ﬁ
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Des neuf équations comprises la-dedans, trois nous apprennent
que \I.=, VT.H, JI.Z sont les demi-dérivées de F(&, n, §) relatives
atn, § Léquation £5 + nH + £Z = T se change donc en

(11) F(En,8)=1.

Comme pareillemeat 7.%, yT.y, JT.¢ sont démontrées étre les
demi-dérivées de (=, H, Z) relatives 2 =, H, Z, on a aussi

(13) S(E,1,2)=1.

On tire immédiatement les relations entre les coefficientsde £, f, F, £
de (11) ou (12) et des équations

(13) }a:z’ff——a, b=oan*—b, ¢=28%—c¢,
g=205~g, hY=20—h, kh=28q—1%,

on

, A=28"—A, B=2H—-B, €=27* —C,

(14) ®=2HZ—G, §=225E—H, HK=25H—K.

En effet, les invariants simultanés suivants deviennent
(15) Aa+Bb+Ce+ 2Gg+ 2Hh + aKh=— 7,
(16) aX + B +cCQ+280+ 229+ 2k B=— 1,

ce qui résulte aussi sur-le-champ de ce que les invariants des

formes f + f et f — f s’évanouissent. Du premier, du détermi-

nant 83 + £%4*(?, disparaissent aussi tous les premiers déterminants

mineurs. Donc on peutde (15) éliminer encore trois des nombres a,

b, t, g, h, k. On obtient, par exemple, au moyen de
(@+a)(6+b)=(k+k)* (a+a)(g—+g)=(k+h)(hA+}),

(a+a)(c+e)=(h+})

tant que a n’est pas zéro ou infini,

(17) F(e, &k, h) =al,

relation identique avec (15).

20.



156 EDOUARD SELLING.

On obtient de méme

(18) f(IX, R, H)=AL
« B v
Si f et f se changent en f” et f' par la substitution |« 8 = |,
X2 ﬁz ¥El

f’ est aussi une forme positive correspondant a f’, comme cela ré-
sulte déja des propriétés d'invariants énoncées.

Les quantités intermédiaires &,... sont celles qui ont déja été indi-
quées; elles peuvent encore étre exprimées sommairement parl'équation

E' E'I E’, a & 2 E El E.

o A, o, |=[f B B Pom om|

44 t'. d, b B T £ } T 4L b
ou

g oq f E n g x B |

E’| "'| CI. ={& m & |-|a ﬁ. il ’

£, 7, & £ mr & 2 B T

Le rapprochement des deux expressions donue

o KOy o @ O e kb = B v
L g [= ﬁ ﬁn ’3: kb gl ]oa ﬁl Y|
b g ¢ TN T h g « @ B

et, si on procéde aux changements précités de &,, 14, §15 2y Mas G2
qui entrainent aprés eux les changements pareils de &, 4, &\, &,
7> Cgy OU Obtient

a K W x a7 a k h a § v
BV ogl= 8 B & kb oglela Bom
wog < yon ol [ hog ez B

Le systeme des extrémités des longueurs & (a)+ y(b)+ z(),
ayant un méme point de départ, est maintenant variable, et cela
de telle sorte que chacun de ses points peut se mouvoir sur un hyper-
boloide de révolution équilatére, qui lui est propre, et dont le centre
est le point initial, et dont Paxe de révolution est Vaxe de &, 4, §.
Comme nous ne trouvons, dans les équations (7), que des combinai-
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sons des quantités &,, v,, §,, E:. Wy §2, qui ne changent pas
quand le systéme tourne autour de cet axe, on pourrait admetire
que l'une de ces grandeurs, {, par exemple, est constamment = o;
et quand, par hypothése, a > o, regarder &,, &, comme des va-
riables indépendantes, dont sont fonctions les huit systémes de
valeurs réelles des autres variables satisfaisant aux équations (g).
De deux systémes de valeurs, dont résultent pour a, b, ¢, g, b, k
les mémes valeurs, je h'en admettrai qu'un, correspondant au

E a2 &
signe supérieur dans équation [ & 2 % |==% vZ, de sorte que
E: Na Cz

chaque point reste assigné 4 'une des deux nappes de son hyperbo-
loide, si Phyperboloide en a deux. Des deux systémes distincts de
valeurs £, v, §, satisfaisant 4 I'équation (11), un seulement est admis.
Et si I'on veut introduire une nouvelle figure géométrique, on peut
regarder £, n, § comme coordonnées d’un point mobile sur une nappe
d’un hyperboloide a deux nappes.

Je raméne maintenant aussi, pour les formes quadratiques ter-
naires, la réduction des indéfinies 4 celle des formes positives, et, sous la
réserve de restrictions ultérieures, j'appelle réduite une forme indeé-
Jinie, quand, d’aprés ma définition, la _forme positive correspondante
est réduite pour un systéeme admissible quelconque des valeurs des
variables introduites. On obtient, pour chaque classe, une forme ré-
duite quand, a une forme f quelconque de cette classe, on forme la
correspondante f au moyen de n’importe quel systéme admissible des
valeurs de ces variables-la et que 'on applique & f une substitution
qui puisse changer f en une réduite. On obtient toutes les formes ré-
duites de cette classe, si 'on agit de méme i I’égard de tous les
systémes adinissibles de valeurs; de sorte que, dans la premiére figure
et pour §, == o, le point &, &,, £, prend toutes les positions sur I'une
des nappes de 1'hyperboloide &2 — 2 — £2 = a, ou, dans la seconde
figure, que je suivrai désormais, le point £, n, § prend toutes les posi-
tions sur 'une des nappes de I’hyperboloide F(&, v, §) = I.
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b. — Points angulaires des champs des _formes reduites.
Axes de symétrie.

Ces nappes se divisent en champs tels que, pour tous les points
d’un champ, la méme forme f" est réduite, tandis que, sur les limites,
des coefficients variables de cette forme, g, I, k', I, m’" ou ' sont
égaux a zéro. Comme il s'agit seulement dé trouver de quelle maniére
ces champs sont reliés entre eux, et comme celte maniére ne change
pas, si I'on prend pour base, au lieu de f, une forme équivalente quel-
congue, on peut, dans tous les cas, prendre pour bases d’autres
formes équivalentes, le plus simplement celles dont les formes posi-
tives correspondantes sont elles-mémes réduites et que je désigne aussi
par_f. Toutefois, j'exclus provisoirement le cas ou I'un des nombres
a, b, ¢, d, A, B, C ou D=F(1, 1,1) deviendrait égal a zéro. Pour
reconnaitre les champs, on n’a besoin que de considérer les lignes de
leurs limites, et pour reconnaitre les lignes limites on n’a qu’a consi-
dérerleurs points extrémes, c’est-a-dire les points d’intersection de deux
de ces lignes; aucun champ, en effet, ne peut étre borné par une ligne
rétrogradant sur elle-méme; car si, par exemple, cette ligne était

IF(E, n, ¥)
h14

k = o0, a deux points de cette ligne ou Z disparaitrait né-

cessairement. 11 faudrait donc que C < o, et I'équation (11) se chan-
gerait en |'équation (4), qui pourtant, avec k = o, n"admet pas deux
solutions réeles. Les points a considérer sont de deux espéces essen-
tiellement différentes, suivant que les deux coefticients qui dispa-

b k.
L,om, n\
Au point h =m = o, par exemple, suivant IiI, b, alinéa 7, trois
champs se rencontrent de telle sorte que, par la substitution
—1 1 0 (]
—t o 1 o |, les formes positives correspondantes se changent
o o 1 —1
cycliquement les unes en les autres. Comme lignes limites, entre les
trois champs, partént du point j = m = o les lignes h = o, h=m et

raissent sont ou non sur une ligne verticale dans le systéme
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m=o0, de sorte que chacune de ces lignes n’existe que d’un

c6té du point. Comme 4 un point semblable une ligne se fend en

deux, j'appelle ce point un point de fissure. Lia condition d’apres

laquelle on peut obtenir i = m’ = o, tandis que f’ est réduite,

s'exprime facilement par la condition d’aprés laquelle, dans une
: I [0} o] -1

forme f, d’oui résulte f' par la substitution | o o —1 1 , on peut

—1 1 [+ ]
obtenir g =h =k : donc

(k+ ) (k + &) (k+ &) (k+g) (k+g) (k&)
ATy B+

+2G{k+g)+ aH(k + &) + 2K (h + 4) = 2/,

tandis que h n'est pas négatif et n’est pas plus grand que a, b ou r,
ou, ce qui est la méme chose, que, si 'on met A, g, v pour a — k,
b—k,¢c—kou

g—h)(g—#k h— k) (h—
(““klfgﬁ)“”’“‘“““g’ e e
E“'_flfi_“+g+h—~c-—k,
on obtienne AX + By + Cv +Dh = — I,etquel, o, v, k ne soient

pas négatives. Une solution effective de cette équation du quatriéme
degré en k n'est jamais nécessaire, et méme la question de Iexis-
tence de racines réelles, en deca de certaines limites, est vidée, aatant
que c'est nécessaire, sans calcul par les considérations qu'on verra
plus bas. Au point h=k=o, par conire, aboutissent simulta-
nément six champs, dont les formes réduites proviennent cyclique-
ment les unes des autres, conformément i ce que nous avons observé

i [s] (o]
plus haut, a I'alinéa 8, au moyen de la substitution |0 o 1
I ’ y

Qo —1I 1

Les champs sont séparés les uns des autres dans le méme ordre
cyclique par les lignes h =o, h+k =0, k=0 et leurs prolonga-

I3

tions rétrogrades. Yappelle ces points points de croisement. L'équa-
8 PP p P q
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tion (17), avec h = h = o, donne

('9) a=\/§1s b‘::-———-—ﬁ—:_—b:: —_—
a+\/§l a+\/§l

puis, au moyen de l'équation (18), et de § = & = o, on obtient
encore

— —B= i
A
A+ ‘/ 21 A+ \/ 21
a a
Pour que ces valeurs soienl réelles, il faut seulement que a et A
aient les mémes signes, et si c’est le négatif, il faut encore, pour

que &, 1, § deviennent aussi réelles, que aA soit =7, condition qui se
réalise d’elle-méme quand A est positive, comme il résulte de

I K —t‘I—BV%I
A
3:\/;1, iﬂ: = —_—

] — ah «+ kK + A = aA — (bh? — 2ghk + ck*),

ou la forme quadratique binaire, placée entre parenthéses , est
alors négative. Ici non plus une détermination effective de la ra-
cine n’est jamais nécessaire, mais seulement quelquefois un essai
pour savoir si elle atteint ou non certaines limites. 11 est aisé de

6, b, ¢

voir maintenant que la forme { . z ou bien est réduite ou se

s Yy
I 0o O

transforme en une réduite par une substitution } o B 74, suivant
o B n

o EIRRE!
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que la forme binaire (b, g, ¢) est elle-méme réduite ou se transforme
7
7z
mettent, en cas de réduction, dans les autres formes ternaires qui sont
réduites pour les champs aboutissant au point de croisement, les
formes binaires résnltant de (b, g, ) par la permutation cyclique des

—?1 - Chaque systéme

en une réduite par la substitution | - A la place de (b, g, ¢)se
P 8, P §, £

trois coefficients extrémes et la substitution [ -

de coefficients entiers a, «,, &,, X, 11, v qui satisfont aux conditions
E== ok + o, + v et o < flea, @, ). F(}, &, v) I détermine un
point de croisement et un seulement.

La question de savoir comment les champs sont reliés les uns aux
autres pent maintenant se ramener a la recherche de tous les points
de croisement. Il est, a vrai dire, possible qu'un champ n’ait ancan
point de croisement, mais seulement des points de fissure a ses limites;
toutefois, qu'une ou deux portions de deux lignes, comme h = o et
m = o, forment la limite de ce chamnp, la ligne § — m = o seule sera
4 considérer 4 I'égard des champs avoisinauts. Ces champs se com-
portent alors comme si les branches respectives de la ligne h —m=o
n’eussent pas élé interrompues par les lignes h=o0 et m=o.

‘On doit examiner encore spécialement les cas exceptionnels dans
lesquels, conformément & ce qui a été dit plus haut, 111, b, 9, plusieurs
des points étudiés coincident, Soit, dans un point g=h=k=o0, et
admettons pour la symétrie que lessignes de g, ) et k ne soient les mémes
dans aucun des six fragments de surface séparés par les lignes g = o,
h=o0, k=0, ce qui, au besoin, peut étre amené par {’emploi d’une des

1 o (o] -1 0 O -1 0 O
substitutions [ —1 o |, fo 1 o |, | o —1 o|. Qu'on se figure
o o —I o o —I o o 1

ensuite une des trois lignes g =0, h = o ou h = o déplacée d’une
quantité infiniment petite, de telle sorte qu'il en résulte un triangle
infiniment petit, dans l'intérienr duquel g, h et k soient négatifs et
f réduite. Les trois sommels de ce triangle sont alors des points de
croisement. Quant aux six champs qui les entourent, ceux qui sont
adjacents aux cotés du triangle appartiennent a deux de ces points,
tandis que le triangle lui-méme appartient 4 la fois aux trois points.
Les deux lignes g+ h=o0 et g+ k=0 bornent le fragment de
Journ. de Matk. (3¢ série), tome LII. — Mai 1877. 21

21
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surface qui est adjacent au c6té du triangle g = o, et dans lequel
I 0 0 —I
I o —-1 0
o 1 o —I1

est réduite.

la forme résultant de f par la substitution

Ces deux lignes se rencontrent en un point de fissure et y ont comme
continnation commune la ligne § = k. Ce champ devient aussi infi-
niment petit. Attendu qu’il en est de h et h comme de g, on reconnait
que, si on laisse les points coincider de nouveau, et qu'on ne tienne
pas compte des champs dégénérant en un point, neuf champs se
trouvent placés autour du point g =k =Hk =o0 et sont séparés les
uns des autres, d'une part par les lignes g=o, § =0, k=0, et
de lautre par les lignes h =k, k=g, g=h. Au méme point se
restreignent aussi les champs des trois formes encore restantes des

seize formes essentiellement différentes et réduites en ce point, les-
—I O [¢] 1
I —I 0 O
o (1] I -1

quelles résultent de f au moyen des substitutions

I 0 0 —1 —I1 0 1 O
0o —1 0 1 et 0o 1 0 —I
0 I —1 O 0 0 —1 1

Sideux lignes limites coincident en une seule, comme, par exemple,
quand g = /& = o, les lignes g = o et h = o se confondant en la ligne
§ = o, alors la condition prescrite 4 la forme f est aussi remplie par
la forme qui coincide numériquement avec elle et qui en résulte

—1 O [+
au moyen de la substitution | o —1 o |; dans ce cas, quatre des neuf
o o  §

champs généralement finis dégénérent en la ligne § =o, avec laquelle
coincident aussi les lignes g + ) = o et g — b = o. Sur le coté positif
de la ligne k= o restent les champs des deux formes concordant nu-
mériquement ’une avec I'autre et provenant de f par les substitu-

Fro o
tions | o =1 o |; sur le cOté négatif, se présentent, de part et
(] 0o —1

d’autre, les champs des formes concordant numériquement et qui
41 o o I

résultent de f par les substitutions | o =11 o |. L'autre ligne
o o I —1

limite de chacun de ces deux champs, passant par le point, est
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*h— k=0 ou zg— h=o, suivant que la valeur absolue de »

est plus grande ou plus petite que celle de £. Les formes, concor-

dant numériquement entre elles, des champs suivants de part et

d’autre et s’étendant jusqu’a la ligne £ = o, résultent donc de § A
*1 0o o I

ou par les substitutions | o =1 o 1|, on par les substitutions
o —1 1 o

FI1 o o

o 71 o =*r|. Un seulement de ces deux champs aurait été fini,
-1 0 1 (] ) .
dans le cas plus général, 'autre elit dégénéré en un point. Se trouveront

Y

réduits 4 ce point les champs des deux formes provenant de f par

*1 0 o
les substitutions | o 51 =1 o [; quant 4 ceux des huit formes res-
o O —I 1

tantes, ils dégénérent en la ligne ¢ = o, savoir, quatre dont les formes
ont été nommées ici, sur le coté négatif, et quatre sur le cbté positif de
la ligne k = o. On reconnait aussi cette derniére particularité & ce que
chaque point de laligne § =0 a les propriétés d'un point de croisement,
oti les trois lignes qui se coupent coincident en une seule, ou, par con~
séquent, quatre des six champs dégénérent en cette ligne et ou les
formes des deux champs adjacents peuvent étre converties 'une en

—1 O (]
I'autre par la substitution | o —1 o
0 [e] )

Comme les formes des champs placés immédiatement des deux cotés
de la ligne §= o concordent numériquement entre elles et que, par la
forme appartenant & un champ, les formes de tous les champs voisins
sont déterminées complétement, cette ligne forme en quelque sorte
un axe de symétrie, des deux cdtés duquel, méme aux distances plus
grandes, la division en champs est pareille; il s’ensuit que, pour recon-
naitre tous les champs, on n’a pas besoin de dépasser cette ligne. De
cette espéce sont, dans la fig. 1 (voir la Planche), qui représente la di-
vision en champs pour une classe de formes, 4 nombres entiers’et 4 I'in-
variant 6o, quatre des six lignes limites externes. On n’y a inscrit que
les formes dont les champs ont une étendue finie, en les placant 2
leur intérieur. Les lettres mises aux lignes limites désignent celles
des quantités variables qui deviennent égales & zéro, le long de celles-
ci, et la désignation est toujours choisie par rapport 4 la forme, dans

aIr..
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le champ de laquelle la lettre est placée. Ce que E, u, § sont par rap-
port 3 a, b, ¢, c'est w par rapport a d. Dans chacune de ces formes,
pour exclure Parbitraire, l'ordre des coefficients a, b, ¢, d est
choisi de telle sorte qu'ils forment une progression décroissante et
qu'aussi, parmi les coefficients g, /, k, 1, m, n, chaque fois le premier,
non encore déterminé, devienne aussi grand que possible. Mais, pour
les substitutions indiquées dans le texte, 4 'égard desquelles on pourrait
désirer différents ordres des a, b, ¢, d correspondant aux différentes
lignes limites d’un chawp, il est admis que ces ordres ont d’abord été
modifiés de part et d’autre, en cas de besoin.

Si, aux conditions derniérement étudiées, g = k= o, se joint encore
k = o, et siy est le facteur, devenant zéro, de k, de sorte que l'une
des deux branches de la ligne g = o coincide avec ) = o, 'autre, avec
k = o, les conditions prescrites 4 la forme f sont remplies par quatre
formes concordant numériquement entre elles, lesquelles proviennent

! o o —1 0 O
les unes des autres par les substitutions jo —1 o |, 1 o 1 o
0o o —I o o —1
—1 0 0
et | o —1 o/, et dont les champs dégénérent chacun en systémes de
[+] o 1

deux lignes, savoir : d’une portion de la ligne § = o, et d’une portion
de la ligne n =o.
Une étendue finie n’est donnée qu'aux quatre champs compris
chacun entre deux de ces portions de lignes et dont les formes, qui
d'ailleurs concordent numériquement entre elles, proviennent des
I o 0 —1

quatre susdites par la substitution | o 1 o —r1}. A celte espéce
: —1 0 1 [¢]
appartiennent trois des angles externes de la fig. 1.

Si, par contre, et sans avoir k=o, dans le cas g=h=o, la
ligne § = o est coupée par la ligne n = o, I'autre partie de la ligne
g = o, les formes de deux champs séparés par la ligne = o se chan-

—I1 0 o 1
gent, par la substitution | o —r o 1, en les formes de deux autres
’ —1 0 1 0

champs qui avaient jusque-la dégénéré en cette ligne. De tels points
sont placés sur la ligne limite 2 droite et a V'extrémité inférieure de

la ligne limite gauche de la fig. 1.
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A l'aide des substitutions énoncées, III, b, non-seulement des
formes positives réduites, mais encore des formes quadratiques ter-
naires quelconques se transforment en elles-mémes, quand elles rem-
plissent les conditions indiquées, et toutes ces conditions peuvent étre
remplies par des formes indéfinies, excepté celles qui, pour x et 1,
donnent la valeur 24. Si les conditions énoncées, de 1 a 4, sont
satisfaites dans des formes indéfinies réduites; on trouve, aux lignes
limites de leurs champs, une symétrie en x sections, et, par suite de
cela, aussi dans tonte I'ordonnance des champs plus ou moins avoi-
sinants. Aucas 1, a = b, g =4k, | = m, appartiennent, dans la fig. 1,

—1 2 —3 =2 —1 2 —2 1
—1 —3 —1 -
les formes ! > e P20 1 Laxe de la
~2 8 —12 16
—12 —18
symétrie & deux sections est indiqué par la ligne ponctuée. Au cas 2,
—1 —2 —1 4
. —1 4 —1
a=b, c=d, g=1, h=m, appartient la forme Zo 6
—9

de la fig. 1. Si les conditions énoncées, de 6 4 9, sont remplies dans
des formes indéfinies réduites, des lignes limites déterminées peuvent
alors aussi se montrer comme axes de la symélrie. Au cas 6 appar-

3 —§ —1 3
tient la forme ! _32 i de la fig. 1, dans laquelle n = o,
—6 .
m =1, ol donc, par analogie avec le cas £ =0, g=n, on a
3 —5 1 3
3 ¢ 3
A=12x=2, et la forme Y y dans laquelle n = o,
’ —6
m=1, g=h, ou donc, par analogie avec le cas k = 0, g =n,
—1 -3 3
k=1, on a \=2x={, de plus, les formes -2 o 3
- ki - - 1 ) P b _G 3
-9
3 1 =3 —
e lesquelles X\ = 2x =
et —6 g | Pour lesquelles h = 2x =2.

-9
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Au cas 7 appartiennent les formes

3 —4 o 1 3 1+ —4 o
3 1 o et —a o 1
-9 —9

pour lesquelles A = 2; la premiére concorde avec elle-méme, aprés
modification convenable de Vordre des a, b, ¢, d, la deuxiéme avec
une troisitme, dont le champ a un point de fissure commun avec
ceux des deux premiéres. ‘

Les cas 8, h = k = o, auxquels appartient, pour A =4, la forme
—1 2 -1 o
—1 —1I
—18 20

-—20

,et 9, g=h=4k=o0, ont déja été discutés plus

haut.

Nous avons ainsi épuisé les cas dans lesquels deux formes, con-
cordant numériquement P'une avec l'autre, peuvent appartenir au
méme champ ou i deux champs contigus I'un a V'autre le long d'une

ligne.

c. — Maniéres de trouver les champs.

Pour trouver, 4 partir d’'un point de croisement h=h = o, les
autres du méme champ, il favt d’abord rechercher s'il y a des
points de croisement h = l=o0, ) =g =0, h=n=o, cequi exige
quea et cd—n*, cetab — k', cet ad — [* aient les mémes signes,
et, quand ils sont négatifs, ils aient un produit n’excédant pas I'in-
variant; enfin que les formes binaires (¢, m, 3), (4, K, b), (a, 1, ¥)
A considérer suivant (19) soient réduites respectivement. Des points
de croisement que I'on trouve réellement, il n’y en peut guere avoir
qu’un seul avec ) = k = o sur la méme partie de la ligne h = o, et je
ne veux considérer comme tel que le point h = g = o, attendu qu'’il en
serait de méme des deux autres, dans le cas présent. Car les deux
lignes h=o, g=o ne peuvent pas, d’aprés (19), avoir plus d'un
point d’intersection réel et sila partie & étudier de laligne h = o est
entrée, auprés d’un tel point, dans la région de la nappe hyperbo-
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loidale, ot §>> 0, il n’en serait ainsi qu'autant qu’elle rentrerait
dans la région ot l'on a g < o. Tous les points situés sur une
branche de la ligne h = o se distinguent de ceux qui sont situés sur
Iautre par les signes de & et £, dans le cas ot une nappe de I'hyper-
boloide (11) est coupée par deux nappes de I'hyperboloide 2£2 =/,
savoir, quand B est positif et par conséquent a et ¢ négatifs; et ils
se distinguent par les signes de H dans le cas ou une nappe de
I'hyperboloide (11) est coupée seulement par une nappe de hyper-
boloide 25 =%, mais en deux parties, ce qui a lieu quand B, a
et ¢ sont négatifs. Quand les signes de a et ¢ sont différents, la ligne
= o n’a plus qu'une seule branche; si tous deux sont positifs, cette
ligne est impossible, comme il suit de (17). Si le point h—=g=o
remplit, comparativement avec le point h = k = o, les conditions indi-
quées, on doit le considérer comme le point de croisement consé-
cutif, et il faut étudier d’abord la ligne § = o, et ensuile la ligne
h=o0. Ei si, entre les deux points de croisement considérés, la
ligne h = o est coupée deux ou quatre fois par la ligne m= o, on
peut n'en tenir aucun compte. Car la ligne m = o ne peut étre
coupée plus d'une fois par aucune des autres lignes g = o, k =o,
l =0 ou n = 0. Une branche de cette ligne, qui entre dans le champ
de f et le quitte a des points de la ligne h = o, ou g, k, 1, n sont néga-
tifs, ne peut, par conséquent, entre les deux points d’intersection, étre
coupée par aucune de ces quatre lignes; seule, par conséquent, ou 4
l'aide de I'autre branche, elle ne découpera du champ admis de f
qu’un fragment qui, sur sa limite, ne contient pas de points de croi-
sement, et dont, par conséquent, on peut ne pas tenir compte. Si,
par cette portion de la ligne h = o, entrent deux branches de la
ligne m = o, qui coupent aussi d’autres lignes limites, on peut se
figurer les points d'intersection des deux Jignes rapprochés jusqu’a ce
qu’ils se touchent 1'un I'autre, puis les portions situées d’un coté de
la ligne h = o réunies ensemble et détachées de la ligne h = o, sans
qu'il y ait un changement essentiel apporté au groupement des
champs; seulement, les deux champs séparés seront réunis; quant au
champ intermédiaire qui les séparait, il sera lui-méme partagé en deux.

Mais si, avec le point h = k = o, sur la méme branche de la ligne
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h = o, il n’y a pas de point de croisement, pour lequel f est réduite,
cette ligne se terminera par un point de fissure et aussi il n'importera
pas qu’elle soit coupée une ou trois fois par la ligne m = o. La con-
tinuation de la limite du champ de f est donc donnée par une por-
tion de la ligne m = o. Si cette ligne ne porte aucun point de croi-
sement, elle ne fait que réunir deux branches de la ligne h =o,
que l'on peut alors traiter comme si elles étaient réunies. Mais, si
cette branche porte un point de croisement, on peut partir de ce
point comme du point h =k =o. 1l ne se présente de difficulté
que lorsqu’il y a deux branches de la ligne h=o et deux de la
ligne m = o, dont chacune n’a qu'un point de croisement; car alors
on peut se demander comment les derniéres s’apparient avec les pre-
miéres. On pourrait obtenir une réponse en considérant leslignesE —=o0
et £ =o0, ou H =0, déja indiquées, et passant entre les deux branches
de laligne § = o, en considérant spécialement les points d’intersection
de ces lignes, avec la ligne m = o, desquels, s'ils étaient réels, reste-
rait décider sur quelles branches dela ligne m = oils se trouvent. Sui-
vant que, dans un pareil point, f est réduite ou non, ilest situé ounon
entre le point de croisement et le point de fissure de la branche respec-
tive de la ligne m = o. Mais, comwe a laforme f il faut toujours apphi-
quer la méme substitution, pour obtenir la forme /" du champ séparé
du sien, par la ligne § = o, la forme S’ a deux champs distincts,
quand les limites sont des portions des branches de la ligne § = o.
Si I'on se figure les deux points de fissure en question amenés &
coincider, les deux branches de la ligne § = o réunies entre elles,
ainsi que les deux branches de la ligne m = o, puis la premiere déta-
chée de la seconde, les deux champs séparés de la forme f” se trou-
vent réunis; mais le champ de la forme f est partagé en deux, tandis
que rien n’est changé aux autres lignes limites. On peut donc, toutes
les fois qu'il y a précisément deux points de croisement sur § = o,
procéder simplement comme s'ils appartenaient 2 la méme branche
de cette ligne. Quand on aura obtenu tous les poiuts de croisement
du champ ou des champs d'une forwe, il faut que de soi-méme la
derniére ligne limite se rattache i la premiére.

Au lieu de déterminer toutes les lignes limites par rapport aux
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champs, on peut aussi déterminer tous les champs adjacents par rap-
port aux lignes limites. Evidemment, d'apreés le procédé susdit, toute
ligne limite commence et finit & un point de fissure et passe par un ou
plusieurs points de croisement. Une ligne ) = o ne peut aller a I'infini
par un nombre illimité de points de croisement que si & et un des
nombres g, k, I, n sont égaux i zéro.

La division, en champs, de la nappe de 'hyperboloide, aurait aussi
pu se baser sur la réduction des formes ¥ au lieu de se baser sur la
réduction des formes f. Les points de croisement des deux divisions
coincident; sur d’Autres points, les lignes limites des deux systémes ne
peuvent se couper. Des parties de chaque champ d’un systéme peuvent
appartenir aux champs de trois formes de I'autré systéme. Si I'on a
trouvé la division d’un systéme, celle de I'autre s'offre d'elle-méme :
chacune des six lignes limites partant d’'un point de croisement dans
Pun des systémes est située entre deux des six de l'autre. Quelques
lignes limites du dtuxiéme systéme, que on pourrait appeler systéme
adjoint, sont marquées (fig. 1) comme lignes serpentantes dans une
intention qui sera expliquée nltérieurement : c’est pour le méme motif
que quelques lignes ordinaires ont été mises en relief.

Nous avons vu que celles des formes binaires, par lesquelles on peut
rationnellement représenter le nombre zéro et dont P'invariant est con-
séquemment un carré négatif, si les coefficients sont rationnels, se dis-
tinguent des autres en ce que, chez les premiéres, sur labranche hyper -
bolique, les intervalles de certaines formes s’étendent 4 I'infini, mais non
chez les derniéres, Deméme les formes ternaires, gui représentent ralion-
nellement zéro, et pour le critérinm desquelles je renvoie aux Disquisi-
tiones arithmetice, art. 2qgg, se distinguent des autres en ce que, chez
les premiéres, les champs de certaines formes s’étendent a l'infini, mais
non chez les derniéres. Comme dans ces derniéres aucun des nombres a,
b, ¢, b ne peut devenir infiniment petit, aucun non plus ne doit acquérir
une grandeur infinie, les conditions de réduction étant maintenues. I
ne peut y avoir gu’un nomwbre fini de formes réduites, 4 nombres en-
tiers, d’un invariant donné; a plus forte raison ne peut-il y avoir qu’un
nombre fini d'une classe : c’est ce qui résulte de ce qu'il n’y a qu'un
nombre fini de systémes de valeurs entiers, de a, b, ¢, g, &, k, pour les-
quels la forme f, constituée d’aprés (19) ou au moyen de £ =o, est ré-
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duite. On obtient la limitation pour a et A par o < aA tl, puis,
quand b et c sont négatifs, pour b, ¢, g, k, & par les conditions de
réduction pour (b, g, ¢); quand b et ¢ ont des signes différents, pour
b, c, g par A = bc — g*, pour k et k par les conditions de réduction
pour (b, g, ¢). Si b et ¢ sont positifs, B et C sont négatifs, par consé-
quent B, G, G, H, K sont limités et par Ja aussi &, ¢, g, R, k.

Si donc on pousse suffisamment loin le développement décrit des
champs, on peut, tandis que leur nombre est encore fini, arriver a ce
que tout champ a ajouter nouvellement ne soit que la répétition d’un
champ déja existant, de sorte que tout le développethent ultérieur n’est
qu’une répétition i Yinfini de ce qui a déja été effectué. De plus on
w’est pas forcé de dépasser, lors du premier développement, des axes
de symétrie, tels que ceux qui ont été définis plus haut. Tout axe de
ce genre est évidemment illimité dans ses deux directions, attendu que
de la symétrie de ses deux cotés, existant en un endroit, découle d’elle-
méme la continuation de cette symétrie. Dans )'exemple achevé (fig. 1,
précitée), toutes les limites du systeme développé des champs sont de
pareils axes de syméirie. Dans cet exemple, il y a une quadruple symé-
trie & leurs points d’intersection, ce que jai voulu indiquer en choi-
sissant des angles droits choisis.

Dans ce qu'on vient de dire, on a montré la possibilité de résoudre
tous les problémes posés dans Pintroduction, pour toute forme donnée,
comme il est aisé de voir qu'une transformation de f'en elle-méme
correspond a chaque champ, dont la forme concorde numériquement
avec £, la substitution pouvant éire trouvée 4 I'aide des substitutions
consécutives, par lesquelles la forme d’un champ se change en celle
d’un champ avoisinant. Il nous reste a parler des simplifications tres-
considérables qui naissent de la réunion des champs, dans les formes
desquels @ et A sontidentiques, par analogie avec la réunion des inter-
valles en espaces, dans les formes binaires, et A faire ressortir les pro-
priétés générales des résultats. -
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d. — Réunion des points de croisement en territoires. Développement
immédiat de ces territoires.

Si dans un systéme de valeurs admissible quelconque &, #, § peut
se présenter le point de croisetment § = k = o, si, par conséquent, la
ligne droite (a) pent étre perpendiculaire au plan (X), on peut exprimer
ensemble des lignes droites, qui peuvent devenir perpendiculaires au
plan (), par [f(1, «,, o)) ou (&) + «,(b) + «,(¢), quand «,, «, dési-
gnent les nombres entiers, au moyen desquels f(1, «,, a,) obtient le
signe de A et ne donne pas avec A un produit déepassant I'invariant I, ce
qui serait possible si A avait une valeur négative. Si P'on fait partir du
point ivitial de la ligne (a) toutes les lignes (a) + a,(b) + a,(¢), dé-
terminées comme fonctions de &, », § aussi quant a leur longueur, si
on fait, par conséquent, partir les lignes a,(b) + a,(¢) du point
final de la ligne (a), alors les points finaux de toutes ces ligaes se trou-
veront dans un plan (X)et, si A> o, dans 'intérieur d’une certaine
ellipse; si A < o, entre une certaine hyperbole et ses asymptotes, comme
le montrent les conditions respectives

— I_ o f K A
1Zf(1, o, 2,) ou l—xz(b,g,c)(a.--xsa,—%)

et
= I 1 — 1 K H
—15f(h @, )23 ou 3 —15(b g, ) (a— 3 @ — ;)zo.

Je continue d’exclure provisoirement celles des formes par lesquelles
zéro peut élre représenté, Le systéme particulier de valeurs des varia-
bles &, n, ¢, pour lequel une ligne [f(1, a,, a,)] est perpendiculaire
sur (), par conséquent la position du point de croisement respectif
sur la nappe de I'hyperboloide F(§, 4, §)= 1, est, comme I'indique

1 0 0
’emploi de la substitution| . 1 o |ou de son adjointe, déterminée
@ O 1

par les équations
h+ga,+co,=k+ba,+ga,=0 ou K- Aa,=H— Aa,=o.

212.
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Pour P'élimination de «, el «, des conditions énoncées, on obtient,
quand A >0, X2 f(X, &, §) ou, au moyen de'équation (18) A*2A7,
par conséquent 2E*ZA + \/A—I; mais, si A< o, A*T—AJZ ,{ A2, par

conséquent A -+ y— AIZ 25?2 0. Tous ces points de croisement sont
donc situés, dans le premier cas, surun fragment fini dela nappe hyper-
boloidale, séparé par un plan et borné par une ellipse; dans le second
cas, sur un fragment infini de la nappe hyperboloidale, renfermé entre
deux plans et limité par deux branches d’hyperboles. Leur nombre
est, dans le premier cas, évidemment fini ; mais, dans le deuxiéme cas,
infiniment grand, de telle sorte qu’un nombre fini de valeurs numé-
riques f(1, &,, a,) se répéte pour une infinité de systémes de valeurs
a,, ¢,. On obtient, en effet, un nombre infini de répétitions de la va-
leur a elle-méme, dont chacune produit aussi une répétition des autres
) +1 0 o
valeurs, quand on applique a f d’abord des substitutions| o §, 7
o pz Y1
au déterminant 1, par lesquelles (b, g, ¢) se change en = (5, g, ¢),
1 o 0
puis des substitutions| 8 1 o |,par lesquelles quand, indépendam-
7 0 1
ment des signes précités ==, on pose le nombres = =1, les nombres
«+ ¢h et == ¢k se mettent a la place de A et k et, par conséquent, ¢H et
¢K a la place de H et K. Si s est le plus grand commun diviseur de

. . A
b, g, ¢ et so celui de b, 2g, ¢, si nous avons 4 ut=t et
3§

si 3, = i—r — %, V= —J:", B2= %, Y2 = 5 + ‘i—':, les équations
¢K =—Hy, + Ky, —AB, eH=Hp, — KB,—Ay, tournies par I'ap-
[EL R
plication a F de la substitution! o 7. =f. |, donnent
! o =y =xb
¢ Ahu t Aku
AB=K (—e) =5 Ay=H({—q)+ 7

Quand s = 1 et qu’on emploie le signe supérieur, quand, par consé-
quent, on a (¢ — ¢)(t + ¢)==o0(mod. A), les ctés droits de ces équa-
tions-la sont toujours divisibles par A pour 'une des deux valeurs de ¢,
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quand A est un nombre premier ou une puissance d'un nombre pre-
mier impair; en outre, il en est de méme;quel que soit le signe employé,

¢ —A - . -
uand - + u—‘/— est le carré d'une expression semblable. Quand s a
q z - Y

des valeurs plus grandes, il dépend desvaleurs de % et £; la quantiéme

V=2

. + . P t uy—
puissance d'une expression semblable doit étre = + “Y"2, pour que
-3 s
cettedivisibilité aitlieu pareillement. A cela suffisent en tout cas les carrés
. . T U  — : 2
de ces puissances qui sont = s+t 3 V—A quand T? + AU? = =+ q*.

Pour les points de croisement discutés, j'emploierai désormais,
quand leur nombre sera plus grand que 1, et que A, =F(}, p,v)
sera la valeur spéciale de A, I'expression : ils sont situés sur le terri-
toire de A=A, ou A=F(), p,v). Le point lui-méme b=k = o,
auquel correspond une position de (a,) = [f(«, a,, @,)], perpendicu-

laire sur (2, ), je Uappellerai le point Afi, en quoi, si besoin est, on peut
1

remplacer a, et A, par f(a, a,, «;) et F(}, n,»). De méme que les

f(l7 %1y “2)
A

points correspondent aux points extrémes des droites

a@,(b) + a4(¢) partant du méme point initial situé dans le plan (X},
de méme ce qui correspond aux lignes droites (b), (¢) ou en général
p(b) + q(c) ou [(b, g, ¢)(p, q)], qui réunissent ces points, et pour
lesquels relativement «,, «,, ou généralement po, — gd, sont con-
stants, ce sont, sur la nappe hyperboloidale, les lignes réunissant les
f("—:‘“—’—), sur lesquelles, relativement, 2, g, Ii;fq—ff sont
constants, ou, exprimé par les coefficients de formes appropriées 5/,
les quantités §’, ,ﬁ’,p,ﬁ'— q R sont égales 4 zéro; ces lignes ne se
coupent qu’en un seul point ou ne se coupent point du tout, comme
les droites correspondantes. Si, dans le cas A > o0, auncun des
f{1, ey =)
A

points

oints n’est plus situé d’un coté d'une pareille ligne, tandis
po P p ghe,

qu’elle-méme passe par deux ou un plus grand nombre de ces points,
je Vappelle une frontiére du territoire de A; les deux extrémes des
points situés sur elle, je les nomme sommets d’angles du territoire;
les points qui ne sont situés sur aucune frontiére, je les dis situés
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= const., que

dans Uintérieur du territoire. Parmi les lignes E—‘——}’—ﬁ
nous venons d’étudier, se trouvent des lignes limites, précédemment
étudiées, de champs dans lesquels sont réduites des différentes
formes £, £, ..., savoir, des lignes limites, le long desquelles ()
est perpendiculaire sur un autre plan, et qui sont coupées, sur deux
points au moins, par d’autres ligues pareilles. Mais ces lignes-la, par-
ticulierement aussi les frontiéres des territoires de coefficients A po-
sitifs, ne se trouvent pas nécessairement parmi ces lignes limites-1a,
dont senlement trois a la fois passent par les points de croisement 3
étudier, et qui, si toutefois elles coincident avec celles-]a, peuvent
aussi se terminer 2 des points de fissure, avant d’atteindre ces points
de croisement. Dans 'exemple de la fig. 1, toutes les frontiéres, a
Pexception d’une, des territoires de coefficients positifs A, coincident
avec des lignes limites de la catégorie précitée, et on les a inscrites
comme lignes serpentantes. Seule, la ligne limite avec laquelle, si
’ , . (2, — 1, —
Pon désigne (]’ _5 _
territoire de A =8 = F(1, o, 0), condnisant du point %’ 4 désigner
' S, 0, —1)
A
premier point, mais n'atteint pas I'autre; jai marqué, en consé-

quence, une ligne limite existante, qui relie le point g au point g,

le second situé sur la frontiere suivante, attendu que je tenais sim-
plement a désigner d’une maniére quelconque la connexion des
points qui appartiennent & des territoires de coefficients positifs A,
et que je ne voulais plus introduire aucune ligne étrangere aux deux
modes de division des champs. Si I’on observe que, dans la fig. 1, les
six lignes limites externes sont des axes de symétrie bipartite et leurs
six points d’intersection des centres de syméirie quadripartite; sil'on
s’imagine, d'aprés cela, la figure agrandie, on obtient une vue d'en-
semble de toutes les frontiéres des territoires occurrents de coeffi-
cients positifs A, savoir, abstraction faite de ceux qui se bornent  des
lignes et de celui qui a déja été mentionné, des territoires de A =13,
A=8= (8’ e _'5') (1,0, 0) et A= 5.

o, o, 12,

?) parf, devrait coincider la frontiére du

par f_——-——(":’ °), au point %a a désigner par » part bien du
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Tout ce qui a été dit ici, pour A et a, F et f, a son analogie com-
plete pour a et A, feet F. Cest aussi sur quoi je fonde la désignation
analogue d’un ferritoire de ¢ = a, ou a = f(a, a,, ;). Ce territoire

embrasse, sur la nappe hyperboloidale, les points de croisement

a . .
T pour toutes les valeurs possibles de p, v, savoir les valeurs
Fi (1, g, ¥)

telles que, sur le plan [, (1, p, v'], la droite (a,) puisse étre perpen-
diculaire ou qu'on ait 1Z4,F,(1, g, v)$Z. Dans le cas a > o, ces
points, pour lesquels ici I'expression indiquée aussi ne doit étre
employée que si lenr nombre est plus grand que 1'unité, sont situés
dans Vintérieur de ellipse 2£* = a + yal, et leur nombre est fini;
dans le cas @ <C o, ils sont situés entre deux branches d’hyperholes

a+y—al . .
£ == \/_'_—2————, et leur nombre est infini,

. . . . . N — sk
Sur les lignes qui relient les points pris un a un, r"—a—i_est con-

stant, rh’ — sk'= 0. Ces lignes, particuliérement les fronti¢res des
territoires de coefficients positifs a, coincident éventuellement, mais
non nécessairement, avec les lignes limites des champs, dans les-
quels différentes formes f, f', ... sont réduites. Dans la fig. 1, toutes ces
frontiéres, i l’exception de deux, coincident avec de pareilles lignes et
ont été différenciées d’avec les autres lignes limites par des traits ren-
forcés. Mais, dans le territoire de a = 2, il est vrai quun fragment de
2

(8, —4o, —3 ) (x, 0,0

0, —6, —20

la frontiére, qui relie le sommet d’angle % =

2

8, —4o, —3
(o, —6, —20) {ry =1, 0)

2 : 1
au sommet d'angle ; = situé sur le com-

plément a ajouter en haut a gauche, coincide avec les lignes limites
2, —1, —
2, —4, —
dessin et dans le complément précité; mais cette ligne se termine,
des denx cotés, a des points de fissure avant d’atteindre les sommets
d’angle précités. Jai donc wieux aimé, d’une maniére analogue,
comme dans le cas exceptionnel susdit, renforcer la ligne a désigner

b = o des champs des formes ( llz) qui se trouvent dans le

b . , (2, —1, - 12‘\
E i ar appo ¢ rm em JlO yee -
par - 1y 1 rapport 4 la forme ploy ‘



176 EDOUARD SELLING.

ligne qui coincide avec une ligne limite et qui relie les points situés
sur lés frontiéres qui snivent, savoir, les points

2 2 et 2 — 2
17 8, —4o, —3 17~ (8, —fo, —3 .
(o, —6, —2())(]’ ° —1) (0, —6, —20)(]' =L =1

3, —4, —5

Dans le territoire de a = 3 = (
0, 0, o)

)(l, o, 0), la frontiére
b+ k . . . 3 3 ..

— = —1, qui relie les points 5 et g ne coincide avec aucune
ligne limite; j'ai renforcé, a sa place, une autre ligne limite qui
relie ces points. Outre les territoires qui se bornent a des lignes
et ceux qui ont déja été mentionnés, nous trouvons (fig. 1) encore

un territoire d’un coefficient positif a, savoir, celui de

3, —1, —6
a=3= (l’ _3 _2) (1, o, o).

Maintenant, non plus par la division de toute la nappe hyperbo-
loidale en nombreux petits champs, mais immédiatement, je cherche
I’existence et la sitnation respective des territoires moins nomnbreux
des coefficients positifs A et a.

1 —a, —a
Comme la substitution [0 : o | est adjointe a4 la substitu-
o o I
¥ o [s]
tion |« 1 o |, on obtient F(—a,, 1, 0)< 0, et F{—a,, 0, 1} < 0,
a O 1]

quand on a f(1, a,, &) > 0; par conséquent, si A > o0, nous avons
F(1, =1, 0) < o pour le signe supérieur, ou pour le signe inférieur,
ou pour tous les deux, suivant qu'il existe une valeur entiére posi-
tive ou une négative, ou une positive et une négative de «, qui, jointe
4 une valeur quelconqne, méme fractionnaire, de «,, rend f(1, o, 2,)
positif; de méme on a F(1, o, 1) <o, suivant qu’il existe une
valeur positive ou une négalive, ou une valeur positive et une néga-
tive de @, laquelle, jointe 4 une valeur quelconque, méme fraction-
naire de «,, rend positif f(1, a,, ;).

Si le point % est situé dans l'intérieur du territoire de A, chaque

' I Cow 0 DEINER!
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fois le troisiéme de ces six cas a lieu; par couséquent, pour

tous les signes, F(1, 3=1, 0) et F(1, 0, =1} sont négalifs, et at-

tendu qu’il en est ensuite de méme pour chaque forme équiva-
1 0 o

lente F,, résultant de F par une substitution quelconque | o p 4 |,
o vy V2

il ne peut pas alors y avoir de nombres prewmiers entre eux, ni par
conséquent de nombres entiers quelconques up, v différents de

zéro qui rendraient positif F (1, p, v); si donc le point % est situé dans

Uintérieur d’un territoire de A, il n'appartient a aucun terriioire de
@; on trouvera de méme que, sil est situé¢ dans lintérieur d’un
territoire de a, il Wappartient a aucun territoire de A.

- . - a . . s e
Si, au contraire, le point I est sitné sur une frontiére du territoire

1 o o
de A, il y a des substitutions | o . 7 |, au moyen desquelles f se
o pz VE

change en une forme f,, de sorte que, sil’onaa,>oet f,(1,=1,0) >0
pour un des deux signes au moins, il n’y a aucune valeur entiére posi-
tive de «,, ou il 0’y a aucune valeur entiére négative de a, differant
toujours de zéro, qui, jointe 4 une valeur entiére quelconque de «,,
rende f, (1, «,, «,) positif. Je fais provisoirement une supposition encore
plus étroite : c’est qu’il u’y ait aucune valeur entiére positive de «, dif-
férente de zéro, ou qu’il n’y ait aucune valeur entiére négative de a,,
différente de zéro, qui, jointe a une valeur réelle quelconque, entiere
ou fractionnaire, de «,, rende f (1, a,, o) positif, ou, ce qui revient
évidemment au méme, c’est qu'avec un des deux signes f,(1, «,, 1)
ne devienne positif pour aucune valeur réelle, entiére oun fraction-
naire, de «,. Pour abréger, j’appellerai désormais supposition ¥ cettc
supposition faite pour une frontiére d'un territoire de A, et pareille-
ment la supposition analogue faite pour une frontiére dun territoire
de a. De celle-ld, savoir, de I'absence d’une racine réelle «, de I'équa-
tion f, (1, &,, ==1) = o, provient maintenantF, (1, o, 3=1) > o, et vice
versa, et I'analogie existe apreés la permutation de f et F.

Par I'application de la méme considération aux pointsf'(—"j\ff—’i),

Journ. de Math. (30 série), tome 1il. — Joix 1877. 23

23
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qui doivent représenter tous les points d’une frontiére du territoire
de A, répondant a I'équation $, = o, tandis que z admet une série
de u' valeurs entiéres consécutives renfermant aussi la valeur zéro, on
arrive 4 la conclusion snivante. Si la supposition ¥ est réalisée pourcelte
frontiére, tous ces points appartiennent aussi 3 des territoires des dif-
férents coefficients f,(1, 1, o), dans lesquels sont encore situés les
points -’5—(&2, reliés respectivement par les lignes h +b,u=o
(1, 0, 1)

.ﬁ(" iy 0)’
Ay

avec les points et entre eux par la ligne §, €, =o,

lesquels points évidemment appartiennent tous a un nouveau terri-
toire de F,(1, 0, 3=1). Si F,(1, 0, —v) demeure positif pour une
série de v valeurs entiéres ¢, se suivant et renfermant aussi la valeur
fi(1, u, o)
Fi(1, 0, —¢)
appartient 2 un des & territoires des coefficients £, (1, 4, 0) et & un des
¢’ territoires des coefficients F, (1, o, —9).

De f,(1, =1, 0) > o suit non-seulement F,(1, =1, 0) < 0, mais,

zéro, il y aura évidemment u'.v points » dont chacun

1 0 —v I ZF1 o
la substitution | =1 1 o |ayantpouradjointe|{ o 1 o |,nousaurons
o o 1 ==L

encore F (1,5 1,v) < o pourtoute valeurréelle, entiére ou fractionnaire

- a . ’ s
de v. Les points m'—u) sont donc situés sur une frontiére da
iVl U ™

territoire de a,, ou tout ce territoire se borne & cette frontiére,
suivant que la condition f,(1, =1, 0)>> o est réalisée pour un seul
des signes ou pour tous les deux & la fois. Car, si F,(1, 3=, v)
était positif, pour une valeur enliére positive quelconque p. jointe a
une valeur entiére quelconque v, il faudrait aussi que F, (1, =1, v)
fit > o, du moins pour quelque valeur fractionnaire v. On recon-
nait, d’aprés cela, que, pour les deux valeurs extrémes de z, les

Si(t, u, o)
¥(1, 0, —¢)
coefticients positifs f,(r, u, o). On voit aussi que les territoires des
coefficients positifs f,(1, &, o) se bornent tous a des lignes, pour
toutes les valeurs autres que les deux valeurs extrémes de u«. Enfin,
par analogie, on conclura que, pour les deux valeurs extrémes de ¢,

points sont situés sur des frontiéres des territoires des
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. A1, u, o)
]es polﬂts m

toires des coefficients positifs F,(1, 0o, — ¢), et que les territoires
des coefficients positifs F,(1, 0, —¢)se bornent a des lignes pour
toutes les valeurs autres que les deux valeurs extrémes de .
Supposons que le territoire de A, considéré en premier lieu, ne sé
réduise pas a une ligne, ct soit zéro une des valeurs extrémes de u.

sont tous situés sur des frontiéres des terri-

Alors du point % part une seconde frontiére du territoire de A,, sur
1

laquelle est situé un point 1_‘.__(_!:&&,—-{31), . et £, étant certains nombres
1

Sa (1, 1,0) ,
A,

I o o
si la forme f, provient de la forme f, par une substitution | o &

o f: 7.
Si la supposition ¥ ne cesse pas d’étre remplie pour cette nouvelle

a;

Fy(1,0,¢1
toire de a=a, =a,, v'est pas situé sur la frontiére considérée
ci-dessus de ce territoire. Donc aussi ce territoire ne se réduit pas a
une ligne, ni donc manifestement aucun des quatre territoires de
a=f,(1,u,0)et A=TF, (1,0, —¢) pourlesvaleurs extrémes de u et ¢
en tant que la supposition B est remplie. Les quatre frontiéres
considérées de ces quatre territoires forment donc un quadrilatere,
tel que ces territoires eux-mémes, considérés comme des sarfaces
entourées de leurs frontiéres, sont situés en dehors du quadrila-
tere. Si v’ >2, il y a, dans Pintérieur du quadrilatére, &' — 2 ter-
ritoires de coelficients f,(1, u, o). Ces terriloires se bornent a des
lignes, qui ne peuvent ni se couper I'une I'autre ni couper les fron-
tiecres des deux autres territoires de coefficients f,(1, u, o), comme
le prouvent les équations de ces lignes k, +b,u=o. Il en est de
méme, par analogie, quand ¢ > 2, des lignes §, — €,v = o0, qui
coupent les premiéres en forme de grille.

Dans I'exemple de la fig. 1, on v’a nulle part en méme temps
u' > 2 et v > 2:ainsi ces deux sortes de lignes ne se trouvent jamais
simultanément. Pour la détermination de territoires ultérieurs, cenx
qui sont situés dans U'intérieur d’un pareil quadrilatére et se réduisent

23..

premiers entre eux, lequel point pent anssi étre désigné par

frontiére, il y aura aussi un point

qui, appartenant au terri-
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a des lignes n’ont aucune importance; aussi n’en tiendrai-je plus
aucun compte dans les exemples qui viendront plus tard.

Si lon applique les observations faites aux deux frontiéres qui se
rencontrent aux sommets d’angles de territoires de coefficients posi-
tifs A el @, on reconnait, en tant que la supposition ¥ se réalise, ce
qui suit : chaque sommet d'angle d'un territoire de A est en méme temps
un sommet d'angle d’'un territoire de a et vice versa. Deplus, quand deux
fronti¢res dirigées 'une vers l'autre, e territoires de deux coefficients a,
partent des deux sommets d’angle dune fronticre d’un territoire de A,
elles se terminent aussi en deux sommets d'angles d’une fronticre, diri-
gde vers la précédente, d'un territoire d’un autre cocfficient A. Dans la
fig. 1, la premiére proposition se réalise de tous points, mais pas la
deuxiéme. En effet, la supposition ¥ ne se réalise pas a la frontiére

précitée, entre les points 2 et 3 qui, en posant f,= (f; :?” :;),
Si(1,0,0) el Sfilvy—1, o)3
A, A

F,(1,0, —1)<o, tandis que f,(1, a,, @,) ne devient positif pour
aucune valeur entiére posilive de a,, jointe 4 une valeur entiere quel-
conque de «,.

Je regarde comme normal le cas ol la supposition ¥ se réalise; le
cas contraire est pour moi l'exception. En effet, si elle ne se réalise
pas dans un territoire de A pour une fronliére sur laquelle sont situés

des points ﬂ'—’:‘—ol, tandis que nous avons f (1, &, 1)< —1 pour toutes

peuvent étre désignés par car nous avons

les valeurs ‘entiéres de uz, il faut que la plus grande valeur, dont
(1, 1, 1) est susceptible avec la variabilité continue de u, soit posi-
. : k + k)

tive; on a doncj(l,%, 1) =a+ 2h 4+ ¢ — (iz—lz —_I—b; par

contre, attendu que déja pour la valeur entiére la plus rapprochée,

# .
u.=5'_i'b_ + 9, de u, on a f(s,u,,1)S—1, on obtient pour la

A : (g+4) <« 2 R
méme expression a + 2k + ¢ — 53— = — bd? — 1, tandis que

9254, et que pour — b des limites sont posées par la condition
fl1, u, 0)> 1 A prendre pour les valeurs extrémes de u.
Quand la supposition ¥ se réalise pour une frontiére, le quadri-

latére dont nous avons parlé existe et la supposition est par conséqnent
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réalisée pour les quatre frontiéres qui le forment. En tant que la
supposition W est valable, la surface de Uhyperboloide se partage
donic en trois genres de parties, savoir dunc part-en territoires de A,
entourés de certaines frontiéres,de Uautre en territoires de a et enfinen
les quadrilatéres precités. Ces fragments de surface s’excluent tous réci-
proquement et remplissent néanmoins sans lacune toute la surface. Si
P'on a développé les territoires & une distance suffisante dans toutes les
directions, des territoires déja vusdoivent serépéter et le développement
ultérieur peut se ramener au développement antérieur. 1l n’est pas
nécessaire de changer les formes f, donnant des points de croise-

a . ’ .
ment Kde telle sorte que les formes f soient réduites; car, leur obser-

vation ayant démontré la possibilité de ces développements exis-
tant sous la supposition ¥, on n’a plus du tout besoin d’en tenir complte.

. . a'
A propos des points de croisement 7 dans lesquels a’et A’ concordent
numériquement avec les coefficients a et A qui se sont présentéds auprés
. - y . a ., - ;. . v ).
d’un point de croisement antérieur 5 jeveux aussi décider immédiate-

ment sur 'accord numérique des formes f* et f qui me servent de base ;
et dans ce but je transforme, ce qui est utile aussi dans le développe-
ment de tous les territoires de coefficients A, toutes les formes qui se

¥ 0 [¢]
présentent, au moyen de substitutions { o B, 4, [, detelle sorte que
0 pz b L]

— (b, g, c) soit réduit. Pour le développement des territoires de coeffi-
cients @, une transformation passagére, qui réduit — (B, G, C), est
souvent ulile. Il n’est pas nécessaire non plus, cn rencontrant succes-
sivement chaque frontiere d’un territoire de A, de changer, au moyen
d’une substitution spéciale, la forme f en la forme f, adoptée plus
haut. Car, parce qu'on obtient les expressions £,(1, u, o) et F, (1,0, —0),
correspondant aux #, ¢ points de croisement considérés, au moyen

1 0o o 1 (o] v
des substitutions | « 1 o |ct]o 1 o] appliquées en ordre quel-
o o 1 o o0 1
I —2& O I

o o
conque a f, ou des substitutions {o 1 olet|o 1 o appliquées
0 o0 1 —¢ 0 1



182 EDOUARD SELLING.
I 0 O
a F,, ces expressions, aprés insertion d'une substitution { o B. 7. |,

(4]

deviennent f(r, uf3,, uf,)et F(u, 0By —of)- P>

Je veux développer quelques exemples, dans lesquels, ce qui est
aussi le cas le plus fréquent lorsqu’il s’agit d’un petit nombre de terri-
toires numériquement différents, Ja supposition ¥ se réalise de tous
points. Dans les figures, les lignes serpentantes, dont quelques-unes
sont rattachées entre elles 2 des angles et entourent un nowbre po-
sitif A, désignentles frontiéres duterritoire de ce coefficient A; il en est
deméme des ligues pleines, des froutiéres des territoires des coefficients
positifs @ ; enfin les lignes ponctuées désignent des axes de symétrie.
Sur les frontiéres, j'ai fait ressortir particuliérement les points

1,04,0) a R . .
AULL) et ! ; de méme sur les axes de symétrie les points
A, Fl(l y 0y, — 0)

a . . ; . . . - s 8
A quiy sont situés. Dans la représentation, Je pars immédiatement
s

d’une des formes de la classe choisie, d’ou naissent le plus simple-
ment les symétries qui se produisent; je pars donc, dans Pexemple de

la fig. 2, dela forme f = (: _0’2’ 72)- Le point % = &‘Ao;o) appar-
tient, avec les points % = [(_1,]___x,o) et % = ﬁ%’—'-), a un territoire de
A = 3. Comme f'se change en elle-méme par les substitutions corres—
1 o 0 1 o o]
pondantes |+ —1 1| et | 1 o —i, ouquandle déterminant doit
o o 1 T —1 0
i—1 0 O —1 o0 o©
éire égal a 1 par les substitutions | —v «+ —rjet { —1 o 1}, 0n
0 o —1 —1 I [

reconnait déja une symétrie tripartite et méme une symétrie
sexpartite, chacune des trois frontiéres symétriques étant de nouveau
symétrique vers ses deux extrémités. Comme la forme adjointe

3, —2,—3 - A
F= ( [ |2 ) ) donne une valeur positive pour F(1,0, 1) et de méme

pourF 1,1, —1},ce qu'on reconnait déja d’aprésla symétrie trouvée, la
supposition 1 est réalisée pour les deux frontiéres partant du point
T o o

Comme de F, par chacune des deux substitutions [ o 1 o
1 [0 1

S, 0,00

Fi1,0,0;
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1 o o
. 2, —2,—3 . o
eti1 1 1 ,prowentlaforme( s l),qulsechangeenelle-meme
—1 0 —1 L
I 0 (]
par la substitution | t+ —t —1|, on reconnait que le territoire de
o 0 1

a=1=f(1, o, o), outre 'axe de symétrie passant par le point
» 0y 0), y P P
I , .
(i 6, 0)’ est encore coupé par un autre axe semblable qui coupe le
r ’
premier dans un centre de symétrie quadripartite, au point de croise-

T - . . . »
mentm~ Ce territoire a donc six angles, savoir : dans la sé-
Ed b

rie ou sont reliés les uns aux autres, par des frontieres, les
I 1 1 1 1 I

F(x, o, o)’ F(1,0, I), F(r, 1, I), F(1, 2, 0)’ F(1,2, —1)7 ﬂl, I, —1)-

Des quadrilatéres qui se rattachent aux frontiéres du territoire de

A = 3, on connait déja les quatre angles, d’aprés les symétries connues,

f(1,0,0) et Sf(1. 1, o)

F(1,0,0) F(1, 0, o)’

points

bar exemple, outre les deux sommets d’angles
I ple, g

(b s 5 L, 0, 0
les sommets d’angles symétriques de méme I'un a I'autre At o, ol

F(1, o, 1)
S, 1, 0 N .. e e,
Flio 1) On reconnait que la supposition ¥ est aussi réalisée par

les frontiéres, n’appartenant pas i ce quadrilatére et sortant de ces
nouveaux sommets d’angles. C’est ce que I’on voit en considérant, par

et

—2

4

exemple, la forme(" "), provenue de fpar la substitution
o, . P JP

1,
I 0o —1

© t o |, etqui, ainsi que nous I'avons déja vu, méne par la sub-
o o 1

1 —1 0
stitution ultérieure | o 1 o | au sommet d'angle snivant F(xﬁl:T
o o 1 v
du territoire de @ = f(1, o, o). Cette forme donne aussi par la sub-
1 L i ] .
stitution | o« o | une forme A premier coefficient positif. Cette
—1 0 1
2, —2,

—1 reo.
nouvelle forme ( . ) donne un nouvel axe de symétrie, et 'on

0, 0,
est ainsi parvenu au terme des considérations numériques nécessaires.
Comme lors de la coincidence de deux formes, les champs, les ter-



184 EDOUARD SELLING.

ritoires, les frontiéres et les angles doivent coincider, on reconnait ce
que fa fig. 2 représente. Les six points d’intersection des six axes in-
diqués, de symétrie, sont des centres de symétrie quadripartite, ce
qui doit étre indiqué par les angles droits choisis, comme dans d’autres

exemples, une symétrie de X parties est indiquée par les angles de [{

droits. SiI'on se figure le dessin tellement ployé que deux axes parels,
perpendiculaires 'un a Pautre, deviennent des lignes droites, on
n'aura pas de peine a s'imaginer la quadruplication de la figure, et
on peut effectuer la méme chose toutes les fois que deux axes se
coupent et sont situés & la limite de la figure agrandie. Je n’ai pas
voulu faire usage de la symétrie sextuple, qui a lieu autour du
centre de la figure, pour la réduire, afin de faciliter Ia vue d’ensemble.
Pour deux autres exemples, les fig. 3 et 4 pourront suffire seules; J'y

. - a v . .
ajoute aux points externes leur dénomination ou les formes

b T '
<:" h' :) donnant ) =k = o. L’indication de A, et a, n'est alors plus

nécessaire.

Quant aux lieux ou la supposition ¥ n’est pas réalisée, je pourrais
renvoyer simplement 2 la méthode primitive de la division en champs;
mais, méme en passant par-dessus ceiux-ci, on peut continuer le déve-
loppement suivant le mode abrégé et purement arithmétique employé
en dernier lieu. Cependant, sous cette réserve, je vais me résumer et
ne poursuivrai pas les cas d’exception les plus rares. Si aet A sont

positifs et en adinettant que le point % soit un sommet d’angle du terri-

S, uy 0)

toire de A, d’oil sort sa frontiére contenant les points ——— pour
f('- “i, 0(1\,

A k
a valeur négative de aj, jointe a une valeur quelconque de g, ; en ad-
mettant de plus que F(1,0,1) <o, de sorte que la supposition W ne se
réalise pas pour cette frontiére, le quadrilatére précité, devant se ralta-
cher 4 la frontiére du coté extérieur, n'existe pas; alors la supposition
¥ n’est pas réalisée non plus pour une seconde frountiere dirigée vers
la premiére et appartenant au territoire de a, qui, si toutefois il existe,

oZus, tandis qu'il n’y a pas, dans le territoire, de points

. N a A y < e
doit avoir -+ comme sommelt d’angle. Il en est de méme d’une troisiéme
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frontiere dirigée vers la seconde et appartenant au territoire de A’, qui,
§'il existe, doit avoir pour sommet d’angle le point final de la seconde,
et ainsi de suite. Evidemment I'ensemble de toutes ces frontiéres con-
sécutives de territoires alternatifs de différents coefficients A et a
donne une limite continue au del de laquelle, dans une direction, la
supposition ¥ ne se réalise pas. Un territoire que l'on étudie peut
maintenant aussi dégénérer en une ligne qui doit étre regardée comme
safrontiére vers ses deux cotés opposés. 1l se peut alors que, seulement
vers un cOté on, comme dans I'exemple de la fig. 5, pour le territoire
A =12, vers les deux cotés d’une telle ligne, la supposition ¥ ne se
réalise pas. Dans le dernier cas, cette ligne conslitue, vers les deux
cOtés, une limite de I'espéce que nous avons précédemment indiqguée.
On irouve encore une pareille limile, si aucun territoire ne se
rattache au point extréme d'une des frontiéres étudiées; savoir si,

44! _457 - 46

comme, par exemple, pour la forme (~22 2,

( 1586, — 2028, — 1981
970, 68, 2

de A, et que la condition F(1, p, v) >0 ne se réalise que pour
g = v = 0, on poursuit ]a frontiére suivante partant de ce point, du
territoire de A. Avec cette limite continue le cas peut d’abord se pré-
senter oit elle rentre en elle- méme, de maniére que les territoires,
auxquels appartiennent les frontiéres qui la constituent, soient situés en
dehors dela ligne fermée. Ce cas seprésente dans I'exemple de la fig. 1,
ou les frontiéres respectives dont I'ensemble ne se montre qu’apres le
complément i effectuer en haut, du c6té gauche, et dontune a déja
été mentionnée, constituent un hexagone formé alternativement de
frontiéres de territoires de coefficients positifs A et a. Un cas analogue
se présente dans ’exemple tracé fig. 5, quin'a pas besoin d’étre expliqué
davantage, et dans la fig. 6, ot toutefois un coté de I'hexagone, une
frontiére d’un territoire de a = o, tombe i une distance infinie. Il est
facile de décider, dans les hypothéses admises ci-dessus, laquelle des

) avec I’adjointe

. A (74 . s e e
)s ce pOlDt extreme 2 appartlent a un territoire

.s . . . . a .
deux frontiéres du territoire de a, issues du point +» et qui con-

tiennent les points » est dirigée vers la frontiére contenant les

a
F(1,p,v)
oints f1,40) du territoire de A. Car le rapport £ des deux nom-
P A * v

Journ. de Math. (3¢ série), tome HI. — Juix 1897, 24
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bres nécessairement positifs i, v, qui serait égal & zéro pour la fron-
tiere cherchée, si la supposition ¥ était remplie, doit étre le plus petit
possible, si la supposition ¥ n’est pas remplie. Comme le fragment de
surface enfermé dans la limite rentrant en elle-méme, hexagone dans
les exemples cités, peut aussi bien étre négligé que le quadrilatere précité,
dans le cas de la supposition ¥, on voit que le cas étudié ne présente aucun
obstacle dans le développement ultérieur des territoires. Deuxiemement,
lalimite mentionnée peut maintenantaussi s'étendre des deux cotés, a I'in-
fini, de sorte que des formes concordant numériquement reviennent au-
prés de la limite, d’une maniére périodique: Pour ce cas, J'allégue les

2r, —2r, Ar—s§ . ° e
formes (0, o ), danys lesquelles, si 4r< s <%r, il v’y aque
I [o N ¢ I I o]
les substitutions alternatives |t 1 o] et |o 1 o| qui puissent
o o0 1 o O 1

alternativement amener de nouvelles valeurs positives a la place de
a et A. Troisiémement, cette limite peut rentrer en elle-méme, de telle
sorte qu’elle enferme les territoires, pour lesquels la supposition ¥
est réalisée. Tl est possible encore qu'on n’cbtienne qu'un seul et
unique territoire, se réduisant méme a une ligne; enfin, il.peut y avoir

X . , a : . o v
méme des points détachés 1 de nature A faire que f(1, a,, a,) ne soit

positif que pour &, =a;= o0, et que F(1, p, v) ne soit positif que

44, — 471, — 47

pour p=v =o, de quoi la forme (20, N

1809, —206g, —2069) . s
"77%) peut servir d’exemple.
(~879. 67, 67 ) P exemp

SiJL"A'—‘i—O—) sont les points d'une frontiére d’un territoire de A,
f(l s %y a’)
A

) avec l’adjointe

auquel n’appartiennent des points our aucune valeur néga-
q p p

tive de aj, jointe & une valenr quelconque de a,, et si la supposi-
tion ¥ ne se réalise pas pour celle-ci, si donc ona F(s,0, 1)< 0,
on pourra continuer le développement au deld de celte frontiére
en appliquant 4 F une des substitutions a trouver selon II, b
Ao )

o 1 0 audéterminantl,quidonnentF(l,o,'v)il,F(l,,o,v,)é—l,

vy 0O v

savoir celle qui posséde les plus petits coefficients, et fait f (v,, 2, —2,)
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positif pour quelque valeur entiére de a,. Fappelle ' la forme qui
provient ainsi de F. Si, pour arriver au bat projeté, qui sera, le plus
souvent, atteint deés le premier pas, des coefficients plus petits X, v,
13, v, ne suffisaient pas, en tous cas les plus petits qu’on pourra. trou-
ver suffiront, d’aprés ce qu’on a vu plus haut pour les territoires des
¥y 0 —v
coefficients négatifs A, et qui, 4 I'aide de la substitution | 2, 1 1.
—i 0 )

a b, c a, b, ¢ .
changent la forme (g‘,h, k) en la forme (!g. A d)- Je passe sur la di-

minution qu'on peut obtenir lorsque le signe inférieur est possible.
I 0 1 I O 0
La série des substitutions |0 1 o] et [0 1 o/, desquelles se
0 o 1 1 0 1
Ao )|
compose la substitution | o 1 o
L ¢ I

3

» ¢ termine par la substitution

1 o 1

o 1 o |;parceque celle-ci peut seule changer les nombres v,, , qui
[0 [o] 1

apparaissent dans f(v,, a,, —1,) et que les conditions pour F(2, 0, v)

et F(1,, 0, ¥,) sont réalisées apres chacune de ces substitutions. 1l en

résulte qu’on obtient (1, 0, —1) <o et S(1, u, v} < o pour toutes

les valeurs positives entiéres de v, jointes 2 des valeurs entiéres de u;

car, si v n'est pas plus grand que le nombre p des substitutions
I 0o I

o 1 o, quiont été ajoutées finalement, cela provient de ce que
o o 1

les conditions auraient d’ailleurs déja été réalisées par des valeurs
plus petites de p; mais, quand ¢ > p, la méme circonstance résulte de

Ao X 1 0 —v
ce que la substitution | o 1 o|. |0 1 o], appliquée a F, donne-
y 0 w o o 1

rait alors un troisiéme coefficient positif. §'il y a au meins deux points
J'(1, u,0)
F(1, 0, 0)
pour laquelle la supposition ¥ ne se réalise pas; on a donc de nouveau
une limite de I'espéce précitée. S'il y avait encore d’autres lerritoires
insérés entre cette frontiére et la frontiere primitive contenant les

24..

» ces points appartiennent donc de nonveau a une frontiere,
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Slr, u, 0)
A

points » ce qu'on peut décider de la maniére la plus simple

par I'étude des champs qui apparaissent sur la ligne vy = o, on aurait
déja pu trouver une limite plus rapprochée, en insérant des substitu-
tions aux endroits convenables, lesquelles substitutions auraient aussi
amené d’autres coefficients 2 la place de b. Je m’abstiens d’examiner
plus en détail ce cas, ainsi que celui dans lequel, excepté pour & = o,
S'{1, u,0)
F(1, 0, o)
n’établit pas de différence essentielle avec autre, et je renvoie a la
méthode générale fondée sur la division en champs.

Soit maintenant que ia nouvelle limite, dans tout son parcours, fasse
vis-a-vis 4 I'ancienne, soit que d’autres frontiéres qui la composent
aient pour vis-a-vis des frontiéres d’autres limites, frontiéres a trouver
de la méme maniére, on pourra toujours développer les groupes de
territoires, séparés les uns des autres comme par des fleuves, mais
aussi pouvant étre réunis, en cas de besoin, comme par des poants,
assez au loin pour que toutes les formes nouvelles concordent nume-
riquement avec des formes qui s’étaient déja présentées.

il n’y a pas de point » lequel cas d’ailleurs, le plus souvent,

e. — Les transformations des formes en elles-mémes.

Outre les substitutions déja étudiées, 1V, b, lesquelles, pour une
forme réduite f, ne sont possibles que lorsque leur champ coincide
avec lui-méme, aprés une permutation entre a, b, ¢, d ou avec un
champ immédiatement contigu, il existe encore une infinité de substi-
tutions par lesquelles f se transforme en elle-méme, chaque nouveau
champ, pour lequel est réduite une forme concordant numériquement
avec f, déterminant une nouvelle substitution semblable, qui corres-
pond en quelque sorte & une ligne reliant le champ primitif au nou-
veau champ, ou, si au lieu des champs on ne considére que des points
de croisement analogues, 4 une ligne guirelie les deux points de croise-
ment. Comme toute la nappe hyperboloidale est couverte sans lacune
par les figures qui ont été expliquées et dessinées, IV, ¢ et d, et que
Pon doit répéter 4 I'infini, une ligne, reliant un coin d’une pareille
figure a sa répétition, peut étre formée par les lignes limites de cette
figure et leurs répétitions & prendre dans la série et la direction con-
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venables. La substitution correspondante peut donc étre composée de
substitutions de ['espéce étudiée, 1V, b, qui correspondent a la permu-
tation de limites analogues de champs ou au franchissement d’axes de
symétrie et des substitutions en nombre limité P, Q, R, S, ..., qui répon-
dent aux lignes limites externes de la figure, et dont I'une au moins,
puisque ces lignes limites forment un polygone, peut étre exprimée
par les autres. .

Ici se poserait géométriquement la question de savoir comment cette
ligne de communication peut étre composée du plus petit nombre des
fragments précités, & propos de quoi il faudrait ou bien traiter de la
méme maniére les fragments hétérogeénes, ou bien procéder de maniére
qu'avant tout les fragments d’une méme catégorie figurent au
plus petit nombre possible, puis de méme ceux d’une deuxiéme caté-
gorie.... A cette question géométrique répond exactement celle de re-
chercher comment les substitutions 4 étudier se composent des substi-
tutions P, Q, R, 8, etc. Toutefois, comme non-seulement 'espéce des
symétries possibles, mais encore le nombre des substitutions P, Q,
R, S, ... varient suivant les différentes classes, il n’est pas aisé d’éta-
blir d’'une maniére tout a fait générale I'expression désirable qui
donne précisément une fois chacune des substitutions possibles que
Pon cherche, tandis qu’il n’y a aucune difficulté a4 1'établir dans
chaque cas donné.

Je veux donc obtenir cette expression seulement pour les exemples

1} | B
traités jusqu’ici. Soit (fig. 1), désignée par P, la substitution | 3 4 o
o o0 1

1
composée des substitutions | 3 et , au moyen de
o

Cro ~ ©
- Q ©
(=~
O = =
- o 0

12, —f, —

laquelle 1a forme f'= (O o ) se change en f, = (i: —04, —05) et

qui correspond 4 la ligne limite placée en bas a droite, laquelle relie

le point ’—53 = % au point % = Z—"- Désignons par Q la substitution
2 0 5 1 0 o 1 o 1 1 0 o 1 0 2
o1t o|=j0o 1 ol.}lo 1 o}l.lo 1 0o|].|0o ¥ of, qui
3 o 8 I o 1 o 0 1 1 0 1 0o o0 1

conduit du point extréme inférieur au point extréme supérieur de la
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3, —1, ——').o)
?

ligne limite extréme de droite, point 4 deésigner, si f'= (o’ 0, o

par % = % Laligne limite externe, conduisant du point 236 =Z—" vers
la gauche, laquelle ne se termine pas 3 un point saillant, je me la figure,
portée encore une fois, aprés qu’elle a franchi I’axe de symétrie,
par lequel elle est coupée, conformément 4 la symétrie admise, et

—4 o 5
je désigne par R la substitution { o —1 o |, composée des substi-
—3 o §
tutions
1 o 1 0 0O —I 0 O 1 o o 1 0 —I
o 1 0 o 1 O o —I © o 1 0 . o I V] y
o o 1 0 1 -1 0 1 —1 0 1 o o 1

. R . 3 s, . 3 _ fl4,03)
qui méne du point — = T as répétition - — Fi(§ 0, —5)" Je me

figure de méme doublée la ligne limité externe conduisant du point

, —2 1 o
% = % vers la gauche, et je désigne par S la substitution | —3 2 o
o o —1
1 0 O —I 1 [¢] 1 o o
composée des substitutions | 1 1 o o 1 o —1 1 o let
0o O ] [+] 0o —1 (o] o 1
_a f'(2, 3, o) .

. . . 3 . s o3
ico o= 20 Fl2, —1,0)
qui conduit du point — = —; & sa répéiition, le point 20 = F, —1,0]

La figure quadruplée, conformément 4 la symétrie quadruple qui ap-
parait autour du point d’intersection des deux lignes limites encore
restantes, est maintenant hornée seulement par quatre espéces de
lignes, correspondant aux guatre substitutions P, Q, R et S, et que
je désigne aussi par les lettres P, Q, R et 8. Le long de la ligne limite

. . . 12 a
de cette figure quadruplée, on arrive, en partant du point = = £
au point diamétralement opposé au moyen de la substitution

29 —5 —15
6o —11 —30 |, quirépond au parcours aussi bien d’'un groupe que
36 —6 —ig
de Pautre, de six fragments de limites qui y conduisent. Et par con-
—13 3 5
séquent, je remarque qu'en désignant P.RP~' = | —-36 8 15

—12 3 4
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—17. 2 19 '
par T et Q8.Q~' = | —24 2 15 par U, on aura T.U = U.T.
—24{ 3 14

Sil'on se figure la ligne P prolongée par deli son point final, en
produisant la figure précédente, conformément i la symétrie qui se
reproduit 4 la ligne R, il faudra commencer par employer la substi-

- -1 O o 3 4 5\
tution | o 1 o |, au moyen de laquelle la forme ( » ),
° o —1 - o, o0, o

en vertu de cette symétrie, se change en elle-méme. La substi-
tution P~ méne ensuite i la répétition prochaine du point 12, de
sorte que pour la forme f on obtient la substitution réciproque

—7 2 o
| =24 3 o |, par laquelle elle se change en elle-méme. Si I'on
‘ 0 o —1

vent aussi franchir le dernier point final, on a encore, conformément
4 la symétrie qui se produit a la ligne Q, & ajouter la substitution

—1 o o 7 2 o
o 1 o |, desortequ’on obtientau total lasubstitution |24 7 o |,
o] o —1 [¢] (o] X

par laquelle f se transforme en elle-méme : c'est exactement celle 3 la-
quelle aurait conduit I'emploi des prescriptions de 11, 5 pour la forme
(12, 0, — 1); je la désigne par V. Si I'on continue d’avancer sur la
ligne P, il se manifeste nécessairement une concordance parfaite avec
ce qui a été trouvé antérieurement, il part notamment du point
12 _ J(7,240)
5 F(7, —2,0)
geant vers le méme coté de la ligoe P, et, aprés quion a emnployé la

12

N . a . ..
» de méme que du point 5 = 3 une ligne Q, se diri-

—f 0 o
substitution| o —1 o | correspondant a la trapsition de la ligne P,
6o 0 ¥

semblablement une ligne Q se dirigeant vers Pautre cté. Tout ce qui a
éiéditde Ps’applique par analogie 4 Q. Je désigne par W la substitution

et o (8 —_1 (o] o
Q| o ~10.Q*l o6 —1 o0
0 ] 1 1] 1) 1

On doit maintenant se figurer non-seulement les lignes primitives
P et Q prolongées de part et d’autre, & I'infini, mais encore, pareille-
ment, les lignes en nombre infini Q et P qui les croisent, puis celles
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en nombre doublement infini qui croisent les dernieres, etc., de telle
sorte’ qu'on obtient un systéme de lignes semblable en quelque facon
3 un arbre ramifi¢ en Pair et dans la terre. De plus, ou doit se
figurer qu’en un nombre infini de places séparées, tant sur le tronc
que sur les branches, il passe toujours deux nouveaux rameaux
dans des directions opposées, et qu’aucun rameau ne se trouve en
contact avec un autre, excepté celui d’ou il émane et ceux qui éma-
nent de lui. La comparaison n’est défectuense qu'en ce que chez
moi tout doit étre situé sur une surface correspondant a une des
nappes hyperboloidales et en ce que les rameaux devraient étre de
deux espéces différentes, en sorte que ceux d’une espéce ne produi-
raient que ceux de I'autre ; comme de toutes parts la ramification
doit étre poursuivie 4 I'infini, on peut faire coincider chaque fragment
d’une espéce avec chaque fragment de la méme espéce au moyen de
déformations appropriées. De chaque point du systéeme a chaque
autre il 0’y a qu'un seul et méme chemin. Ainsi, de chaque point,
12
5
qu'une seule et méme substitution, abstraction faite des change-
ments admissibles de signes de colonnes tout entieres, changements
correspondant i la transition des lignes. Cette substitution est con-
tenue dans I’expression générale VoW . V. W™ . V%W, que je
veux désigner parE, et dans laquelle les exposants peuvent étre des
nombres entiers, positifs ou négatifs quelconques; v, et w, peuvent
aussi étre zéro. E n'est nullement I'expression la plus générale de
toutes les substitutions, par lesquelles f se change en elle-méme, car
de tous les centres des fragments de I'espece V se dirigent, vers les deux
cotés de ces fragments, des lignes R, qui ménent a des centres analo-
gues de fragments de I'espece V appartenant 3 de semblables systémes
de lignes; pareillement se dirigent des centres de 1ous les fragments
de I'espéce W, vers les deux cdtés de ces fragments, des lignes S, qui
menent 2 des centres analogues de fragments de I'espéce W apparte-
nant i de semblables systémes de lignes. Tous les nouveaux systémes
de lignes ainsi introduits ne sont en conlact ni avec les systémes pri-
mitifs ni avec eux-mémes. Aussi les lignes Ret S, partant 2 leur tour des
points correspondants de ces systemes, ne relient pas immédiatement

par exemple, de =; a chaque autre 12 de ce systéme, il n’y a

I ' v DRTERR!
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deux de ces systémes de lignes, mais ménent vers de nonveaux
et semblables systemes de lignes, non cependant tous distincts,
comme le montre I'étude du dodécagone, formé de lignes P, Q, RetS.
On peut se faire une idée de toute cette configuration, si I'on se dit
que le systéme de lignes considéré en premier lieu ne forme nulle part
des polygones fermés, mais divise seulement la surface en un nombre
infini de bandes s’étendant a linfini., Dans le développement suivant
naissent dans chacune de ces bandes de tels nouveaux systémes de
lignes, en nombre infini, nécessairement courbés convenablement,
que je veux deésigner par Ly, savoir un pour chaque fragment, ou
VouW dela délimitation de la bande, suivant que Pindice % est ou
pair ou impair. Les bandes, en nombre infini, que chacun des nou-
veaux systémes, de lignes L, sépare d’avec la bande qu’on vient d'ob-
server, doivent comnie on voit facilement, étre, 4 leur tour, traitées
comme celle-ci, et ainsi de suite. Ce méme réle de la délimitation com-
pléte d’une pareille bande est joué par la ligne limite extréme d’un
systéme de lignes Ly, laquelle, par la courbure admissible de toute
la configuration, pourrait étre changée en une délimitation semblable.
Du nombre infini des systémesde lignes, compris par cette limite, nous
n'avons jusqu’ici considéré qu'un seul, le systéme primitif. Le suivant,
d'un cdté, coincide avec un systéme appartenant, d'unc maniére ana-
logue, 4 Ls,,; et, deI'autre coté, le suivant coincide avec un systeme
appartenant, d’une maniére analogue, 4 L,_,.
Si I'on désigne par T et A les substitutions

e |
-~ 0
c o
2
s |
-
s
-
o

| o o —1 0 o 1

et si 'on remplace 'un des nombres ¢ et par 1, 'autre ainsi que y et &
indifféremment par zéro ou 1, de la combinaison d’un nombre indéfini
de substitutions E.TY. AL T". U* résulte une expression qui comprend

. 12, —¥1, —5
en elle toutes les transformations de la forme ( ’ ’ o ) en elle-

’ 0,
méme et chacune seulement une fois, les substitutions E étant supposées
: I [S I ]
différentes de | o 1 o |.
(4] o 1
K
Journ. de Math. (3¢ série), tome I, — Jum 1877. ‘ 20
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Pour Iraiter, de la maniére la plus semblable possible, I'exemple de

. s —a2, —18\ . ..

la fig. 5, je considére la forme (;” :,’ 0' ); je désigne par Q la su.b-
2 1 O

stitution | 1 1 , qui méne du point 35 au point %, par R la sub-
o o 1
—4 o 15 .

slitution | o —t o |, réciproque, correspondant 2 la ligne limite
—1 o 4

extréme placée i gauche et doublée, ligne menant du méme
poml 5 par-dessus le point 5, en franchlssant I'axe de symétrie su-
périeur de gauche i sa répétition i ; je désigne par S la substitution

—rI1t o 3o
o —1 o [,correspondant ala ligne limite extréme placéea droiteet
—4 o 11
redoublée, tandis que Ia ligne désignée plus haut par P disparait : alors
—a1 20 6o
T devient égal A R, U=Q.8.Q*=| —10 g 30 |etl'on obtient de
—4 4 u
nouvean T.U-= U.T. Je fais encore
—1 0 0 —1 O (4]
Q. o 1 o [.Q t o |=W;
(o] o —1 0 o —1

alors, & la place du systéme précédent E de substitutions, se met sim-
plement W*; a la place du systéme correspondant de lignes se met
simplement une ligne allant de part et d’autre i l'infini. Du reste, il
en est de méme que plus haut, sauf que la substitution désignée par I
disparait.

Pour traiter la_fig. 3 avec la plus grande analogie possible, je me
I'imagine quadruplée autour du point §. Le long de la ligne limite infé-
rieure et redoublée, la forme (lo" - _o') se change alors en elle-

] L]

méme i I'aide de la substitution réciproque

1oofjlr v ofj|]—11 o]l —to0 1 oo —105 o'

i
3 1 o0fjo 1t o|l.jo 1 o] t .-—310:-—33!00|R
oo 1||o o1 o o—1|jo o 1 o o0 1 o—~i|

La ligne limite primitive extréme de gauche méne d'un centre de
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symétrie octuple, du point L%, 4 un centre de symétrie sextuple, qui
. [ s .

n’est pas un point 1’ Sans qu'il en résulte plus de difficultés que dans

les cas précédents. 11 est un point de fissure k = 1 = o du champ de
3, —2, —2
1, I, o©
1 o 0
o —1

la forme ( )' se changeant en elle-méme a I'aide des substi-

—1 O 0]

tutions et

-

—1 O

1 {. A cette ]igne limite correspond
— 1 I o]

¥ —1

-]

I
o]

I
Ia substitution ¥
[¢] 1

[

1
o » ou, si 'on ajoute encore la
1o )

substitution { o 1 o

o —i1

» pour obtenir la forme énoncée, celle-ci :

) [¢] 1

2 1 2|, que je désigne par Q. A la transition de la ligne limite
2 —1 3

supérieure, dans la figure dessinée, au passage dans le deuxiéme

—1 O O
sextant correspond alors la substitution | —1 o 1 [. Du point pri-
—1 I 0

mitif l—:, on arrive maintenant i sa répétition diamétralement opposée,

située dans la figure quadruplée, par deux voies auxquelles corres-
pondent de nouveau les substitutions identiques Vune & I'autre T.U
et U.T, si je mets de nouvean

o o —12 3 2
R=T et Q.[—1 o 1 Q' =]-33 8 6|=0.
1 o —22 6 3

—1I

Dans le systéme de lignes analogue & celui qui a été désigné jusqu’ici
par E entre pareillement, comme dans I'exemple précédent, une
simple et unique ligne, la ligne Q. Mais elle se dirige de chaque

. I . s . s
point —- en quatre sens et du point de fissure ainsi que de ses répéti-

tions en trois sens; il en résulte qu’en désignant par Z,T, A et A les sub-

1 o o —I 0 (4] —I 0 o -1 0 (8]
stitutions { o —1 1, |0 1 o, |0 —1 0] et o o —i , et
I —t 0 o 0 —1 [ [¢] 1 o —1 0
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posant ¢ =1 ou 2, 7, & et k égaux a o ou 1, il se produit évidem-
ment une substitution E, par la combinaison de différentes substi-
tutions formées comme I'TA’A*Q3°Q~' et I'addition finale d'une
autre substitution TTA% A, Ici encore, comme dans le premier exemple,
ce systéeme de lignes a une propriété telle que, dat-on prolonger a
'infini la ramification, les différentes branches ne se rencontreront
plus jamais. Dans les bandes infiniment nombreuses, qui résultent
de la division de la surface par ce systéme, se retrouvent de nou-

veaux systemes semblables, une ligne R partant de chaque point »I»IE

dans chacune des quatre bandes contigués a4 ce point. Mais, comme
le montre la figure quadraplée, étudiée ci-dessus, en face de toute
la délimitation d’une pareille bande ne se lrouvent que les ligues
extrémes d'un seul et méme autre systéeme de cette espéce. De méme
que plus haut, P'ensemble de ces lignes extrémes peut étre consi-
déré aussi lui-méme comme formant la délimitation d'une pareille
bande. Une expression, qui donne toutes les transformations de la

11 -1 —1 ’ «
forme (o’ o ? o ) en elle-méme, est donc en tout cas celleci:
? H

E,.R.E;.R.E,.R ..., qui, par la propriété T.U = U.T, peut encore
étre amenée 2 un tel état qu'elle ne donne chaque substitution qu’une
fois. Cela résulte de ce que, dans une substitution E, les derniers fac-
teurs étant AQZQ™", et dounant par conséquent ensemble U, on peut
faire avancer devant eux le facteur R.

Avec la forme (‘Z: —O:’ —0‘> (fig. 4), outre les substitutions T,

A el A correspondant 4 son octuple symétrie, une seule substitution,
_réciproque, répondant a la ligne limite extréme de droite redou-
blée, la substitution

1 o o —1 1 o 1 o o —2 1 v
T= |t 1 ofl.} o0 1 o lf—=1 1 0}=1—-32 o
o o 1 o o —I1 o o 1 o o —i

suffit & donner une expression générale des transformations en elle-
méme de cette forme. Cette expression, qui résulte simplement de
la combinaison de différentes substitutions TYA?A’T, peut étre mise
sous une telle forme quelle ne donne qu'une fois chaque substi-
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tution. On y parvient par I'emploi de la proposition indiquée par

Pea o . . 1 . .
la symétrie 4 douze parties an point 3, savoir, que la sextuple ré-

3
2 o —1

pétition de la substitution T.A = |3 o —2| donne Pidentité. Si
o1 o

I'on voulait comparer le systeme de lignes actuel formé parleslignes T,
dont quatre & la fois viennent aboutir 4 un méme point, aux systémes
de lignes E étudiés dans les exemples posés jusqu’ici, on verrait
donc ici les rameaux en contact en formant des hexagones.
(o a, b, ¢
Il'y a évidemment, pour chaque forme (O’ !

> »

>, des substitutions

pareilles a celles qui ont été désignées jusqu'ici par E. Un exemple
d’une classe dans laquelle ne se produit aucune forme semblable
est celui dont il est question (fig. 2). Je désigne maintenant par f

2 o —1
la forme (2’ ——2’ —') résultant, par la substitution | o 1 o |,
o —~1 0 1
1, —2, —3 e . .
de la forme (l, o ) désignée plus haut par f et je cherche
—1 0 o
ses transformations en elle-méme. La substitution R = |—1 1 o
[¢] o —1
f(1, 0, 0) f(1, 1, o)

méne du point > = 4 un point symétrique > =
P P p y que - =

F(1, o, o) F(1, o, o)’

situé au dela d'un axe de symétrie non dessing, et, pour aller de
. . . 2 . «

celui-ci au point 5 suivant, sur le contour dessiné de la figure, on

emploie la substitution

0 o —1 —1 2. 1 0o o —3 —1 2
S=Jo 1t o|.l 0 -1 0.l 0 1 of= o —1 o
1 o 1 o —I 1 —1 0 1 —4 —2 3

La figure montre que la substitution R.S, aprés avoir été employée
trois fois, donue l'identité. Si on désigne par A et ® les substitu-

—1 o0 o —1 —f O
tions | o —1 o0ofet]l o 1 o s qui correspondent a la traosi-
[¢] [¢] I (] o —1

tion des deux espéces d’axes de symétrie dessinés, si ’'on met & et @
égaux 4 o ou 1, et si l'on fait toutes les dispositions possibles des
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substitutions R, S, A%, 9%, on obtient de la sorte une expression pour
toutes les transformations de la forme f en elle-méme.
Les relations

RA = AR, 5% =05, Ad =0>A, R2=S*=A"=0 =

© 2 =
0 ~ O
- 0 Q

montrent qu'on peut avancer la substitution A de droite 2 gauche
toujours assez loin pour qu'elle vienne sarréter immédiatement
aprés S; de méme la substitution ®, pour qu'elle vienne s’arréter
immédiatement aprés R, de sorte que 'expression entiére ne contient
plus, outre le facteur initial A*®?, que des puissances positives de

1 10 31 2
ROa|:1 2 o|, SA=]|o 1 o, parmi lesquelles penvent encore
o o 1 4 3 3

étre réparties des connexions de R et S seules, mais seulement R

avant SA, puis S et RS avant R¢. En effet, a cause de la rela-
1 0o O

tion (RS’ =|o 1 o/, toutes les connexions de R et S peuvent
0o o 1

d’ailleurs étre supprimées, sauf RS, SR, RSR.

Ces exemples suffiront pour montrer la variété qui se manifeste,
méme dans les formes les plus simples, variété qui, pour le moment,
me fait apparaiire comme impossible I'établissement d'une formule va-
lable pour toutes les formes 4 la fois, ce qui ne veut pas dire que je
nie la possibilité d’une certaine classification, qui sera cependant
beaucoup plus compliquée que la classification analogue pour les
formes positives.

Dans les articles déja cités de M. Hermite, qui découvritla réduction
continuelle, se trouve énoncée dans la proposition I, p. 312 (1. 47
du Journal de Crelle), que, si la forme f se change en elle-méme, par

o = § v a—t B ]
la substitution S=| « B8, 7 [, Véquation | 2, f—t » =0
&2 ﬂ: ¥l x2 pz 1a—¢
posséde une racine ¢, = 1, ou, ce qui revient au méme, que la somme

des éléments de la diagonale principale de la matrice donnée a+ 5,7,
est égale 3 la somme analogue formée d’éléments de la matrice de la
substitution adjointe, ou qu'on a ¢ =1 dans un des trois systemes de
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nombres A, 1, v, ¢, qui donnent identiquement
A +py+vi=t(Ax'+ py + vz').

(voir Cayley, t. 50, p. ag1, et Bachmann, 1. 76, p. 335 du méme
journal). En effet, si fse transforme par la substitution § en f’, iden-
tique af,il y a, dans les champs de F et F, deux points, que je dis-
tingue par les indices 1 et 2, et qui sont déterminés par des valeurs

E,=E,=aE +fH,+7Z,, H=H,=qF, +LH,+9,Z,,
2, =Z2,=oE + B.H, + 7.2,
gl : N 4
7 H Z,
=, R, Z,
réunissant ces deux points, je la dénote par AE'+uH' +vZ' = o. Soient
F, et F, des formes provenant de F et F’ par une substitution dont
2 0

13 o

v 1
substitution qui correspond A ladite ligne, et par laquelle £,, formée
aumoyen de Z,, H,, Z,, sechange en ¥, formée au moyen de E,, H',, Z,,,
par laquelle donc F, se change en F,. Donc oo1 est la derniére ligne
de la substitution par laquelle f, se change en f!, et I'on a

a rapports rationnels entre elles. L’¢quation de la ligne =o0

1

; alors est la derniére colonne de la

la derniére colonne est

A+ py +vi=z,=2 =\’ + py + vz

Quant aux deux autres valeurs admissibles ¢, et t; de ¢, réciproques
'unea I'autre, qui fontidentiquement Ax+pyvz=t(Aax’ +py'+vz),
il faut, comme le dit la proposition II de M. Hermite, si
1 0o o
o 1 o
o 0 1
qu’elles soient des racines primitives 7°*** de I'unité, Toutefois 6 peut
étre aussi la valeur de n, comme le montre mon déeloppvement

§7 = et que 7 soit le plus petit nombre de cette propriété,

4 la fin de 1V 4, et I'exemple mentionné de la forme (i’:" _ol)-
k]

On peut constater, méme sans ces développements, que n n’a pas

d’autres valeurs possibles que 1, 2, 3, 4, 6. En effet, tandis que,

-

d’apres I'équation 22+ (1—a — £,— 7,) ¢+ 1= o, valable pour Z, et £,,
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les valeurs —1, 0, 1,2, 3 de a+ 3, + 7, donnent pour ¢, et £,
des racines primitives respeclivement 2%, 3es, 45, 6%, 1'¢ de 'unité,
dans toutes les autres valeurs entiéres de cette somme, ¢, et f, devien-
pent réels et aussi différents de ==1. M. Hermite avait évidemment
Pintention d’exclure de ses autres recherches ces substitutions, appar-
tenant aux dilférents nombres n, qui sont analogues aux simples ra-
cines de ’unité, se produisant dans les transformations semblables des
formes divisibles en facteurs linéaires, ou, ce qui revient au méme,
dans les unités complexes. Car, dans le casn=12, ou t,=t;,=—1,
les équations (5) (page 309, t. 47 du Journal de Crelle) ne seraient
pas les plus générales satisfaisant a I'équation (4), parce qu’alors
est égal & zéro le déterminant du systeme de coefficients, au moyen
duquel, d’aprés ma désignation, & + ', y +7’, 2 - 2 sont expri-
més par x’, ¥, z’; alors ne serait non plus valable la proposition
(page 324) que T.U ne peut pas étre égala U.T, sans que les deux sub-
stitutions soient des pnissances d’une seule et méme substitution. En
ce cas on ne doit pas appliquer non plus la formule donnée par
M. Cayley, au passage indiqué (page 293), attendu qu’alors les coef-
ficients qui sont désignés la par B et C peuvent aussi rester diffé-
rents de zéro. Pour n = 3, 4, 6 on peut employer les formules géné-
rales, nonobstant que les valeurs de ¢, et #; sont alors complexes, el
que par conséquent, d’aprés les expressions données pour elles,
page 318, par M. Hermite, la quantité désignée la par v, et que je
désignerais par — F(},p,v), ne peut alors pas étre positive. Au fond
les formules de M. Herwite reviennent aux répétitions dela va-
leur pumérique de a dans des lerritoires de coefficients négatifs A,
tels que je les désigne, répélitions considérées plus haut, et que 'on
ne doit pas modifier essentiellement, méme pour des formes non ré-
dnites. Elles donnent, de la maniére la plus facile, les substitutions
semblables prises nne 4 une; c’est seulement pour counstater leur en-
semble et leur dépendance mutuelle que la considération des terri-
toires de coefficients positifs A et a est utile, a cause de leur propriété
de s'exclure mutuellement.

« B
La quantité @ + 3, + . a la propriété, quand | « . v | est une
a3 p: Yl

substitution composée, et que I'on modifie I’ordre de ses composantes,

I ' [ YR TR
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de rester invariable, attendu qu’clle devient 2, 2c Pos-Goss quand py,
et g5, sont les éléments des composantes. On peut donc, en quelque
‘sorte, regarder cette grandeur ou une de ses fonctionsappropriées, par

a4+ B4yt
2

exemple, ou le module ou la portion réelle du loga-

rithme de 'une des deux racines de I'équation
2 —(a+f, 4+ p—1)t+-1=0,

comme échelle du rang d'unesubstitution, ce qui devient particuliére-
ment simple et naturel, lors de I'exclusion des substitutions, plusienrs
fois mentionnées et devant étre regardées comme des exceptions, pour
lesquelles n =2, 3, 4, 6. D’apreés la proposition précitée, il y a, chaque
fois, aprés le choix de cette échelle, égalité ou une autre relation
simple, entre le rang d’une substitution et celui de son inverse ou de
son adjointe. Dans ce que 1'on vient de dire, on a évidemment déja
résolu le probléme d’exprimer toutes les substitutions, par lesquelles f
se transforme en elle-méme, au moyen de quelques substitutions indé-
pendantes les unes des autres et ayant le rang absolumentle plus petit,
et ce probléme équivant, par analogie, au probléme de ramener toutes
les substitutions semblables, des formes binaires, & la substitution,
répondant 2 une simple période ou 4 la plus petite solution de I'équa-
tion de Pell.

J. — Des formes par lesquelles on peut rationnellement
représenter le nombre zéro.

Dans ces formes, d’ott je commence par exclure le cas f = o, con-
tinue i subsister la définition de formes réduites et la division en
champs et en territoires. Seulement si, parmi les nombres a, b, ¢, 4,
zéro lui-méme apparait, s’ajoutent aux valeurs de X mentionnées
en 1V b et aux substitutions correspondantes des substitutions ulté-
rieures, vu qu'alors, des nombres g, A, &, I, m, n, quatre peuvent
devenir égaux a zéro et les champs de pareilles formes réduites peu-
vent s’étendre a l'infini. Je ne veux plus faire ici de développements
particuliers, mais seulement appliquer immédiatement les principes
généraux parfaitement suffisants, d’abord & Vexemple de la forme

Journ. de Math. {3¢ séric), tome L. — Juiy 1877, 26

26
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(" b _') = f, traité dans les OFuvres posthumes de Gauss (t. I,
o, 0, ©

p- 311), seul exemple d’une forme ternaire indéfinie traité jusqu’a

présent, qui soit parvenu 2 ma connaissance. Cet exemple est si

simple, que le dessin A tracer, d’aprés le principe que j’ai utilisé

antérieurement, se réduirait 2 la moitié d’'un seul champ. Car le

a o 1 —1
—1 o

champ de la forme f, = , résultant de f an moyen de

o
1 0 o —1 -
la substitution { —t o 1 o |, est symétrique & lui-méme, corres-
o —1 o0 1
—I1 0 0 1}
pondant 4 la substitution | --1 o 1 o et a V'axe n =2, et il est
—1 1 o0 O
séparé par chacupne de ses trois lignes limites, dont il ne faut consi-
dérer qu’une dans son parcours entier, et une autre, dans la moitié
de son parcours, d’avec un champ qui lui est symétrique; savoir, il
est séparé par le fragment, s'étendant de § = o jusqu'a § =+ =, de
la ligne v =o, d’avec le champ de la forme qui concorde numéri-
quement avec elle et qui en résulte au moyen de la substitution

i—1 o0 o 1

| o —t o 1|. Le long du fragment, qui s’étend de % = o,

I~~zo I

(=4 > jusqua n=¢ = \/é, dela ligne 29 =1, ona g+ §=¢&
d’aprés (11) et attendu que &, u, § sont positifs, Si, pour répondre au
passage de la ligne limite, on met n + § =% + &, on a

anl =1+ 280 + &, b, =an{f —n) —1=2( — n)d+ 3?,

L=—3, m=20-2)d+ .

Pour traiter ce cas, qui n’eat pas été possible avec les formes considé-
rées antérieurement, il fautd’abord, conformémenta la prescription de

T -1 o O
11 a, appliquer la subslitution| o —1 o 1 |, dans laquelle seulement
o o —1 1

I'ordre des colonnes est arbitraire et qui, & la place de la somme
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— 8 — b, —k,— L, —m, — u, améne une somma diminuée de b,, qui

est le plus grand desnombres g,, by, k,, I,, m,, n,, ensuite, parce que le

coefficient remplagant k, devient seul positif, il faut appliquer la substi-
0 I 0 —1

tation | —1 o o |, par conséquent il faut appliquer en touta f, la
o o r —1 -

1 1 —1I —1 .

1 o —rt o |. Comme dans la forme résultante, que je

o 0 —1 I

nomme f,, on obtient g, = — 8%, h, == 2(£ — ), h, = — 2(& — 4)3J,
d’oul’on peut reconnaitre gue son champ dégénére en la ligne 24% =1,
on aurait encore A employer des substitutions ultérieures, et tout
d’abord une qui change ), en — b,. Mais on prévoit que, dans le cas
présent, qui est celni d’une valeur positive de &, si Von a mis en

substitution

1 0 o
avant la substitution } o —1 o |, on peutemployer 1a méme substitu-
o o —I

tion pour une réduction ultérieure qui, dansle cas d’une valeur négative
de 9, aurait changé la forme f, en la forme f,. Nous ferons donc

o I —1 O
vsage de I'inverse de la précitée, | 1 —1 o o |, qui, attendu que la
o 0 —1 1
' [—1, 0, O s s £
forme f, = «—1, o 0>1 n’a pas été changée numériquement par la
I (o] o]
substitution | o —1 o |, produit une forme concordant numérique-
o o —1
ment avec laformef,, et résultant d’eile, comme on voit, par la substi-
—I 2 —2
tution | o 1 —2 . A l'aide des trois substitulions, réciproques
o] o —1I

elles-mémes, qu’on a trouvées, on peut former toutes les substitu-
tions, par lesquelles f, se change en elle-méme. Si on les fait précéder

I [ 0
de la substitution | —1 o 1| et snivre par l'inverse, on obtient les
o —1 0
substitutions
—1 0 o —1 0 o { —3 —2 —n
S:();)——I,T:OIO,U::_ZI'Z,
o —1 O0 . [+] 0o —1 2 2 1
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au moyen desquelles on peut former toutes les substitutions qui
I, —1I,
0, o0,

rale de ces substitutions peut se formuler d’'une maniére telle qu'elle
ne donne chacune qu’une fois, au moyen des relations 5.U = U.S,
STST = TSTS, valables pour les substitutions S, T, U, ainsi que pour
les trois nommées en premier lieu; ces relations résultent de la
symétrie quadruple et octuple, qui se produit a4 deux points d'in-
tersection des trois axes de symétrie considérés, points situés dans le
fini. La symétrie, qui se produit au troisiéme point situé dans linfini,
a lieu entre une infinité de parties. Il n’est pas difficile de voir que le
systéme de coefficients donné par Gauss

A —1 . s
changent en elle-méme la forme ( o ) L'expression géné-

- gt &) LB - — ) ay -+ B
w :!

i [

\ 7

(67— b g e8] A (w1 B 8] aq— 3
ap -+ 98 af — 99 ad -+ {57[

[T

dans lequel ‘ ; g — 1, et daos lequel ou deux des nombres «, 8, 7,

sont entiers et pairs, les deux autres entiers et impairs, ou tous les

quatre sont des multiples impairs de %, donne en réalité les trans-
1, —1, —
o, o0,

qui va sans dire, de celles qui ont un premier coefficient uégatif, et que
I'on peut aisément déduire des autres. Car d'abord, si I'on remplace

| Va7V
Ve

le systéme de coefficients coincide avec celui de la substitution

. 1 . . )
formations de la forme ( ) en elle-méme, 4 I'exclusion, ce

les nombres ‘ j § | par les nombres

] 3 2 D2 1 o o
(STSU)*' = | —2. —1 2| ou (ST)*'=|o o =], tandis que,
2 42 1 o =1 o©

si Pon fait permuter « avec &, B avec y, de W résulte le sys-
teme T.W.T. A cette relation on pourrait joindre une série de rela-
tions semblables, basées sur des changements de signes et sur d’autres

permutations entre «, 83, 7, J, comme par exemple si, dans p

A
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on fait permuter les deux lignes horizontales, et si, dans I'une d’elles,

1 o o
on change les signes, W se change en WSTST = W {0 —t o
o o —1

D’un coté, toutes les séries de facteurs S, T, U peuvent maintenant
s'exprimer par les expressions STSU, ST qu’'on fera précéder ou
suivre 4 la fois de T, abstraction faite d’un facteur T, qui peut étre
surabondant au commencement ou 4 la fin. De l'auire coté, tous les

systémes : g ‘ de la premicere et de la seconde espéce peuvent se

Vi =V
Lo/
2 2

_ -
+4¢/ 1

2 2
"de la maniére qu'a lieu la composition des substitutions, de méme
que la composition de tels systémes quelconques donnant de

nouveau des systémes semblables; et il est aisé de voir que, lorsqu’un
. all p” B a’ p'
systéme l ;8 s 3y @
dant W”est égal 28 W.W.
La fig. 6 suffira pour expliquer un exemple ultérienr, la forme

[}

Y 10at \ . 1 o
composer a V'aide des systémes simples | o 1 |

I est égal &

» le systéme correspon-

<;’ _0[’ '_047>- Les frontiéres des territoires de coefficients positifs A
t ’

¥ sont marquées par des lignes pleines renforcées, au lieu de I'étre
comme auparavant par des lignes serpentantes. Parmi les lignes
limites externes, il n’y a que six axes de symétries. Au deld des
cing autres, la continuation est obtenue par la demi-révolution de
celles-ci autour des centres de symétries, qui y sont marqués par
des croix; le centre situé dans le territoire de @ = 2 rentre dans ce
qui a été dit I11, &, 6, les autres sont eux-mémes points de croisement.

Dans le cas /= o, il résulte de h=k=o0, 4 cause de a A = o,
que, ou bien ¢ = % =a =h == k= o, et par conséquent /= (b, g ch
ou bien que A =% =A =H =K = o. 8i, dans le deuxiéme cas,
r désigne le plus grand commun diviseur de et k, ¢ celui de b et ¢,
il en résulte que
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Dans les denx cas, la forme indéfinie réduite f devient donc une
forme binaire, soit indéfinie, soit négative, de sorie que f méme doit
étre nommée une forme indéfinie ou une forme non positive. Car,
si I'on désigne f par (b, g, c), si (b, g, ¢) était une forme binaire po-
sitive, les conditions de réduction ne pourraient étre remplies par
aucune forme positive (b, g, ¢).

Je ne puis finir sans rendre grice i l'extréme obligeance de
M. Hermite, qui a bien voulu prendre la peine de revoir avec le plus
grand soin tout le travail précédent [*].

[*] ErBars. — Page 21, note, au liex de XXX, liscz XXXIII. — Page 60, ligne 11,
au liew de: 4, 8, 12, lisez: 4, 8, 24.




