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Sur une série de courbes analogues aux développées ;

Pax M. HALPHEN.

L’étude des fonctions abéliennes et des théories géométriques qui sy
rattachent a fait accorder une attention particuliére aux transforma-
tions uniformes. On entend par la les transformations qui changent une
courbe algébrique en une autre lui correspondant point par point. 11 en
est qui jouissent d’une propriété spéciale et importante : elles condui-
sent d'une courbe ayant des singularités quelconques a une trans-
formée qui ne posséde que des singularités ordinaires (*). L’objet de ce
Mémoire est I'étude d’une transformation uniforme particuliére, de di-
finition géométrique, jouissant de celte propriété.

Soit S une courbe plane et algébrique qu’il s’agit de transformer. Je
prends une conique arbitraire, dans le méme plan. Je considére un
point de S, la tangente en ce point, et enfin la polaire du méme point
relativement & la conique. L'intersection de cette tangente et de cette
polaire engendre une courbe §', qui est une transformée de S et lui
correspond point par point. Par la méme construction, on déduit de S’
une nouvelle transformée $*, et ainsi de suite. Une courbe quelcon-
que §° de cette série correspond point par point & la courbe initiale S.
Je prouverai dans ce Mémoire que, quelle que soit la courbe S, il
existe tonjours un nombre fini et déterminé, tel que toutes les traus-
forinées S, de rang supérieur i ce nombre, ne possédent que des sin-
gularités ordinaires. Ainsi la transformation géométrique tres-simple,
par laquelle on passe de S 4 §', répétée un nombre fini de fois, consti-
tue une transformation uniforme jouissant de la propriété demandée.

La courbe §' a déja été considérée & d’autres points de vue, notam-

(*) Foir, & ce sujet, deux Notes : I'une de M. Nother (Geett. Nachr., 1871),
Pautre de I'Auteur du présent Mémoire (Comptes rendus, t. LXXX, p. 638).
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ment par M. Laguerre. Au lieu de la figure formée par S et ', que I'on
envisage une figure corrélative 3, 2*. La courbe Z' comprend, comme
cas particulier, la développée de Z. Par 13, I'étude des courbes S’ se
rattache 4 celle des développées successives d’'une méme courbe. J'ai
eu déja, dans un Mémoire sur les points singuliers (*), I'occasion de
m’occuper de ces développées, et j'ai obtenu le théoréme suivant: A
partir d’un certain rang, les degrés et les classes des développées suc-
cessives d'une courbe algébrique plane quelconque forment deux pro-
gressions arithmétiques de méme raison. On verra, dans le Mémoire
actuel, que les courbes §' jouissent de propriétés analogues.

Ce travail se rattache encore au Mémoire précité, en ce que je m'’y
appuie sur plusieurs propriétés des points singuliers. Dans le § 1, je
rappelle ces propriéiés, et je donne quelques formules nécessaires
pour la suite. Ces formules sont ntiles dans un grand nombre de ques-
tions analogues.

Dans le § IT, jétudie les points singuliers des courbes §, et je par-
viens au théoréeme principal, consistant en ce que ces courbes n’ont
que des singularités ordinaires, pourvu que leur indice soit supérieur
a une ceriaine limite,

Dans le § I11, je détermine les degrés et les classes des courbes S*:
jobtiens incidemment plusieurs résultats déja connus, entre autres
la formule qui donne explicitement le genre d’une courbe quel-
conque (**). Je trouve enfin une loi uniforme a laquelle les degrés
et les classes des courbes §' obéissent toujours, quelle que soit la
courbe initiale, pourvu que I'indice i soit supérieur i la limite ci-
dessus.

Enfin, dans le § 1V, j’étudie les modifications que subissent les
résultats précédents dans un cas particulier. Jen déduis, en le pré-

cisant et le complétant, le théoréme rappelé plus haut, et qui concerne
les développées.

(*) Ce Mémoire sera inséré au Recueil des Savants étrangers { Voir Comptes ren-
dus, t. LXXX, p. 97).
(**) Voir Comptes rendus, t. LXXVIII, p. 1833.
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§ L.

1. Les considérations qui vont suivre ont pour point de départ une
proposition relative aux fonctions algébriques, que Fon peut énoncer
ainsi : ’ :

Soit y une fonction algebrique de x, et dont n valeurs s’ évanouissent
avec x : 1° pour une valeur infiniment petite de x, n valeurs de 7.
sont infiniment petites ; 2° ces n valeurs de J se répartissent en groupes
tels que, si Q est le nombre de ces valeurs contenues dans un quel-
cnoque de ces groupes, ces Q valeurs de Y Jorment une seule et

1

méme fonction uniforme de x® (*).

Ainsi s'introduit au sujet, soit des valeurs critiques des fonctions,
soit des points singuliers des courbes algébriques, la considération de
fonctions uniformes d’une puissance fractionnaire de la variable. Clest
sur de telles fonctions que j'ai 2 donner ici quelques détails, en admet-
tant comme connue la proposition ci-dessus.

1
Soit donc y une fonction uniforme de £, s’évanonissant avec .
Pour de petites valeurs de x, y est développable en série suivant les
1

puissancesentiéres et positives de x? , c’est-a-dire suivant des puissances
ascendantes et fractionnaires de x. Soits Pexposant de & dans le pre-

mier. terme de la série, cet exposant étant réduit & sa plus simple ex-
pression : p et q sont deux entiers positifs, premiers entre eux, et qui
peuvent étre égaux & I'unité. En outre, ¢ est un diviseur de Q. Je con-
-sidére maintenant parmi les exposants suivants le premier de ceux
qui, réduits a leur plus simple expression, n’aient pas pour dénomina-
teurs ¢ ou des diviseurs de ¢. Soit m, cet exposant; je le mets sous la
forme
P

m.=£+ ’
9 9N

Puiszux, Mémoire sur les fonctions algébriques. (Journal dec WYathématiques
».res et appliquées, 17 série, 1. XV.)

Journ. de Math, (3* série), tome Il. — Mans 18-6. 2
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oll p, et g, sont des entiers positifs, premiers entre eux, et dont le se-
cond ne peut étre Punité. En outre gg, est un diviseur de Q, car gq, est

le plus petit dénominateur commun a g et m,. Je considére ensuite,

parmi les exposants suivants, le premier de ceux gui, réduits a leur
plus simple expression, n’aient pas pour dénominateurs ¢, ou des
diviseurs de gg,. Soit m, cet exposant; je le mets sous la forme
my, =%+ B L.
9 999
ou p, et ¢, sont des entiers positifs, premiers entre eux, et dont le se-
cond ne peut étre I'unité. En outre, 4q,4, est un diviseur de Q. En
poursuivant de la sorte, je distingue une suite d’exposants de la
forme
’”k=/‘)““ Ii+.l)~++ ____/_)"_,
7 99 4N 44192 - -9
ol p, et g, sont deux entiers positifs, premiers entre eux, le second ne
pouvant étre I'unilé; et, en outre, g¢,q.. - -gx €st toujours un diviseur
de Q. Pour cette raison, le nombre de ces exposants est limité. Soit
m, le dernier d’entre eux. Les exposants de tous les termes suivants
ont pour dénominateurs des diviseurs de ¢q,¢,...¢,= Q'. Ainsi la

1
série considérée est une fonction uniforme de 2¥. On peut donc sup-
poser Q = Q'. Les exposants m,, n,,..., m, jouent, dans beaucoup de
questions, un réle prépondérant. Souvent méme ce sont les seuls élé-
ments que Von ait besoin de connaitre relativement a la fonction y.
Pour cette raison, j'emploie la notation suivante, qui m’a paru d’un
usage commode. Par la relation

(1), v-_-:[/_’ TN < SO i

0 A A q-Jl( b

yindique que les exposants caractéristiques i, in,,..., m;, du déve-
loppement de y suivant les puissances croissantes de x, sont formés
au moyen des deux séries de nombres p,p,,... et q, q,,.., d’apres
la régie

P e

iy ==

-+ e+ ——
RTINS 990 qa - -
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Outre les exposants caractéristiques, on a parfois besoin de con-
sidérer aussi les coefficients correspondants. P’indique alors ces coef-
ficients caractéristiques en écrivant : ’

(2) r=l(@% (@)2: (a)2, " (a) 2] (2);

cette notation signifie que le terme d’exposant m; est @, ™.

Si deux fonctions y et z de la variable x sont représentées par deux
développements dont les exposants caractéristiques soient respective-
went les mémes, ainsi que les coefficients correspondants, je 'exprime
abréviativement en écrivant y==z.

2. Voici quelques formules relatives au calcul de I'algorithme (2},
et dont il sera fait usage dans le cours de ce Mémoire. Je les donne
sans démonstration ; le lecteur y suppléera sans difficulté. Ces formules
sont relatives, les unes 4 une seule fonction, les autres a deux fonc-
tions d’'une méme variable. Plusieurs d’entre elles sont susceptibles
de généralisation ; il est entendu que je ne les donne ici que pour les
cas dont j’ai besoin actuellement.

Soit y, représenté par la formule (2); on en déduit

(],A_’/; NPy, ” P i,u_,i,_
(3) T = [((/r{)’],\m,a,)(l‘,(mz(z2)q—2, ; (m_,a,;;}(.z),

v .
(m—1; = ] )
Y= ] [(”m)%, (ma™'a,) an

(4) | ' ) 7 "
) it L., m=t g VP |
{tma™ 1 a,) p (ma™ ' a,) qu(l‘,,
(5) =1
(6 = (8)L, (B2 (BN (b 2 Ly
(©) = (B2 (A2 (b 2 (5) 2] (),

avec les relations suivantes entre les coefficients a,... et b,.. :

7005 By
! =ars {(k=1,2,...,5},

- 7 HP —
(7 arte=, T =

12.
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formule o1t I'on a posé

(8) Rey=D0g B8 4+ P
T 419 g.93. - Gk

Les formules suivantes sont relatives 4 deux fonctions, y et z. La
fonction y est toujours représentée par la formule (2); la fonction 2
est représentée par

SR I

1l s’agit de mettre sous une forme analogue la somme, le produit et
le quotient des deux fonctions; je ne considére ici que des cas par-
ticuliers :

.1° Sil'on a

"> Py M2ZPay a2 Pay - 2 Py
il en résulte
(10) Y+ 3=Y.
2°-Sil'ona
R=p, BW=Pi, M= Pay -ons B =P,

il en résulte

(r1) 7+z.=|:(a+ a)’;’, (ay+ay) ’—;—:, (as + a,)’;’-:,..., (@, + a‘)l_;il(x),

sous la condition

ay+a,20, (h=o,1,2,...,9).
3° Sil'on a » .
T, Piy TaZPay TPy oovy Tl pPss
il en résulte
(13) x-s;‘zz—’a.y,

(13) : azx’_;‘%z]'.
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4° Silon a
T = Piy Wa= Py, T, =Psy ceny Te=py,

il en résulte
‘ x Tyz= [(aa) 2, (aya+ as,) 2,
{ q q:

s

( (aza+a,n) %"“’ (a,o +aa,)’$](x),

sous la condition

Ge+ aegZo, (k=1, 25000, 5).

On a, en outre, pour le quotient des deux fonctions,

‘ wx?L = [(aa)f, (aia — aa,) 2,
(15) 7 a
P2 Ps
( (A — day) 22,00,y (a,a — aa,) —](.r),
q: e
sous la condition
Goa —aoz0, (k=1,2,..,s).

Les formules suivantes se rapportent au probléme dé I'élimination
de x entre les équations (2) et (9), de maniére a obtenir une relation
entre y et z. Je ne considére que des cas particuliers.

1° Sil'on a

”1<I)n ﬂefpz, sy 77:5[7:
il en résulte

06) - 2=[(2a7?) 2, (2,02, (myaty 2o (wa ) 2 ()

q‘
avec
=4y D L™ (k=1,2,...,s).
PP P POT g
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2° Le casoul'on a
> >
Ty > Py TP - Te=Ps

se traitera aisément par Vemploi de la formule (16), en intervertissant
les deux variables y et z.
3¢ Sil'ona
Ty =iy T2 = Pgy ey T = Ps,
il en résulte '

) a=[ (s TS A0 (A0 B ()2

formule dans laquelle on a posé

a~'

{18) A,,:;;—(paa,‘—naa,‘), (k=1,2,...,5)

_Llexactitude de la formule (17) est d’ailleurs subordonnée a la con-
dition
pac, — nadyZ 0.

Enfin, si I'on considére une autre fonction x, qui ne différe de y
que par une fonction uniforme de x, commencant par un terme du
premier degré

U= y—Cxr—+...,
et que on ait
T, SPH MaSpPay - ﬂéPu
il en résulte

19) z:[(ac_ﬁ)g» (a,c"'\;;ﬂls (a,c—'=)2,~--, (a,c*")%:] (u).

5. Au point de vue algébrique, quand on considére la fonction y
de la variable  comme une racine d’une équation algébrique dont les
coefficients sont rationnels en , un développement, tel que celui qui
est représenté par la relation (2), s’applique & un groupe de racines.
Un tel groupe est désigné habituellement sous le nom de systéme cir-
culaire.
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Au point de vue géométrique, quand on considére x et y comme
les coordonnées rectilignes d’un point d’une courbe, un développe-
ment, tel que celui qu’on vient d’envisager, s’applique 4 un groupe de
branches de la courbe. Si le premier exposant Ié est supérieur a P'unité,

ces branches ont pour tangente commune, 2 l’origiue, ]a droitej =o0,

et ont toutes avec cette droite des contacts d’ordre £ =7 p 7. Le nombre

de ces branches est ¢q,¢,... ¢, = Q. Ce groupe de branches peut étre
appelé, comme je I'ai déja fait en d’autres occasions, systéme circu-
laire de branches. Le nombre Q est Yordre de multiplicité de ce sys-
teme circulaire. On peut aussi, comme le fait M. Cayley, employer le
nom de branche superlinéaire, en remplacant cette désignation par
celle de branche lindaire pour le cas ou Q est P'unité. Le point aux
environs duquel le développement (2) est applicable, et qui est ici
Vorigine des coordonnées, sera dit Porigine du systéme circulaire. On
démontre aisément que les nombres caractéristiques de (2) restent les
mémes si Pon change I'axe des y. Ils seront dits les nombres caracteé-
ristiques du systéme circulaire de branches.

. . ) . o) 4 ’ oz ’ .
Si le premier exposant £ est inférieur 4 I'unité, I'équation
7 b

( P b

\20) T——[q fl|, 9 7. (.Z')

represente des branches dont la tangente est 'axe des x. § apphquc
la formule (6), et jai

, B
(21) le'l,/f_‘,.‘., Lty
’ A

\

(o
7

L’équation (20), donnant lieu a 21), ou s est supérieur & Punité,
représente elle-méme un systéme circulaire de pq,¢,...q, branches.
) s
dontles nombres caractéristiques sont Z, ’;, . ’{; .
1 s

Eufin il reste & examiner le cas ou 5 est égal a I'unité, c’est-a-dire
p=g=1. Soit a le coefficient du premier terme du développe-
ment (20), et changeons de variable en posant

’

y—ax =y
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Le développement de y' suivant les puissances ascendaotes de x
commence par un terme de degré supérieur a I'unité. Pour connaitre
ce terme, il faudrait connaitre dans (20) le second terme effectif.

D’une maniére générale, on voit qu’'il peut se présenter deux cas:
1° au second terme du développement (20), 'exposant de x est entier.
Soit n -+ 1 cet entier; on aura alors, pour le développement de y’, la
forme

\

Attt p—nrq P P
22 ! = | — — —ysae — x).
( ) Y [ T’ . ’ 7:, R 7 ( )
11 est clair d’ailleurs que ’entier n est nécessairement inférieur a ’3:
3

par suite, ce cas ne peut se présenter si ?1 est inférieur a V'unité.
i
2° An second terme du développement (20), I'exposant de x est

fractionnaire. Cet exposant est alors 1 + }—;-ls et'ona
1

@ e s g

Les équations (22) et (23) représentent toutes deux des systemes
circulaires de branches, dont l'ordre de multiplicité est le méme, a

savoir Q = q,4;... g,-
§ 1L

4. Soient S = o0 et C = o les équations d’une courbe S et d’une
conique C. Soit m un point de S. On considére la polaire de m relati-
vement 4 C, et ’intersection m, de cette polaire et de la tangente 4 §
en m. Le point m, engendre une transformée S de S, dont I'étude fait
I’'objet de ce Mémoire.

Je cherche les expressions des coordonnées du point m,. J’emploie
des coordonnées homogénes x, 7, 3, les minuscules désignant les
coordonnées de m, et Jes majuscules, les coordonnées courantes. En
figurant les dérivées partielles par des indices, suivant {’usage, j'ai,
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pour les équations de la polaire de m et de la tangenteen m 4 §
| XC, + YC,+ ZC, = o,
XS, + YS, + ZS, = o,

en sorte que les coordonnées de m,, intersection de ces deux droites,
sont proportionnelles aux déterminants ‘du tablean

(1) '

A cause de

C, U, C,
SI Sz Sa,

S+ S 7y + S,z =o0,
8dx + S,dy + S,dz == o,
54,8., S, sont proportionnels aux déterminants dn tableau

x oy oz
dx oy s

En observant, en outre, que I’on a
Cix+ Cyy + Gz =2(,
Cidx + Cody + Cydz = dC,
on peut transformer les déterminants (1) comme il suit. On a

G G
S, 8,

dC =2C
dz 2

oy
dr dy

A

S,

(2)

C G|
S S|

ot A désigne le rapport commun de S,,S,, S, aux déterminants (1).
Je dis qu'il résulte de 13, pour les coordonnées de m,,

2dC — 2Cdr
Xy =

) rdC — 2Cdy
(3) Ji= dC ’
' __2dC — 2Cds
dC )

En effet, d’aprés (2), ces coordonnées sont proportionnelles aux
Journ. de Math. (3¢ série), tome 1. — Mars 1896, 13
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seconds membres de (3). Pour qu’elles leur soient égales, il suffit donc
que ces seconds membres satisfassent  la relation linéaire qui lie les
coordonnées homogénes , 7, z: C'est ce qu'il est trés-aisé de vérifier.

Je transforme les numérateurs des seconds membres de (3) en pre-

nant pour variable indépendante ;, que je désigne par £, el, en méme
A
temps, — par . Posant

\ a dC _ y.dC _ 2,dC _
dE ~ ) ZPdE _p’ 2 dlE =7

(5) 2C0=ax’+ay?+a'z +abyz+abzx+ 20" x),

on obtient aisément, en dénotant les dérivées par des accents,

g

\a:—(a"-lr—b’éﬁ—b'a) +g’(b+1)"g+a'ﬂ)(“_)’,
(6) "{3:——(n”+b’g+bn)n'—s2(b'+ag+b"r,)(”_)’,

E

y= b +at+bq + (b+bUE+anm.

Je vais faire usage des équations (6) de la maniére suivante :

Je considérerai un systéme circulaire (S) de branches de lacourbe$
et j’étudierai le systéme circulaire (S'), qui lui correspond sur la trans-
formée S'. A cet effet, je prendrai pour cdté y = o et pour sommet
y=o0, x = o du triangle de référence, la tangente et I'origine de (S).
Le systéme circulaire (S) sera alors représenté par un développement
tel que celui qui a été considéré plus haut (§ 1, n° 1); ce développe-
ment sera celui de v suivantles puissances de E. Je disposerai des autres
indéterminées du triangle de référence de maniére a simplifier les cal-
culs. Pour cette raison, si la droite = o n’est pas tangente & la co-
nique de transformation C, et si, en outre, le point y =0, x =0
n'est pas sur cette conique, je prendrai pour triangle de référence le
triangle conjugué relativement i C, qui es! déterminé par les données
précédentes. De cette fagon V'origine du systéme circulaire (S') est au
sommet y=o, z=o0. Pour étudier ce systéme circulaire, on aura
£,
e a

puissances ascendantes de Pautre. A cet effel, au moyen des for-

donc 4 considérer le développement d’un des rapports suivant les
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mules (6), on calculera, suivant les formules données plus haut
(§1, n°2), et au moyen du développement de u, les termes caracté-

ristiques des développements de o et _z, suivant les puissanceé de &;

puis, au moyen de I'une de ces formules, on en déduira les termes
caractéristiques du développement cherché.

Dans les cas ot le triangle de référence, assujetti aux premiéres con-
ditions, ne peut étre conjugué relativement a C, je le déterminerai de
telle sorte que les calculs soient analogues. Je vais d’abord traiter le
cas précédent.

Y

5. Le triangle de référence étant conjugué relativement 4 la co-
nique C, les coefficients &, &', b” sont nuls. Les formules (6) se rédui-
sent a

’
b

| #=m ()
|
/

(7) k ﬁ:-—-a"’f)'——(tg' (%
v= af+a'yy.

Soit maintenant I’équation du systéme circnlaire considéré

oo (BP0 PP r
(8) y = ((], 2y By ,,,) &), Z>.

Pour calculer les termes caractéristiques des développements de
, f8, 7, suivant les puissances ascendantes de &, on aura a appliquer
quelques-unes des formules du n° 2. On en déduira les développe-
ments des rapports de 3 et 7 & «, et I’on obtiendra les résultats sni-
vants :

B (P9, P P P\
(9) «_ﬂ—( o e ) B
r . R
T_.__ 2 g (P9 P P Ps oz
(10 Lo SE (B0 B 2 B ),

Dans les formules (8), (g) et (10) je n’ai fait figurer que les nombres
caractéristiques, en omettant les coefficients. On remarquera en effet,
en effectuant les calculs, que, dans le cas actuel, il est inutile de consi-

dérer ces coefficients. La méme circonstance a lieu dans I'opération
13..



100 HALPHEN,

qui reste a faire. On a, en dernier lieu, 2 déduire de (g) et (10) le

développement de B suivant les puissances ascendantes de , ou, dn
PP P o

@ . _
moins, les nombres caractéristiques de ce développement. Pour le
faire, on n’a qu’a appliquer la formule (19) du n° 2, et I'on obtient

(11) ’ E=<'i___‘7,ﬂ,ﬂ,...,’ﬁ> (Z)

& q q é’ Y @

Cette derniére formule permet d’étudier le systéme circulaire de
branches (S') correspondant au systéme circulaire (S), représenté par
la formule (8). Je veux, de cette formule, tirer des conséquences non-
seulement pour la courbe S, mais encore pour les transformées succes-
sives 87, S%,..., que I'on obtient en appliquant successivement la méme
transformation 4 82, S%, .... Je désignerai par (8%,) (§*), ... les systémes
circulaires qui correspondent i (S), et qui sont sur ces courbes.

On passe de la formule (8) & la formule (11) en supposant que (S)
w’a ni son origine ni sa tangente en commun avec la conique C de
transformation. Je supposerai que la méme condition soit remplie con-
stamment pour (S'), (8%), ..., me réservant d’examiner plus loin le cas
opposé. J'ai donc 4 appliquer plusieurs fois de suite le résullat contenu
dans la formule (11).

Conformément aux résultats du n° 3 (§ 1), les nombres caractéris-
tiques du systéme circulaire (S'), représenté par (r1), sont

1° Sip;q>| ou p> 24,

9
P—9. P P P
3 —3 =y eeey oy
T 91 72 qs
a° Si’i—g—q<1 ou p< 2g,
9, &, B
. ‘ r—e 4 @ 7
fP—q9 — —_
3°Sl—l/—_.1 ou p=2,¢9=1,
+1 — / . .
z ’ u, EZ, srey I_’_, ou l—’—l,-'-q’ -p-’: tevy ,l'i
1 9 g ¢ R'L 7 7s

dans le troisiéme cas, 1 est un entier inférieur 4 ’;’1
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Je suppose, en premier lien, ¢ =1 et p > 2. Alors le tableair des
nombres caractéristiques de (S') ne différe de celui de (S) qu’en ce que
le premier de ces nombres est (p — 1) au lien de p. En poursuivant,
on parvient, pour (S%~%), au tableau

*

2 P P2 Ps

2, &, Lo, B

1 q q2 qs
Je vais montrer qu’on obtient un résultat analogue, si ¢ différe de
I'unité. Pour fixer les idées, je suppose p >> 24. Le tableau des nombres
caractéristiques de (8') ne différe de celui de (S) que par le premier
rP—39

nombre qui, de 5, devient - Soit ¢ I'entier contenu dans %; €n

poursuivant, on parvient, pour (8¢}, au tableau

p—(t—1tjg p_ p P

PN D B, B

7 9 H qs
Le premier nombre caractéristique est ici inférieur 4 2; donc, comme
on I’a vu plus haut, le tablean des nombres caractéristiques de (5¢) est

9 PN i Ps
3y t=y Ty vy e
P—1q 72 9s qs

Eu répétant le méme raisonnement, je forme une nouvelle suite ana-
logue. J'observe maintenant que I'on a

Soit donc

&
B
unité. 1l est clair que 'on trouve, pour le systéme circulaire corres-
poudant 4 (S) et appartenant a la transformée de rang (¢ + ¢ + ... + "),

{, ¢,..., U étant des entiers positifs et - une fraction plus petite que

7%
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le tableau des nombres caractéristiqnes suivants:

B m Ps .
[ TR i« S

c  q q qs

Enfin, soit le développement deg en fraction continue ordinaire

£ = t+ '
q 1
- -——-‘,, T ;
—
1"—'+7,:,
t+t4+ 4. =1
On a, pour (§7) le tablean
o’ 2
(12) — &9 &7 ey ,)‘,
i 7 42 q«

d’ou je conclus, conformément 4 ce qui a été dit pour le cas ou g est
I'unité, que le tableau des nombres caractéristiques de (S*+-7) est

- —_

(13) 2, b, AL, B
1 T q: qs

Je pose 1 + t*=T, et j'ai cette conclusion : Si le premier nombre

caracte’ristique’—; de (S) est différent de 2, et que T soit la somme des

quotients incomplets de la fraction continue ordinaire égale a ’(—;, le sys-
téme circulaire correspondant a (S) dans la transformée de rang (T — 2)
a les mémes nombres caractéristiques que (8), sauf que "—; est remplacé

par le nombre 2. Je n'ai pas fait figurer, dans cet énoncé, la supposi-
tion ¢ > 1, attendu que cet énoncé comprend le résultat acquis plus
haut pour le cas o ¢ = 1. Il comprend évidemment aussi le cas ou

’éesl inférieur a 2, bien qu’on ait supposé d’abord s > 2.

Pour étre 3 méme de poursuivre cette étude, il faut maintenants’oc-
cuper du cas ol le premier nombre caractéristique est égal a a; ce cas
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se présente pour (87*), quand l‘-; est différent de 2. Quand g est égal

a 2, il se présente pour (S); mais je puis encore employer la nota-
tion (§"°*), puisque alors T est aussi égal & a, et que, par suite, 'in-
dice (T — 2) est égal a zéro.

Soit donc (13) le tableau des nombres caractéristiques de (8'* .
Comme on I'a vu, celui de (§7*) sera de {'une des formes

P+ q P Ps

— —3 crra —9

KL q1 9s
[y 1 p—ng P
vl/ e - - — e —
\14) T 7 s qa’ ) 7‘,

n étant un entier inférieur 4 ’;—' Je suppose qu'il soit de la forme (14).

Alors on parvient, pourlerang (T—1)+ (rn+1) —a =T+ n — 2,
au tablean

(15) 2, b P

— ————————y iy

/2] . qs

Je suppose encore que, au rang suivant, on obtienne un tableau
analogue 4 (14), savoir :

At p—rp—rgp P
L q. VE] qs

ou 7’ est un entier inférieur a g—‘ —n.On trouvera, aurang (T -+n-+n'—2),
1

le tableau

— !
(16) 2 o pzinkr)g p P
G q2 qs

Les mémes choses se reproduiront de la sorte, tant qu'une fraction
de dénominateur égal a4 g, ne passera pas au premier rang du ta-
bleau; mais ce fait se produira forcément. Le type des tableaux (15)
et (16) est, en effet,

2 Po— ¥, 2 s
(17) -+, £

— —_— — ey —

9 o2 qs

!

\ . N LP . . .
ol v est un entier inférienr 2 ;{-' et qui croil constamment. Soit donc ¢,
. 1
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’entier contenu dans ?- Le nombre v ne peut dépasser ¢,. §'il I'atteint,
]

on a, au rang (T + ¢, — 2), le tableau

. 2 pPr— LG P
—_— —

P
ey =y
. 1 T 9, 9

p—(ti—1)q

et, comme  est inférieur 4 I'unité, il en résulte, pour(§™"7"),

le tableau

(18) p—(h—tg PP

7 7 9
Si, au contraire, v n'alteint pas la valeur ¢,, il arrive que, d'un ta-
bleau tel que (17), relatif a (§7), on déduit, pour (S™'), le tableau

p—lr—1lg p P
pr— (v ProLL., P

—1

G q: q:

mais, de ce dernier, on déduira, en snivant une des régles ci-dessus,
le tableau (18) pour le rangT+v — 1+ (¢, —v) =T+ ¢, —1,C'est-
a-dire pour le méme rang que précédemment. Par conséquent, dans
tous les cas, du tablean (13), relatif 4 (S™), on est conduit au ta-
bleau (18} relatif a (ST ). '

Mais maintenant le premier nombre caractéristique est différent
de a2, puisque son dénominateur est différent de I'unité. On peut donc
appliquer la proposition énoncée plus haut. Soit

P ! . A — T
;_t.+ﬂT’ 4+l . =T

il en résulte

p—(t—1)q,
g

— ! ! ke
=1+ 14+t ...+t =T, +1—1¢,.

1

Par suite, au rang (T+ ¢, — 1)+ (T, +1—¢)—2=T+T, — 2,
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on parviendra au tableau

2 P2 Ps
e - 8
1 73 s
li v’y a plus qu’a répéter les mémes raisonnements pour parvenir 4
la conclusion suivante :

Si T, T,, T,,..., T, sont les sommes des quotients incomplets des
. . . . r \ y4 124
fractions continues ordinaires égales a £, P2 P, Je tablean des
9 9 ¢ qs

nombres caractéristiques relatifs 4 la transformée de rang
(T+T,+Ty+...+ T, ~— 2)

. . . 2 . It . .
se réduit a 7 c’est-a-dire que, sur cette transformée, au systéme cir-

culaire considéré correspond une branche simple, ayant avec sa tan-
gente un contact du premier ordre.
Mais il n’est pas nécessaire d'aller jusqu’a ce rang pour obtenir une

branche simple. Soit, en effet, & le dernier quotient incomplet de L

%
on voit aisément qu’au systeme circulaire de rang (T+T, +... +T,—b)
correspond un tableau réduit au seul nombre 4. Ce systéme circulaire
se réduit donc a une branche simple qui toutefois a, avec sa tangente,
un contact d’ordre (b — 1), c’est-3-dire supérieur a 'unité si b est su-
périeur & a.

En résumé, j’ai les théorémes suivants :

TakoriME 1. — Le nombre nécessaire et suffisant des transforma-
tions successives qui changent un systéme circulaire de branches en
une branche simple est égal a la somme des quotients incomplets des
Jractions continues é€gales respectivement aux différents nombres carac-
téristiques de ce systéme circulaire, sauf toutefois le dernier quotient in-
complet de la fraction continue égale audernier nombre caractéristique.

TotorimE 1. — Le nombre nécessaire et suffisant des transforma-
tions successives qui changent un systéme circulaire de branches en
une branche simple ayant avec sa’tangente un contact du premier
ordre est égal a la somme de tous les quotients incomplets des fractions
continues précédentes, diminuée de deux unités.

Journ. de Math. (3° série), tome II. — Mars 1876. 14
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6. Ainsi que je l'ai fait observer au commencewment du numéro pré-
cédent, Vexactitude des deux derniers théorémes est soumise & uue
restriction. Les raisonnements qui y ont conduit et les théoremes eux-
mémes cessent d'étre exacts si, sur une des transformées considérées,
le systéme circulaire correspondant a (8) a, soit son origine, soit sa
tangente en commuu avec la conique de transformation. On peut envi-
sager la formation de ces courbes successives 2 deux points de vue
différents : on peut employer, pour chaque nouvelle opération, une
conique nouvelle, ou bien employer toujours la méme. Dans le pre-
mier cas, on doit simplement compléter les théorémes ci-dessus par
cette restriction, que chaque conique doit étre prise de maniére a
w’avoir en commun avec le systéme circulaire & transformer oi Vori-
gine, ni la tangente. Dans le second cas, il faut examiner ce qui a
lieu.

La condition restrictive étantsupposée remplie pour (S), on a pris plus
haut, pour triangle de référence, le triangle conjugué par rapport &4 C,
dont le sommet y = o, x =0, et le cité y = o sont I'origine et la tan-
geote de (S). Cela étant, on a trouvé pour (8') I’équation (11). D'apres
cette équation, l'origine de §' est, dans tous les cas, le point y = o,
z = 0, qui n’est pas situé sur C. Donc, en premier lieu, Yorigine

de (§') n’est pas sur C. En outre, toujours d’aprés (11), si ’é estdifférent

de 2, la tangente de (S') est I'une des droites y = oou z =0, qui ne
. . P , .

sont pas tangentes A C. Mais, s 7 est égal 4 2, la tangente de (S') peut

éire une droite quelconque passant en y = o, z = 0, et cetle droite
peut étre tangente & C. Ainsi la condition restrictive peul n’étre pas
satisfaite pour une traosformée, si, dans la précédente, le systéme cir-
culaire considéré a pour premier nombre caractéristique le nombre 2.
Si cette circonstance se présente, on ne peut plus appliquer aux trans-
formées suivantes les raisonnements du numéro précédent. Ces trans-
formées obéissent alors a une loi que I'on trouvera dans la suite; mais
il importe d’observer que, si 'on se propose d’obtenir au moyen de la
transformation dont nous nous occupons, et avec I’emploi d’une seule
conique, la réduction d’un systéme circulaire 2 une branche simple,
on peut toujours y parvenir. 11 suffit, en effet, de choisir la conique de
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maniere qu’elle ne remplisse pas certaines conditions bien délermi-
nées, et dont le nombre est limité.

Outre les résultats acquis au sujet des systémes circulaires, et ren-
fermés dans les théoremes I et 11, il est encore une conséquence simple,
mais importante 3 tirer de Péquation (11), a savoir :

Tutorime II1. — A toute branche simple dont ni Uorigine ni la tan-
gente r'appartient & la conique de transformation correspond, dans la
transformée, une branche simple.

Par suite des théorémes I et ITI, on voit que, dans les transfor-
mées de rang supérieur i une cerlaine limite, il ne peut exister de
branches superlinéaires que celles dont les correspondantes, dans
quelques-unes des transformées précédentes, ont soit origine, scit la
tfangente en commun avec la conique de transformation. Je vais étudier
maintenant ce qui est relatif a de telles branches.

Je prends toujours, pour le sommet ¥ =0, & = o et pour la droite
J = o, l'origine et la tangente du systeme circulaire (S), dont je veux
¢tudier les transformées. Comme, par hypothése, cette origine ou cette
langente appartient 4 la conique C, le triangle de référence ne peut
étre conjugué relativement i C. Je distinguerai trois cas :

PREMIER cas: L’origine est sur la conique, et la tangente ne touche
pas cette conique. — Je compléte le triangle de référence par les tan-
gentes & C aux extrémités de la corde ¥y = o. Yai alors '

20 = a'y® + 2bh'zx.

DevxiiMe cas: L'origine n’est pas sur la conique, et la tangente
touche la conique. — Je compléte le triangle de référence par la se-
conde tangente & C, issue de I'origine, et la polaire de ce point. J'ai
alors

20 =a"z2* + 2¢" x).

TrowsiiME cas: L'origine et la tangente appartiennent a la conique.
— Je peux, d’une infinité de maniéres, mettre C sous la forme

20 =ax*+ 2by:s.

14..
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7. Yétndie successivement ces trois cas.
PREMIER cas: 2C = a'y?+ 2b'zx

Soit

—_ ) k I:, P_', P_” ceey ,)_S iz s [:\
(19) vz~[(.\),, (A.)ql (A,)qz (A,)q‘]k,) =

le systéme circulaire considéré sur la courbe 8. Un calcul facile per-

mettra de déduire des formules (6), et au moyen des formules du
n° 2 (§ 1), les résultats suivants :

a’ ap — ap—q+ R, .
$=_5+F5[<J’q_‘1y>£, (211_9__“,)/;,...,

q 9 ('L
(20) (zir_z_ﬂ“_l‘:m,yqi](s).
fop— —qg—+R, , —qg—+R, . N
E:_[(w_uyz, (31:_1+__A,)P_,..., (2p—1*R A,)IL (E),
v q q q /4 \ q qs.

formules ou I'on a posé, comme au n° 2 [formule (8)],

Rom P P P
g, ’I:q:_ Giqz- <« Gk

De (Azo) je déduis, d’apres la formule (19) dun® 2 (§ I),

e[ 2 B)
B2, £ o, B (2).
7 q LA qs 7
Cette derniére formule se traduit par le théoreme suivant :

Tatorise 1V. — A un systéme circulaire de branckes de la courbe
initiale, ayant pour origine un point de la conique de transformation et
pour tangente une droite non tangente & cette conique, correspond, dans
la transformée, un systéme circulaire, de mémé origine, de méme tan-
gente, et dont les nombres caractéristiques sont les mémes.
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Cororrare. — Il en sera de méme pour toutes les transformées
successives obtenues avec la méme conique.

DeuxiiME cAs: 2C =a"z2+ 2b"xy.
Supposant v donné par la formule (19}, on trouve

g (I_’ )/)*9 (’i"'_R'A“)/L',..., (’iﬁ{.\,:)&](g).
% 2 q9 q: ff qs s

= —Tl(Pre A)e, (2radRo Ve (R AR
= all i '7 {] q (]. L ( H N g)’

w

R =2

d’ou I'on déduit, conformément 4 la formule (17) du n° 2 (§ 1)

(21) gz[pgq, 2y I;] (ﬁ)

On voit que Porigine du systeme circulaire ($') est le peint z = o,
J = 0,lequel est sur C, et quesa tangente est la droite z = o, polaire de
Porigine du systéme circulaire primitif. Donc, sur les transformées qui
suivent, les systémes circulaires correspondants obéissent i la loi in-
diquée au théoréme IV.

Il est utile de remarquer que ce deuxiéme cas rentre dans le précé-
dent. La construction de la transformée $! est, en effet, symetnque par
rapport a la courbe S et 4 sa polaire réciproque = relativement 4 C.
Or a un systeme circulaire de S, placé dans le deuxiéme cas, corres-
pond sur = un systéme circulaire, placé dans le premier cas. Donc,
d’aprés le théoréme 1V, le systéme circulaire correspondant, sur §', a
Porigine, la tangente et les nombres caractéristiques de celui de 2.

Ayant fait ici la recherche directe des nombres caractéristiques
de (8'), je puis en conclure que ces nombres, donnés par (21), sont
ceux qui conviennent au systéme circulaire (2_‘, ainsi qu’on peut s’en
assurer aussi par un calcul direct.
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TroisiEME cas:aC = ax®+ abyz.

8. En partant toujours de la formule (19}, on trouve

fazz,{‘("—"’ A\2, (1_;_7+_R\‘)L(m,\)lq_Jg)

q lq q 7, q
- [[(EA>’L__”, ’ll’L_R'A'>/’_',..., IE&A:‘I_’_" £
(22) 7 ‘aE—f— ) 7 7 7 1 7 ( 7 )"I:- (..,),
p—_—_bg',';[(’_’Az) P—17, (MAA,) AU (9'"+R’AA,>&}(E_)
9 q q 7 q 7.4
| —a[(r=2 a2, (PR )/_ (/'—q+R:A ‘ &‘]
' @ [( g A) q ( q A T 7 ’) 7. ().

1t suffit de jeter un coup d’ceil sur ces formules pour apercevoir la né-
cessité de distinguer plusieurs cas. En effet, I'expression de 8 se com-
pose de la somme de deux séries, et les termes caractéristiques de cette
somme sont ceux de la premiére ou de la seconde de ces séries, sui-’
vant que p est inférieur ou supérieur &4 24. Fai donc 4 distinguer les
cas suivants:

’-’<2, ]-)->2, —

q 1 9

Soit d’abord s < 2; on lrouve sans peine

=Ly 216)

Cette formule contient le théoréme suivant :

Tutorime V. — A un systéme circulaire de la courbe initiale, ayant
pour origine et pour tangente un point et une tangente de la conique
de transformation, et composé de branches ayant avec la tangente des
contacts d’ordre inférieur & I’unité, correspond, dans la transformée,
un systéme circulaire de méme origine, de méme tangente, et dont les
nombres caractéristiques sont les mémes.

. o P a . ’ 3 ’
Eb second lieu, smt"; > 2. Ce cas peut étre immédiatement ramené

au précédent. En effet, la polaire réciproque de S a pour systéme cir-
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culaire correspondant a (S) un systéme (Z), dont l'origine et la tan-
gente sont les mémes que pour (S) et dont le tableau des nombres
caractéristiques est

2 Z ich

IEENS |

]‘_q, g 9s

Com me# est inférieura 2,0n en conclura, d'aprés le théoréme, que
—q .

ce tableau est aussi celui des nombres caractéristiques de (S'). Clest
aussi ce que I'on trouvera aisément par un calcul direct.

En troisiéme lieu, jai & considérer le cas ou 'on ap=a,¢q=r1. la
se présentent les circonstances suivantes, dans les formules (2a): .

Le premier terme de I’expression de & disparait: la série qui figure
au second membre de I'expression de 7 commence par un terme du
premier degré, qui vient se réunir au terme af; enfin les deux séries
dont la somme compose f ont les mémes nombres caractéristiques ;
par suite, dans la somme, des termes caractéristiques peuvent se dé-
truire. Pour ces raisons, on ne peut, dans le cas actuel, obtenir des
conclusions complétes aussi aisément que dans les autres cas. Tl me
suffira, pour mon objet, de trouver le premier terme caractéristique
du systéme circulaire (S'). /

Le premier terme de y (19) est AZ®; son second terme caractéris-

liqueest A, & . Je supposerai, pour faire encore usage desformules(22),
que ce soit, non plus le second terme caractéristique, mais le second
terme absolu du développement de . D’aprés cette convention,
4. peut étre égal & P'unité. Le premier terme de « est alors

'
Lol

«=R/AE G 4+....
Ceux de 3 et ¥ sout respectivement

L
_33)§ f=—A(30b+a)P—A, [(4+R)Ab+ (1 +R)a)& T+ ...
23)] A
7={4Ab+a)E+ (24+R)AE n4 ...

A cause de ces derniéres relations, on apergoil que les résultats sont
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différents suivant que l'ona )
(24) aAb +'aZo,
ou que cette quantité est nulle. T est aisé de voir que le sens de cette
condition est le suivant : si I'inégalité (24) a lieu, c'est que chaque
branche du systéme circulaire (S) a, avec C, un contact du premier-
ordre. Dans le cas opposé, I'ordre du contact s’éléve.

Je suppose d’abord que I'inégalité (24) ait lieu. Alors le développe-

B

«w . .
ment de ;smvanl les puissances ascendantes de ; commence par un

L P . . . . ,
terme de degré P'zq"'- Par suite, en premier lieu,si p, estégal ou supeé-
1

rieur a q,, I'origine de (S') est le point y =0, X =0, mais la tangente
differe de y = o. Donc les transformées suivantes, en ce qui concerne
les systémes circulaires correspondants, sont régies par le théoréeme IV.

En second lieu, si p, est inférieur a ¢,, V'origine et la tangente de (S' )

sont les mémes que pour (S); mais le premier nombre caractéristique

S 2 s e > . . .

P—_:—'q— est inférieur a 2. Donc les systémes circulaires correspondants,
1 Ll

dans les transformées suivantes, sont régis par le théoreme V.

Soit maintenant le cas ot Iinégalité (24) n’a pas lien, c’est-a-dire
supposons

(45) aAb+a=o.

Les premiers termes de f3 et 7y sont alors, en vertu de (23) et de (25),
X s+ 2

lﬁ:AiA/J(B.——n)E L N

on .

1
v=A (R, +2)8 "+
1l faut observer que R, n'est autre chose que {;—‘, c'est-a-dire un
1

nombre positif. Le premier terme de @ peut aiosi étre nul, mais non
celui de y. Je suppose d’abord R, < 2. On a alors, pour le premier

I3 . . -3
terme du développement de g suivant les puissances ascendantes de;

AR —4) (5)" "

£
7 & ¥
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Aibsi, pour (8'), I'origine et la tangente restent les mémes que pour(8),
et de plus on se trouve dans le cas ou le premier nombre caractéris-
tiqute est égal 4 2. Soit maintenant

Ar= A(R': _4)

R

on a, en vertu de (a5),

Cette quantité n’est donc pas nulle. Donc (S') se trouve dans le cas o
Pinégalité (24) a lieu, et I'on peut par I connaitre la loi des transfor-
mées suivantes.

g

Je suppose enfin Ry = 2. Alors p développé suivant les puissances

. a 7. [y
croissantes de;, commence par un terme de degré supérieur i 2; par

conséquent, (S') se trouve dans le cas ofi le prémier nombre caracté-
ristique est supérieurd 2. - ,

Tous les résultats précédents, relatifs & un systéme circulaire de
branches tangentes A la conique de transformation, peuvent se résu-
mer comme il suit :

Triorime VI. — A un systéme circulaire tangent & la conique de
transformation correspond, dans la suite des transformées successives,
construiles au moyen de la méine conique, une suite de systémes cir-
culaires ayant tous méme origine, méme tangente et mémes nombres
caractéristiques ; et cela & partir de la courbe initiale elle-méme, de la
premiére ou de la seconde transformee, suivant que l'ordre de contact
des branches du systéme initial avec la conique est inférieur, égal ou
supérieur i I’unité. ‘

Dans cette suite de systémes circulaires, Uorigine commune est sur
la conique , et, suivant le cas, la tangente commune est aussi tangente
a la conigue, ou ne Uest pas. Si elle lui est tangente, le premier nombre
caractéristique commun est inférieur & 2.

9. Je vais maintenant, de I'ensemble des résultats précédents, tirer
Journ. de Math. (3¢ série), tome II, — Avam. 1876, 15



14 HALPHEN,

des coaséquences, en emvisageant d’abord les transformées que I'on
obtient par I'emploi d’une seule conique. '

D’aprés les numéros 5 et 6, un systéme circulaire (S) donne lieu a
une branche simple, dansla transformée dont le rang est donné par le
théoréme I, & moins que, dans une des précédentes, le systéme circu-
laire correspondant n’ait pour tangente une tangente de la conique
de transformation. Si ce cas se produit, le systéme circulaire suivant a
son origine sur cette conique (n® 7), et il en est de méme de tous
ceux qui lui correspondent sur toutes les transformées suivantes
(théoréme IV). Rapprochant ce résultat des théorémes III, 1V et VI,
j’en conclus :

TakoriME VIL. — A partir d’un certair rang, les transformees suc-
cessives d’une courbe algébrique quelconque, obtenues au moyen d’'une
seule conique, ne contiennent aucune branche superlincaire dont l'ori-
gine ne soit sur la conique de transformation.

D'aprés le numéro 7, si une courbe S ne rencontre la conique C
qu’en des points simples, sans avoir avec C aucun contact ; si, de plus,
toutes les tangentes commnnes A § et & C sont des tangentes simples
de 8, toutes les branches de ' dont l'origine est sur C sont des bran-
ches simples. 1l est aisé, d’aprés cette observation, de tirer la conchi-
sion suivante :

Tugorime VIII. — Etant donnée une courbe S, il est toujours pos-
sible de choisir une conique de transformation, de telle sorte que latrans-
Jormée de S, obtenue & un rang donné par Uemploi continu de cette
conique, ne contienne aucune branche superlinéaire, sous la condition

que "le rang donné soit supérieur & une limite déterminée qui dépend
de 8.

- REMARQUE. — Cette limite n’est autre chose que le plus grand des
nombres que U'on obtient en appliquant le théoréme I & toutes les bran-
ches superlinéaires de S. :

Jenvisage, en second lien, les transformées que l'on obtient au
moyen de diverses coniques. Si I'on a soin de prendre ces coniques de
telle maniére que chacune d’elles ne rencontre la courbe 2 transformer
qu’en des points simples, sans la toucher, et que les tangentes com-
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munes soient des tavgentes simples dg cette courbe, an a, sous cette
réserve, la proposition suivante ;

Tatorime IX. — A partir d'un certain rang, toutes les transfor-
mées successives d'une comrbe algébrique quelconque, obtenues avec
diverses coniques, ne contienment aucune branche superlinéaire. Ce
rang se détermine conformément i la remarque ci-dessus.

§ 111,

10. Je m’occupe maintenant de déterminer le degré et la classe de
la transformée ' d’une courbe S. A cet effet, je vais établir quelques
formules, qui feront I'objet de ce numéro et du suivant. La construc-
tion de la transformée, telle qu’elle est indiquée au n° 4 (§ IT), est sus-
ceptible d’étre généralisée, par la substitution d’une courbe quelcongue
4 la conique C. Je ferai, pour les calculs actuels, cette généralisation,
quin’y apporte, pour ainsi dire, aucun changement; mais je n’appli--
querai ensuite ces calculs qu’au cas simple considéré précédemment.

Soient § = o, C = o les équations de deux courbes, de degrés m, n,
la seconde étant la courbe de transformation. Soit (x, 7, ) un point
de S; on prend la droite polaire de ce point relativement a C; P'inter-

section de cette droite et de la tangente 4 S, en (u, 7 ), engendre la
transformée S'.

Les deux droites ont pour équations
XCi+YC,+ZCy = o,
X-.S‘ - YSg -+ ZS' = Q.
Pour que le point (X, Y, Z) ol eles se rencontrent soit sur une
droite D
D=MX+ NY+PZ=o,

on a la condition

M N P
(1) A=1{C C, C;| = o.
5 S8, S,

i5.,



116 HALPREN,

Les intersections de la courbe A et de§ sont les points de cette deroiére
auxquels correspondent des points de la transformée situés sur la
droite D. Le nombre de ces interseckions donnera ainsi le degré de
cette transformée, et fera I'objet d’une étude ultérieure. J'aurai aussi
recours 4 une autre forme de A, que j'obtiens comme il suit. Y'ai iden-
tiquement '

xr ¥y 3
D 4D
(2) dx dy d=z| A= lnC dc | 5»
o 1 o

en posant
D=Mx 4+ Ny + Iz

dD = Mdzx + Ndy + Pdz.

De la relation (2) je conclus

_a€" 8, d (D
@) =" (3)
Dans cette derniere formule, il faut entendre que la dérivée qui

figure au second nombre n’est pas une dérivée partielle. Au con-

traire, %étant une fonction homogéne et de degré zéro des variables

x, 7, 2 est simplement une fonction de deux variables & et -_—-IZ.

Ces deux variables sont liées par 'équation S = o. En prenant la dé-
rivée indiquée dans Péquation (3), il faut considérer » comme fonc-

tion de &.
L’équation (1) est susceptible d’une interprétation géométrique

simple. Je considére la courbe K

(4) K=D"—1C=o,
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A étanl une constante, déterminée de maniére que l'équation (4)
soit vérifiée par les coordonnées du point (x, ¥, z) de S, c’est-a-dire
que la courbe K passe en ce point, lequel est d’ailleurs censé vérifier
Iéquation (1). Mais, d’aprés I'équation (3), I’ équalion (1) peut s’écrire

U
K esttangente 4 S. Ainsi:

D .
d( —) = 0; ce quel’on transforme aisément en dK = 0. Donc la courbe

Soit D une droite passant & Uintersection m, d’une tangente a une
courbe S et de la droite polaire du point de contact m, relatwcment
a une courbe C, de degré n : les courbes K qui ont avec C des con-
tacts d’ordre n — 1 aux n points d’intersection de D et de C, et qui
passent au point m, y sont tangentes a S.

12 . D . . .
L’équation d(ﬁ) = o exprimant que D contient un point m, de la

Y

transformée, on exprimera que D est tangente a cette transformée
en m,, en JOlgnant I'équation d’(U) = 0. Cette derniére équation
étant supposée satlsfalte, on en déduira d*K = o. Donc :

Celle des courbes K de U'énoncé précédent que Uon obtient en pre-
nant, pour la droite D, la tangente au liew du point m,, a avec S un
contact du second ordre.

Je n’indique cette propriété qu'en passant; on pourra reconnaitre
que c’est une extension d'une propriété connue du cercle osculateur.

11. Les calculs du numéro précédent sont relatifs i la détermina-
tion du degré de la transformée ' d’une courbe S. Ceux qui suivent
ont trait 4 la détermination de la classe de cette transformée. La ques-
tion est d'obtenir 1'équation de la tangente i cette transformée sous
une forme appropriée au probléme dont il s’agit.

Comme on vient de le voir, les équations qui expriment que la
droite D est une tangente de la transformée sont les suivantes :

1(2)=o, @(2)=0.

On déduit aisément de 14, pour 'équation d’une tangente, la forme

ew
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suivante, ou les majuscules désignent les coordonnées courantes : -

X Y Z 0

(5) x Yy = U
de dyr dz dU
| d*x d¥y d’z d*U

Les différentielles sont prises le long de la courbe S. On fera dispa-
raitre ces différentielles par des transformations dont je me contente
de donner ici le résultat. Je pose

V=0C, (82, —82:835) + ... +2C,5(8,385: — S12S23) + .. s
W = C? (82, — 5,,55;5) + .- + 3C,Ca(8158;3 — S¢s8as) + - ...
Dans ces expressions, les termes non écrits, et suppléés par des points,

sont ceux que I'on déduit des termes écrits par la permutation des
indites. Soit, en outre

S Si Si
H= 18, S5 S|
S0 Ss S,, |

L’équation (5) se met sous la forme
(6) G=[nCV——(n—l)W]ZS,X—I—nCHEC.X:o.

Cette derniére équation, si I’'on y considére X, Y, Z comme données, et
x,7,2comme des coordonnéescourantes, estcelle d'une courbe G, dont
les intersections avec S sont les points tels que les tangentes & la trans-
formée S', aux points correspondants, passent par le point X, Y, Z.
Je ferai, en outre, usage d’une autre forme de la méme équation.
Je pose .
x =z% y=z9, U=zu.

Comme U est une fonction homogéne et du premier degré de x,
¥, 2, la fonction « ne dépend que de & et de n. Je désigne les dérivées,
prises par rapport a £ le long de la courbe S, par des accents. En par-
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tant de 'équation (6), on parvient aisément 4 la mettre sous la nou-
velle forme

(7) E=w"(Zu+ X« — ZEt') +w' (Y — X/ +ZEn — Z4) =o.

Cette nouvelle forme est d'ailleurs reliée 4 (6) par la relation

3 n—1y

(8) G="— o g,
Telles sont les formules dont je ferai usage.

12. Avant d’appliquer les formules ci-dessus, il convient de rap-

peler quelques propositions de la théorie des points singuliers. Voici
la premiere :

Etant données deux courbes, le nombre de leurs intersections qui
sont confondues en un point est égal au produit des ordres de multipli-
cité de ce point sur chacune des deux courbes, augmenté de la somme
des ordres des contacts des branches de Uune des courbes avec les
branches de Uautre, en ce méme point.

Etant donnés une courbe et un systéme circulaire ayant son origine
en un point de cette courbe, j’appelle, par définition, nombre des in-
tersections de la courbe et dusystéme circulaire le produil des ordres
de multiplicité da systéme circulaire et du point considéré sur la
courbe, augmenté de la somme des ordres des contacts des branches
du sysiéme circulaire avec les branches de la courbe. Grace i cette dé-
finition, la proposition précédente s’énonce ainsi :

TrtoriME X, — Etant données deux courbes, le nombre de leurs in-
tersections qui sont confondues en un point est égal & la somme des

nombres des intersections de I'une des courbes avec les systémes circu-
laires de Uautre, qui ont leurs origines en ce point.

La proposition suivante donne le moyen de calculer directement le
nombre des intersections d’une courbe et d’un systéme circulaire.

Tatorims X1, — Soit f(x, y)=o0 Uéquation d’une courbe sous
Jorme entiére. Supposez que x et y soient les coordonnées d’un point
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d’un systéme circulaire, et a distance infiniment petite du premier ordre
de lorigine de ce systéme. L'ordre de Uinfiniment petit f(x, y), multi-
plié par Uordre de multiplicité du systéme circulaire, est égal aunombre
des intersections de la courbe et de ce systéme circulaire.

1l est clair que cette proposition n’est pas troublée par 'emploi de
coordonnées homogénes. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de
déterminer le nombre des intersections d’une courbe f(x, 7, z) = o,
passant au point x = 0, y = 0, avec un systéme circulaire dont I'ori-
gine soit en ce point.

Je désigne, comme précédemment, par & et x le rapport ';- %'
Le systéme circulaire est défini par le développement d’une de ces va-
riables, soit x, suivant les puissances ascendantes et fractionnaires de
Vautre, . Si la tangente de ce systéme circulaire n’est pas la droite
& = o, on aura un point & distance infiniment petite du premier ordre
de l'origine, et appartenant au systéme circulaire, en donnant a § une
valeur infiniment petite du premier ordre, et 4 » une des valeurs cor-
respondantes. Soit m le degré de f(x, 7, z). On a

J(xy ry2) = 2" f(&m, 1)

Par suite, pour le point considéré, comme z a une valeur finie,
I'ordre de linfiniment petit f(x, y, z) est le méme que celui de
S (& 0, 1). Soit w 'ordre de cette quantité, et p. 'ordre de multiplicité
du systéme circulaire. D’aprés le théoréme XI, le produit pe est le
nombre des intersections de la courbe et du systéme circulaire.

Sila tangente du systéme circulaire est & = o, on peut infervertir,
dans le calcul que je viens d’indiquer, le rdle des variables &, n. On
peut aussi s’en dispenser, par une trés-petite modification du résultat,
sur laquelle je n’insiste pas, n’en devant pas faire usageici.

13. Tl mereste 4 expliquer maintenant, en peu de mots, I'usage que
Pon peut faire de ces résultats dans un grand nombre de questions, et,
en particulier, dans la question qui fait I'objet de ce Mémoire.

Etant donnée une courbe S = o, je suppose que I'on cherche le
nombre de ses points satisfaisant 4 une condition donnée. J'admels
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que cette condition puisse étre exprimée par une équation entiére
S(x, 7, 2) = o. Les points cherchés sont alors les intersections des
courbes S et f. Le produit des degrés de ces courbes est donc le
nombre cherché; mais ce n’est 1a le plus souvent qu’'une limite supé-
rieure, et, pour obtenir le nombre précis, il faut tenir compte des
solutions étrangéres ou multiples. C'est alors qu’on est conduit 4 exa-
miner l'ordre de multiplicité de chaque solution. A cet effet, on fait
usage des théorémes X et XI, en considérant successivement chaque
systéme circulaire de la courbe S, 4 I'origine duquel passe la courbe f.
On est donc conduit ainsi 4 calculer des nombres », comme je lai
expliqué a la fin du numéro précédent. :

Sif(x,y, z) est un covariant, circonstance qui se présente chaque
fois que la condition donnée est indépendante du triangle de réfé-
rence, on pourra supposer, sans modifier f(x, 7, z), que Porigine
et la tangente du systéme circulaire que I'on considére soient le point
Z =0, y = o et la droite y = o. Cette supposition facilite souvent le
calcul. En voici un exemple simple, et dont le résultat sera utile pour
la suite.

Soit & trouver la classe d’une courbe S = o, c’est-a-dire le nombre
des tangentes qu’on peut lui mener d’un point arbitraire X, Y, Z.
Iéquation de condition est

S(x, 7, 2) = X8, + YS,+ 75, = o.

Soit 2 le degré de S; celui de f est m — 1. La limite supérieure de
la classe est donc m (m —1). Les solutions étrangéres sont fournies
par les points dont les coordonnées annulent  la fois les dérivées par-
tielles de S, c’est-a-dire par les points multiples. 1l s’agit de trouver
Pordre de multiplicité d’une telle solution. Comme f(x, y, z) est un
covariant, je puis faire la supposition ci-dessus, pour calculer le
nombredes intersections de favec un systéme circulaire de la courbe S.
Des relations '

S _ & s,
ydi—zdy ~ sdx— zdz ~ zdy — ydx

je tire, en posant
x X
7 g P
Journ. de Math. (3% série), tome II. .— AvaL 1876. 16
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prenant £ pour variable indépendaute et dénotant les dérivées par des
accents, '

S,=—S5,7,
(9) )

| si=s.2(})"

D'aprés la supposition que 'origine et la tangente du systéme cir-
culaire sont le point x=o0, y = o, et la droite y = o, je dois sup-
poser & infiniment petit du premier ordre, et alors x est infiniment
petit d’ordre supérieur. Les équations (9) prouvent alors que S, et S,
sont infiniment plus petits que S,. L'ordre de linfiniment petit

Sz 7, 5) est donc le méme que celui de infiniment petit S,.
Ainsi :

Taforime XII. — Soit O un point multiple d’une courbe algebrique
S = o, comprenant en O plusieurs systémes circulaires de branches.
Considérez U'un de ces systémes, placez le sommet x = o0, y =0 du
triangle de référence en O, et faites coincider la droite y = o avec la
tangente de ce systéme circulaire. Soit w Uordre de la_quantité infini-
ment petite S, quand on met, pour les coordonnées, celles d’un point du
systéme circulaire considéré, i distance infiniment petite dw premier
ordre de O. Soit, en outre, p. l’ordre de multiplicité de ce systéme cir-
culaire. Répétez la méme opération pour chacun des systémes circu-
laires de la courbe S, ayant leur origine en O. La somme des nombres
analogues & pw est I’abaissement que le point singulier O produit dans
la classe de la courbeS.

Par suite, si A est la somme des nombres ainsi calculés pour tous
les points multiples de S, la classe ¢ est

(10) c=m(m—1)—A.

14. Fapplique actuellement les principes précédents a la détermina-
tion du degré de la transformée S* d'une courbe S. L’équation de con-

dition est (n° 10)
M N P

A=|C C, G| =o.
S, S8 §,

DEIRTEE
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A cause de la simplicité du résultat, je fais encore ce calcul pour le cas
général ou C est une courbe de degré n.

Le degré de S étant m, celui de A est (m +n —-2). Le degré de S
a donc pour limite supérieure m(m -+ n — 2). Jétudie maintenant
I'ordre de multiplicité de chaque solution.

Comme A est un covariant, je puis faire la supposition indiquée
plus haut (n° 13). Alors, comme on vient de le voir, S, et S, sont in-
finiment plus petits que 8,; donc, si C, et C; ne sont pas infiniment
petits tous deux, A est un infiniment petit du méme ordre que S,. 1l
n’en est plus de méme si C, et C, sont infiniment petits tous deux. Pour
ce dernier cas, employons la seconde forme de A [n°10, formule (3)]

1 +x

(ll) A — ”_Cz:_"___s2 (_Bl)’-
Cn
A cause de

nC=C,x + Cyy -+ Cyz =3(C,E+ Cyn + C,),

on voit que, si C, estinfiniment petit, il en est de méme de C. Comme
C est entier et que v est infiniment petit par rapport a £, supposé du
premier ordre, C est au moins du premier ordre. Soit i cet ordre égal
ou supérieur & 'unité. 1l résulte de Péquation (11) que 'ordre de A
surpasse celui de 8, précisément de (i —1). Ainsi, pcuri= 1, le résultat
est le méme que précédemment. Le résultat différe dans le cas opposé.
Le cas ou i= 1 est celui ot1, au point considéré, passe une seule branche
de la courbe C, ayant une tangente différente de y = 0. Alors C, est
nul, mais C, ne lest pas, pour x = o, y = 0. On voit donc que cecas
rentre dans le précédent. Si, au contraire, i est supérieur a I'unité,
c’est que la courbe C se compose, en ce point, de plusieurs branches
ou est tangente & y = o; ces deux circonstances peuvent d’ailleurs se
réunir. Soit r la multiplicité du systéme circulaire considéré sur S,
ri est (théoréme XI) le nombre des intersections de C et de ce systéme
circulaire. Soit enfin R la multiplicité totale du point x =0, y =0
sur S, et I le nombre total des intersections de C et de S, réunies en ce
point. L’abaissement que ce point produit dans le degré de $' surpasse
abaissement qu'il produit dans la classe de (1 —R) (théoréme XII).
16..
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Soit maintenant A I'abaissement total produit dans la classe de S
par tous ses points multiples, le degré de S' est

(12) m,=m(rn+n-—a)—,A—2(I—R).

Soit maintenant ¢ la classe de S; on déduit de {12), en vertu de {10):
(13) m,=(n-—1)m+c—2(l—B).
On peut encore mettre cette relation sous la forme

(14) m.=c—m—|—2B,
carZI:nm.

La forme (14) du résultat donne lieu a cet énoncé remarquable en
ce sens que le degré de la courbe de transformation n’y apparait pas
explicitement.

Tasorime XIII. — Le degré de la transformée d’une courbe S, ob-
tenue au moyen d’une courbe quelonque, est égal a la classe de S, di-
minuée de son degré, et augmentée de la somme des ordres de multipli-
cité, sur la courbe$S, des points ot cette courbe rencontre la courbe de
transformation.

1l ne faut pas perdre de vue que cet énoncé s’applique, quelle que
soit la nature des points d’intersection des deux courbes, sur la courbe
de transformation. Quant 4 la forme (13) du méme résultat, on peut
remarquer que Z (I — R) est la somme des ordres des contacts des di-
verses branches des deux courbes § et C; on a, par suite, le théoreme
suivant, que je borne au cas o C est une conique (n = 2).

Takonime XIV. — Le degré de la transformée d’une courbe S, ob-
tenue aumoyen d'une conique, est égal a la somme du degré et de la
classe de S, diminuée de la somme totale des ordres des contacts de
cette courbe et de la conique.

On a déja fait la remarque que la transtormée de S, au moyen d’une
conique, est la méme que la transformée, au moyen de la méme co-
nique, de la courbe 2, polaire réciproque de S par rapport a celte co-
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nique. Comme le degré et la classe de S sont la classe et le degré de =,
il en résulte que les sommes totales des ordres des contacts des cour-
bes S et = avec la conique doivent étre les mémes. C’est, en effet, un
cas particulier de cette proposition, que j’ai donnée dans mon Mémoire
sur les points singuliers.

La somme des ordres des contacts des branches de deux courbes en
un point est égale a la méme somme, relativement & deux courbes
corrélatives des premiéres, aux points correspondants.

15. Je m’occupe mainténant de la détermination de la classe de la
courbe transformée S'. Je me borne ici au casot n — 2, ¢’est-a-dire ou
la courbe de transformation est une conique. I’équation de condition
est 'équation (6) du n°44, G =o. Pour n = 1, le degré de G est
3(m— 1), en sorte quelalimite supérieure dela classe de S est 3m(m—1).
J'étudie maintenant I'ordre de multiplicité de chaque solution. Comme
G est un covariant, je puis encore faire la supposition indiquée plus
haut. Je ferai usage de la formule (8) du n° 11, qui, pour n == 2,
devient '

(15) ¢ ="=1cigsE,
E étant toujours [n° 11, formule (7)]
E=n"(Zvu + Xu' — 28u) + ' (Y — X' + ZEv' — Zy).
Pour cette étude, comme pour celle qui a fait"objet du § 11, je dis-

tinguerai quatre cas, répondant i quatre formes de I'équation de la
conique de transformation. :

PREMIER cas: 2C = ax® +a' y? + o' 2%,

Je forme u et les premiers termes de son développement suivant les
puissances ascendantes de & :

1 4 1 1 a"\ 1 1 a
— [ — 2 /2 4 —_— — - L3 .
u—zC——ﬁ(a§+an "'“)2—(2)2(“*'2 o +..)
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T'en déduis, pour € = o,

&\ 1 a
. Uu— (_)T’ u’=0, W=
2

v2a;'

il résulte de la que, pour & infiniment petit, la partie principale de E
est celle de 'un ou autre des deux termes Zun" ou Yu’, dont le se-

cond est fini. .
Soit r I'ordre de multiplicité du sysiéme circulaire considéré, et

% Pordre du contact de la tangente y = o avec chaque branche de ce
systéme. On voit aisément que »” est d’ordre (2 — 1)- Par suite, si
%} 1, Eestfini; si f—;< 1, E est infini et d’ordre-';— 1.

Par suite, I'ordre de G est le triple de celui deS, si£> 1, ou lui est
—p\ .
- ) sip< T

D’une maniére géuérale, soit X le produit, par la multiplicité r, de
I'ordre infinitésimal de S; pour un systéme circulaire de la courbe S.

Nous avons, pour I’abaissement produit, dans la classe de S*, par un
systeme circulaire, le plus petit des deux nombres

r

inférieur de (

3% ou 3A+p—r,

dans le cas considéré. -
DeuxiiME cas: 2C=a’'y*+ 2b'zx.

i i1
u = L_(zb’g-'}—a’n’)*: b'2E ...,
V2

1 1
r__ 1t 2 ]
u -——'jb s ..y
3

4 3
W= — i H T

La partie principale de E est celle de #”. Donc E est d’ordre — 3.
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3
Mais G? est de 'ordre 2. Donc C est de I'ordre de S3. Douc, dans le
deuxiéme cas, l’abalssement de la classe de S* est 3.

TromstiME cas: 2C = a’z® + 20"xy.

(L1

n= \’ {a” + 2b"§n)%= (%")
( )% (Ea) +...,

W= (“;”)E(en)wr....

b”
(1 +.7£" +...)»

La partie principale de E est celle de Zuy", d’ordre— — 1; par suite,
I'abaissement est, dans ce cas, 3A + p — r.

QUATRIEME cas : 2C=ax®+ 2byz.

Ce cas est celui du contact de C et du systéme circulaire considéré.

Soit & P'ordre du contact de G avec chaque branche. L’ordre de u est

1+ &

hA—1
——— celui de &' est .

: 7 I _ 3 ) r i
Si %21, 'ordrede u” est alors = - D’'autre part, I'ordre de Xz’

P

h— .. £ -
estt_y 4 ®, nombre superieur au précédent. Donc l'ordre de E

3
est h —=- Si P'on ajoute I'ordre 3 (1 + %) de C*, on a, pour I'ordre

de G, le triple de celui de S,, augmenté de 24.
L’abaissement est donc 3\ + ark.
8i /& = 1, ce raisonnement ne s’applique pas. Ce cas peut se présen-

ter de deux maniéres ; 1°si£ > 1; 2° sx £—1.

1°f ~> 1. Lomme?commeuce par un terme de degré positif en Z,
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on peut écrire

= ()56

On voil aisément, d’aprés ces résnitats, que la partie principale de E est

3
celle de u”, d’ordre ﬁ—’_ — 2. Drailleurs Pordre de C? est 3; donc on a
pour résultat

JA+p+r.

2° g =r1. Ici % se réduit 2 une constante pour £ = 0; mais, Pordre
du contact de la conique avec la branche, dont les coordonnées sont
n et £, étant par hypothése égal a 'unité, il en résulte aisément que

n y . Y
a-+ 2b? ne s'évanouit pas pour £ = o. Soit - le degré du second
terme du développement de -Z—, suivant les puissances croissantes de £,

on a, pour z, un développement tel que

u=AE+BE T4..;
d’otl
w=A-+ (1 +—:)§:+...,

" s 5, i
u =-<|+—.>E' +....
r T

1l en résulte que 4"’ est d’ordre zéro, tandis que u” est d’ordre
/ 3
('; — 1)- D'ailleurs, Pordre de C? est égal 4 3; donc Pabaissement est

ici le plus petit des deux nombres 3% -+~ 37 ou 3% + ar+ . Je dirai
que cet abaissement est 3) -+ 2r + o, ¢ étant le plus petit des deux
nombres r ou s.
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16. Je résume maintenant les résultats du numéro précédent
comme il suit : '

Tatorime XV. — Surla courbe initiale, distinguez cing catégories
de systémes circulaires, savoir :

- 1° Ceux dont ni l’origine ni la tangente nappartiennent i la conique
de transformation, et qui, en outre, sont composés de branches ayant
avec leurs tangentes des contacts d’ordre inférieur & l'unité ;

2° Ceux dont les tangentes touchent la conique, et dont les origines
ne sont pas sur cette conique ;

3° Ceux qui touchent la conique et qui sont, en outre, composés de
branches ayant avec leurs tangentes des contacts d’ordre supérieur a
lunité;

4° Ceux qui touchent la conique et qui sont, en outre, composés de
branches ayant avec leurs tangentes des contacts d’ordre inférieur
a lunité ;

5° Ceux qui touchent la conique et qui sont composcs de branches
ayant avec leur tangente et avec la conique des contacts d’ordre égal
a Punité.

Soient maintenant R la somme des ordres de multiplicité des sys-
témes circulaires d’une méme catégorie, et & la somne des ordres des
conlacts des branches de ces systémes avec leurs tangentes (ces lettres
étant affectées d’indices correspondant 2 chaque catégorie); X la
somme des nombres analogues a o (n° 15, 4° cas) pour la cinquiéme ca-
tégorie ; et enfin, pour les branches de la courbe initiale qui ont avec
la conigue des contacts d'ordre supérieur a Uunité,J la somme des or-
dres de ces contacts.

On a, en désignant parc la classe de la courbe initiale, et parc, celle
de la transformée,

(16) e,=3¢+R,+R,—R;— 2R, — 3 — 2] — (R4 Ry Ry + 28,).

Ce résultat se simplifie beaucoup dans le cas particulier ot la co-
nique de transformation ne rencontre la courbe qu’en.des points sim-
ples, sans avoir avec elle aucun contact,et n’a en commun avec la
méme courbe que des tangentes simples de cette derniére. Il n’y a
plus alors 4 distinguer que la premiére catégorie de systémes circu-

Journ. de Matk. (3° série), tome II. — AvriL 1876. 17
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laires de 1’énoncé précédent, et la formule (16) se réduit a
(17) c,=3c+R,— &,.

Soit r la multiplicit¢ d'un des systémes circulaires de la premicre
catégorie, et % Yordre des contacts de ses branches avec la tangente;

on a
pLr, R,=2r, & =2Zp.

Soient maintenant r’ et p’ les nombres analogues pour un autre sys-
téme circulaire, mais dans lequel on a p’>> r/, et posons

R,=32r, &, =23p.

On sait que, si 'on passe d’une courbe & une corrélative, les nom-
bres 7 et p s'échangent entre eux. Donc, pour une courbe corrélative
de S, les nombres analogues 4 R, et &, sont &, et R',. D’ailleurs, comme
on I'a déja observé, la transformée S' est la méme, si on la construit
au moyen de la courbe 3, polaire réciproque de S, relativement a la
conique de transformation. On a donc aussi

(18) c,=3m+ &, —R.
De (17) et (18) on conclut
(19) 3(c—m)=&—R,

les lettres R et & s’appliquant maintenant i tous les systémes circu-
laires. La relation (19), que 'on rencontre ici d’vne maniére incidente,
a été démontrée directement, de deux maniéres différentes, dans mon
Meémoire sur les points singuliers. Elle donne notamment le nombre
des points d'inflexion d’une courbe dont on connait les singularités, le
- degré et la classe. En effet, dans le second membre, chacun des points
d’inflexion figure pour une unité. Si donc on les met a part, on trouve
pour leur nombre N '

N=3(c—m)+R — &,

le nombre R et & ne s'appliquant plus qu’aux points multiples.
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Pour faire cette derniére vérification, j’ai supposé le cas simple ou
la formule (16) se réduit a (17). TI n'y aurail point de difficulté a la
répéter pour le cas général, mais je crois inutile de le faire.-

Je vais encore tirer de la formule (17) une autre conséquence, rela-
tive au genre. En égard 4 la supposition faite pour cette formule, on a,
pour le degré de la transformée §' (théoréme XIV),

m, =m+ c.
De cette derniére formule et de (17) je conclus
(20) ¢y —amy=c—2m+ R, — &,.

Je conserve a R le méme sens que précédemment, et je désigne,
en outre, par R” la somme des ordres de multiplicité des systemes cir-
culaires de S, dont les branches ont avec leurs tangentes des contacts
du premier ordre, et J'écris, au lieu de (20),

(21) c¢i—am, +&, +R, +R" =c— am + R, +R, +R"

Dans le second membre, la somme des trois derniers termes désigne
la somme des wultiplicités de tous les systémes circulaires de la
courbe S. Soit M cette somme. Dans le premier membre, la somme des
trois derniers termes désigne la somme des multiplicités des systémes
circulaires correspondants sur §' (n° 3, § II). Or S ne posséde, en
dehors de ces derniers, aucun systéeme circulaire propre (de multi-
plicité supérieure & Punité); mais, parmi ces derniers, il peut s’en
trouver dont la multiplicité soit I'unité. Pour les faire disparaitre, re-
tranchons dans les deux membres le nombre T de tous les systémes
circulaires considérés sur S. Alors, si M, est la somme de tous les sys-
temes circulaires propres sur S', et T, lenr nombre, on a

8+ R, -+ R —T=DM, —T,;
donc, de (21), je déduis

¢, —am +M —-T,=c~2m+M-—T,
17 .
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c'est-a-dire que V'expression qui figure au second membre de cette
derniére formule se conserve dans la transformation considérée.
D’apres le théoréme IX, en répétant la méme transformation un
nombre fini de fois, on parvient a une courbe n’ayant aucun systéme
circulaire propre. Soient y et . la classe et le degré de cette courbe.
On aura
c—am+M—-T=7y—ap.

Mais, pour une pareille courbe, ne contenant aucune branche super-
linéaire, on sait que (7 — ap) est égal a 2(p — 1), p élant le genre de
cette courbe. D’ailleurs cette courbe et la courbe initiale se correspon-
dent point par point; donc leur genre est le méme; donc p est le genre
de la courbe initiale, et I'on obtient la formule

c—am+M—-T=2(p—1),

qui donne explicitement le genre d'une courbe quelconque, et que j'ai
déja démontrée de deux maniéres différentes en d’autres occasions.

17. Sil’on considére la suite des transformées S', §%,... d’une courbe
quelconque S, obtenues au moyen de coniques choisies chaque fois de
maniére 2 se trouver dans le cas simple considéré déja, on parvient tou-
jours, d’aprés le théoreme IX, &4 une transformée de rang fini £, telle
que cette courbe et toutes les suivantes ne possédent plus aucun sys-
téme circulaire propre. Soient ¢, et my la classe et le degré de cetie
courbe S*. On aura, pour les suivantes,

My =My —+ Cpy Crer = 34

Mg = Mpyy + Craty  Chez = ICkes
d’ou

Chri = 3y,

(22) 3—1

m,,_H-:m,,+ck(l+3+3’+...+3"‘)=m,‘+ —2-L',,.

TukoriMe XVI. — Quelle que soit la courbe initiale, les degrés et

s o R R TRYN!
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les classes des transformées successives suivent, & partir d’un certain
rang, la loi marquée par les équations ( 22).

Il n’en est pas de méme si 'on conserve toujours la méme conique
de transformation. A partir d'un certain rang, les catégories 1°, 3°, 5°
de ’énoncé XV disparaissent, il est vrai, et les formules se réduisent a

m, —=m 4 ¢ — Ry,
¢, =3c+ R, — &y — 24,;

et, si 'on observe que I'on a

n.ﬂg -+ 25{4 = 2¢,

on peut réduire ces formules &

m; =m+ L &,,

¢, =c + R,.

D'ailleurs, 4 partir du rang considéré, les courbes n’ont aucun 5ys-
téme circulaire propre dont I'origine ne soit sur la conique de trans-
formation (théoréme VII, § ). Par suite, R, marque simplement le
nombre des points en lesquels la tangente de la courbe est aussi tan-
gente & la conique, tandis que &, marque le nombre des tangentes
communes pour lesquelles ces tangentes doivent étre comptées. Par
conséquent, si une de ces tangentes est, pour la courbe, une tangente
d’inflexion, elle figure pour deux unités dans &, et pour une seule
dans R,. Pour cette raison, il ne parait pas possible de trouver, dans le
cas actuel, une proposition analogue au théoréme XVI.

§ IV.

18. Tai, dans ce qui précéde, étudié les courbes que l'on obtient
en transformant une courbe au moyen d’une conique. Si cette conique
dégénére en deux droites, les résultats subissent d’assez notables mo-
difications. C'est ce cas particulier qui va faire 'objet de la derniére
partie de ce travail, :

Aux transformées particuliéres que ’on obtient ainsi je donne le

9«
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nom d’adjointes. Voici donc la construction de I'adjointe d’une
courbe S. On donne deux droites P, Q, dans le plan de S. Soicnt m
un point de S et T la tangente en ce point. L’intersection de T et de la
polaire de m, relativement aux droites P, Q, engendre I'adjointe de S.
8oit ' cette adjointe. Si ’on répéte la méme construction en conser-
vant les mémes droites P, Q, et substituant 4 S I'adjointe $‘, on en-
gendre P'adjointe S* de S', ou deuxiéme adjointe de S, et ainsi de suite.
Ce qui donne un intérét particulier  la considération de ces courbes,
c’est que, si ’on prend, d’une maniére couvenable, une figure corré-
lative, ’ensemble de S et de ses adjointes successives se change en
I'ensemblie d’une courbe Zet de ses développées successives. Pour cette
raison, les résultats que I'on obtiendra ici fourniront des démonstra-
tions nouvelles des propriétés des développées successives, que J'ai
déja données dans mon Mémoire sur les points singuliers.

Pour I'objet actuel, on n’a pas a faire de nouveaux calculs, mais
seulement 4 reprendre ceux qui précédent, en examinant les modifica-
tions qu’ils subissent. J’examine d’abord les calculs du § Il : leur
objet était I'étude du systeme circulaire qui, sur une transformée, cor-
respond 4 un systéme circulaire donné de la courbe initiale.

Le coté ¥ = o et le sommet y = 0, x = o du triangle de référence
sont toujours la tangente et I’origine du systéme circulaire initial con-
sidéré. Cette coundition remplie, on a considéré, pour le cas d'une
conique de transformation, quatre formes distinctes de I'équation C=o
de cetle conique, savoir :

aC =axt+a'y*+a"2’,
2C = a'y?+ 2b'zx,

2C = a"z*+ 20" xy,

2( = ax*+abys.

La premiére de ces formes, dans le cas ou C se réduit a deux droites,
P, Q, donne lieu a trois formes distinctes -

2C=ax'+a’??, aC=ay'+a'z’, aC=ax’+ay*;
les trois autres donnent lieu a

aC=2ab'zx, aC=ab"xy, aC=2byz.
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J'ai donc en tout six formes distinctes. Elles répondent a six cas dis-
tincts, savoir :

Pour la premiére forme, V'origine et la tangente du systéeme circu-
laire sont placées d’'une maniére entiérement quelconque par rapport
aux droites P, Q.

Pour les deux suivantes, il existe une particularité relativement
Iintersection Q des droites P, Q : dans l'une, Q est surle droit y = o;
dans 'autre, Q est au point y = o, x = o.

Pour les trois derniéres, il existe une particularité relativement
une des droites P, Q, par exemple P. Dans 'une, P passe au point y=o,
x ==o0; dans 'autre, P est la droite ¥ = o elle-méme, et, en outre,
le point Q coincide avec y — o0, & = o; dans le dernier enfin,
P est la droite ¥ = o, sans que Q coincide avec I'origine du systéme
circulaire.

On voit que toutes les positions particuliéres sont comprises dans ces
§1X Cas.

PrREMIERE FORME : 2C=ax®+ a”z*.

19. Le calcul du n° 5 (§ II)devient ici plus simple; mais le résultat
est le méme. Soit donné le systéme circulaire

(1) :[B,&,...,;L:}(g),‘l;>n,

on trouve

(2) §=[L§_’_1, ;L:,...,%] (%) '

Clest V'équation (11) du n°5; mais, dans le cas actuel, les consé-
quences A tirer de (2) différent de celles que I’on a obtenues au n° 5.
En effet, si p est inférieur 4 24, la tangente du systéme circulaire (2) est
la droite z=1o0; elle passe donc en Q. Donc la premiére adjointe n’est
pas, comme la courbe initiale, dans le cas auquel se rapporte la pre-
miére forme, mais dans celui qui correspond a la seconde forme de C.
En nous occupant de cette seconde forme, nous verrons tout i heure
que, dans le cas correspondant, les adjointes successives obéissent a
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une loi simple. Ce que je vais prouver actuellement, c’est que, si p
n’est pas inférieur 4 2¢4, la méme circonstance se présente non plus
pour la premiére adjointe, mais pour une autre des suivantes.

Je suppose d’abord ¢ différent de 'unité, et p supérieur a 24; car,
p étant premier 2 ¢ ne peut étre égal & 29. La tangente de (2) est alors
7 = 0. On peut appliquer 4 I'adjointe S' le méme calcul; par suite,

si ¢ est 'entier contenu dans £, on pourra poursuivre ainsi jusqu’a
p p ]

I'adjointe de rang (¢—1), pour laquelle le tableau des nombres carac-
téristiques ne différera de (1) que par le premier de ces nombres. Ce

. . — (- . , .
premier nombre sera manifestement ’L(—q—'£1 - Ce nombre étant in-

férieur 4 2, on voit que, pour I'adjointe de rang ¢, la tangente est la
droite z = o, ce qui est conforme 4 la proposition annoncée.

Je suppose, en second lieu, g=1 et pZa. Il est clair qu'en appli-
quant successivement la formule (2), on trouvera, pour I'adjointe de
rang (p — 2), le tableau suivant des nombres caractéristiques :

3 —grevy

2, & Pe,
I LA qs

En répétant ensuite un raisonnement du n° 3, et désignant par ¢, l'en-

tier contenu dans g—‘, on trouvera pour I'adjointe de rang (p+1¢,—1),

le tableau

2

p—(h—="g9 P P:

—_— it A | -

9 92 4.

ot la premiére fraction est inférieure 4 2. Donc, pour I'adjointe sui-
vante, la tangente passe au point Q.

Dans le cas actuel (g =1), le premier exposant fractionnaire du

développement (1) est p + ?, et le rang de I'adjointe considérée est

(p +t,). Dans les cas précédents (g > 1), le premier exposant fraction-
naire était ;3, et le rang de I'adjointe, dont la tangente passe en Q,

était le nombre ¢. D'aprés cette remarque, on peut réunir les résul-
lats précédents dans 1'énoncé suivant :

TraroriMe XVII. — A un systéme circulaire de la courbe initiale S,
r’ayant pas pour origine un point des droites P, Q, et n'ayant
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pas pour tangente une droite passant & 1’intersection Q de P et Q, cor-
respond, sur une des adjointes successives, un Systéme circulaire dont
la tangente passe en Q1. Le rang de la premiére adjointe qui jouisse de
celte propriéié est égal a Uentier contenu dans le premier exposant frac-
tionnaire du développement relatif au systéme circulaire considéré sur S.

Comme on le voit, cette proposition ne s’applique qu’a un systéme
circulaire propre, c’est-a-dire tel que, dans le développement qui lui
est relatif, il y ait effectivement des exposants fractionnaires.

DeuxiimME FoRME : 2C = a'y?+ a”z?.

20. Le calcul n'offrant aucune particularité, je me borne  en écrire
le résultat. De

SRR R CE e
on déduit

Y _[29=p p . p](B).
(4) a—[p—q’ q: q:] (a)

La tangente de (4) étant z=0, on a la proposition suivante :

Takorkme XVIII. — Si un systéme circulaire de la courbe ini-
tiale S a pour tangente une droite passant en Q, le systéme circulaire
correspondant sur Uadjointe a pour origine Q, et pour tangente la.
conjuguée harmonique de celle de S, relativement auzx droites P, Q.

Quant au tableau des nombres caractéristiques, pour S', il est donné
par (4).
Le théoréme X VIII montre que, sila courbe initiale est dans le cas

auquel est appropriée la deuxiéme forme, Fadjointe est dans le cas cor- -
respondant i la troisiéme forme.

TROISIEME FORME : 2C = gx® -+ a’y?,

En supposant toujours I’équation (3) pour le systéme circulaire con-
sidéré, je trouve

(5) z=[v_—z, ... &] (E)
K P 9 9o \Y
Journ. de Math. (3¢ série), tome IL. — AvaL 1876. 18
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La tangente de (5) est la droite x = 0, conjuguée harmonique de
y = o relativemeut aux droites P, Q. Par suite, l'adjointe St est dans
le méme cas que la courbe initiale S. En appliquant successivement ce
résultat, on voit que la droitex =0 est la tangente de toutes les ad~
jointes de rang impair, ety =0 la tangente de toutes les adjointes de
rang pair. En outre, le tableau des nombres caractéristiques reste con-
stamment le méme, sauf en ce qui concerne le premier de ces nom-
bres. Ce dernier est successivement, pour la courbe initiale et les ad-
jointes de rang 1, 2.5 iyees ’

P, 3P—9, 3p—29 ..., p+ilp—q),
q P p—9q g+ilp—1)

Aipsi :

Tatorime XIX. — Siun systéme circulaire de la courbe initiale S
a pour origine le point Q et une tangente différente de P et Q, il en est
de méme des systémes circulaires correspondants, sur toutes les ad-
jointes successives. Pour ces systémes, les deux termes de la premiére
fraction caractéristique croissent en progression arithmétique de méme
raison ; les autres fractions caracteristiques restent toujours les mémes.

Sous une autre forme, on peut dire que les ordres de multiplicité de
ces systémes circulaires forment une progression arithmétique, et que
la somime des ordres des contacts de leurs branches avec leurs tangentes
reste constarnte.

En effet, la somme des ordres de ces contacts est tonjours

(P—9): 929

et l'ordre de multiplicité du systeme circulaire de 1'adjointe de rang

est .
99192 --9s+ P — 0992 qs

Les théoremes XVII, XVIII et XIX font connaitre, pour une adjointe
de rang quelconque, le systéme circulaire qui correspond & un systeme
circulaire de la courbe initiale, §'il est dans un des cas qui correspon-
dent aux formes 1, 2, 3. En effet, le théoréme XIX fournit la solution
de celte question pourle cas de la troisieme forme; et Jes théorémes XVII
et XVIIL prouvent que, si, pour le systéme circulaire initial, on se

v ' ' s DRIREREEN]
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trouve placé dans le cas de la premiére ou de la deuxiéme forme, on
est ramené au cas de la troisi¢me forme pour le systéme circulaire cor-
respondant sur une des adjointes suivantes. '

QUATRIEME ET CINQUIEME FORME.

21. On trouve aisément les résultats compris dans les théorémes ci-
aprés:

Tatorkme XX. — Sila courbe initiale comprend un systéme circu-
laire dont Uorigine soit sur une des droites P, Q, le systéme circulaire

correspondant sur I'adjointe @ méme origine, méme tangente et mémes
nombres caractéristiques.

Takorkme XXI. — Si la courbe initiale comprend un systéme circu-
laire dont Uorigine soit le point Q et la tangente une des droites P, Q,
le systéme circulaire correspondant sur 1 ‘adjointe @ méme origine,
‘méme tangenie et mémes nombres caractéristiques.

SIXIEME FORME : 2C = 2byz.

Ici, comme au n°8 (§11), on doit distinguer plusieurs cas, et 'on
est conduit, en conservant les notations du n° 8, aux résultats sui-
vants :

1° Sigz 2, le systéme circulaire se reproduit tel quel dans I'adjointe.

2° St ¢ =1, p=2et p,2 q,, on a pour 'adjointe un systéme circn-
laire dont Jorigine est Ja méme et dont la tangente est différente. Ce
systeme circulaire est donc dans le cas auquel est relative la quatriéme
forme.

3°Sig=1, p=aetp, < q,, on a pour I'adjointe un systéme circu-
laire, qui est dans le premier des cas relatif 4 la sixiéme forme.

On a donc l'énoncé suivant :

Tutoriwe XXI1. — 8ila courbe initiale comprend un systéme circu-
laire dont la tangente soit la droite P et dont Uorigine ne soit pas en Q,
il y correspond, sur les adjointes successives, une suite de systémes cir-

18.
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culaires ayant méme origine, méme tangente et mémes nombres carac-
téristiques; et cela, & partir de la courbe initiale ou de la premiére
adjointe, suivant que l’ordre des contacts des branches du systéme ini-
tial avec P est différent de l'unité ou est égal a l'unité.

22. Des divers théorémes précédents résulte la conclusion sui-
vante :

Tatorime XXIII. — A partir d'un certain rang, tout systéme cir-
culaire propre d’une adjointe d’une courbe quelconque est dans un des
cas suivants :

1° Son origine est en Q et sa tangente différente de P et Q.

2° Son origine est sur une des droites P, Q, et sa tangente différe
de cette droite.

3¢ Son origine est en Q, et sa tangente est une des droitesP, Q.

4° Sa tangente est une des droites P, Q, sans que son origine soit
en Q; de plus, Uordre du contact de chacune de ses branches avec la
tangente est différent de l'unité.

4 partir du méme rang, les systémes circulaires correspondant
ceux qui sont dans un quelconque des trois derniers cas ont, sur toutes
les adjointes suivantes, méme origine, méme tangente et mémes nombres
caractéristiques.

Les systémes circulaires correspondant & ceux qui sont dans le pre-
mier cas suivent la loi marquée par le théoréme XI1X.

Voici maintenant une remarque qu’il est essentiel de faire pour éta-
blir entre les transformées, obtenues au moyen d’une conique toujours
la méme, et les adjointes, une différence importante. Pour les trans-
formées, il s’introduit, 4 chaque rang, de nouveaunx points surla co-
nique de transformation. Pour les adjointes, au contraire, le fait ana-
logue ne se produit pas. En effet, le résultat du n° 49 montre gu’une
branche simple ne peut conduire, pour I'adjointe, a2 une branche dont
la tangente passe en Q. De la sorte, les systémes circulaires des-quatre-
catégories mentionnées au théoréme XXIII, et qui existent dans I'ad-
jointe a partir de laquelle s’applique ce théoréme, sont, & partir de
cette adjointe, en nombre définitif. Pour cette raison, les degrés et les
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classes des adjointes successives suivent toujours une loi uniforme,
ainsi que je vais le prouver.

Pour y parvenir, on pourrait appliquer aux adjointes les calculs
faits précédemment (§ III) pour les transformées, en y introduisant
des modifications trés-simples. Au lieu de suivre cette voie, je puis,
grice & la remarque précédente, obtenir trés-aisément ce résultat
comme il suit, '

Je considére I'adjointe S 4 partir de laquelle s’applique le théoréme.
Soient m son degré, ¢ sa classe. Le nombre total de ses intersections
avec P et Q est égal 2 am; le nombre total des tangentes qu’on peut
lui mener de Q est c. Je vais compter de méme ces nombres pour la
premiére adjointe S* de cette courbe, en les dénotant param, et c,.

Considérons I'ensemble des systémes circulaires de S, qui sont dans
la premiére catégorie mentionnée au théoréme XXIII. Soient R la
somme de leurs ordres de maultiplicité, et & la somme des ordres des
contacts de leurs branches avec leurs tangentes. D’aprés le théo-
réme X1X, les nombres analogues, pour S', sont R + & et &. Ces sys-
témes circulaires figurent, dans le nombre tota] des intersections de S,
avec P et Q pour 2R unités. Leurs correspondants figurent pour
2 (R + &) unités dans le nombre total des intersections de §' avec P
et Q. Quant aux systémes circulaires de S, qui sont dans une des trois
derniéres catégories du théoréme XXIII, ils figurent pour le méme
nombre d’unités dans les deux nombres ci-dessus. On a donc

aAM, = 2m + 2 4.

Dans le nombre total des tangentes menées de Q 4 S, les systémes
circulaires (R, &) figurent pour R + & unités. Leurs correspondants
figurent, pour R + a4 unités, dans le nombre des tangentes menées
de Q 4 S'. Quant aux autres, ils figurent encore pour autant d’unités
dans les deux nombres; donc

Cy=¢C -+ &.

Et, puisque le nombre & se conserve dans toutes les adjointes sui-
vantes, on a,.pour I'adjointe de rang i,

m=m+4i&, c;=c -+ ia.
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Ainsi :

Trionime XXIV. — A partir d’un certain rang, les degrés et les
classes des adjointes successives d'une courbe quelconque forment
deux progressions arithmétiques de méme raiso.,

Voici une autre conséquence. Je me reporte 4 la formule qui donne
le nombre des points d'inflexion d’une courbe (n° 16, §I11). Soit N le
nombre des points d'inflexion de S, sauf ceux qui coincident avec {,
et soit N, le nombre analogue pour S;. Je trouve la relation

Trtorime XXV. — A partir du méme rang, les nombres de points
d’inflexion des adjointes successives, qui ne coincident pas avec le point
d’intersection des droites de transformation, forment une progression
arithmétique de méme raison que les degrés et les classes de ces
courbes.

Au moyen des résuliats ci-dessus, on peut calculer aussi le nombre
des points doubles ordinaires qui snbsistent dans une adjointe quel-
conque. Pour y parvenir, il suffit de faire usage d’une formule conte-
nue dans mon Mémoire sur les points singuliers, et qui fournit, en
fonction des nombres caractéristiques, I'abaissement que les systemes
circulaires produisent dans la classe d’une courbe. Je ne reproduirai
pas ici ce calcul, et je me contenterai d’énoncer le résultal :

TaEorimE XXVI. — A partir du méme rang, les nombres de points
doubles des adjointes successives, non situés sur les droites de transfor-
mation, forment une progression arithmétique, dont la raison est diffé-
rente de celle des précédentes.

Il y a des cas on le nombre &, qui est la raison des précédentes pro-
gressions, est oul. Alors les degrés, les classes, les nombres de points
&'inflexion sont constants. Dans ce cas aussi, comme on pouvait s'y
attendre, la raison de la derniére progression est aussi nulle. Celte rai-
son est, en effet, le produit de & par un nombre positif, qui dépend
de plusieurs éléments assez complexes.

Yai fait remarquer précédemment que la figure formée par une
courbe et ses adjointes successives est corrélative de la figure formée
par une courbe et ses développées successives. Par suite, des théo-

oo oy IR
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rémes XXIV, XXV et XXVI, on peut conclure le suivant, dont une -
partie est contenue dans mon Mémoire déji cité : '

Tukorime XXVIL. — A partir d’un certain rang, les developpées
successives d’une courbe algébrique quelconque jouissent des propriétés
suivantes :

Leurs degrés, leurs classes, les nombres de leurs points de rebrousse-
ment non a Uinfini et dont les tangentes ne sont pas isotropes, et les
nombres de leurs sommels, forment quatre progressions arithmétiques
de méme raison.

Les nombres de leurs tangentes doubles et de leurs normales doubles,
en des points non & Uinfini et non isotropes, forment deux progressions
arithinétiques, dont la raison commune est différente de celle des pro-
gressions précédentes.

Je vais compléter les théorémes précédents en indiquant comment
est déterminé le rang qui y figure. D’aprés les résultats ci-dessus, on le
trouve facilement comme il suit, pour les adjointes :

Trtorime XXVIIL. — Le rang de la premiére adjointe a partir de
laquelle s'appliquent les théorémes XXI1I, XXIV, XXV et XXV1
se calcule de la maniére suivante : '

1° Sila courbe initiale comprend des branches superlinéaires dont
les origines ne soient pas sur ine des droites de transformation P, Q, et
dont les tangentes ne passent pas au point Q d’intersection de P et (),
considérez les développements relatifs a chacune de ces branches su-
perlinéaires, et prenez, dans chacun d’euz, le premier exposant frac-
tionnaire. Le rang cherché surpasse d’une unité Uentier contenu dans
le plus grand de ces exposants. (Ces développements doivent étre faits
suivant les puissances d'une des coordonnées, de telle sorte que le pre-
mier exposant ne soit pas inférieur 4 I'unité.)

2° 8i la courbe initiale ne comprend pas de telles branches, et
qu'elle ait des tangentes passant en Q, dont les points de contact ne
soient pas Q, et qui ne se confondent ni avec P ni avec Q, ou bien si ces
tangentes se réduisent aux seules droites P et Q, mais qu’en méme teinps
il y ait au moins une branche ayant, avec une de ces droites, un con-
tact du premier ordre, ou un point qui ne soit pas Q, le rang cherché
est égal & 'unité.
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3° Dans les autres cas, le rang cherché est zéro; les théorémes con-
sidérés s'appliquent alors a partir de la courbe elle-méme.

Pour obtenir le rang a partir duquel s’applique le théoréme XXVII,
il suffit de faire usage du théoréme XX'VIII, en substituant 4 la courbe
proposée une corrélative. On obtient ainsi le résultat suivant :

Tréorime XXIX. — Le rang a partir duquel s’applique le théo-
réme X XVII peut se calculer ainsi : considérez les points de la courbe
proposée, non a Uinfini, ot passent des branches dont les tangentes ne

soient pas isotropes et satisfaisant, en outre, a l'une des deux condi-
tions suivantes :

1° Soit g le premier nombre caractéristique de 'une de ces branches

(elle peut étre simple si ¢ =1); le nombre q est différent de (p —1);

s
2° Ou bien, sile premier nombre caractéristique est P'L—! (p' étant
un entier), la branche doit admettre au moins un second nombre ca-

racteristique, ’f
Sila courbe contient de tels points, le rang cherché surpasse d’une

unité le plus grand des entiers contenus dans les nombres tels que —£
et (p’ + ?) .
1

8i la courbe ne contient pas de tels points et qi’elle ait des branches
infinies, non paraboliques, et dont les asymptotes ne soient pas isotro-
pes , ot bien si elle a des branches infinies dont les asymptotes soient
isotropes et que ces branches aient avec ces asymptotes des contacts
du premier ordre , le rang cherché est égal a Uunité.

Dans les autres cas, le rang cherché est nul. Le théoréme XXFP 11
s'applique alors a partir de la courbe proposée elle-méme.

J'ajoute la remarque suivante. Si I'on considére une courbe dont les
points s’associent deux & deux, de telle sorte que la normale en deux
points associés soit la méme, on ne doit pas appliquer 4 une telle courbe
le théoréme XXIX. L’application doit en étre faite 4 la courbe, lien
des milieux des segments compris entre les points associés de la pro-
posée.




