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SUR LA THÉORIE DES PERTURBATIONS. 4 U 

Extrait d'une Lettre à M. Hermite, relative à l'application 
des fonctions elliptiques à la théorie des perturbations; 

PAR M. HUGO GYLDÉN, 
Directeur de l'Observatoire de Stockholm. 

N'ayant jusqu'à ces derniers temps fait que des applications de la 
formule (4) {voir les Comptes rendus du 26 avril 18^5), il m'est entiè-
rement échappé que l'argument du facteur j 1 4- (Φ) cosfax -4- (A)] j 
de la formule (5) ne doit pas signifier l'intégrale elliptique, mais la 
limite à laquelle on parvient par les procédés suivants. 

La seconde des équations 

sin2 ama = 2 , \ r
j- — V — μ, 

cos 1 am u — 7—ΐ ,·—* r = -, -

peut évidemment être remplacée par la suivante : 

tangamu = y t _ k tangamw,. 

Supposons, de plus, am(K, - u'J — 2amM*2,on aura de la même 
manière 

tan g ami/, = y/j
 +

 tang am «
2

, 

et ainsi de suite. Par de telles opérations, on parvient rapidement à 
une certaine limite (M) des variables amw',, anu/

2
, ..., dont la valeur 
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peut être calculée à l'aide de la formule 

tang(») = v/|r+*.) (■ + *' ίί-τπ^ττ farjgam"· 
Au moyen de cette équation et des relations connues entre l'ampli-

tude et l'intégrale elliptique, on déduit facilement les relations entre 

les arguments (u) et χ en forme des séries, et par conséquent il est 

aussi facile d'établir des formules destinées à transformer une expres-

sion développée suivant l'argument (M) en une autre dont l'argument 

serait x. 
Parmi les relations mentionnées dont le nombre est très-grand, je 

veux réciter un seul résultat numérique. Dans tous les calculs qui 

avaient pour objet les perturbations cométaires, j'ai adopté les valeurs 

log£ = 9,99736685 — 10, 

et par conséquent 
logA, = 9,9042551 — 10, 

LOG^
2
 = 9,4OI833O — 10, 

LOGIJ — 8,215765 —10, 

logX', = 5,8295 — 10, 

lesquelles me donnaient 
» 

(1/) = χ — 26a36? 58 sin ix 

— 11286,05 sin ί\Χ 

~r i6i8,5osin 6r 

-H 198,96 si» 8Λ· 

— 84,35 sin ιοχ 

-t- 1,04 sin 12x 

-+■ 3,87 sin ι^χ 

— o,5a sini6.r 

— O, 16 sin Ι8Λ: 

+ o,o5 sin 202? 

H- 0,01 si»22a-. 
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Il nie reste maintenant à transformer le produit 

[ι — k, sin am (Κ, — u, )] [ι — k
2
 sin am (Ko — ι/2Ί]... 

eu fonction de l'argument (H). Dans ce but, je fais la remarque que 

ι — k, sinam(K, — «,) 

= ι — k. cos 2 am u. — ι — k, —; — r-r 
ι-t-A, A,— [k, -H- A,) sinam(K

s
 — u',) 

ι — Aι sin am ( Κ, — 1 

Or, posant κ2 = r—r·, nous aurons 

[i — k
t
 sinam(K, — m,)] [i — k.

2
 sin am(K

2
 — m'

2
)] 

= (i + k,k
3

) [ι — κ, sinam(K
2 — «2)]· 

Par des opérations tout à fait semblables, on parvient à la formule 

[ι — z
2
sin(K

2
 — w

2
)] [i — k, sinam(K

3
 — //,)] 

= (ι -+- z
2
k

3
) [ι — κ

3
 sin am(K

3
 — "

3
)j, 

ou la quantité κ, s'obtient au moyen de l'équation 

*2 + A
3 

3 1 -H y-t A
3 

Un a donc, en multipliant ces deux résultats, 

[I — k, sin (K, — M, )] [I — k
2
 sin(K

2
 — M'

2
)] [I — k

3
 sin(K

3
 — M

3
)] 

= (i -+- k, k
2

) (ι -+- κ,£
3

) [ι — κ
3
 sin am(K, — u"

3
)J. 

De la même manière, on pourrait répéter ces transformations, par les-
quelles on parviendra à ce résultat 

[i — k
t
 sin(K, — «,)][i — A-

2
 siu(K

2
 — tt'

2
)]... 

= (i H- k, A
2
)(I -+- K

2
Aj). . .[[ — (*) cos a (M)] [*], 

où l'on a désigné par (κ) la limite des quantités κ2, κ8, .... 

[*] On peut encore remarquer l'équation 

(. + A, A,) (i + „A,)■. . = (~ ~ '*') '· · ' · 

5a . 
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Au lieu de l'équation (5), nous aurons maintenant 

m, (ι—Λ,) (ι — A,). . . ι—(x)cosa(e)' ' L \ J (. jji> 

dont les puissances négatives et fractionnaires se développeront aisé-

ment suivant l'argument («), après quoi, par une opération très-facilei 
on pourrait introduire l'argument χ au lieu de (M). Par cette dernière 

opération, on obtient des séries généralement encore plus convergentes 

que celles dont l'argument est (u). 
Cependant, on parvient directement à un résultat semblable en par-

tant de l'équation (4). On est donc en état de choisir'entre deux for-

mules de départ, lesquelles diffèrent l'une de l'antre par les valeurs 
des coefficients constants et par les définitions des variables. Pour 

mieux juger leurs avantages, on doit remarquer que, dans les cas dif-
ficiles à traiter, la valeur numérique de (Φ) est un peu moindre que 

celle de Φ, ; mais, d'un autre côté, que (κ) est toujours un peu plus 

grand que R,. 
Je vous demande maintenant, Monsieur, la permission de vous pré-

senter une petite application numérique des formules mentionnées dans 
ce qui précède. Pour ce but, je reprends dans le calcul des perturba-
tions delà comète d'Encke produites par Jupiter l'expression suivante : 

(Δ)| = 45,85i28o ~t- 4^,776934 cos ξ — 3,208675 sin ξ 

— °'977'9^ C0S2^ ~ °,3a6279s'na? 
-+- 0,027577 cos3£ -+- ο,oa453a sin3| 

— 0,000661 cos4ξ — o,ooi43osin4£ 

où l'on a désigné par (Δ), la dislance mutuelle entre la comète et 
Jupiter, la comète restant dans une portion de l'orbite voisine de 

l'orbite de la planète, et par ξ l'angle c' -+- F = c' ■+■ 2i2°i 8', c'-h ̂  π 

étant l'anomalie moyenne de Jupiter à l'instant du passage de la co-
mète par le périhélie. On a, de plus, supposé une valeur numérique 
spéciale pour l'anomalie partielle, laquelle a été introduite dans l'ex-
pression générale pour (Δ)|. Par une transformation très-facile à effec-
tuer, on obtient 

(±)j r_„ 
ι o,o43?.83 cos ξ o

f
0x8066 sln ξ 

= 46,769689 -+· 45,786892 cos ξ — 2,378345 sin ξ -t-E, 
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Ε désignant la somme de termes très-petits de l'ordre e'1 et dépendant 

de οο83ξ, sin3£, dont la valeur numérique est toujours au-dessous 
de o,o5. 

Soit maintenant 

Τ, = 46,769689 -+- 45,766892 cos£ — 2,378345 sinÇ; 

n 
on voit aisément que le développement des puissances T, J suivant 
les multiples de ξ n'est pas assez convergent pour servir comme point 
de départ pourjes calculs numériques. En effet, posant 

m0 = 46,769689 et -4 — 1 + Φ cos (ζ + Λ), 

ο» a 

Φ = ο,979
2
^69ι Α = 2°58'36",ο2. 

LJar l'introduction d'un nouveau paramètre β déterminé par l'équa-

tion Φ = - on obtient 

(ÏO = ? P = °.6I4925· 
[1 ■+■ 2β cos(5 -+- A) + β']* 

Faisons maintenant usage des transformations auxquelles donne 
naissance l'introduction des fonctions elliptiques. Pour ce but, nous 
supposons 

ξ — 2 am ̂ χ (mod. 4), ψ = am ^ — 7.^mod. Is, = -—^ J. 

après quoi l'on aura 

^ ' \m'. / \i — Α.ΦΟΟΪΑ/ Y 

Φ, = 0,8274645, A, = 90 46'5", 2D. 
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Soient Φ, = βι = °i5a99io5; on obtient 

(Ι — λ, Φ cosA)2 [Ι 4- a PI sin (ψ — Α, ) -i- PJ]1 

Jetant un coup d'œil sur les valeurs de β et de β,, on sera convaincu 

que les développements suivant les multiples de ψ seront essentielle-

ment plus convergents que ceux qui procèdent suivant les multiples 

de ξ. On obtiendra des séries encore un peu plus convergentes en 

introduisant la variable χ an lieu de ψ; mais cette proposition est diffi-

cile à démontrer d'une manière purement analytique. 
A partir de l'expression {&,), on déduit aisément des formules nou-

velles, dans plusieurs cas très-importants, peur les calculs numériques. 
Par exemple, en observant que la différence Φ, cosA, — k

t
 et la 

quantité Φ, sin A, ont des valeurs numériques assez petites, on peut 

développer T, 2 suivant les puissances ascendantes de 

v (Φ, cos Λ, — )sin·} — Φ, sin Λ, cosf 

dont la valeur numérique dans notre exemple ne surpasse pas 0,2686537. 

Au lieu de la formule (Λ,*!, nous aurons maintenant 

π η 

w
 κ

φ L'-;v+-^rv ~'"J' 

dont les différents termes, multipliés par le facteur
 + ' P

eu
" 

vent être transformés en séries trigonométriques ayant pour argument x. 

Nous travaillerons, moi et mes aides, à des Tables destinées à con-

vertir les fonctions 

\i -4- /·, βΐηψ/ (ι 4- δΐηψ)'" et 
cos) , 

(ι — X'î ίΐηψ1)' (ι H- sin-ψ)' 

en de telles séries. 
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En continuant les transformations successives de Φ et A, on trouve 

Φ
2
 = 0.7294278, Λ2 — ι3.36.24,58, 

Φ
3

== 0,721883o, À
3
 = i3.54·54,99, 

Φ
4
 = (Φ) = 0,7218712, — (Λ) = i3. 54.58,23. 

Craignant d'abuser de votre indulgence, j'ose ajouter comme exem-
ples deux résultats numériques du calcul des perturbations de la co-
mète d'Encke. Le premier donne des inégalités en longitude du pé-
rihélie produites par Jupiter, l'autre celles qui sont produites par la 
Terre. Dans les deux cas, on a regardé seulement des portions de l'or-
bite cométaire'dans lesquelles les rapprochements les plus sensibles 
entre la comète et les corps troublants ont lieu. 

Τ — dr. — 
sj I — c* 

M'A 4-2^8,69COSFCR
3 

476,30 COS 2 X COS W
3 -H284,09cos4rcosw., 

— 3i .37COS6xcosw3 

— 35,o3cos8xcosw3 

-H 39,7 I COS 1 OXCOS&>3 

20,94COSI 2XCOS«3 4- 7,38cos i4*cc0Sw3 
— 1,39cosi6xcoswj 
— O,25COSI8XCOSW

3 

4- o,3ocos2oxcos&>
3 

Ο, ! OCOS22XCOS«3 

-i-32,I7COS2u 

75,78COS2XCOS2W
3 -1-88,53 cos 4·^ cos 2 6)3 

—71 ,56COS6XCOS2W
5 

-h4Oj5oCOs8xC0S2&)3 

] 5, l4cOSIO.rCOS2«3 
H- I,3lCOST2X0OS2w

3 

4- 2,85 COS 1 COS 2 &>3 

2,64 COS Τ6.XCOS2 ίΰ3 
-h r ,4OCOSI8XCOS2W

3 

0,49cOS20XCOS2Wj 
4~ 0,09COS 2 2X COS 2ω

3 

// 
— i,9ocos3wa 

-+- 2,79COS2XCOS3W
3 

4- 0,91 cos4^cos3w
s 

— 6,79cos6xcos3w
3 

-+- 9,92COS8xcos3WJ 

9,26COS!OXCOS3&>3 
-h 6,24cos i2.rcos3w3 

— 3,o6cos i4-^cos3&)j 
4- O,95COSI6xcos3W

3 

4- o,o3cosi8XCOS3&>
3 

0,27 C0S20XC0s3w
n 

4- 0,22 COS22XCOS 3W3 

V 

—0,94 COs4«s 
4-2,43 COS 2 X COS 4 W3 

—3,29 cos4-;rcos4 ω. 
4-3, I5COS6XCOS4W3 

— I ,94COS8XCOS4 ω
3 

4-Ο,42 COS I OX COS4W
3 

4- o, 66 cos r 2 χ cos4"3 

1 ,o4 COSl4^COs4w3 
4-0,890051 6XCOS4W

3 

—o,55cosi8 rcos^w, 

4-0,24C0S20XC0S4»3 
Ο,O6COS2 2 X COS4

F

"3 

II 

—o,o5 COS5W3 

4-0, I8COS2XCOS4W
3 

—0,41 cos4';rcos5&), 
4-O,72COS6XCOS5&»

3 

—0,89 cos8xcos5w3 

4-0,85COSI O,rcos5o>
3 

0,6l COS I 2.TC0S 5fr\, 
4-0,3ocos 14 XCOS5W3 

—O,O5COSI6XCOS5W
3 

—O, o8cos 1 8XCOS5W3 

-1 - Ο, I I COS20XCOS5W3 

—O,O9C0S22XCOS5W3 ...................... 
—3o3,63sin 2XCOSW

3 

4-3gi ,76sin4';rcosw3 
«— 239,63 sin 6 χ cosw

3 

4-109,46 sin 8XCOS6>
3 

— 33,o3sin roxcoswj 
4- 2,4osin i2xcos<wt 

-4 3,7 1 sin (4xcos<u3 

— 2,78sin i6xcosai3 

4- 1,02 sin I8XCOSW
3 

— 0,17 sin 20 xcoswj 
— o,o5sin22xcosfc>3 

4-38,65 sin 2 χ cos 2 ω
3 

—36,36SIN4^ COS2W
3 

— 3,7 1 sin6xcoS2w
3 

4-20,97 sin8xcos2a)
3 

—- 21 ,62SiniOXCOS2 6>
3 

— 13,76 sin i2xcos2ft>
3 

— 6,17 sin 14 cos 2 w
3 

4- 1,76 sin i6XCOS2w
3 

— o,02sin I8XCOS2W3 

— o,3î sin 20xcos2j&>3 

4- 0,22sin 22XCOS2&>3 

4- i2,56sin2xcos3w
3 

—19,43 sin /\x cos 3ω
3 

4-17,16 sin 6xcos 3 &)
3 

— 10,57 sin 8x cos 3 ω
3 

4- 3,75sinioxcos3&>j 
4- o,49«in i2xcos3w

3 

— i,g5sin i4rcos3w3 

4- ι, 7 5 sin 16 χ ros 3t»>3 

— i,o3sin i8xcos3w
a 

4- o,43sin2oxcos3&>
3 

— o,iosin22xcos3o)3 

4-o,29sin2xcos4w3 

— 1, i8sin4^cos4 
4-2,52 sin6xeos4w

3 

—3,28sin8xcos4w3 

4-3,07sinioxcos4«3 
—2,i6sini2xcos4»3 
4-1,1 osin r4^cos4«3 
—o,3isini6xcos4&>3 

— o,ogsin i8xcos4&>3 
4-0,19510 2oxcos4*>3 
—o, ï5sin2?.xcos4&>3 

—o,3osin 2Xcos5 &>3 

4-0,5i sin4xcos5w
3 

—o,49sin6xcos5ti3 

4-o,23 sin8xcos5t*>
3 

4-0,11 sin ioxcos5w3 

—o, 36 sin 12 χ cos 5ω3 

H-o,44sin f4-;rcos5w3 
—0,37 sin i6x cos 5ω3 

4-o,23sin 18xcos5u., 
—o,iosin20xcos5w3 

4-0,02 sin 22xcos5wj 
...................... 
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Les calculs numériques sont effectués par M. Asten. (Voir Mémoires 
del'Académie de Saint-Pétersbourg, t. XVIII, n° 10.) 

Dans l'expression précédente, on a posé 

^ f ——— > I = d + 2i2°i8', logk = 9,99736685, 

y hs-,"(-f)'p7""7· 

log / = 8,9402960 — 10, 

η étant le mouvement moyen de la comète et T, le temps du passage 
par l'aphélie. La relation entre ω

3
 et λ est enfin la suivante.: 

sinX = (sini-Wj)2. 

Les calculs des perturbations produites par la Terre sont faites par 

MM. Backlund (un assistant de notre Observatoire) et Bonsdorff (as-
tronome et Directeur de l'Observatoire deJachkent). Ces Messieurs 

ont obtenu le résultat suivant : 

Ψ = -j=== lÎTt — 

6,47 cos fi 

—I 0,58 COS 2 X COSfA 

-h 6>i8cos4«^cosy. 

— 2, J I C0s6-rC05p 

— 0,7OC0s8^C0SfA 

— O, l8c03IQXC0$p 

n 
+ 3,12 COS 2 ρ 

—5,24 COS 2* 2 j* 

+ 3>27 COS 4 % COS 2 fi 

— I
t
44c056xC°S2,a 

+o,56cos8.rcos2p 

—0,I7C0S10XC0S2ft 

* 
-I- I ,o3 COS 3 ft 

— i,83cos2xcos3ft 

+ I,29CO»4^COS3(I 
— Ο, 24 COS 6 X COS 3 ft 

-i-o,32cos8xcos3ft 

—o,i3cos ioxcos3fi 

-+-0,20C0s4p 

—0,3g COS 2 XC0S 4 μ 
+ο, 34 cos4 χ cos 4 μ 

—o,o4cos6xcos4i" 

+0,18 cos 8 χ cos4 μ 
—o,07cosioxcos4p 

................................... 
— 2,83sin2XCOSft 

-+- 3,07sin4xcosft 

— 0,74 sin 6xcosji 

—o,4osin8xcosp. 

— o,iosin loxcosfn. 

— I,o3sin2xcos2ft 

+ I,5I sin4xcos2fi 

—o,67sin6xcoS2ft 

-t-o,3osin8xcos2 μ 

—0,09 sin 10XC0S2 μ 

—ο, 20 sin 2 xcos 3 ft 

-I-o, 32 sin 4 x cos 3 ft 

—o,28sin6xcos3ft 

+o,i5sin8xcos3(t 

—0,07 sin 10 xcos 3 ft 

-f-0,01 sin2xcos4ft 
—o,iosin?xcos4ft 

—o,o4sin6xcos4f 

+o,o3sin8xcos4ft 

—o,o3sin 10 xco$4 μ 
...................... 
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Dans ces formules les variables sont déterminées de la manière sui-
vante : 

■*·"- , | = C'+-47°2O'42",4, log^ = 9,99736685, 

η (t — T
0

) =J[, — e -+- aeA
2
 ^sin am ̂  J 2b. — cosam — ωί/ω, 

4
 =

 y/I et T
0
 désignant le temps du passage par le périhélie auquel 

l'anomalie moyenne c' appartient. 

sin ω = -t- sin ^ ω'2, 

sin é ω'= / sin i λ, log / = 9,8616763 

cos)., = — (cos-^μ)2. 

On a désigné par Ψ0
 la constante d'intégration qui doit être déter-

minée séparément pour chaque révolution de la comète. Or, la quantité 
Ψ„ doit être regardée comme une fonction de x, qu'on peut déter-
miner par la sommation analytique des expressions 

\ cos21 χ 
ΰ
 -+- cos2ix, -t- cosaiar^, -t- ^-cosaijr,, 

\ sin 2ix„ -t- sin iiχ, -+-...-t- sin 2ix
s
_, -f- -g-sin 2ix

3
, 

s désignant le nombre indéterminé des révolutions de la comète à par-
tir d'une époque certaine, et 

1—"Y~~—i' = c* "+" 47°20'42",4, c\ — c0-i- 2-π, 

C2= cn-+- 4-π,... 

Les calculs numériques pour effectuer ces sommations ne sont pas 
encore achevés. Ayant employé dans les deux cas la même valeur nu-
mérique du module des fonctions elliptiques, on a néanmoins obtenu 
des séries suffisamment convergentes; ce qui montre que, dans des 
cas assez différents, on peut se servir d'une seule valeur du module. 
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