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RECHERCHE DES POINTS D UNE COURBE ALGEBRIQUE PLANE, ETC. 37[

Sur la recherche des points d'une courbe algébrique plane, qui
satisfont a une condition exprimée par une équation diffé-
rentielle algébrique, et sur les questions analogues dans
lespace (suite) ;

Pir M. HALPHEN.

§ II.

25. Ce paragraphe sera consacré a des applications de quelques-
uns des théorémes obtenus dans le précédent. Je donmnerai d’abord
une application du théoréme III. Celle que je choisis nous conduira a
une démonstration nouvelle d’une formule qui attira, il y a quelques
années, 1'attention des géométres. Au point de vue du probléme posé
au début de ce Mémoire, cette application présente aussi cette parti-
cularité remarquable, que non-seulement il parait presque impos-
sible de réussir a former I’équation de la courbe @, dont nous allons
chercher le degré, mais qu’il semble méme bien difficile de mettre
sous une forme entiérement explicite 'équation différentielle que je
vais considérer.

Une courbe plane de degré p. est, comme on sait, déterminée par
un nombre P de points,

p=rle+3
2

Je considére I’équation différentielle des courbes de degré p, qui,
dans un plan, passent par P — n = £ points donnés. Les points d'une
courbe S, qui satisfont 4 la condition exprimée par cette équation
différentielle, sont ceux en lesquels il existe un contact d’ordre n
entre S et une courbe de degré ., passant par les & points donnés.

47.



392 HALPHEN.

L’équation différentielle s’obtient en égalant & zéro un déterminant A
composé : 1° de £ lignes telles que

(A) 1 &y gn & o X,y (=120, B,

ol x;, y;sont les coordonnées de l'un des £ points dounés; 2° de la
ligne

(B) L, x, ry, x* .., xytt, %

3° des n lignes (C) formées avec les dérivées 1i¢res, gitmes - piemes Jog
termes de (B).

Sans développer ce déterminant, sans lui faire subir presque aucune
transformation, on va voir qu'il est facile de calculer immédiatement «
et . Jaurai, pour ce calcul, besoin de faire appel 4 la proposition
suivante, que je laisse au lecteur le soin facile de démontrer :

Soit D un déterminant composé de la ligne
2, 20, zh, ..., i

et des n lignes obtenues en prenant successivement les dérivées 1%,
2“me L, 0¥ des termes de la premiére. Soit Q le produit des diffé-
rences des exposants ¢, savoir : '

Q= (¢x~90) (dn=s =~ 90} (91 — §0) (g = ) (gn-s — ¢ )--
> (qﬂ - ‘74)--'(% - fIn-.), .

on a
_nla+n

D= szq :

26. Pour calculer , conformément au théoréme Iil, je subslitue
4y, dans A, un développement procédant suivant les puissances

enliéres et ascendantes de (x —5)% et commencant par une con-
stante, et je cherche la partie principale du résultat. Je pose x — & =z,
Dans la ligne (B), chaque terme de la forme x7, étant développé,
conlient toutes les puissances entiéres de z, depuis la puissance zéro
jusqu’a la puissance g. Chaque terme de la forme x?y? devient un
développement procédant suivanl les puissances ascend:ntes et entiéres
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de 27 .t commencant par une constante. Par des combinaisons li-

néaires convenables, on aménera la ligne (B) 4 se composer de termes

dont les parties principales sont les suivantes :
i 3 b

(B) v, 22, z, 322, 2% ..., z%, Z,

Par ces combinaisons, les lignes (A ) restent composées de constantes.
Quant aux lignes (C’), transformées des lignes (C), elles se composent
des dérivées des termes de la ligne (B’), prises par rapport a z; car
les dérivées, prises par rapport & x ou a z, sont les mémes. Par suite,
les parties principales des termes des lignes (C') sont les dérivées, par-
rapport 4 z, des parties principales des termes de (B’). Donc, aprés la
substilution, la partie principale de A est, & un facteur constant prés,
celle d’'un déterminant formé : 1° d’une ligne dont les termes sont
(n —+1) termes de (B'); 2° de n lignes composées des dérivées succes-
sives des termes de la précédente. Les (n +1) termes doivent étre
choisis dans (B’), de maniére que 'ordre de la partie principale du
déterminant ainsi formé soit le plus petit possible.

Or un déterminant ainsi composé est un cas particulier du déter-
minant D considéré au numéro précédent.

On voit immédiatement que 'ordre le plus petit possible, pour un
pareil déterminant, s’obtient en prenant les (n + 1) termes de gauche
de (B’). Cet ordre minimum ne peut s’obtenir que par cette seule com-
binaison, ainsi que cela résulte de la proposition ci-dessus; donc c'est
bien le degré de la partie principale de Aj; par suite, le degré de la
partie principale de A est

rn 7(n+1) n(n—}-r).

oty i L4 = —
+; = Pl R 2 P = 7

Mais, d'aprés le théoréme 111, ce degré est égal & — —:- Donc

:n(n+l)'

2

27. Pour calculer 8, je substitue 2 , dans A, un développement
procédant suivant les puissances descendantes et entiéres de x, com-
mencant par un terme du premier degré, et, conformément au théo-

240



374 HALPHEN.

reme I11, je cherche le degré de la partie principale dans le résultat.
Le calcul est ici analogue au précédent. Par des combinaisons li-
néaires, je change la ligne (B) en une ligne (B”), composée de termes
qui, ordonnés suivant les puissances descendantes de x, ont les par-
ties principales suivantes :

(B") h-P gRR L at, at

Les lignes (C”), transformées des lignes (C), sont composées des
dérivées des termes de (B”). En répétant les raisonnements ci-dessus,
on voit que le degré de A est celui du déterminant formé avec les
(n + 1) derniers termes écrits dans (B”)et les dérivées de ces lermes.
Ce degré est donc

por(p =) (p—a) o (= ) = T = () ().

D’vaprés le théoréme 111, ce degré est aussi égal 4 3; donc

B=(n+1){p—n).
Y'ai donc la proposition suivante :

Trkorime XI. — Les points d’une courbe plane S, de degré m, en
chacun desquels il existe un contact d’ordre n entre cette courbe et

g(p+3)
2

une courbe de degré . passant par — n points donnés dans

le plan de S, sont les intersections de S avec une autre courbe dont le
degré est

M= M(ﬁn — 1)+ (n+1)(p —n)
(35) r{n—+1) 3
=——F—(m— V4 (1 + 1)

Si1 la courbe S n’a aucune singularité, le nombre des points consi-
dérés est mM. Cest en quoi consiste la formule remarquable 2 laquelle
j'ai fait allusion au début de ce paragraphe (n° 23), et qui est due a
M. de Jonquiéres [*].

{*] Comptes rendus, t. LXIII, p. §23. Foyez aussi une Note de M. Cayley, ibid.,
p. 606.
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28. Les résultats fournis par la formule (35) présentent, dans
quelques c4s, avec |'énoncé du théoréme XI lui-méme, des désac-
cords apparents, dont il ne sera peut-étre pas inutile de dire quelques
mots.

Je suppose, par exemple, p.= 2, n=5. La formule (35) donne
alors

M=15m— 33.

Les points de la courbe 8, dont il s’agit ici, sont ce qu’on appelle,
d’aprés M. Cayley, les points sextactiques. Or on sait qu’ils sont les
intersections de S et d’'nne courbe de degré

M =r1am — 27 [*].

Il y a donc la un désaccord qu'il s’agit d’expliquer. La différence
(M — M) estégale & 3(m — 2). C'est le degré de la courbe fhessienne,
dont les intersections avec S sont les points d’inflexion de S. Cette
circonstance suggére I'idée que, dans ce cas, Ia courbe de degré M se
décompose peut-étre en la hessienne et la courbe de degré M'. Clest,
en effet, ce qui a lieu. A priori, on s'en rend compte en remarquant
qu'une tangente d’inflexion, comptée deux fois, pent étre considérée
comme une conique ayant, avec la courbe, six points d’intersection
réunis au point d’inflexion. Au point de vue algébrique, voici com-
ment cette circonstance est mise en évidence. Si, dans le cas actuel,

d’y
dr?

Voici le résultat, oit jemploie des accents pour désigner les dé- -
rivées :

on effectne le calcul du déterminant A, on y trouve le facteur

LA o
2L
T S S
(36) s=r | T T 2 =y
oy
120 EZ- 2_(:1

Aipsi ’équation différentielle se décompose en deux autres : 3" =o,

[*] Ce résultat est dt A M. Cayley ( Comptes rendus, 1. LXII, p. 5go).
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J = o; par suite aussi, la courbe de degré M se décompose en la hes-
sienne et en une seconde courbe.

29. Je suppose, en second lien, p. =3, n =8, m = 3. 1l s’agit ici,
non plus d'une courbe S, de degré qunelconque, mais d’'une courbe
du troisieme degré. En un quelconque w des points considérés, une
autre courbe 2, du troisiéme degré, a un contact du huitiéme ordre
avec S, tout en passant par un point donné a. Or toutes les courbes
du faisceau, déterminé par S et X, ont en @, avec S, des contacts du
huitiéme ordre. On voit par 12 que chaque point, tel que , ne dé-
pend pas du point a. Les points dont il s’agit sont ceux en lesquels
neuf points consécutifs de la courbe S sont les intersections de deux
courbes du troisiéme degré. Mais les points d'inflexion de S satisfont a
cette condition; car, si T=o0 est I’équation d'une tangente d’in-
flexion, toutes les courbes du faisceau S 4-2T® = o ont, avec S, an
point d’inflexicn, un contact du huitiéme ordre. Pour cette raison,
il se présente ici, dans le calcul, une décomposition de I’équation dif-
férentielle analogue a celle du numéro précédent.

Je n'entrerai pas ici dans d’autres détails a ce sujet. Je me contente
«'observer que la formule (35) donne, pour le cas actuel, M = 27. Si
I'on en retranche le degré de la hessienne qui est égal 4 3, on trouve
que les points ci-dessus sont les intersections de la cubique avec une
courbe du vingt-quatriéme degré. Dans le cas d’une cubique de
sixieme classe, ils sont donc au nombre de 3 % 24 = 7a.

30. J'applique maintenant le théoréme V 4 I'équation différentielle
du n°® 25, et je conclus que :

Takortme XII. — Sur une courbe plane, qui ne contient que des
branches simples, et dont la classe et le degré sont ¢ et m, le nombre des
points en chacun desquels il existe un contact d’ordre n entre cette

, . 3 .
courbe et une autre courbe de degré ., qui passe en P—(F—:—) — n points

donnés, est

(37) N= ?—(L')(c— 2m) + (n+1)pm.

2

A cause des remarques du n° 28, pour le cas des points sextac-

' I ' g
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tiques, on devra retrancher 3(¢c — m), et la formule se réduit a
12¢ —15m,

A cause des remarques du n° 29, pour avoir le nombre des points »
d’une cubique de la quatriéme classe, on devra retrancher celui des
points d'inflexion qui est égal 4 3. On trouve alors que le nombre des
points w est égal 4 6 pour une cubique de quatriéme classe.

31. Pour compléter la formule (37), il faudrait tenir compte des
singularités quelconques des courbes S, suivant les principes exposés
aun® 13. Je n’entreprendrai pas de résoudre un probléme aussi diffi-
cile, et je me bornerai & tenir compte des rebroussements ordinaires,
de maniére 4 pouvoir faire I'application du théoréme IX.

Un rebroussement ordinaire est représenté par

x_g—_:ﬁ’ y—n:At’—-}—Bts—l—Ct"-—{—.‘.,

ou, si 'on veut, par un développement de ¥ snivant les puissances
ascendantes et entiéres de (x —-E)%, commencant par une constante, mais
ot manque le terme en (x — ?;')%. En employant ce développement, on
voit, d’aprés le n° 47, que si on le substitue a ¥, dans A, la partie prin-
cipale du résultat sera de I'ordre — Z Par suite, le calcul de y ne dif-
fére de celui de « (n° 268) qu'en ce que, dans la ligne (B’), le terme
dont la partie principale est z manque ici. L'ordre de la partie

. . ’ . . n .
principale du résultat est, par suite, augmenté de 33 par suite,

on a

_a_”__n(n—l).
v= - 2

Donc le théoréme IX donne ici le suivaut :

Takorime XIII. — Sur une courbe, de degré m, de classe-c, ne
contenant que des branches simples et des branches & rebroussement
ordinaire, ces derniéres au nombre de «, le nombre des points en chacun
desquels il existe un contact d’ordre n entre cette courbe et une autre

Journ. de Math, (3% série), tome 1. — NovessrE 1876. 48
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courbe de degré ., qui passe par -‘f(L:_—g—) — n points donnés, est
(38) N="—("—2+—I)(c——2m) + (Il-«}-l)l!}.lll—*—f(—”;_—--l-):..

Pour les points sexiactiques, en tenant compte de la remarque
faile précédemment (n° 28), la formule (38) devra étre réduite a
tac —15m+gv [*] .

Pour les points o (0° 29), on trouvera (ue, sur une cubigue de
troisi¢me classe, leur nombre se réduit a zéro Ce résultat, comme on
le verra plus loin, pouvait étre prévu et sert de vérification (voir
n° 32). )

Connaissant les trois coefficients a, {8, 7 relatifs a 'équation diffe-
rentielle envisagée, je puis, conformément au n° 17, trouver par les
formules (23) les coefficients ', 8/, o relatifs a Iéquation différentielle
qui se déduit de la proposée par une transformation corrélative. J'ob-
tiens ainsi la proposition suivante :

Tasorime XIV. — Les points d’une courbe plane S, de degré m, en
chacun desquels cette courbe a un contact d’ordre n avec une courbe de

. 3 . ; . .
classe p., qui touche '—‘-(i:——] — n droites données, sont les intersections

de S avec une autre courbe dont le degré est
(39) M= [(n. + 1)p -+ ’L”;;ﬁ—)] (m—1) — (n—2)n.

Sila courbe S ne contient que des branches simples et des rebrousse-
ments ordinaires, ces derniers au nombie de v, et que sa classe soit c,
le nombre des points est

a(n—1)

"—(ﬁ:ﬂ]c —n(n—a)m+ ———r.

2 2

(40) N= [(n “+1)u +

La formule (3g) ne parait pas donner lieu & des observations ana-
logues a celles que j'ai faites plus haut (n>* 28 et 29), 4 propos dela

[*] Cette formule coincide avec une de celles qua données M. Cayley (Comptes
rendus, t. LXIIL, p. 10}. M. Zeuthen a également donné cette formule.
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formule (35). Par exemple, pour p= 2, n = 5, elle donne hien
M = 12m — 27, comme cela doit érre.

Mais, pour ce cas particulier, la formule (40) donne i son tour un
résultat en apparence inexact. A la décomposition A en deux facteurs,
dont'un esty” (n° 28), correspond ici une diminution d’une unité dans
le degré deI'équation différentielle par rapport a y”. Par suite, dans e
cas envisagé, le coefficient y n'est pas égal 4 10, comme I'indique la
formule (40), mais il s'abaisse 4 g, comme plus haut.

32. Nous avons trouvé, dans le numéro précédent, que, sur une cu-
bique de troisi¢me classe, le nombre des points o en lesquels neuf points
consécutifs de la courbe sont les pivots d’un faisceau de courbes du
troisiéme degré, se réduit 4 zéro. De méme aussi on trouverait, d’apres
uv autre résultat du méme numéro, que, sur la méme courbe, le nombre
des points sextactiques est également zéro. Ces deux propriétés pou-
vaient étre prévues. On sait, en effet, qu’une cubique de troisi¢mne
classe peut étre, par une infinité de transformations homographiques,
changée en elle-méme. On peut notamment faire en sorte qu’un point
arbitraire m de la courbe (sauf le point d’inflexion et le point de re-
broussement) ait pour transformé un autre poiut arbitraire m’ de
la méme courbe. Si donc un point m de la cabique de troisiéme classe
jouissait de la propriété attribuée aux points w, ou bien encore
était un point sextacliQue, il en serait de méme de tous les points de
la courbe, car ces propriétés se conservent dans toute transforma-
tion homographique. 1l est donc prouvé qu’aucun point de Ia courbe
ne peut jouir de ces propriétés. Pour la méme raison, le nombre des
points d’une cubique de troisiéme classe, jouissant d’une propriété
que n’altére aucune transformation homographique, se réduit tonjours
a zéro,

La méme remarque s’applique 4 toutes les courbes susceptibles de se
transformer en elles-mémes par des transformations homographiques
qui permettent de faire correspondre entre eux deux points arbi-
traires de la courbe. L'étude des lignes qui jouissent de cette propriété
a fait I'objet de plusieurs travaux dus 3 MM. Klein et Lie [*] Parmi

|'] Math. dnn., Comptes rendus, année 1850,

48..
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ces lignes se trouvent les courbes planes dont I'équation homogeéne
est

(41) XPy? = AP,

A étant une constante, Ces courbes ont été aussi considérées par M. Fou-
ret [*]. Quelques mots suffiront a établir la propriété dont il s’agit,
i I'égard des courbes représentées par (41).

Considérons la substitution

(42) x=ax', y=by, z=cz.

La transformée de (41) est

xPy't = :PT; AzPH,

1l suffit donc que I'on ait ¢#*¢ = a? b7 pour que la transformée coin-
cide avec la courbe premiére. Dans cette transformation, le triangle
de référence ne change pas, et les sommets de ce triangle sont les
seuls points qui coincident respectivement avec leurs transformés. Si
dans (42) on suppose que x, y, 2 €t x', ', % soient les coordonnées
de deux points arbitraires m, m' de la courbe (41), ces équations dé-
terminent @, b, ¢, et, par suite, la transformation homographique ;
mais alors la condition ¢™9 = a?}? se trouve satisfaite. Donc on
peut, par une transformation homographique, changer la courbe (41)
en elle-méme, de maniére qu'un point arbitraire m de la courbe ait
pour transformée un point arbitraire m’ de la méme courbe. Iy a tou-
tefois exception pour les sommets du triangle de référence. Je n'au-
rai a considérer ici que les cas ot la courbe (41) est algébrigue. 1l
faut et il suffit pour cela que les nombres p et g solent commensu-
rables. On peut alors, sans restreindre la généralité, les supposer en-
tiers, positifs et premiers entre eux. Alors la courbe (41) passe aux
deux sommets (x =0, z=0) et (y =0, z=0) du triangle de ré-
férence et non au troisiéme. Ces deux sommets sont des points singu-
liers. En (=0, 2==0), la courbe se compose d’un systéme circulaire

[*] Comptes rendus, année 1874,
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de branches ot 'on a r=p, p=¢. En (y =0, 2 =0), on a un sys-
teme circulaire r=gq, p = p. 1l est manifeste que la courbe ne possede
en dehors de ces deux points ni inflexion, ni singularité, car les sin-
gularités se conservent dans toute transformation homographique.

Toutes les fois qu’on considérera une condition que n’altérent pas
les transformations homographiques, les courbes (41) pourront servir
@’utile vérification; car on devra trouver que les points satisfaisant a
la condition y sont tous réunis aux deux points singuliers. Pour cette
“vérification, on aura besoin de connaitre la classe de la courbe (41).
Or cette courbe jouit encore de la propriété de se reproduire elle-
méme par des transformations corrélatives qui n’altérent pas le triangle
de référence. Cetle propriété, qui a été signalée par les auteurs pré-
cités, se démontre aisément. Je ne m’y arréte pas. Je me borne a faire
remarquer que les deux points singuliers, dans ces transformations,
se permutent entre eux. Je ferai a la courbe (41) 'application des
théorémes VIIT et X,

33. Pour appliquer le théoréme VIII, il nous faut connaitre le
nombre i’ relatif 4 la courbe (41). D’apreés la définition de i, ce sera
{p — g) ou (¢ — p), suivant que le premier ou le second de ces nom-
bres sera positif. Soit ¢ < p, on aura

N=(a+f)lp+q)+7(p—q):
Or (@ + ) est essentiellement positif, ainsi qu'on I'a vu an n° 17.
Quant a 7, c'est le degré de l'équation différentielle relativement

, dy . . » . .
a == Donc y est aussi positif et-ne peut étre nul; donc N ne peut ja-

wais étre nul. Rapprochant ce résultat de celui du numéro précédent,
je conclus que :

A Uexception de ’équation % = o (4 laquelle le théoréme VI1II ne

s'applique pas), il n'existe aucune différentielle algébrique du second
ordre, qui se reproduise elle-méme par toute transformation homo-
graphique.

34. Yapplique maintenant & la courbe (41) le théoréme X, relatif
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i une équation différentielle du troisiéme ordre. Soient X, p et ', p

P —% et a2 =2%. 0On aura, théo-
r P q

les coefficients qui correspondent i :

réme X, -’
N={(a+B)(p+q)+2p—q +p(2p— 1)

3
(4%) +¥(q—p)+p(ag—p)

Je vais chercher s'il est possible qué I'équation différentielle con-
sidérée se reproduise elle-méme par les transformations homographi-
ques. Si cela est on devra, d’aprés le n° 32, avoir N = o, quels que
soient p et g, entiers, positifs et premiers entre eux. On aura donc
nécessairement .

e+ B+r+2p—2 — p=o,

«a+f—d—p +XN+o2p =o0;

d'ou je conclus
2k + 3p =2} + 3y’

Soient m, m' les sommets du contour (C) (n°21), dont les coordon-
nées sont, pour m, u=»Xx -+ 1, v= X+ 2p, et, pour m', w =N+,
o =X + ap’. La derniére relation doone u + ¢ =u' + ¢'. Les
points m, m’ doivent donc étre situés sur une méme paraliéle a la droite
u + v = o, ce qui ne se peut, & cause des limites de la partie utile du
contour, sans que m et m’ coincident. Mais les points m, m’, qui cor-
respondent & deux valeurs réciproques de%, aussi écartées que l'on
veut, puisque p et ¢ sont arbitraires, ne peuvent coincider que si la
partie utile de (C) se réduit & un seul sommet; mais alors A se réduit
i zéro. Cette supposition, jointe & p' = p, réduit (43) a la forme

N=(x++u)p—q)

Or (a + B) ne peut étre négatif (n® 17); quant a g, c'est un nombre
cssentiellement positif, qui ne peut étre nul. C'est, en effet, le degré

’e . , Ay . .
de 'équation par rapport @ —=;- Donc N ne pent étre nul; donc :

Il wexiste aucune équation différentielle du troisiéme ordre algé-
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brique, qui se reproduise elle-méme par toute transformation homo-
graphique.
o . Ry . dr .
Le théoréme X ne s’applique pas a I'éqnation ?1})'; = 0. Mais, comme
cette équation ne se reproduit pas’ par les transformations homogra-

phiques, le dernier énoncé ne subit aucune restriction.

35. Dans les recherches déja citées plus haut, MM. Klein et Lie
ont eu 'occasion de s’occuper d’équations différentielles qu’ane série
de transformations homographiques changent en elleszmémes. Celles
dont il s’agit'ici, et dont la non-existence vient d’étre démontrée pour
le troisieme ordre, doivent se ﬁeproduire par toute transformation
homographique, ainsi que cela se présente pour I'équation du second
ordre des lignes droites, I’équation du cinquiéme ordre des co-
niques, etc. De méme que dans la théorie des formes, la Géométrie
fournit a priori la conception d’'un nombre indéfini de telles équa-
tions. Muis la recherche directe de ces équations, dont les premiers
membres, mis sous forme entiére, pourraient étre appelés des inva-
riants différentiels, offre un sujet d’études qui ne me semble pas
avoir encore été abordé, et qui naturellement ne se restreint pas au
cas d’une seule variable indépendante. J'espére pouvoir, dans une
autre occasion, m’occuper de ce sujet. Je montrerai alors que cette
théorie se rattach® directement 4 celle des invariants des formes. Sans
entrer dans des détails qui seraient ici déplacés, j’ai cra devoir solli-
citer I'attention sur une théorie dont, par une voie bien indirecte, les
résultats des n® 33 et 34 fournissent deux propositions. Faurai d’ail-
leurs encore 4 en parler dans la suite de ce Mémoire.

§ I1I.

36. Lemme. — Soient x,, x,, ..., x; des variables indépendantes,
et y une jfonction definie par U'équation S(x, x,,...,%s y)=o0. Le

\ 2r—1

. ; a8
3 s » ame ’
produit d’une quelconque des dérivées n'*m* de y par <(Tf ) est égal

a une fonction entiére des dérivées partielles de S.

Le lecteur démontrera aisément cette proposition. En répétant les
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raisonnements employés aux n* 2 et 3, on obtiendra la proposition
suivante, qui est I'extension des théorémes 1 et II :

Tatorime XV. — 8i S(z,, 2y, ..., T, ¥) est un polynéme entier, ct
que lon distingue par le signe = les égalités qui ont licu en vertu de
S = o, il existe des exposants « et des polynomes entiers §, propres a
vérifier la relation

(44) (g;)fz $(20s Tare oot 1)y

f étant une fonction entiérede x,, Xy, ..., Xy, y et des dérivéesde y. La
valeur minima de o est celle qui fait acquérir au premier membre de
cette relation une valeur finie et différente de zéro, pour tout systéme

de valeurs des variables faisant évanouir(:—);-

Soit donnée, dans {44), a I'exposant « sa valeur minima, et suppo-
sons choisi, pour le polynéme ¢ du second membre, un de ceux, du
plus petit degré possible, qui satisfont i la relation indiquée. Soit M
le degré de ¢. De méme qu’au 0°3, on voit que tout polynéme en-
tier, qui, égalé a zéro, définit avec S = o les systémes de valeurs de
x,, ..., y satisfaisant a I'équation f = o, les dérivées étant prises dans
'équation S =o, est de la forme (LS + P¢), L et P étant des po-
lyndmes entiers. Par suite, le degré minimum d'un tel polyndme dis-
tinct de S est M; et sa forme, pour le degré M, est LS + ¢, le degré
de L étant égal & la différence de ceux de ¢ et de S.

Par suite, si {3 est le degré qu’acquiert f quand on y suppose pour
les variables un systéme de valeurs infinies, et si m est le degré de S,

on aura
M=a(m—1)+ 5.

Les nombres « et 8 ne dépendent que de I'équation f = o. On ob-
tient donc ici le méme résultat que dans le cas d’une seule variable
indépendante.

11 nous faut maintenant chercher le moyen de calculer « et 3. Il ne
serait pas impossible d’étendre au cas actuel le théoréme I1I; wmais, en
premier lieu, pour faire cette extension, il me faudrait établir diverses
proposilions préparatoires dont le développement serait assez long:

oo ' ' BETERE
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en outre, je n'obtiendrais pas ainsi, pour le calcul des nombres « et g,
un procédé simple et facile comme celui qui résulte du théoréme 111.
Je bornerai donc i étendre au cas actuel le théoréme IV, qui ne subira,
comine on va le voir, pour ainsi dire aucune altération.

Cette proposition ne donne pas, il est vrai, un moyen expéditif de
calculer o et 2, en général; mais il est un cas particulier, encore fort
étendu, ou elle donnera le résultat sous une forme immédiatement
explicite.

On pourrait imiter ici le mode d’analyse employé pour la démon-
stration du théoréme 1V, et I'on n'y rencontrerait aucune difficulté
nouvelle. Je préfére donner une démonstration différente, qui, bien
entendu, s’applique également au théoréme IV lui-méme. Cette propo-
sition se trouvera ainsi démontrée de deux maniéres.

37. Je substitue d’abord i I'équation § = o une équation homo-
! q q
gene, par I'introduction d'une variable nouvelle z. Soit m le degré de
S, je pose
(45) z”’S("ﬂ,fzf, ey ?y %):T(x.,xz, oy Xay ¥y B).

z

Soit M le degré de ¢, je pose aussi

x, X, ap ¥y
Z“\!J(—:;;—,--.a;»;)z (1'”1'2,..., .T“J",Z).

Les polynomes T et g, des degrés m et M, sont homogénes par rap-
port aux (k + a) variables. J’emploierai maintenant pour les dérivées
partielles la notation usitée dans la théorie des formes

aT aT oT
d—.r;'zTh E':TH_,, (—);':-Th_:-
De (45) je déduis
3 me1 98 .
(46) z ‘a = .l‘+|.

Je suppose que l'on ait remplacé également dans f les lettres x,, ..., ¥
Journ. de Math. (3* série), tome H. — Noveusas 1896. 49

25
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pargv ceey % A canse de (46), la relation (44) devient

(47) 2T f=

cetle égalité ayant lieu en vertu de T =o.

Je fais maintenant une transformation homographique, c’est-a-dire,
4 cause de la variable complémentaire, une substitation linéaire ho-
mogéne. Je distingue par des accents les nouvelles variables. Le résul-
tat de la substitution dans f ne dépend que des rapports de (k+1)
variables 2 la (k+ 2)*". J'y prends pour variables indépendantes

’ ’
x

;
= fz—,‘ y oo -E’;’, et pour fonctioni—,’- Tégale a zéro le résultat, je chasse
les dénominateurs, je supprime les factears étrangers, et j obtiens fi-
nalement nne nouvelle équation f’= o, mise sous forme entiére, et
qui est la transformée de f = o.

Soit T’ le transformé de T. Le polyndme entier T’ et la fonction

différentielle £’ donnent lieu 2 une relation analogue a (47), savoir
(48) D L

cette égalité ayant lieu en vertu de T' = o. Dans (48), j"ai admis les
mémes valeurs que dans (47) pour M et «. On pourrait craindre que
cette supposition ne fiit pas légitime. Pour lever cette objection, il
suffit d’admettre que T et f, au lieu d’étre les fonctions proposées
tout d’abord, en soient des transformées par une substitution homo-
graphique quelconque; alors T' et f”, qui sont des transformées de
ces derniéres par une substitution homographique quelconque, le
sont aussi des fonctions primitives, exactement comme T et S Je
ferai douc cette supposition, qui sera facilement écartée dans le ré-
sultat; par suite, la relation (48) est entiérement établie.

Soit (a,, Xy, ...y ¥, 2) un systéme de valeurs des premieres variables,
qui satisfasse a T = o et p = 0. D'aprés (47), pour ce systéeme de
valeurs et les dérivées partielles correspondantes, prises dans T = o,
I'équation f'= o est satisfaite. Celte propriété se conserve dans la
transformation, c'est-a-dire que pour le systeme de valeurs des se-
condes variables, qui correspond an proposé, et les dérivées partielles
correspondantes, prises dans T'= o, I'équation f"= o est satisfaite.
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Si donc, dans ¢, qui est une fonction & lafois de x\, ..., ¥, z et des
coefficients de T et de f, je regarde les variables x,, ..., 7, z comme
exprimées en fonction de &'y, ..., 5, z', et en méme temps les coeffi-
cients de T et de f comme exprimés en fonclion de ceux de T’ et de /7,
Féquation ¢ = o, envisagée de ce point de vue, fournit les solutions
de T'= o0 et f' = o, exactement comme l'équation ¢’= o. Mais le
polyndme ¢, ainsi envisagé, est du degré M par rapport a x'|...y, 2,
comme ¢’; done, suivant une remarque du numéro précédent, o est
de la forme Ko + LT’, K étant une constante, c’est-a-dire que, ¢
¢tant entendu comme je viens de le dire, on a (en vertu de T’ == o)

Kz'=o.

Si les substitutions qui viennent d'étre faites dans ¢ sout faites
aussi dans le premier membre de (47), cette relation a maintenant
lieu en vertu de T’=o0. En y remplagant alors ¢ par K¢’ et compa-
rant & (48), J'obtiens

(49) S=K(2)7T () r

dans laquelle les premiéres variables sont exprimées en fonction des
secondes, et en méme temps les coefficients de T et de f en fonction
de ceux de T’ et de f*. L’égalité a lieu d’ailleurs en vertu de T'= o.

Eu vertu de la substitution employée, on aura pour Ti,, une ex-
pression de la forme

k41

(50) T = a, T, + a, Ty, +...+ a;T; 4+ AT, + aT, .,

dans laquelle a,, ..., A, & sont des constantes, & savoir les coefficients

de 9 dans les expressions de x,..., 7', 2’ en fonction des premiéres
Vs 17+
variables. Mais on a

d)" T;:

dr;  Trw

v — 2T, =X T, 4+ a,Ty+...+ 2Ty + ¥’ T

Par suite, on déduit de (50), en faisant 2’ =1,

Towr __ ay’ ar’ ay’
—_ (a,b?,‘ +a25;,: +...+a,‘dl,k

Tha
. Oy . dy ¢ Oy N
_+~A+ul:(.1“5;7l+1‘25;,2+...+x,,a1—j —B,

lig--
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et, en méme temps, la relation (4g) devient, par cette supposition,

_ K

S= =S
I’égalité ayant lieu en vertu de T'= o. De cetle relation, le polynéme T'
a disparu d’'une maniére explicite; cependant la constante K et le
nombre [M — a(m — 1)] paraissent encore en dépendre. Quant 4 &,
on sait déja qu’il en est indépendant; mais, comme la relation a lieu,
quel que soit le polyndme T, on en déduira aisément que K et
M — «(m — 1) en sont indépendants, et que ceite relation est une
identité. En désignant [M — a(m — 1)] par la lettre 3, on a donc
Pidentité .

K ’

(5]) f= hﬁ-zp‘f;
d’ot résulte

M= a(m--1)+ E.

38. Voici donc I'extension du théoréme 1V !

Lemme. — Solent ), Xy ..., 2, y €8 X}, Xyy ..., X}, )’ deux sys-
témes de variables, liés par une transformation homographique

x,:fl.]‘+b,x.+..-’ ,:fli,r_r-i—b,.z-.—k;., -
! Ay T ... 2 Aoy A b .

ro_ @y 4 b+ , Ay + Bz +...
Xr = Ay + b + .. T Ay + a4

et z le dénominateur commun des expressions de x,, ..., y en _fonction
dex'/, ...,y

Soit f= o une équation entiére aux dérivées partielles entre les
variables indépendantes x,, ..., x; et la fonction y; soit aussi f*= o
I’équation entiére aux derivées partielles entre les nouvelles variables
indépendantes x'(, ..., x, et la fonction y', cette équation étant la
transformée de la premiére. Si l'on désigne par K une constante et par
R la quantité

dy’ oy’ ay'
R——((l|a‘;il+(lz()7,z+...+a‘m>

y Oy , Oy .y ,
-+ A+,L<x,5J—_,l+.r,3i—,’+ e ‘T"EE’,,"])’
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on a, entre f et [, lidentité
K 4
f: Ruzﬁf ?

dans laquelle a et 8 sont des entiers, dont le premier est toujours
positif.

TutorimMe XVI. — Soit § = o une équation algébrique de degré m
entre x,, ..., Xy, y. Les systémes de valeurs de ces variables, qui,
avec les derivées partielles, prises dans S = o, satisfont en méme temps
a Uéquation aux dérivées partielles f = o, sont ceux qui vérifient, avec
S = o, une autre équation algébrique dont le degré est a(m — 1) + f3.

Si 'on veut emprunter le langage géométrique pour I'espace 2
(k + 1) dimensions et appeler surface 'étre défini par une équation,
on peat donner au théoréme XVI la forme suivante :

Les points d’'une surface algébrique de degré m qui satisfont & une
condition exprimée par Uéquation f= o sont les intersections de cette
surface avec une autre, dont le degré est a(m — 1)+ [.

39. Pour calculer « et § d’aprés le théoréme XVI et le lemme qui
le précéde, il faudra, dans chaque cas, effectuer la transformation
homographique. On serait ainsi entrainé dans des calculs généralement
impraticables, 4 cause de leur longueur. On remarquera toutefois
qu’il n'est pas nécessaire d’employer une transformation homogra-
phique de forme générale. Ainsi, pour calculer «, il suffira d’employer
une simple substitution linéaire (changement de coordonnées). De la
sorte, z se réduira & 'unité. Pour calculer 8, on pourra employer une
transformation qui réduise R a une constante. C'est en procédant de
la sorte que je vais faire voir comment les valeurs de « et de
peuvent étre immédiatement trouvées dans un cas particulier qui
offre un intérét spécial : c’est celui ou I'équation f= o se reproduit
elle-méme par toute substitution homographique. Je me trouve ainsi
conduit & parler encore de ces invariants différenticls dont jai déja
dit quelques mots plus haut (n° 33). Je vais d'abord démontrer,
au sujet d’une classe d’équations un peu plus étendue, une pro-

25%
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position des plus simples, que j'ai déja eu 'occasion d’employer
aillears (*) :

Si une équation aux dérivées partielles reste inaltérée par toute sub-
stitution linéaire, elle ne contient ni les variables, ni les dérivées du
premier ordre.

1° Soit x une des variables indépendantes. Si 'on change x en
(2 + 1), ce qui constitue une substitution linéaire, aucune dérivée
West altérée : donc le seul changement que subisse I’équation est celui
de x en (@ +}); mais, par hypothése, I'équation reste inaltérée :
donc elle ne contient pas x. Le méme raisonnement s’applique a 3 :
donc }’équalion ne contient ni les variables indépendantes, ni la fonc-
tion.

2° Si I'on change y en y + Ax;, ce qui constitue une substitution
s ) , \ .
linéaire, la seule dérivée d_i est altérée : donc, par le méme raisonne-
: i
ment, et comme on sait déja que y n’entre pas dans I’équation, on

. dr - Y
voit que 5= n'y entre pas non plus : donc 1a proposition est démontrée.

40. Pour le calcul de §3, il est commode d’employer la transfor-
mation suivante :

g x,
Ly = l+B..r.+B,.r,+...—.~—B‘-n,
x:__ Ty ,
2 1+ B +B,x, ...+ Bia;
(52) e v e
V 1"": o ” L)
t+Bx+Bx, ...+ Biny

Yy

= -
1+ Bx +Bixy+...4+ By

D’aprés le lemme du n° 38, on voit que, avec cette substitation, R se
réduit 4 I'unité. Je poserai
=1+ By, +Byx,+ ...+ Byx,.

53 ! '
(53) z2=1—(B,x|, + B2, + ... + By}

{*) Bulletin de la Société mathématique, t. 111, p. 31.
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La transformation réciproque de (52) est

!
x

x L, X “ x e :
= — = —"4 sy - =
' Z 2 2 & -4 f

y

-1

z

en sorte que z désigne, comme au n® 39, le dénominateur de cette

transformation. Entre z et 2/, on trouve aisément la relation zz'=1.
Je vais chercher les expressions des dérivées relatives aux variables

Xy, ... en fonction des dérivées relatives aux variables &', .... A cet

effet, j'emploie la formule de Taylor. Soient (&', ..., ¥') un systéme

de valeurs des variables, et £,, ..., v’ leurs accroissements. En posant

T I 9 LN\,
l.2.3...l.u,‘-—(b‘mi‘__1+ d.r,zgg'—f—...""'a;:g,‘) I

Jai, par la formule de Taylor,
(54) Y= sy U b Uy U

Soient maintenant {x,, ..., ¥) et (&5 + -+ 0) les valeurs et les accrois-
sements des autres variables, qui correspondent aux valeurs et aux
accroissements des premiéres, que je viens de considérer. Par (52),
jexprime x', ..., 7" et &, ..., v’ en fonction de x,, ..., y et &, ..., 4.
Je substitue dans (54). Cela fait, je mettrai le résultat sous la forme

(55) y+n=U,+U,+U,+U,+ ...,

ou U; désignera une forme de degré i en &,, ..., &, dont les coeffi-
cients seront des fonctions de ceux des formes u;. De (55) je déduirai

. -0 d
1.2.....U; = (5;15. “+ .+ ———kE,,> .

Cette derniére relation me donnera les expressions des dérivées d’ordre i
de y par rapport aux variables x,, ... en fonction des coefficients des
formes z; ou des dérivées de y’ par rapport aux variables X', ....

Je désigne par &' I'accroissement de la variable z’ (53)

=B + B &+ ... + Bi&;.
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De la derniére équation (52), je conclus

’ .,_j—ﬁ—n_ y—+n
]+G~z/+cl_ I—PZ;”
. 1+ 2t ,
(56) ]+4=—~z—(uo+u.—:—u,+u,—+—...).

Dans la parenthése du second membre de (56), il faut maintenant

introduire les quantités £,, ... au lieu de £, .... Des équations (52), j¢

déduis

(57) ) ,'=J-‘i+§.'__ﬁ=z'5i'—-"i5': Ei—f:C’_
U S <Y z'(2 4 ) 1+4- 3¢

Je considere la substitution
E=& — X, 5=k — X (B & + .. + Bui&),

(58) Ez=52 - x}C'Z Z,— I'Q(Bcgc + e+ BI.EK)!
E=&—a,§=56—x (B + .. + Bi&).

Pour effectuer dans le second membre de (56) la substitution (57), il

n'y aura qu’a effectuer dans chaque forme z; la substitution (58) et &
.. . z i . ,

multiplier ensuite par (m) . Soit donc v; la forme u; transformée

par la substitution (58). On aura

1+ z¥ v,z z? u, 23
z;(uo+ 1 +~“: 3 ”.).

(39) r+a= 1+ 2% (|+z§')’+(|+:£;)—’

Si 'on développe chaque terme de la parenthése suivant les puis-
sances ascendantes de ¢’ et qu’on prenne I'ensemble des termes du
degréienk,, ..., &, ¢, on aura U,. J'ai donc

(60) U;= 2~ (Ui - x_:l_? v 8+ li—2)(i—3) Ui a8+ ...) ’

1.2
ce qui peut symboliquement s’écrire
U, = " [u,(v — &)

Je vais maintenant examiner quelles conséquences on en peut tirer
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dans le cas ou I'on considére une équation algébrique aux différences
partielles qui se reproduit elle-méme par toute transformation homo-
graphique.

41. Soit f= o une telle équation, mise sous forme enticre. D'apres
le n° 39, nous savons qu’elle ne contient ni les variables, ni les dérivées
du premier ordre. Si donc, comme précédemment, on désigne par U;

la forme
' 9 o\
I-2-~'I-Ui=<g|a_;l+"'+Eld—_-l‘[) J‘?

on voit que f est une fonction entiére des coefficients des formes U,,
Us,,.... Considérons, pour un instant, une substitution linéaire homo-
géne qui ne modifie que les variables indépendantes

= b,y + €, Xy ... 1, 2y,
{(61)

’

Xp = byx, + ey ...+ Loy,

Je donne 2 u; le méme sens que précédemment, et appliquant dans
cette forme la substitation (61) par rapport aux variables& ,..., &, , je
la change en une autre w;. Il est manifeste que Yon a U;=w,. Ainsi,
quand la transformation homographique envisagée est simplement la
substitution (61), on n’a, pour passer de fa f’, qu’a effectuer, dans les
formes U, une substitution linéaire. Mais, par hypothese, f* r:epro—
duit £, sauf un facteur qui (n° 38) ne dépend ici que des coefficients de
la substitution (61). Donc f est une fonction des coefficients des for-
mes U, jouissant de la propriété d'invariance, c’est-3-dire sur laquelle
une substitution linéaire, faite dans les formes, a pour effet de la mul-
tiplier simplement par un facteur qui ne dépend que des coefficients
de la substitution. Actuellement, nous ne savons pas encore si ce fac-
teur est une puissance du déterminant de la substitution: c¢'est pour-
quoi je ne dis pas que £ soit un invariant [*].

{*] On sait, par la théorie des formes, qu’il ne peut en étre autrement. J'ai cru
cependant intéressant de dispenser ici le lecteur de la connaissance de cette propo-
sition,

Journ. de Math. (3¢ série), tome Il. — Dicemsre 1856, 50
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Pour abréger le langage, au lieu de dire : faire, dans les formes U,
la substitution (61), je dirai simplement : faire la substitution Uj=w;,
. Cest-a-dire déduire de cette équation et des analogues les expres-
sions des coefficients des formes U en fonction de ceux des formes u,
et les substituer dans la fonction f considérée. Ta propriété d'iviva-
riance consiste en ce que, & un facteur X prés, le résultat est la méme
fonction portant sur les coefficients des formes u. Si 'on fait la sub-
stitution U;= A‘w;, A étant une constante, c’est multiplier, dans (61),
les coefticients par A; par suite, c'est encore faire une substitution
linéaire, dont Veffet est de multiplier A par une certaine puissance
de A.

La substitution U;= A*"'w; revient fairela substitution U; = A’ wy,
et & diviser ensuite chaque coefficient des formes par A. Donc, si f est
homogéne, la substitution U;= A-'w; a pour effet de multiplier f
par uu facteur. Il n'en est rien si f n'est pas homogéne. En effet,
soit

f=p+¢+9 +.0y

\

ol je suppose 9, ¢, ¢”;... homogénes et respectivement des degrés
8, &, 8”,.... 1l est manileste que ¢, ¢',... doivent jouir séparément de
la propriété d’invariance pour que J en jouisse elle-méme. Par suite,
si fjouit de ceite propriété, il faut que la substitution U; = A'w; ait
pour effet de multiplier ¢, ¢'s-.. par le méme facteur p1. Alors la sub-
stitution U; = Ai—'w; a pour effet de multiplier ¢, ¢',... par A,
pA~¥,...; donc, pourque la substitution U;= A" w; reproduise [, a
un facteur pres, il faut et il suffit que J soit homogéne.

Je reviens maintenant i la considération de la transformation homo-
graphique (53). D’aprés nos conventions de langage et d’aprés la for-
mule (60), nous obtenons le résultat de cette transformation homo-
graphique en faisant la substitution

o [v,- - iT P g (i’_'il)j(;———_ﬁ Va8 —. . J

I

(62) U,

Par hypothése, cette substitation a pour effet de multiplier f par un
facteur 6, qui ne dépend pas des coefficients des formes U,,.... On re-
marquera que le second membre de (62) est homogéne par rapport aux
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coefficients des formes 1; donc, si f n'est pas homogéne, Veffet de Ja
substitution (62) est de multiplier par ¢ chacune des fonctions par-
tielles ¢, ¢',.... .

Ainsi une quelconque 9 de ces fonctions se multiplie par 6, quand
on fait la substitution (62). Si Pon fait la substitution plus simple
U; = z""'v,, nous savons que ¢ se multiplie aussi par un facteur v qui
ue dépend pas non plus des coefficients des formes. Or il est manifeste
que cette derniéere substitution et la substitution (62) dennent lieu a
certains termes qui sont entiérement les mémes de part et d’autre : ce
sont ceux qui contiennent les coefficients de la forme z d’indice le
plus élevé. Donc les facteurs § et v sont égaux. Ainsi les fonctions
®» ¢, ... se reproduisent respectivement, multipliées par le méme fac-
teur §, quand on fait la substitution U; = z—'y;; donc, d’aprés un ré-
sultat précédent, leurs degrés sont les mémes. Donc f est homogene.

J'ajoute cette conclusion, qui permettra bientot de calculer B. Soit).
le facteur par lequel se multiplie f quand on fait la substitution U;= v;.
Soient 9, 035 .-+, iy ... les degrés auxquels entrent respectivement,
dans un terme de f, les coefficients des formes U,, U,, ..., U,....
Quand on fait la transformation homographique (52), f se reproduit,
multipliée par ) et par z, a la puissance g, + 29, ...+ (i — 10+ ey
nombre qui est le méme, quel que soit le terme considéré dans f.

Je vais maintenant employer une nouveile transformation homo-
graphique, propre au calcul de &; c’est de ce calcul combiné avec les
précédents résultats que je pourrai, en derniére analyse, tirer des
conclusions définitives.

42, Pour le calcul de «, je considére la substitution suivante :

Xy =ayy +bx,+c,x3+...+ 1, xy,
Xy =@y + by, + cy Xy ...+ L 2y,
(63) 4 et ,
Xy =ayy + by, + cpxy +.o.+ Ly,
/
Y=

Je vais chercher les expressions des dérivées partielles relatives aux

variables ... en fonction des dérivées relatives aux variables &, ,....

50..
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Par un raisonnement analogue a celui qui a été employé pour la pre-
miére partie de la proposition du n° 39, on voit que ces expressions
ne contiennent pas les variables. On peut donc, sans modifier les ex-
pressions demandées, les chercher pour un systéme de valeurs parti-
culi¢res des variables, par exemple

7

X =ay=...=x, =y

I

0,
0.

I

Xy, =Xg= ... =T =)

Grice  cette hypothése, les accroissements des variables, que je dé-
signe par les mémes notations que précédemment, sont liés par les
formules (63), on les lettres x, ... sont remplacées par les lettres ,....

Yai maintenant 2 trailer le méme probléme qu’au n° 40, a savoir:
du développement

(64) W =, Uyt Uy
donné par la formule de Maclaurin, déduire le développement
n=U+U,+ U; +....

A cet effet, je substitue dans (64) 2 £, ..., n'lesexpressionsen&,, ..., 7
données par (63), je remplace ensuite n par U, + U, +..., et ) égale,
dans les deux membres, les termes du premier, du second ordre....
Ces égalités déterminent successivement les formes U,, U,,....

Je pose, pour abréger,

d.l , .
0—'2,:: I (l:[,g’.__k),
(65) 1— (a,p,+ “ap’=+---+.akp';):B,

b,p,+byp,+...+bypy=BR,
¢ p+eip,+...+cpi=CR,
b r e e ,

l{ P’l+lzplz+..-+ lkP’k= LR.

Je cherche d’abord les termes du premier ordre dans les deux mem-
bres. Dans le premier, j’ai U,, et dans le second

(r— R)U,+ BRE,+ CRE,+ ...+ LRE,4.
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Les égalant 4 U, j’en conclus
(67) U, = BE, + C& +...+ L&,.

Je cherche les termes du second ordre. Dans le premier membre,
jai U,. Dans le second membre, j’ai des termes de deux sortes :
1° (1— R)U,; 2° la forme u,, transformée par la substitution que Pon
obtient en remplagant dans les k premiéres équations (63) x,, ..., &, ...
par &,,..., €, ... et ¥ par U, ; c’est-a-dire par la substitution

E = (b + aB)E + (¢, + a,C) &, +...+ (I, + a, L)E,,
(68) g, = (ba+ a,B)E, + (cy+ a,C) Eg+...+ (L + a,L)E,

....................................................

-

&= (bi +a,B)E, + (c4+ a, C)Ey+...+ (L + a;L) &,

Je désigne par V, la forme u, transformée par cette substitution (68).
T'ai par suite
U, ={1—R)U, + V,,

U, = 1i‘vg.

Je passe maintenant aux termes du troisiéme ordre. Dans le pre-
mier membre, j'ai U,. Dans le second membre, j’ai trois sortes de
termes : 1° (1— R)U,; 2° les termes qui proviennent de u,. Soit
uy= ¢ (&, &y, ..., &). Désignons par Y15 Ya4-0-5 P4 les dérivées partielles
13 Pay <o, P1y transformées par la substitution (68). Les termes du
troisi¢me ordre fournis par «, sont

U :_ a(i’l|+ﬂﬂ!‘:+.. .+a“h
2T R

(@i, + asde+...+ aidu) V,=pV,,
ou p est une fonction des dérivées du deuxiéme ordre, mais non pas
de celles du troisiéme ordre; 3° la forme z, transformée par la substi-
tution (68). Je la désigne par V,. J'ai donc

Uy=0—R)U;+pV, + V,,

(69) U (Vs +pV,).

I
szi
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T.a loi est maintenant manifeste. On obtiendra, en général,
1
(70) Ui= g (Vi+ o Vi + pa Via teet pia Vo

formule dans laquelle V; désigne, en général, la forme u; transformée
par la substitation (68), et p; une forme d’ordre j, dont les coeffi-
cients sont des fonctions entiéres de ceux des formes u dont les in-
dices sont moindres que i, la forme u, exceptée.

43. La formule (70) n’est pas homogénc par rapport aux coeifi-
cients des formes u, u,, ..., car le premier terme y est linéaire et
homogéne, les autres y sont de degré supérieur a I'unité. Or, par hypo-
thése, f, par la substitution (70), se repreduit, multipliée par un fac-
teur ne dépendant pas des coefficients des formes u,, u,,.... J'en ai
déja conclu que fest homogeéne : donc aussi je vois que la propriété
de f exige que, par la substitution (70), tous les termes contenant les
formes p disparaissent d’eux-mémes. Donc la substitution (70) produit

A . PR \7
le méme effet que la simple substitution U;= R—’-

De la je tire cette premiére conclusion : Soit . le facteur par lequel
se multiplie f, considérée comme fonction des coefficients des formes U,,
Us,..., quand on fait la substitution (68) (qui se représente par
U, =V,), et 3 le degré de j. Considérée comme fonction de dérivées
partielles, f se multiplie par pR~®, quand on fait la transforma-
tion {63).

Le lemme du n° 38 nous fait connaitre déja, sous une autre forme,
ce méme facteur. Ici on a 3 =1, et la quantité désignée par R est la
méme. Donc pR~? = KR™%, on

(71) P = g

Nous ne connaissons pas ’expression de K, mais nous savons (o° 38)
que cette quantité est une fonction seulement des coefficients de la
transformation employée, qui est ici représentée par les formules
(63). Ainsi K dépend seulement des quantités (@,5 &y, €qy.ees 1,
(@ay by €2y eeey ba)yoony (@xy bsy €1y ...y L), Quant ap, c’est une fonc.
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tion également inconnue des coefficients de la substitufion (68). Dans
ces coefficients entrent les quantités nouvelles B, C,..., L. Cette
circonstance va permettre de conclure de (71) la forme de la fonc-
tion p.

La fonction p. dépend de &* quantités (B,,7v,, ..., )y (Bas Yoy eeey Ayens
et satisfait & (71) quand on y fait

gi=b+aB v =c¢c+aC, .. I=I[L+al,
(72) 2= b+ a,B, efe=Co+ a,C, .., d=1l+a,l,
ﬁk———bk%—(l,‘B, 'yx.=ck+a,C, cany )\kzlx-l—az,L-

Je forme le déterminant de ces 4* quantités, et je le désigne par A.
Soit aussi A, sa valeur quand on fait évanouir les lettres @. On recon-
naitra sans peine, a cause des équations (65) et (66), que 'ona

A,
. A=
Par suite, A*® est une fonction qui jouit, comme t, de la propriété
représentée par I'équation (71), cest-a-dire que A* est égal & une
fonction ne dépendant pas de B, G, ..., L, divisée par la puissance
(¢ — &) de R. Je dis qu’il en résulte p = A*3.

Je désigne par F le quotient de g par A*2,

Il résulte de ce qui vient d’étre dit que F, pour les valeurs (72) de
ses arguments, est indépendante de B, C, ..., L. Je prends sa dérivée
par rapport 4 B, aprés substitution des valeurs (72). Cette dérivée doit
étre identiquement nulle. Y’ai donc

3 OF JF +a ()_F_
{(73) ‘“5@*“20—@,4’"' ‘0{3;,'_0

Je fais maintenant B — C==...=— L =o. Alors les lettres a n’entreut
plus dans F, et l'identité (73) exige que chaque dérivée partielle soit
identiquement nulle. On obtient des résultats analogues en prenant
les dérivées par rapport 4 C, ..., L. Donc toutes les dérivées du pre-
mier ordre de F sont identiquement nulles; donc F est une constante.
Il suffit de considérer la substitution unité pour voir que cette con-
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stante est I'unité. Donc f est un invariant de formes simultanées U,,
U, ..., et le poids de cet invariant est (a — 8).

44. Je reviens maintenant i la conclusion du n° 44. Le détermi-
nant de la substitution (58) est, comme on le vérifie aisément, égal a

z=1— (B,x, + B,X, + ... + Bia}).

Donc le facteur 2, dont il s’agit dans I'énoncé qui termine le u° 41,
est _z.“"a, ou, en désignant par p le poids de Pinvariant, A = 2. Or
on a .

kp =20, +30; +.. +id; +...;
par suite,

Oy =+ 203 ...+ (I — 1)0; =kp — (0, + 0 +...+ 0;) =hkp — &.

Donc, quand on fait la transformation homographique du n° 40 (52),
J'se multiplie par z¢+"-%. Rapprochant ce résultat du théoréme XV1,
j’en conclus

B="(k+1)p+0d,

auquel il faut joindre
a=p-+ 0.

Donc, enfin, le degré M = a(m — 1) + 8 de I’équation mentionnée
au théoréeme XVI se met sous la forme

M= (p+2d)m—(k+ 2)p.
D'ou cette proposition :

Taeoreme XVII. — Soit f= o une équation algébrique aux dérivées
partielles entre la fonction y et les k variables indépendantes x,,
Xy, ..., Ti, qui jouisse de la propricté de rester inalterée par toute
transformation homographique. Cette équation étant mise sous forme
entiere, f est un invariant homogéne des formes simultanées U,, U,, ...,
definies par la relation

: 9 9 2
1.2.3... iU, = (§| 71_—'4‘ Ezd*x’—l—...-!—z_l (Tz:;) I

ou &, &y, ..., & sont les variables de ces formes.
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Soit p le poids de cet invariant et § son degré.

Les points d’une suiface algébrique de degré m (dans I'espace a
(k1) dimeunsions ) qui satisfont & la condition exprimée par l'dqua-
tion f=o sont les intersections de cette surface avec une autre dont le
degré est

M= (p+ d)m—(k+ 2)p.

A5. Je ferai, au sujet de I'analyse précédente, une remarque. Des
qu’une fonction f des dérivées partielles ne contient ni les variables,
ni les dérivées du premier ordr:e, il est manifeste qu’elle ne change pas
quand on change x; en (x;+ 1) ou y en (¥ + u), ou encore 7 en
A+ Aa, kX . Xy + A, Par suite, si I'équation f=o
reste inaltérée par la substitution du n° 63, elle reste inaltérée par
toute substitution linéaire. En outre, la substitution composée suc-
cessivement de la transformation homographique (52) et d’une substi-
tution linéaire revient & une transformation homographique quel-
conque. On a donc dans ce qui précéde les éléments pour reconnaitre
les conditions nécessaires et suffisantes a I'invariance d’une équation
telle que f'= o. On peut les résumer comme il suit :

1° Les conditions mentionnées au théoréme XVII : f est un inva-
riant homogene des formes simultanées U,, U,, ...;
2° La substitation (60)
{— 2
I

U,'= 2! (U,'— Uiy gl—l—...)
y produit le méme effet que la substitution U; = 2+ y;;
3° La substitution (70)

U, = %{(V, -+ p,Vi_‘ -+ ngl'_.g -+ .-.)
Ve

Mais, pour tirer de la des conclusions explicites, il faudrait connaitre
la composition des formes p qui entrent dans cette derniére relation.
Clest en ce point que réside, je pense, toute la difficulté de la ques-
tion. Je ne chercherai pas ici 4 lever cette difficulté, mais je ferai ob-

y produit le méme effet que la substitution U; =

Journ. de Math. (3¢ série), tome II. — Décemnre 1876. 51
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server que, d’aprés cet apercu, nous reconnaissons que :

Tatorime XVIIL. — Si l'invariant homogéne f des formes simulta-
nées U,, U,, ..., ne change pas quand on y remplace U; par

U,‘—i— P|U¢'—| + Pan—z +. .05“2U2’

os p; désigne une forme arbitraire de degré j, Ucquation aux déri-
vées partielles f= o reste inaltérée par toute transformation homo-
graphique.

Je répéte que ce théoréme nous donne des conditiens suffisantes,
mais non pas nécessaires, pour I'invariince d'une équation aux dé-
rivées partielles.

46. Uue partie de P'énoncé XVII n’a plus de sens dans le cas d'une
seule variable indépendante. Il n’y a plus, en effet, de forme U, cha-
cune d’elles se réduisant a un seul terme. La proposition se modifie
comme il suit :

TukorkMe XIX. — Soit f= o une équation différentielle algeé-
brique entre la variable indépendante x et la fonction y, qui jouisse
de la propriété de rester inaltérée par toute transformation homogra-
phique. Cette équation étant mise sous forme entiére, f est homogeéne
par rapport aux dérivées de y. Soit 3 son degré par rapport a ces dé-
rivées ; soit, en outre, p la puissance de la constante b par laquelle f

x
R

se multiplic quand on change x en ;

Les points d’une courbe plane de degré m qui satisfont a la condi-
tion exprimée par f = o sont les intersections de cette courbe avec une
autre dont le degré est

M= (p+ &)m— 3p.
Ainsi, soit f= y",0n 2
=1, p=2, M=3m—6.
Soit pour f le déterminant (36) du n° 28, on a
8=3, p=9, M=12m- 27.
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47. Je vais maintenant faire quelques applications du théo-
reme XVIIL. Je prendrai, 4 cet effet, des équations dont la propriété
d’invariance découle du théoréme XVITII.

En premier lieu, ce théoréme nous montre qu’on obtient une équa-
tion invariable par les transformations homographiques, en égalant a
zéro le discriminant de la forme quadratique U,. Le degré est égal 4 &,
le poids & 2. Donc

(74) M= (k- 2)(m— 2).

Dans le cas de deux variables indépendantes, on a ainsi 4 (m — 2)
pour le degré de la surface qui coupe une surface de degré m suivant
le lieu des points paraboligues. C'est bien, en effet, le degré de la sur-
face hessienne qui, comme on sait, passe par ce lieu. Il est natarel,
d’aprés (74), de penser que I’équation de degré M, que I'on trouvera
dans le cas général, a pour premier membre le hessien de la fonction
envisagée. Il en est ainsi effectivement ; mais ce n’est pas ici le lieu de
le démontrer.

Voici une seconde application. Le résultant des formes U,, U,, ...,
Uy, satisfait aux conditions du théoréme XVIII. Son degré, par rap-
port aux coefficients de U, est

di:2_.3...i(/r+l)"

par suite, son poids est 2.3... (k + 1).
Je pose

I 1 I
l+;+'§+z+-..+

Le degré est 2.3... (k -+ 1) (S, — 1); par suite

T S

M= 23...(k+ 1)[Syym — (k+2)]

Ici Vinterprétation géométrique est tréssimple. Dans I'espace a
(£ -+ 1) dimensions, j'appelle ligne droite I'éire défini par £ équations
linéaires. Une surface étant rapportée 4 des coordonnées telles qu’on
ait a la fois
dy __ Oy oy
0w 0w T e

51.

(75) =X, =Xy = ... .= ==0,
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c’est-a-dire }'origine étant sur la surface et le plan y = o étant tangent
en ce point 4 la surface, les équations simultanées

y=o, Uy=0, U;=o0, ..., Ui=0
déterminent 2, 3, ..., £ droites L. On a, aux environs de !'origine,
y=U,+ Uy +.e.+Up+ Uspy +Uspa +..3

par suite, chacune des droiles L a, 4 I'origine, un contact d’ordre £ avec
lasurface. C'est une généralisation des asymptotes de 1'indicatrice :
y

Dans Uespace a (k + 1) dimensions, en tout point d’une surface, il
existe des droites ayant en ce point avec la surface un contact
d’ordre k, et leur nombre est 2, 3, ..., k. Je les appelle droites oscu-
latrices.

Si, en méme temps, U,,, s'évanouit quand on y met les coordon-
nées d'une_de ces droites, cette derniére a alors avec la surface un
contact d’ordre (£ + 1). Elle est surosculatrice; donc les points en
lesquels une droite devient surosculatrice sont ceux en lesquels le ré-
sultant de U,, U,, ..., U,,, s’évanouit, les coordonnées de ce point sa-
tisfaisant d’ailleurs aux relations (75). Mais cette derniére restriction
disparait, attendu qu'’il est évident que la condition n’est pas altérée
par les transformations homographiques. Ainsi des considérations
géométriques pouvaient faire prévoir que 1'équation obtenue en éga-
lant a zéro le résultant ci-dessus restait inaltérée par les transforma-
tions homographiques.

J'ai, pour I'application envisagée, I’énoncé suivant :

Le lieu des points d’une surface de degré m [dans I'espace a (£ + 1)
dimensions], en lesquels une droite osculatrice de la surface lui de-
vient surosculatrice, est Uintersection de cette surface avec une autre
dont le degré est

1 1 1
(76) M =2.3... (£+1) [(l—!— T3+t 71—4———:)'" — (lc+2)]-

Pour le cas de trois dimensions, la formule (76) donne M= 11 m— 24,
résultat donné depuis longtemps par M. Salmon. T'ajoute que le pro-
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cédé de démonstration employé par cet auteur s’étendrait sans aucune
difficulté au cas de (£ + 1) dimensions (*).

48. Je ferai enfin une troisiéme application.

Je prends les (£ — 1) formes U,, Uy, ..., U;. Si on les égale 2 zéro et
qu’on élimine (£ — 2) variables, le premier membre de la résultante est
une forme binaire. En égalant le discriminant de cette derniére i zéro,
on aura I'équation dont il s’agit f = o. L’invariant f coincide avec
celui que M. Cayley nomme le tact-invariant des formes envisagées. 1l
est manifeste que cet invariant satisfait 4 I'’énoncé XVIIL.

Le tact-invariant de (k — 1) formes des degrés q,, ¢, ..., g, et &
k variables est, par rapport aux coefficients de la forme de degré g,, du
degré .

0 = Giq2. oo Qb
q:

(2q+q:i— k).
En appliquant cette formule, aisée a démontrer, au cas actuel, on
trouve

— Ak —1)
p=23.. k—

N + k]

S: ayant la méme signification qu’au numéro précédent. Dans le cas
ot I'on a & = 2, le tact-invariant se réduit au discriminant de Ia
forme binaire U,, et les formules ci-dessus s’appliquent encore. On
a donc ici une nouvelle généralisation du lieu des points paraboliques.
Clest, en effet, ce qui résulte clairement de l'interprétation géomé-
trique de I’équation aux dérivées partielles. Sans m’y arréter plus lon-
guement, je la rapporte dans cet énoncé :

Le lieu des points d'une surface de degré m [dans I'espace & (k1)
dimensions |, en lesquels dewx droites osculatrices se confondent, est
Uintersection de celte surface avec une autre, dont le degré est

M = 2.3... k;[(; + 7;,’*‘%‘*‘"-‘*‘ %> “_'Fl)é‘;’) 4 /‘_]m"— f(i—;ll(ﬂ-+z!)£,

formale qui, pour £ =2, donne bien M = 4 (m— 2).

{*} Saraox Fienges, t 11, p. 474.

26
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49. Dans beaucoup de questions géométriques, avec I'emploi des
coordonnées homogénes, on a i considérer des équations différen-
tielles, ou aux différences partielles, ou les variables indépendantes
sont indéterminées. Par exemple, £, n, { étant des coordonnées ponc-
toelles dans le plan, 'équation différentielle des lignes droites est

E »n
=18 2 ¢ |=0
{8 » &

ou &, £, ... sont les dérivées du premier et du second ordre. Si I'on
y fait § =1, et qu’on prenne & pour variable indépendante, { se ré-
duit 2 y”. L’équation est ainsi ramenée i la forme habituelle v" = o.
Mais on peut aussi revenir & cette forme en prenant pour variable in-

dépendante et pour fonction E et g Soit g = a, "Z = y. On a, par un
calcul facile,

dy - e

dzt T (CE’—EC')“/'

En donnant au théoréme IV une forme nouvelle, on peut, de cette
derniére relation, déduire immédiatement 2 =3, § = — 3. Voici, en
effet, quelle forme on peut donner aux théorémes 1V et XVI. Je me
borne 4 un senl énoncé comprenant le cas d’'une seule variable indé-
pendante aussi bien que celui ot il y en a plusieurs.

TasortMe XX. — Soit f == 0 une équation entiére aux dérivées par-
tielles entre les variables indépendantes x,, 2, ..., x, et la fonction y.
On prend de nouvelles variables indépendantes t, ts, ..., &, et l'on

femplace x,,...,xk,jfar?, ---,i—',’-;- Soit ¥ = o I'équation trans-

formée, mise également sous forme entitre. On a identiquement

1

(77) ' f=mgh

. . . 0, 0 \
relation dans laquelle A est le déterminant 3, FE; :;TE’--- ai—' ) et ol a

et P sont les mémes nombres qu'au théoréme XV1.

Pour démontrer ce théoréme, j'observe d’abord que chaque dérivée
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par!ielle de y par rapport aux premicres variables indépendantes
s’exprime par le quotient de deux fonctions entiéres des dérivées par-
tielles relatives aux nouvelles variables. On démontrera aisément que
le dénominatenr est une puissance du déterminant

dz. d.xe, Ay

D=3 =5 " o
Par svite, si § = o est la transformée, sous forme entiére, que l'on
obtient par le simple changement des variables indépendantes, on a

f= —5; #, a étant un entier positif. Je fais maintenant le second chan-
gement, qui consiste 4 remplacer x,,..., x;, y par é, Ry i—‘, % Soit
F = o la transformée de § = o, mise sous forme entxere, ap a mani-

festement, en désignant par c un entier positif, § = éF On a d’ailleurs

aussi D = ;%; douec enfin
(78) .f = A«xt:—;ka F‘

Ainsi Ia ligisonr entre f et F est bien de la forme (77) annoncée. 11
reste 4 faire voir que les nombres a et (c — 2ka) coincident avec les
nombres «, 8 du théoréme X VI, ou plutét définis dans le lemme qui
précéde ce théoréme (n° 38).

Yopere sur les quantités &,, ..., &, », £ une substitution linéaire
homogéne qui les remplace par les quantités &, ..., &, v/, . Soit F' ce
que devient F, exprimée avec ces nouvelles quantités, sans modifica-
tion des variables indépendantes. On a alors, au lieu de (8),

(79) JS= A..—;:_:i; F,

ou je suppose aussi que dans A et Z les substitutions soient faites.
Dans cette opération aucun facteur variable ne s’introduit, atiendu
que toutes les dérivées de &,, ..., », § sont, comme les variables
mémes, transformées par la méme substitution linéaire.

Les variables indépendantes ¢,, ..., & sont jusqu’a présentindétermi-
nées. Je suppose maintenant qu’elles coincident avec £, ..., &, et je
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fais en méme temps &’ = 1. Alors F' n’est autre chose que le premier
membre, sous forme entiére, de la transformée de f au moyen d'une
substitution homographique. La variable § coincide avec le dénomi-
nateur commun des expressions de x,, ..., ;, ¥ en fonctionde&|, ...,
£, n. En oulre, on reconnailra sans peine que A coincide avec
I'expression désignée dans le lemme (38) par R; par suite, la rela-
tion (79) coincide avec celle qui fait I'objet de ce lemme. Par suite,
le théoréme XX est démontré.

50. Je ne donnerai ici aucune application du théoréme XX, me
réservant de le faire dans une autre occasion. En terminant ce Mé-
moire, je ferai observer que, dans le cas ou il existe plus d’une va-
riable indépendante, je n’ai pas abordé le second des deux problémes
posés au début. Il ne me semble guére possible de le faire dans I'éat
actuel de nos connaissances a 1'égard des singularités des surfaces.

Dans le méme ordre d’idées, d’autres problémes plus difficiles peu-
vent étre posés. On peut chercher le nombre des points d’une courbe
gauche algébrique qui satisfont 2 une condition exprimée par une
équation différentielle; le nombre des points d'une surface qui satis-
font & deux conditions exprimées par deux équations aux dérivées par-
tielles, etc. Conime on le voit, le sujet abordé dans ce Mémoire est
loin d’étre épuisé.




