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MÉMOIRE SDR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS. 345 

Mémoire sur le problème des trois corps ; 

PAR M. EMILE MATHIEU. 

On imagine lin système de trois corps réduits à des points qui s'at-
tirent suivant une fonction donnée de la distance, et il s'agit d'en 
étudier le mouvement. On peut cependant supposer que l'un des trois 
corps soit un point rendu fixe, tandis que les deux autres corps seu-
lement sont mobiles. En effet, ainsi que l'a fait remarquer Jacobi 
(Journalde Crelle, t. XXVI, p. 115), en s'appuyant sur le théorème de 
la conservation du mouvement du centre de gravité, on peut ramener 
le problème général à ce cas particulier, ou plutôt à une question 
semblable qui n'en diffère que par la fonction de forces, mais qui se 
prête aux mêmes réductions. C'est en faisant cette simplification que 
nous avons traité cette question. 

Citons quelques Mémoires où le problème des trois corps a été 
traité. Nous remarquerons d'abord le Mémoire de Lagrange, dans le-
quel le problème est ramené à la résolution d'un système d'équations 
différentielles du septième ordre et dont M. Serret a simplifié l'analyse 
en introduisant plus de symétrie dans les formules (OEuvres de La-
grange, t. VI, p. 3a4). Nous citerons ensuite le Mémoire de Jacobi 
(Journal de Crelle, t. XXVI, p. n5), le Mémoire de M. Bertrand 
(Journal de Liouville, t. XVII, p. 429, i8Ô2), enfin le Mémoire de 
Bour (Journal de VEcole Polytechnique, t. XXI, p. 3j), qui a pour 
point de départ le travail de M. Bertrand. 

Bour a obtenu une expression fort remarquable de la force vive du 
système des corps, qui l'a conduit à un système de huit équations 
différentielles canoniques; mais, n'ayant point fait de part dans ce 
travail aux considérations géométriques, il y a commis plusieurs er-
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3/|6 Ε. MATHIEU. 

reiirs. La plus saillante consiste, pour compléter le système des équa-
tions du problème, à joindre au système des huit équations ca-
noniques et à la somme des carrés des trois intégrales des aires 
relatives à trois plans coordonnés rectangulaires deux de ces trois 
intégrales [*]; or il arrive que deux combinaisons de ces trois équa-
tions sont renfermées dans le système des équations canoniques [**]. 
On a cité le travail de Bour dans plusieurs Mémoires de Mécanique, 
mais, dans aucun que je sache, on n'y a relevé les erreurs qui s'y 
trouvent. 

Dans le Mémoire qui suit, j'emploie l'expression de la force vive 
trouvée par Bour et à laquelle j'ai été conduit par des considérations 
géométriques. J'établis le système des huit équations canoniques, puis 
je montre comment, après l'intégration de ces équations, on achève-
rait très-aisément la solution. Les solutions théoriques, qu'on a don-
nées ordinairement de ce problème, reposent sur des formules telle-
ment compliquées qu'il est impossible de songer à en faire l'application 
à l'Astronomie; on verra qu'il n'en est pas de même de la suivante, 
car les formules y sont simples et le choix des variables très-approprié 
à l'Astronomie. 

Sur l'expression de la force vive dans le problème des trois corps. 

1. On peut ramener le problème du mouvement de trois corps à 
celui du mouvement de corps fictifs, au nombre de deux seulement, et 

[*] En supposant même que ces deux intégrales soient deux nouvelles équations, 
il lui manquerait encore une équation pour déterminer complètement la position du 
système. A la fin de son Mémoire, il suppose très-petite l'inclinaison des orbites des 
deux corns, et il propose l'emploi d'une fonction perturbatrice qui n'est pas admis-
sible; car, pour qu'une fonction puisse être prise pour fonction perturbatrice, il faut 
non-seulement qu'elle soit très-petite, mais encore qu'il en soit de même de ses dé-
rivées qui entrent dans les formules de perturbation, ce qui n'a pas lieu dans le cas 
actuel. 

[**] J'ai déjà fait cette remarque dans les Comptes rendus de l'Académie des 
Sciences (t. LXXVIII, p. 408, 1874)· 



MÉMOIRE SUR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS. 347 

soumis à une fonction de forces qui ne dépend que des distances r et 
r, de ces deux corps à un point fixe Ο pris pour origine des coordon-
nées et de l'angle formé par ces deux distances. Alors le principe des 
forces vives et les trois intégrales des aires sont applicables aux deux 
nouveaux corps aussi bien qu'aux trois premiers. Désignons par m, m, 
les masses des deux corps et par Ρ le plan qui passe par les points O, m 
et m,. La position du système et son déplacement infiniment petit 
sont déterminés : i° par les rayons vecteurs r, r, menés de l'origine Ο 
aux deux points m et m

{
 ·, a° par les dérivées de r, r, par rapport au 

temps t\ 3° par les angles β, β, des rayons r, r, avec l'intersection L 
du plan P.avec la position infiniment voisine qu'il occupe au bout de 
l'instant dt; 4° par les dérivées de ]3, β, par rapport à t; 5° par le dé-
placement infiniment petit dy de l'axe de rotation L du plan Ρ dans ce 
plan ; 6° enfin par la rotation infiniment petite udt du plan Ρ autour 
de la droite L. 

Représentons-nous le mouvement du plan P. La droite L tourne 
dans ce plan autour de l'origine Ο et vient au bout de l'instant dt en 
L,; puis ce plan tourne autour de L, de l'angle infiniment petit adl et 
occupe la position P

(
. La droite L tournera ensuite autour du point Ο 

dans le plan P, d'un angle infiniment petit et ira de la position L, à la 
position L

2
; puis le plan P, tournera d'un angle infiniment petit au-

tour de L
2

, et ainsi de suite. La droite L se meut sur un cône, mais L, 
par définition, n'est que l'axe de rotation du plan P; par le déplace-
ment de la droite L, il faut donc entendre seulement un changement de 
l'axe de rotation de ce plan qui varie à chaque instant. L'élément 
plan renfermé entre les deux droites L et L, peut être considéré 
comme appartenant à la fois au cône et au plan P, et l'on en conclut 
facilement que ce plan roule sans glisser sur le cône formé par les 
positions successives de la droite L. 

Nous montrerons plus loin quelles modifications on devra faire au 
système de variables que nous adoptons d'abord, afin de fixer plus 
commodément la position des deux corps m et m,. 

2. Désignons par A et A, les vitesses angulaires de /'et de r, dans 
Je plan P, estimées à partir d'une droite fixe située dans ce plan et 
comptons A, A,, (ίβ, ίίβ, et dy positivement dans le même sens, nous 

44·· 
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aurons 

(«) 
A =? + £, A, =■£-»-$. 

La vitesse du point m se décompose suivant ces trois directions 
rectangulaires : x° suivant r; a" dans le plan P, perpendiculairement à r; 
3° normalement au plan P, en ces trois vitesses : 

rA, torsin/3. 

On a donc, pour la demi-force vive du point m, 

- - H r3 A* H cdV-'siivp, 

et, pour la demi-force vive du système, 

Τ = i[/n (^)'] + U
mr

* ̂  +
 m

* r
3 A?) 

—ι- i^2(/w;·2 sin2/3 -+- m, r3 sins/3,), 

formule dans laquelle A et A, ont les valeurs (i). 

Rotation instantanée du plan P autour de la droite L. 

3. Nous avons dit que les (rois équations des aires ont lieu pour le 
système des deux corps m et m, ; il existe donc, pour ce système, un 
plan invariable, c'est-à-dire un plan du maximum des aires dont la 
direction est fixe. Formons l'équation des aires relative au plan in-
variable. 

Nous avons trois déplacements infiniment petits du point m, suivant 
trois directions rectangulaires : i° un déplacement suivant r, auquel 
ne correspond aucune aire; a° un déplacement dans le plan P, per-
pendiculaire à r, qui a pour valeur rkdt et auquel correspond l'aire 
\mr3A, que nous désignerons par ^G; 3° un déplacement normal au 
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plan P, égal à wf sin β dt, auquel correspond l'aire ^mr2 ω sin(3, que 
nous désignerons par ί,Κ. Menons les axes de ces aires, c'est-à-dire des 
droites passant par l'origine, perpendiculaires aux plans de ces aires 
et dont la grandeur soit représentée par le double du nombre qui re-
présente ces aires. L'axe de l'aire est perpendiculaire au plan P; il 
en est de même de l'axe de l'aire \m, r\ A, ou^G,, relative au corps 
m, ; leur résultante est donc égale à leur somme 

(2) G -t- G,. 

L'aire ^K. a sou axe situé dans le plan P et perpendiculaire à r; de 
même l'aire r2 ω sin |3, ou -|R, a son axe situé dans le plan Pet 
perpendiculaire à i\. L'axe résultant, qui est la diagonale du parallé-
logramme dont les côtés sont ces deux axes, a pour valeur 

(3) V&'+KÏ + a KK,cos(/3-/9(). 

Enfin, en composant les deux axes perpendiculaires entre eux qui 
ont les valeurs (2) et (3), on obtient une droite de grandeur constante 
et perpendiculaire au plan invariable ; on a donc l'équation 

(G+-G,)2-t-K.24-K? +2KK, cos (β, — β) = k*, 

eu désignant par k une constante, que nous appellerons la grandeur 
de l'axe du plan invariable. 

L'équation précédente peut s'écrire 

(G -I- G,)2-I— w2[i«2r4sin2/3 + m\r\ sin2/3, 

H- 2mm
t
 13 r\ sin (3 sin β, cos (β, — /3;] = k2, 

ou 

mlr' sin'β -4- m\r\ sin* β, -t- immt / VJ sin β sin β, cos (ρ, — β) ' 

elle donne, par conséquent, la rotation instantanée a>dt du plan P au-
tour de la droite L. 
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Formule qui donne le mouvement de la trace du plan Ρ 
sur le plan invariable. 

4. Désignons par a l'angle que fait la trace S du plan Ρ sur le plan 
invariable avec line droite fixe située dans ce dernier plan; représen-
tons par U l'angle des deux plans, et par ψ l'angle de la droite L avec 
la droite S. 

Imaginons une sphère qui ait son centre à l'origine Ο et soient {fig· ι) 
AS, LS les grands cercles qui représentent sur cette sphère le plan inva-
riable et le plan P; les points S et L indiquent sur la figure les traces 
des droites S et L sur la sphère. Au bout d'un instant dt le plan Ρ tour-
nant autour de L de l'angle adt est représenté par LS,. Soit A le point 
à partir duquel on compte l'angle a, on aura AS — a, SS, = do, 
SLS, = (i>dt, LSA = U. 

Abaissons l'arc SB perpendiculaire sur LS,, nous aurons 

SB = SS, sinSS, Β = rfosinU. 

Du point S abaissons une droite perpendiculaire sur la droite L, 

Fig. ι. 

V 
qui est un diamètre de la sphère, l'arc SB est égal à cette perpendicu-
laire, multipliée par a>dt; donc 

SB = <ùdt sin φ. 

Égalant ces deux valeurs de SB, on a 

r/ffsinU = udtsi np. 

Si nous projetons l'axe k du plan invariable sur une normale au 
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plan P, nous obtenons &cosU pour la projection ; mais cette quantité 
est égale à l'axe de la somme des aires relatives au plan P; on a donc 

fccosU = G + G, ; 

il en résulte 

eiii»U =£[*»-(G-t-G.)»], 

et la formule précédente devient 

άσ^ ¥-<G+Gpdt· 

Projetons ensuite l'axe k sur la droite L; pour cela, nous le projet-
terons d'abord sur le plan P, ce qui donnera h sinU, puis nous projet-
terons cette projection surL, ce qui donnera finalement tsinUsiny. 
D'autre part, cette quantité doit être égale à la somme des aires rela-
tives au plan perpendiculaire à L; elle est, par conséquent, égale à 

mlw +■ m, l, w,, 

en désignant par l, l, les distances de m, m, à la droite L, et par m, w, 
les composantes des vitesses de m et m,, perpendiculaires au plan P; 
on a 

Z = rsinj3, /,=/■, sin β,, 
w=o>rsin/3, Wj^w^sinfi, ; 

on a donc 

AsinXJ βΐηφ = a(mr! sina|3 -t- m, r® sin®β,'), 

et l'expression de da devient 

, _ a'tmr'sin'p + CT.r? sin8β,) , , _ 
Λ*—(G + G,)» 

elle donne le mouvement de la trace du plan P sur le plan inva-
riable. 
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Emploi de deux nouveaux angles ξ et ξ,. 

5. Désignons par ξ, ξ, les angles de r, r, avec la droite S d'inter-
section du plan Ρ avec le plan invariable; β et β, sont les angles de r 
et r, avec la droite L; donc, en supposant tous ces angles comptés 
dans le même sens, on a 

{a) β,-β = ξ,-ξ· 

Les axes des aires désignées au n° 3 par iR et |R, sont situés dans 
le plan Ρ et perpendiculaires à r et r, ; les axes des aires ^G, ̂ G,, dé-
crites dans le plan P, sont perpendiculaires à ce plan ; donc, la pro-
jection de l'axe k du plan invariable sur la droite S étant nulle, on 
aura 

Κ βϊηξ -t- R, βΐηξ, = ο 
ou 

(£) mr' sin β sin ξ -f- m, r* sin β, sin£, = ο. 

Remarquons que les équations (a) et (b) sont symétriques par rap-
port aux deux couples de variables β, β, et ξ, ξ,. 

On tire des équations (a) et (£), en éliminant β,, 

tangfl _ - m, r? sing, sin (ξ,-ξ) 

on a de même 

anëP< /Jti sing, -+· mr' sing cos (g, — g ) ' 

on a aussi 

(c) sin®/3 = m' 

en faisant 

D = m? /·* sin* ξ -t- r\ sin® ξ, + ι mm, r* r\ sin ξ sin|, cos(| — ξ, ), 

et une formule semblable pour sin'^,. 
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D'après cela, on a 

m2r*sin2β4- m\ r\ sin2(3, 

-+- 2mm, r r* smp sinp, cos(p, — pj = ^—s > 

el l'on déduit de la formule du n° 3 

1 ' m'm\r*r\ gin4 (ξ,—ξ) 

En permutant ξ el ξ, avec β et β, dans la formule (c), on obtient 

^ ' m'r' sin!/3 -+■ m\r\ sin1^, 4- 2mm,r'lr\ sinjSsinβιcos(p, — (3) 

Démonstration géométrique de deux équations. 

6. Le déplacement angulaire du point m pendant l'instant dt dans 
le plan P, par rapport à la droite L supposée fixe, est égal à kdt, et il 
peut se décomposer en deux déplacements : i° le déplacement de m 
par rapport à la droite S d'intersection de Ρ avec le plan invariable; 
a0 le déplacement de la droite S par rapport à la droite L. 

ξ étant l'angle de r avec S, le premier de ces deux déplacements a 
pour valeur dξ. Pour calculer le second déplacement, reprenons la 
figure considérée au n°4, où les grands cercles AS et LS représentent 
le plan invariable et le plan P. Le déplacement de la droite S par rap-
port à la droite L est égal à S, Β et l'on a 

S, Β = rfdcosU; 
on aura donc 

A dt = d% h- ifffcosU. 

Nous avons trouvé, au n° 4, l'équation 

AcosU = G 4- G, ; 

Journ. de Math. eerie), tome II. — Octobre 187s, 4^ 
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donc l'équation précédente devient 

(/) Λ"' 

on a de même 

(e) A> = λ + —τ- Λ· 

Nouvelles expressions de de et de ï. 

7. En nous reportant à l'expression de ω2, trouvée au n° 3, nous 
déduisons de la formule (e) 

sin'E sin:^isin'(pi— [3) 

nous avons de même 
5ΐη2ξ, _ ω'mr'sin'β sin'(βι— /3) 

MR3 K2 — (G -1-- G, Y 

Ajoutons ces deux équations, en remarquant que β, — β est égal 
à ξ, — ξ, et nous aurons 

ι \ 2 / 2 * 2 (Q ι 2 ' 2 Ο \ — ( Ο + Ol 1' / ^'Π2ξι \ 

En remplaçant cette expression dans la dernière formule du n° 4, 
nous avons la formule 

' ' dl sin'(?, — ξ) \/n,r* mr' /' 

où les angles ξ, ξ, entrent au lieu des angles β, β,. 

D'après la formule (A), l'expression de aT, trouvée au n°2, peut 
s'écrire 

aT — Μ (-τ) +Hl,( -τ- ) H ? 4- j -I- R, 

en posant 

η _ *'-(0 + 0·)' fsin'g +νξΛ . 
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on a une autre expression de 2 Τ en .éliminant k au moyen de l'équa-
tion (î); ce'qui donne 

(G + G,)' /sin2? ^ sin'?A ^ mmlr,r'\ sin2(?,— ξ) 

Système de variables conjuguées. 

8. Posons 

di~~ , di~ Γι ' rft ~ ^ » Λ ~ ' tit ~ϋ ' 

nous aurons, d'après les deux dernières formules du n° 6, 

ξ' — A — G ( sin'£ + s'"'Si\ ; 

^ Λ· sin2(ξ, — ξ) mr' J' 
OU 

(j) ■ mr2£' = G - + ̂ ), 

' ' ' 11 1 sin2{?,— ξ) \/«,r; «jr2 / 

Supposons que l'on tire G et G, de ces deux équations pour les 
porter dans la dernière expression obtenue pour 2T, alors 2 Τ ne ren-
fermera plus que les variables 

r» G) ξ, ξ, 
et les dérivées 

r', r',, £', £',, </; 

par suite, les quantités 

dT dT dT dT dT 
P~d?' P< - d?;' P* ~df' Pi~dt~,' Pi~dP 

seront respectivement conjuguées de r, r,, ξ, ξ,, σ. 
45.. 
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Calculons pt et p
t
 ; nous avons 

£E_J_C — —L- Γ — G + G, /rfG rfGA /sin'ξ «η'ξΑ 

La differentiation des équations (j) et (k), par rapport à ξ', donne 

171 ' ~ <%' sin'(ξ, — ξ) \di' + άξ') V»,r; + air' J' 

° ~~~ rf?' sin"(Ç, — ξ) \rf£' d% ) \ mr1 ) 

Multiplions ces deux équations respectivement par —·> et 

ajoutons, nous aurons 
G-rff' 

on a de même G, — les variables G, G, sont donc conjuguées 

à ξ, ξ,· 

Equations différentielles canoniques. 

9. En introduisant, dans l'expression de aT, les variables ρ, p,, 
G, G,, p

t
, qui sont conjuguées à r, r,, ξ, ξ,, σ, on a 

2
τ = ^ ^ + Γ*' Γ,(β + β'-Η pÎf

 +
 ^!3Λ, 

et, en faisant H = Τ — V, où V désigne la fonction de forces, on a 
les dix équations différentielles canoniques renfermées dans les deux 
suivantes : 

rfr/, _ rfH dp, __ rfH 

où l'indice i est susceptible des valeurs ο, ι, 2, 3, 4 et où l'on suppose 

q = r, q, = r,, q
2
 = %, q, = ξ„ q

t
 = a. 

En faisant i = 4, on a les deux équations 

tits rfH dpt, rfH 
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la seconde prouve que est constant, et l'on déduit de la première 

Pt /sin'ξ 8ΐη'ξΛ 

équation déjà obtenue au n° 7 et qui prouve que p
t
 est égal à k. 

Remplaçons, dans l'expression de Τ et dans celle de H, la quantité p
t 

par k, et nous aurons les huit équations canoniques 

dr dO. dp 
dt dp dt dr' 

dr
s
 ifH dp

K
 <2H 

dt dpi dt dr{ 

di __<m r/G __ dn 
dt d(j dt de, ' 
rfÇ, df^ d(j

x
 d\\ 

~dt _ dGi' ~dt ~ 1^' 
Les deux équations 

άξ ί/ξ, da 
dt dCr dt d(}

] 

ont été déjà trouvées ci-dessus (n° 8); la première, par exemple, peut 
en effet s'écrire 

dZ, G G-l· G, /sin2 ξ | sin2 ξ,\ 

Résumé de la solution. 

10. En intégrant le système des huit équations différentielles cano-
niques données au numéro précédent, et dont une des intégrales est 
l'équation des forces vives 

H = const., 

nous obtiendrons les variables r, r
t
, ξ, ξ,, qui déterminent les dis-

tances de m et m, à l'origine, et leurs distances angulaires à la droite S, 
intersection du plan Ρ avec le plan invariable; ces coordonnées dé-
terminent complètement la position de m et m, dans le plan P. Reste 

2 3* 
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à déterminer la position de ce plan; elle sera fixée : i° par l'angle U 
que le plan Ρ fait avec le plan invariable et fourni par la formule 

cos U = —-— ι 

a° par le mouvement de la ligne S sur le plan invariable, exprimé 
par la formule 

da i /sin'S sin'EA 

Quoiqu'il n'y ait pas besoin d'autres variables pour fixer la posi-
tion du système, on peut remarquer que, les quantités précédentes 
étant obtenues, on pourra calculer les angles β, β, par les formules 
dn n° 5, l'angle instantané de rotation tadt dont tourne le plan Ρ par 
la formule (d) du même numéro, et l'angle dy formé par les deux 
génératrices du cône défini au n° 1, suivant lesquelles les deux posi-
tions du plan Ρ au commencement et à la fin de l'instant dt touchent 
ce cône, au moyen de la formule ( n° 2) 

G ί/γ 
/«r3 dt dt 

OU 

άΊ=α ~dt - de. 

Sur le rôle des équations des aires dans la théorie précédente. 

11. Bour croyait que, pour obtenir toutes les équations du pro-
blème, il fallait ajouter aux huit équations canoniques et à l'équation 
des aires relative au plan invariable deux des intégrales des aires 
relatives à trois plans fixes de coordonnées rectangulaires. D'après la 
théorie qui précède, il est évident qu'il n'y a pas lieu d'employer ces 
deux intégrales; mais je vais démontrer de plus que deux combinai-
sons des équations des aires sont renfermées dans les équations 
canoniques. 

Pour arriver à cette démonstration, commençons par donner une 
forme géométrique à la question. Nous avons exprimé au n° 3 que 
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l'axe du plan invariable est de grandeur constante; il reste'encore à 
exprimer qtie la direction de cet axe est fixe. 

Représentons-nous le plan Ρ qui passe par l'origine Ο [fig. 2) et les 
deux points m, m,. Au bout de l'instant dt, l'axe de rotation L de ce 
plan vient en L' dans ce plan, et le plan Ρ tournant de l'angle o>dt 
autour de L' occupe une seconde position. Dans la première position 
du plan, menons Ο g perpendiculaire à L', puis élevons par le point Ο 
une droite OZ perpendiculaire à ce plan. 

Nous allons projeter l'axe du plan invariable sur les trois droites 
rectangulaires L', Ο g, OZ au commencement de l'instant dt·, nous les 
projetterons ensuite sur les mêmes axes à la fin de cet instant, et nous 
exprimerons que ces projections n'ont pas changé de grandeur. 

Nous supposerons que les axes des aires soient menés normalement 
à leur plan et d'un côté de ce plan, de manière qu'un observateur, 
placé suivant cet axe, voie la rotation du rayon vecteur qui décrit 
l'aire s'effectuer de droite à gauche. 

L'axe des aires G et G, est situé suivant OZ; les axes des aires Κ 
et K, (n° 3) sont situés dans la première position du plan Ρ et sont 
perpendiculaires à O/w, O/»,. A la fin de l'instant dt, les rayons Ο m, 
Ο m, sont venus en Om', Ο m

i
 dans la seconde position du pian P, et 

les axes des aires Κ, K, sont venus en K', R', perpendiculaires à 
Ο m', Ο m\. 

i° Projetons l'axe du plan invariable sur L' au commencement 
de dt, et, pour cela, projetons ces composantes G, G,, Κ, K, sur cette 
droite. La projection de G et G, sur L' est nulle; ou a ensuite, d'après 
les notations du η° 2, 

Angle (K, L) = ^ — β, (Κ,, L) = = - β,, (L, L') = dy, 

(K, L') = l -β + dy, (K„ L') = l -β, + dT, 

on a donc, pour la projection de l'axe du plan invariable, 

(a) 
Kcos(K.L') 4- K, cos(K,, L') 

=■ Ksin (β — dy) -h K, sin (β, — dy) 
= K sin β — K. cos βάη sin β, — Κ cos β, dy. 
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Cherchons la même projection au bout de l'instant dt. L'axe de G 
et G,, après cet instant, est perpendiculaire à la seconde position du 

Fig. 5. 

/»i 

plan Ρ et, par suite, perpendiculaire à la droite L'qui s'y trouve; 
donc sa projection sur L' est nulle. 

On a ensuite 

(R',L') =1-β-άβ, (K'j, L') = l — β, — rfj3, ; 

on a donc, pour la projection cherchée, 

(A) 

R'cos(R', L') + κ; cos (R',, L') 
= (R 4- r/R) sin (/3 4- r//3) -t- (R, 4- r/K,) sin (β, 4- r/|3,) 

— Rsin^ 4- sin^rfR 4- Rcosj3c?f3 4- R, sin^. 
4- sin β, r/R, 4- R, cos(3, Ηβ,. 

En égalant (a) et (A), on a 

(«) r/Rsin|34-Rcos|3(</(34-i/y)4-i/R)einj3l4-R| cosj3,(e/j3, 4-dy) = o. 

2° Projetons sur Ο g. Au commencement de dt, les projections de G 
et G, sont nulles, et celles de R et R, sont 

(*) 
R cos(R, g) 4- R, cos (R,, g j 

= Rsin(R,L') 4- R,sin(K,, L') 
= Rcosj34-Rsinj3t/y4-R, cosj3,4-K,sinj3,r/7. 
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K' n'est pas situé dans le plan gOL'; mais on peut l'y supposer èn né-
gligeant les infiniment petits du second ordre, et l'on a pour sa pro-
jection 

(R + ί/K) cos .KO g = (K-+ d K)cos(/3 + dfi) 

— Κ cos β -4- d Κ cos β — Κ sin βάβ. 

On a de même, pour la projection de Κ',, 

K, cos β, -+- ι^Κ,οοβ β, — Κ, sin β,άβ,. 

G et G, s'étant changés en G + dG, G, -f- dG,, on a, pour la projec-
tion de leur résultante, 

(G -4- dG -4- G, -f- dG|)sin(ωί/ί 

On a donc, pour la projection de l'axe du plan invariable à la fin 
de dt, 

(B) 
Kcos/3 -4- dKcosβ — Ksin|3i/j3 + K,cosj3, 

-f- i/K, cos β, — R, sin β, dβ^ -4- (G -f G, ) ω dt^ 

et, en égalant (b) et (B), on a 

(β) 

i/Kcosj3 — Ksinj3(c/]S -4- dy) 
-+- dK, cos β, — R, sinj3,(dj3, -t- dy) -+■ (G-4- G ,)<ùdt = ο. 

3° Projetons sur la normale OZ au plan gÔL'. Au commencement 
de dt on a, pour la projection totale, 

(c) G + G, ; 

à la fin de dt on aura, pour cette projection, 

(G -4- dG -4- G, -t- dG,) cos(ω<&) — K'sin/ — R', sin/,, 

en désignant par / et /, les angles de R' et R'
(
 avec le plan gOL'. La 

dernière expression peut s'écrire 

(C) 
G + dG -t- G, + clG, - (R -4- rfK) vdl cos(j3 -4- άβ ) 

— (K| H- αΚ
(
 )ωαί cos (ρ, άβ

{
). 
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En égalant (c) et (C), on obtient 

(7) dG + dG, — (Rcos/3 -+- — o. 

Les trois équations (α), (/3), (7) équivalent aux trois intégrales des 
aires relatives à trois plans de coordonnées rectangulaires; on peut les 
écrire plus simplement ainsi qu'il suit : 

(1) </(Rsin/3 -+- R,sinj3,) -t- (Rcos/3 -t- K, cos(3,)rf7 = o, 

(II) rf(Rcos/3 -+-R, cos/3,) —(Rsin|3 -t-R, sinj3,)rf7 + (G + G,)a>dt = o, 

(III) dG -+- dG, — (Rcos/3 -+- R, cosβ,)ωάί = ο. 

Multiplions ces trois équations respectivement par 

Rsin/3-i-R, sin/3,, Rcos/3 -+- R, cos/3,, G -+- G,, 

et ajoutonsj nous aurons, après plusieurs réductions, 

d[{G -4- G,)2 + R2 -t- R2 -t- aRR, cos((3, - j3)] = o; 

en intégrant et désignant par k une constante, on retrouve l'équa 
tion du n° 3 

(IV) (G -4- G,)2 + R2 + R? -4- aRR, cos(/3, -β ) = i*. 

12. Les équations (I), (II), (III) peuvent être remplacées par deux 
d'entre elles, par exemple les équations (I) et (III), et par l'équa-
tion (IV). Nous allons transformer ces équations en y introduisant les 
variables r, /·,, ξ, ς,, G, G,. 

Si l'on fait cette transformation pour l'équation (IV), on obtient 
une identité; donc, par cette transformation, les équations (I), (II), 
(III) se réduisent à deux. 

Opérons d'abord sur l'équation (III), qui est la plus simple. D'après 
le n° 3, on a 

K = mr®asin/3, R, = m,r\v> sin/3,, 

et l'équation (III) devient 

~ -4- ~ — &>2(m/,2sinjScosjS -t- m
{
r\ sin β, cos/3,) = ο. 
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Posons, pour abréger, 

β,-β = ξ,-ξ = g, 

nous aurons, d'après le n° 3, 

sinj3cos(3 = — ~m,rf sin£, sing^wr's^-I-m, rf sin£, cosg), 

sin^, cosj5, = ^ mr3 sin£ sing(m, r\ sin|, -f mrasinÇcosg), 

et ensuite, à cause de la valeur de ω2 du même numéro, 

cri2(/nr2sin(3cos|3 + ιη,Γ^ΐηβ, eosj3,) 

= -τ-y - , ■ I (— mr -+- m,r2)sin£sin£, 

-+· (mr1 sin2£ — m
t
r\ sin2£,)cosg |. 

Donc l'équation (III) devient 

(Ό 
dG dG, 

_ i!zfc^l!r
sin|sin?i

(_L —L_\ + f«î!| _ \
 cosg

l 

ou plus simplement 

° dt dt sin1^ \ m,r' mr' / 

C'est l'équation que l'on obtient en ajoutant les deux équations 
canoniques 

dG _ du _ dT dV 
ht _ _ m ~ ~~ ϋξ ~άξ' 
dG, dli ί/T dV 
"dt — ~ df, ^ ~ άξ, + rf|,' 

ce qui donne, parce que V ne renferme £ et ξ, que par g, 

dG , dG, dX d Τ _ 
ht -f" ~ût Hi + αξ\ ~~ °" 

46. 



36/j É. MATHIEU. 

15. Faisons la même transformation pour l'équation (1). Le pre-
mier membre de cette équation peut se décomposer dans les deux par-
ties semblables 

{f) i/(Rsin|3) + Rcos(3rfy, rf(R, sin/3, ) -+- R
f
 cos/3,rfy; 

transformons la première partie; elle peut s'écrire, d'après la valeur 
de dy (n° 10), 

{g) 
ί/RsinjS-f- Rcosj3i//3 -t- Rcos/3 dt — d[i\ > 

</Rsin|3 -+- Κ cos/3 dt. 

Remplaçons, dans la formule 

R = mr2&>sin|3, 

ω, sin β par leurs valeurs obtenues au n° 5, 

ω = -— rWi— ' sinp = =— 

et nous aurons 
v

 sin ξ,γ'Α1— (G-eG, )' 
sing 

nous avons de même 

_ — sin?y6t' — (G-Η G,)· 

L'expression (g) peut s'écrire 

+ GusinficosSrfi = - L, 

en faisant 
L = —— + Go>2sin/3 cos/3 dt. 

En différentiant R2, on a 

RRFR = - (G + G, ) G (dG + dG, ) 

+ "—iia'^" G|)' (~ sinlsin?,^, -+- βϊη'ξ, cosgc^), 
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et par suite, en remplaçant dans L, 

1= -gg-(G + C,)(<<6 H-¿6,) 

+ k mr2sînig'' ' SÎn^SÎI1''^' + sin-g,COSg^) 

- (™\ + îïïll^
 dt

. 

Divisons L par dt et portons, dans les deux premières lignes de L, 
les valeurs de 

dG dtτ, dj rfg, 
dt dt ' dt ' dt5 

tirées des équations canoniques. Pour la première valeur, nous adop-
terons la forme (e) 

« Λ. = + Γ , „ __ _jx 

+ fe--^)cossJ; 

nous avons ensuite 

ί/ξ _ _G G -h G, /sin2ξ sin3g,\ 

</ξι G, G -+- Gi /sîn2? sin*ÇA 

On obtient ainsi, pour les deux premières lignes de L divisé par dt, 
après quelques réductions, 

Ρ—tG-f-G,) I Q Γ sin ξ sine, ^n2g + sin2£ _ ^ίηξ sine, COSg) 4- — 

H
"
 G|

 m's'in^g + sin^' - asin? sin£« COSg - sinag)j, 
ou, à cause de g = ξ, — ξ, 

*'-
(
G + G,)'Gsing rin^g\ 
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ce qui est la troisième ligne de L, divisée par dt et prise avec un signe 
contraire. 

L ou l'expression (g) est donc nulle; ainsi la première partie (f) 
de l'équation (I) est nulle d'après les équations canoniques; il en est 
de même de la seconde. 11 est donc bien vrai que les quatre dernières 
équations du système canonique renferment deux combinaisons des 
équations des aires. 

14. La démonstration précédente conduit à un résultat curieux. En 
effet, nous avons prouvé non-seulement que l'équation (I) résulte des 
équations canoniques, mais encore que l'on a séparément, en vertu 
de ces équations, 

ir(KsinjS) 4- KcosjSrfy —o, 
if(K.sin/3

)
)-:~K.|Cos^,6fy= o; 

or ces deux formules expriment que le principe des aires a lieu pour 
chacun des deux corps m, m, par rapport à l'axe instantané du plan P. 
On pourrait démontrer de même que, non-seulement l'équation (II) a 
lieu, mais qu'on a encore séparément 

rl( Kcos/3) — Rsinj3r/y -+- Gadt = o, 
fl\Kcos/3, )— R,sinp,rf/-;-G, todt ~ o, 

et l'on en conclut que le principe des aires a lien aussi, pour chacun 
des deux corps m, m, pris séparément, par rapport à la droite Og 
menée dans le plan du triangle perpendiculairement à l'axe de rota-
tion. Donc le principe des aires a également lieu pour chaque corps 
par rapport à une droite quelconque située dans le plan P. On a donc 
le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si deux corps m et m, sont soumis à une fonction 
de forces qui ne dépend que de leurs dislances à l'origine et de l'angle 
formé par ces deux distances, le théorème des aires a lieu à chaque 
instant par rapport à toute droite menée par l'origine dans le plan Ρ 
qui passe par m, m, et cette origine, non-seulement pour l'ensemble 
des deux corps m et m,, mais encore pour chacun de ces deux corps 
pris séparément. 
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Si l'on compose comme des forces les axes des aires K. et G, on 
obtient l'axe des aires résultant pour la masse m, et l'on voit que la 
projection de cet axe sur une droite quelconque du plan Ρ est la même 
au commencement et à la 6n de l'instant dt. On peut donc encore 
énoncer le théorème précédent de la manière suivante : 

La projection, sur une position du plan P, de l'axe des aires résul-
tant pour l'une quelconque des masses m et m,, reste la même au com-
mencement et à la fin de l'instant dt qui suit immédiatement cette posi-
tion du plan P. 

Car la projection de cet axe sur une droite du plan Ρ s'obtient 
en projetant cet axe sur le plan P, puis cette projection sur la 
droite. 

Orbites décrites par les deux corps m et m,. 

15. En Astronomie, on imagine que les orbites des corps célestes 
sont des ellipses dont fa forme et la position varient à chaque instant; 
cette conception n'a d'ailleurs, dans cette Science, une véritable im-
portance qu'à cause de la petitesse des variations des éléments de ces 
orbites. Nous allons montrer comment on peut déterminer ces orbites 
et la position des deux corps m et m, sur ces orbites au moyeu du 
système de variables que nous avons employé. 

Considérons l'aire décrite pendant le temps dt, par le rayon vec-
teur r mené au corps m, multipliée par la masse m, quantité qu'on 
peut regarder comme tine aire décrite par un rayon vecteur égal 
à r\jm et de même direction que le premier; concevons de même 
l'aire décrite par le rayon vecteur r

K
\jm, dans le même instant. Pre-

nons les axes de ces aires et menons la diagonale du parallélogramme 
qui a pour côtés ces deux axes : cette diagonale représente, en gran-
deur et en direction, l'axe du plan invariable. Par le point O, origine 
de ces trois axes, menons-leur des plans perpendiculaires, nous obtien-
drons les plans des deux orbites et le plan invariable qui se couperont 
suivant une seule droite. 

Ainsi les plans des deux orbites coupent le plan invariable suivant 
une même droite passant par le point Ο et qui se meut dans ce plan. 
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Imaginons une sphère dont le centre soit au point 0; les quatre 
plans suivants qui passent par ce point, savoir le plan P, les orbites 
de m et m, {fig. 3) et le plan invariable, couperont la sphère suivant 
des grands cercles représentés respectivement par mm,, Ε m, Ε m,, ES. 

Désignons par u et u, les inclinaisons des orbites de m et m, sur le 
Fig. 3. 

m 

1 A , 

M, 

plan Ρ des trois corps; la tangente de l'angle u est égale au déplace-
ment de m normal à Ρ divisé par le déplacement de m dans Ρ et per-
pendiculaire au rayon vecteur; on en conclut, en remplaçant ces 
déplacements par les aires R et G qui leur sont proportionnelles, 

tangu — tangw, = 

Désignons par I l'angle mEm, des deux orbites; l'arc min, est égal 
à g (n° 12) et le triangle sphérique mEm, donne 

cosl = COSM cosu, -H siu« sin«( cosg, 

ν/κ'-t- G1 + G? y'K.'-i- G' vk; + G; 

Dans le cas où les masses m et m, n'exercent pas entre elles d'actions 
mutuelles et sont seulement sollicitées par un centre d'attraction situé 
au point O, le principe des aires pouvant être appliqué à chacun des 
deux corps dans leurs orbites respectives, on aura 

(a) R2+-G2=ù2, R2 -|- GJ = b\, 

h et b, étant deux constantes et, d'après la formule du n°3, 

(G -+- G,)2 R2 + RJ + 2RR,cosg = k1, 
on a donc 

COSl =- rr-! Ξ- = — 1 · 
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Dans le cas général où les orbites sont variables, on pent encore 

appliquer cette dernière formule, en considérant b et b, comme des 
quantités variables fournies par les formules («) ou 

[*'-(ft + G,)']«in'5, Cq_ ρ [*'-(G + G,)»]«inM 

Cherchons les inclinaisons i et i, des plans des deux orbites sur le 
plan invariable. Si l'on regarde la variable ξ de la figure comme 
positive, on aura · 

mS = ξ ; 

ξ, étant porté en sens contraire, on a 

m, S = — ξ, et mm, = — ξ, 4- ξ = — g. 

On aura aussi 

hîES = i, w/,ES = — i,, I — / — inSA = U. 

Le triangle mES donne 

sin Ε m — —— = - L-r-^— 5 ; 

d'autre part, le triangle m^m, donne 

r sin«isinp· sin^K, 

et, puisque l'on a (n° 13) 

„ _sin|^»_"(G + G,)2 

sing· 
il en résulte 

α) sinE/«=î . . . ; 

égalant les deux valeurs de sinEtra, on a 

é.sinl siiu == —j—» 

on a de même 

. . osml 
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Remarquons que la figure formée par les deux triangles EmS, 
Em,S est entièrement déterminée quand on a calculé ξ, ξ,, ι, ι, ; on 
pourra achever de fixer la position de la figure sur le plan inva-
riable, lorsqu'on connaîtra l'arc σ représenté par AS, A désignant un 
point fixe du grand cercle ES. 

L'angle a s'obtient par une quadrature d'après une formule donnée 
au n° 10. 

Em ou la distance angulaire du corps m au nœud Ε est donnée 
par la formule (|3) ci-dessus; on a, pour la même quantité relative au 
corps m,, 

SlllE/n. = " T-r-z— > 

Les planètes Jupiter et Saturne ayant des masses beaucoup plus 
considérables que les autres planètes, leur mouvement elliptique est 
surtout troublé par leurs actions mutuelles, et cette circonstance, que 
cinq fois le moyen mouvement de Saturne moins deux fois celui de 
Jupiter est une très-petite quantité, achève de donner une grande 
prédominance à ces actions mutuelles. Or, si l'on néglige les actions 
des autres planètes, on pourra étudier le mouvement de ces deux 
corps, en y appliquant le problème des trois corps pour lesquels on 
prendra le Soleil, Jupiter et Saturne : c'est ce que je ferai dans un 
autre Mémoire, en appliquant la théorie précédente. 


