
ÉMILE MATHIEU
Mémoire sur le mouvement de rotation de la Terre
Journal de mathématiques pures et appliquées 3e série, tome 2 (1876), p. 33-68.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1876_3_2__33_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1876_3_2__33_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


MÉMOIRE SUE LE MOUVEMENT DE ROTATION DE LA TERRE. 33 

Mémoire sur le mouvement de rotation de la Terre; 

PAR M. ÉMUE MATHIEU. 

L'élude du mouvement de rotation de la Terre autour de son centre 
de gravité peut se partager en deux parties. On peut en effet examiner 
le mouvement absolu de l'axe de rotation de la Terre dans l'espace, 
c'est-à-dire son déplacement par rapport à la sphère céleste, et l'on ob-
tient ainsi les phénomènes de la précession des équinoxeset de la nu-
tation de l'axe de la Terre. Cette question a été traitée avec toute l'ap-
proximation désirable par M. Serrel ( Annales de l'Observatoire, t. V, 
i85g), et elle n'est point examinée dans ce travail. En second lieu on 
peut rechercher le mouvement de cet axe de rotation par rapport à la 
Terre ou le déplacement des pôles à sa surface, et déterminer la vitesse 
de rotation autour de cet axe. Cette question m'a semblé susceptible 
de nouvelles recherches, et c'est à son examen que se rapporte ce 
Mémoire. 

Les formules de perturbation du mouvement de rotation d'un corps 
solide, qui n'est sollicité que par des forces perturbatrices, sont exac-
tement les mêmes que les formules de perturbation du mouvement 
d'une planète. J'ai expliqué dans un autre Mémoire d'où provient 
cette coïncidence ( Journal de Mathématiques

y
 i8j5, p. i83), et j'y ai 

donné le théorème général sur lequel elle repose. Il suit de là que les 
deux principaux problèmes que l'on rencontre dans la Mécanique cé-
leste, à savoir la recherche du mouvement de translation des planètes 
et de leurs satellites et celle de leur mouvement de rotation autour 
de leurs centres de gravité, peuvent être étudiés au moyen des mêmes 
formules. Poisson rappelle cette propriété remarquable dans la pré-
face de son Mémoire sur la rotation de la Terre autour de son centre de 
gravité {Mémoires de VAcadémie des Sciences, t. Y1I, i827),et cepen-

Journ. de Sïath. (3e série), tome II. — JANVIER 1876. 3 
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34 tMt LE MATHIÏE. 

dant il préfère, pour faire ses calculs, substituer à ces formules un sys-
tème d'autres formules assez différent [*J. 

La démonstration que je donne de l'invariabilité du jour sidéral, et 
qui est fondée sur le théorème général dont j'ai parlé, est entièrement 
différente de celle de Poisson; mais les deux démonstrations ne se sé-
parent pas seulement par la forme, car Poisson, pour simplifier ses 
calculs, fait une supposition qu'il regarde comme suffisamment appro-
chée et qui n'est pas admissible. Elle consiste à regarder les orbites du 
Soleil et de la Lune, qui troublent le mouvement de rotation de la 
Terre, comme circulaires et situées dans un même plan. Or je montre 
que cette recherche exige trop de précision pour que l'on puisse faire 
cette simplification. 

On reconnaîtra sans peine que mon analyse pourrait être beaucoup 
simplifiée par chacune des deux hypothèses suivantes : 

i° Si l'on supposait que la Terre est exactement de révolution; 
a° Si l'on pouvait considérer lesorbitesduSoleiletdela Lunecomme 

circulaires et situées dans le même plan. 
La seconde supposition, comme je l'ai dit, ne peut être admise. 

Pour la première hypothèse, on doit penser qu'elle approche beaucoup 
de la réalité si l'on se reporte à l'origine fluide de la Terre. Cependant 
il y a aussi utilité à ne pas la faire a priori, d'abord parce que la quan-

tité —g—> où A et Β désignent les plus petits moments principaux 

d'inertie par rapport au centre de gravité, joue un rôle important dans 
cette théorie, tant qu'on ne la suppose pas excessivement petite, et 
ensuite afin de faire servir à la détermination de cette quantité la com-
paraison des résultats de l'analyse aux observations. 

En effet il semble résulter des observations du pendule que le rap-

port —g— est notablement plus petit que le nombre qui représente 

l'aplatissement de la Terre. Cependant, à cause des nombreuses irré-
gularités de la surface du globe terrestre, la démonstration de la peti-

[*] Poisson s'était occupe auparavant de la démonstration de la constance du jour 
sidéral [Journal de l'École Polytechnique, t. VIII, p. ig8) ; mais cette démonstration est 
très-inférieure à celle qu'il a donnée plus tard. 
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tesse de B A à l'aide du pendule exigerait un très-grand nombre 

d'observations faites en plusieurs points de divers méridiens, qu'il fau-
drait ensuite soumettre au calcul ; mais la véritable méthode pour cal-
culer cette quantité réside dans la théorie actuelle, et je démontre que, 
si l'on admet que la latitude d'un lieu de la Terre ne peut varier de 
deux secondes dans un espace de temps d'environ 153 jours, il en ré-

sulte que le rapport B A est plus petit que
 30oôooo »

 e
' P

ar sui'e P',,s 

petit que , 0^
uu

 de l'aplatissement. 

Rappel des formules relatives au mouvement d'un , corps solide autour 
d'un point fixe. 

1. Supposons un corps qui tourne autour d'un point fixe. Dési-
gnons par A, B, C les grandeurs des moments principaux d'inertie du 
corps autour de ce point. Prenons pour axes des coordonnées rectan-
gulaires desx^jfn zi respectivement les trois axes principaux d'inertie 
A, B, C , et désignons sous le nom d'équateur le plan qui passe par 
ces deux premiers axes. Imaginons un second système d'axes rectangu-
laires des x,y, ζ qui soit fixe et qui ait la même origine. Désignons : 
i° par ψ l'angle compris entre l'axe des χ et la trace du plan des χ,, 
y, sur le plan des χ, y ; a° par ψ l'angle de cette trace et de l'axe des 
χ, ; 3° par θ l'inclinaison du plan des χ,, y, sur le plan des x,y. 

Si le corps n'est sollicité par aucune force, il existe pour son mou-
vement un plan du maximum des aires, qui est invariable de position. 
Imaginons que le plan ci-dessus des χ, γ coïncide avec le plan inva-
riable, et désignons par ψ,, φ,, S, les mêmes angles relativement au plan 
invariable que ψ, φ, S pour le plan des x, y. Toutefois il importe de 
définir les trois angles ψ,, Θ,, ψ, avec plus de précision, ainsi que nous 
allons le faire. 

Imaginons une sphère dont le centre soit à l'origine des coordon-
nées, et examinons le triangle sphérique déterminé sur sa surface par le 
plan fixe des x, y, par le plan invariable et par le plan de l'équateur. 
L'angle ψ représente la longitude de la trace de l'équateur sur le grand 
cercle déterminé par le plan des x, y ; désignons par a la longitude du 

5.. 
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nœud du plan invariable sur le même plan, de sorte qu'un des côtés 
du triangle sphérique est égal à ψ — α. Les angles ψ, et ψ représentent 
ceux que fait l'axe principal A avec l'intersection du plan de l'équa-
teur par le plan invariable et par le plan des x, r; donc <p, — ψ est le 
côté du triangle sphérique situé sur l'équateur. Enfin, en convenant 
de compter l'angle ψ, à partir du nœud du plan invariable, uous pou-
vons prendre pour ψ, le côté du triangle sphérique situé sur ce plan. 
Désignons aussi par γ l'inclinaison du plan invariable sur le plan fixe ; 
alors γ, G,, π — G seront respectivement les trois angles opposés dans le 
triangle aux trois côtés φ, — φ, ψ — α, ψ,. Donc, d'après les formules 
de la Trigonométrie, nous aurons 

(A) 
cosG = cosy cosG, — siny sinG, cost)/,, 
sin(y, — tp) sinG = sin<Ji, sin-/, 
8Ϊη(ψ — α) sinG = sini|/,sin0,. 

Ces trois formules nous permettront de calculer ψ, G, ψ, quand nous 
aurons déterminé φ,, G,, ψ,. 

Soit ω la grandeur de la vitesse de la rotation instantanée du corps, 
et soient ρ, q, r ses trois composantes suivant les trois axes principaux 
d'inertie A, B, C. Le principe des forces vives donne l'équation. 

Ap' -+- BçJ -t- C r3 = ih, 

où Λ est une constante, et le théorème des aires pris relativement au plan 
invariable fournit cette autre équation 

A'p* -+- BJça -t- CV = A2, 

dont nous désignerons la constante k sous le nom d'axe du plan inva-
riable. En le supposant porté sur une normale à ce plan et le projetant 
sur les axes principaux, on obtient les formules 

(B) Ap = £ sinG, sin Bq = AsinG, cosy,, Cr=kcos6,. 

Enfin nous rappellerons les deux formules suivantes, que l'on trouve 
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dans tous les Traités de Mécanique : 

(C) dt = cyÎBrfr 
y/—X'+aBA + C(C — B)r> — aAA — C(C — A)/·' 

,1 i X'(?.A Cr* 

A l'aide de ces deux formules, on peut calculer r et ψ, en fonction 
de t, et l'on aura ensuite facilement toutes les autres inconnues par les 
formules qui précèdent. 

Sur le calcul du mouvement de la Terre autour de son centre 
de gravité. 

2. Cherchons à appliquer les formules précédentes au globe ter-
restre, en plaçant l'origine des coordonnées à son centre de gravité. 
Désignons par C le plus grand des trois moments principaux d'inertie 
en ce point, par Β le moyen et par A le plus petit. Comme on ne peut 
douter que la Terre soit à très-peu près de révolution, les deux quan-
tités Β et A ne peuvent différer que d'une quantité très-petite. 

Les formules du numéro précédent ne sont pas immédiatement ap-
plicables au mouvement de rotation de la Terre autour de son centre 
de gravité; car, la Terre n'étant pas composée de couches homogènes 
exactement concentriques, elle est sollicitée dans ce mouvement par 
l'action perturbatrice du Soleil et de la Lune. Cependant les équations 
qui donnent <p„ Q,, φ,, ψ, 5, ψ pourront toutes être conservées, pourvu 
que l'on regarde les constantes arbitraires comme des quantités varia-
bles données par les formules de perturbation. Les quantités φ,, θ,, ψ, 
conserveront la même signification que ci-dessus; seulement le plan 
invariable sera supposé mobile, mais il restera constamment le plan 
du maximum des aires décrites par les projections des rayons vecteurs, 
menés du centre de gravité à toutes les molécules du globe. 

Désignons par β le second membre de l'équation des aires prise pat-
rapport au plan des or, y dans le mouvement non tronblé. Désignons 
par τ la constante qui s'ajoute au temps t et désignons par g la valeur 

S* 
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de ψ, quand t est égal à ~ r ; g représentera aussi la distance angulaire, 
à la ligne des nœuds, d'un «oint du plan invariable qui ne se mouvra 
dans ce plan qu'en vertu de la perturbation. Les six constantes arbi-
traires h, k, β, τ, g, oc, devenues variables, satisfont aux six équations 
différentielles canoniques suivantes : 

(E) 

dh dO ' dx dil 
dt = dï' "dt ~~dh' 
dot dCl dp dO. 

5Γ~5β' dt = rfâ ' 
4k dO dg dO 
dt dg' dt dk' 

dans lesquelles Ω désigne la fonction perturbatrice. ( Voir mon Mé-
moire sur des formules de perturbation, Journal de Mathématiques, 
3e série, 1.1, p. i83.) 

Pour calculer la vitesse de rotation de la Terre, il suffira d'examiner 
les trois quantités p, q, r qui représentent ces composantes suivant les 
axes principaux d'inerue. D'après les formules (B), on a 

k sin S, sin s, 
p = A—' 

k sinO, COS φ, 

9 = Β ' 

sin θ, peut être calculé en fonction de t et des éléments troublés h,k,..., 
et il suffira de prouver que 0, n'aura jamais que des valeurs insensi-
bles, pour qu'il en soit de même des valeurs de ρ et q. Ensuite, de 
l'équation Cr = kcb&9,, on tirera, parce que 5, est très-petit, 

r = hk{l~ τ)' 

et, si l'on prouve de plus que k ne peut subir que des variations insen-
sibles, la même chose aura lieu pour r. 

La précession et la nutation seraient déterminées par le calcul des 
angles α et γ; et est donné par la troisième formule (E), et l'angle γ se 
déduirait de la quatrième et de la cinquième formule (E), puisque l'on 
a. β = k cosy. Mais n.ous n'avons pas k nous occuper de celte détermi-
nation dans ce Mémoire. 
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Examen des valeurs des angles 5,, φ,, ψ,, quand l'angle S, reste 
toujours très-petit. 

3. Examinons comment on peut simplifier les formules qui donnent 
les angles ψ,, θ,, ψ,, quand l'angle 9, est très-petit. C'est ce qui a lieu 
pour le globe terrestre ; car son axe de rotation ne s'écarte de l'axe du 
plus grand moment d'inertie que d'une quantité qui n'a pu jusqu'à 
présent être reconnue par les observations, et, comme le sinus de cet 
écart est égal à 

m sin^y. cos5 A» ïl B: 

en négligeant le cube de â, il faut en conclure que Θ, est très-petit. 
Portons les expressions (B) du n° 1 dans l'équation du principe des 

forces vives, et nous aurons la formule 

(i) 2 A — A2 siu2φ, -t- ^jCos2
 Φ, j = A2cos29, ̂  — ^sin2», —-^cos2^, 

qui établit une relation entre φ, et 9,. Dans la formule (C) mettons 
k cos9, au lieu de Cr, et nous aurons 

C \j AB t- sin 0, dt), 
_ yqaAC— k')B — Aqc — B) sin'0, (G —A) sin30, — (2AG — λ·')Α 

De l'équation des forces vives et de celle des aires on déduit 

3
A-- = A-C ρ2+Β-^-Ϋ

2, 

ce qui prouve que la quantité du premier membre est très-petite et po-
sitive, puisque C est plus grand que A et B. D'après cela, il faut, pour 
que l'expression de dt soit réelle, que l'on ait 

sin 5'<V
(
c-

B)
 ' sm 9'>-Fw^iy 



4Θ EMILE MATHIEU. 

et, par conséquent, Θ, oscille entre les deux valeurs iudiquées par ces 
deux inégalités; dans le cas particulier où Β est égal à A, on a 

. _Λ (aAC-A')A 

A,(C_A) ' 

et l'angle 6, reste invariable dans le mouvement non troublé. 
De la formule (D) du n° 1 on déduit aussi 

, 2AC—t'-+- A'sin'fl, , 
— A'sin18, 

Supposons maintenant 0, très-petit; en remplaçant sinô, par 5,, nous 
aurons 

~~ v'iaAC —A')B —/-'(C —Β)β; ^/A'(C — A)0J — (aAC — *")A' 

V ' 8, ^(AAC — A')B-k%C — B)8J i/A'(C— A)i', — (2AC — t')A 

Posons 

V A'(C — A) ' V *'(C —B) ' ' ' 

nous aurons, pour l'équation qui donne dt, 

tl V ®A y'(f1 — «)(« — A1) 

et par suite 

c V BA ' ) J4, ^(c3-a) (H— A1)' 

en désignant par — τ le temps pour lequel Θ, prend sa valeur mini-
mum b. Posons, pour simplifier, 

(5) -v/«r_i.(í+!) = u 
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et l'équation précédente deviendra 

b3 -f- C3 — 2 u ν = arc cos =—τ·— j 
on eu conclut 

(o i « = 1 cosu 

ou, en remplaçant b, c par leurs valeurs, posant 

(C-B)(C-A) _T 1 ^ ι _ ? _ M B-A _ ν 

et remettant ô2 à la place de u, 

— ^ jjYI —NcossAVU/H-i-jj· 

i. De la formule (i) on tire, en remplaçant sin0, par Q
n 

sur*· = cpirÂj+ Γ-À l2/i ~ ô) ï'îï 

et, à cause de la valeur précédente de S2, on en déduit 

.2 C Β 1-4- COS υ 

Μ" ?' ~ BC Μ — Ν cosu' 

5 C — Α ι — cosu 
cos ψ, — AC Μ _ Ν cosu ' 

sin φ, cos ο, = v/ L 

Le globe terrestre étant aplati vers les pôles de son axe de rotation, 
les quantités —^ — > —^r—> quoique petites, ont des valeurs sensibles 

qui mesurent l'aplatissement; au contraire Β — A, s'il n'est pas nul, 
est très-petit, comparé à C — A, C — B, comme nous le démontrerons. 
Lee trois expressions précédentes sont donc développables en séries 

très-convergentes, procédant suivant les puissances de — -

Journ. de Math. (3E
 série), tome I. — FÉVRIER 1876. ) 
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5. En adoptant les mêmes notations que ci-dessus pour écrire l'ex-
pression de ί/ψ, donnée par la formule (3) et la partageant en deux 
parties, on obtient facilement la formule 

Ψ. —8= J + ïi 

où g désigne une constante arbitraire et où J et I ont les valeurs sui-
vantes : 

aCy'L J \j{c' — «) (a — ft1) 

Ι = (ϊΑ-ί]-l— f . du · 

Des formules (4) et (5) on déduit d'abord 

' = φίυ = *{' + τ)· 

Pour calculer I, nous avons 

1y? du — 2 / b / c% — u \ J,= ^arc g 

or on déduit de la formule (6) 

c- — u — —-— (i -+- cosu), 

u — υ3 — - ( ι — cos υ ), 

γ- = cof 

l'intégrale précédente est donc égale à 

-£arc tang^cot^), 

et l'on a enfin 

■I = - arctang[y/4J§-|icot^]. 
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On en conclut 

Si l'on pose 

ψ, — g=t(t-h τ) - arc tangly/ cot^j -f- const. 

C(B — A) _ __ 
B(C — A) — 

ri est une très-petite quantité, et, en négligeant le carré de >3, on a 

A(C — B) 
B(C — A) — ' r" V B(C — Aj 2' 

On a, en général, si h est assez petit pour qu'on en néglige le carré, 

arc tang(;r -t- 11) = arc tangar -t- t 
et, en faisant 

x — cot - » h = cot -» 
on obtient 

arc tan6L ν cot ïj = 2 - 2 - ?s,nu-
On a donc 

ψ, — g = ^ (t -+- τ) -h ^ -h | sin υ -h const. 

D'après ce que nous avons dit au n° 1, l'angle ψ, est compté à partir 
du nœud du plan invariable sur le plan fixe. Si l'on veut que ψ, se ré-
duise à g pour t = — τ, la constante ajoutée au second membre sera 
nulle, et l'on aura 

ψ, — g = ^ -t- ky/Lj (ί-t- T) + |sina£v/J..(i +
 Τ

;· 

Remarquons que la quantité g qui entre dans cette équation est préci-
sément celle qui a été représentéepar cette lettre aun° 2. Si l'on tenait 
compte du carré de vj, 011 verrait facilement qu'il faut ajouter au se-
cond membre de la formule précédente les termes 

^ i32sin aA y/L (t τ) + yj »j2 sin 
6.. 
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Formules qui déterminent les trois angles ψ, Ο, ψ. 

6. Calculons les trois angles θ, ψ, ψ définis an n° 1, au moyen des 
formules (A), en nous appnyant sur ce que l'angle 9, est très-petit; ce 
qui nous permettra de négliger les puissances de Θ, supérieures à la 
deuxième. De la première de ces formules 

cos θ — cos y cos 0, — sin y sin 0, cos ψ,, 

on déduit 

cos 0 = cos y (ί — 0
t
 tang γ cos ψ, — ύ])·, 

on en conclut aussi ces formules qui nous serviront : 

sin2 5 = si η2 y ^ ι -t-29, col y cos ψ, -+- 0, col2 γ— ~ — cos a ψ, ) , 

sin^cos5=sin-/cosy[n-23, cot ay cos ψ, ——Ô J(i + ^cot2"/)cos2ij/,], 

à
=

s
-î^[

I
-

5
'
co
^

cos
+'-

h
p^

ô
'
 +

 ̂ '(
1 + 3coia

^
cosa + 1

]· 

De la formule du n° 1 

sm (ψ - α) = sm ψ, 

on déduit 

sin (ψ — χ) = —: 9: sinΆ. cos Α. -τ— 

et, avec le même degré d'approximation, 

(α ι Ψ = Λ Η :—1 9\ sin 2ψ,. 

Enfin on a la formule 

sin (?,-?) = sin ψ, 
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de laquelle 011 déduit 

sin (φ, — φ) = sin ψ, [ι-ό,οοίγοοβψ,-^ Β] 

+ ~4 (t Η-3 cot3 γ) cos 2 ψ, J· 

Au moyen de cette formule qui donne le sinus de φ, — <p, on peut 
développer l'arc même suivant les puissances de Q

n
 et l'on en conclut 

(b) φ = s, — ■!/, 0, sin ψ, cot γ — -L (ι -t- 2 cot \ sin 2ψ,. 

Des formules (a) et [b) on déduira facilement les sinus et cosinus de φ, 
ψ et de leurs multiples ordonnés suivant les puissances de θ 

Calcul de la fonction perturbatrice. 

7. Soient S la masse du Soleil, qu'on peut supposer réunie à son 
centre de gravité, et χ,, j,, z-, les coordonnées de ce centre de gravité, 
rapportées respectivement aux axes principaux d'inertie A, B, C, pas-
sant par le centre de gravité de la Terre. Soient aussi a, b, c les trois 
coordonnées rapportées aux mêmes axes d'un point du globe terrestre, 
et dm un élément de sa masse qui passe en ce point. L'attraction de S 
produit la fonction perturbatrice 

J [ (.r, —«p-h/jr, ——Ό1]' 

l'intégrale s'étendant à la masse entière de la Terre. Désignons par L la 
masse de la Lune, et par zrq, γ\, z\ les mêmes coordonnées pour la 
Lune que .r,, j·,, z, pour le Soleil ; l'attraction de L donne la fonction 
perturbatrice 

J [(*', — «)'+ (/, — by+ (», — c)'\' 

et la fonction Ω dn n° 2 est la somme de V et V'. 
D'après les propriétés du centre de gravité et des axes principaux 
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d'inertie, 011 a 
Jadm — o, f bdm = o, f cdm = o, 

J'bcdm =0, fcadm = o, fabdm — o. 

Désignons,par ρ et M les distances de S et de l'élément dm au centre de 
gravité de la Terre \ en développant suivant les puissances de a, b, c la 
quantité comprise sous le signe f dans l'expression de V, nous 
aurons 

Y = - f dm— f tdd/n -+- ̂  {
x
iffddm+y] fk''dm-hz^f c-dni) +- oV, 

iîV étant la partie de Y qui résulterait des terfties du troisième degré 
et d'ordres supérieurs par rapport à a, b, c. Si aux coordonnées x,, y,, 
ζ,, rapportées à des axes mobiles, on substitue les coordonnées a:, j, z, 
rapportées aux axes fixes du n° 1, les quantités x,, y,, ζ, seront expri-
mées au moyen de ces coordonnées et des angles ψ, θ, ψ; il en résulte 
que V est une fonction de ces trois angles, et qu'il ne dépend que par 
ces angles des six éléments h, β, A, τ, α, g. Toutefois ρ ne dépend pas 
de ces quantités, et, comme V ne doit entrer dans notre recherche que 
par ses dérivées, par rapport aux six éléments A, j3, , nous pouvons 
supprimer les deux premiers termes de V; de plus, en nous servant 
des égalités 

ΖΙ — Ρ XT J 

/(α2— t^)dni = C — A, /(A2 — c1)dm = C — Π, 

non» pourrons réduire V à cette expression 

V = ip f(C ~ Α)*Ϊ + (C - B)^ï] + âVr 

nous aurons de même 

V'= - Δ)χ\'-t- (c - B)/,2] + av. 

U est utile de se représenter l'ordre de grandeur de la fonction per-
turbatrice, et pour cela nous la comparerons à la demi-force vive qui 
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provient du mouvement de rotation de la Terre. Comme/? et q sont 
très-petits, on a à très-peu près pour cette demi-force vive h = \ Cr2. 
Ensuite, en désignant par m la vitesse angulaire du Soleil dans son or-
bite, on a — = m2, a étant le demi-grand axe de cette orbite. En pre-
nant le rapport de V à A, on trouve que la première quantité est, par 

rapport à la seconde, de l'ordre s, s étant l'aplatissement de la 
Terre, c'est-à-dire de l'ordre 

366^ x ά = 0-«00000°2'
1
36. 

Nous imaginerons que l'on prenne pour le plan fixe des a:, y le plan 
de l'écliptique à une époque déterminée. Si l'on désigne par a, b, c les 
cosinus des angles de l'axe des x avec les axes des x,, y,, z,, par a', 
b', c' les mêmes quantités pour l'axe des y, par a", b", c" pour l'axe 
des z, on passe des coordonnées du premier système à celles du second 
et réciproquement par les formules suivantes : 

x = .ix, -+- b y, -+- cz,, x, = ax -+- n'y -t- a"s, 

y == a'ar, 4- b'/, 4- c'z,, y, = hx -h b 'y -4- l»"z. 

ζ = Ά"Χ, 4- 1 >"y, 4- c"z,, ζ, = ex -t- c'y -t- c "z, 

et, en remplaçant a, b, c,... par leurs valeurs, en fonction de φ, 6, ψ, 
qu'on trouve dans tous les ouvrages de Géométrie analytique, on a 

x, = ( — sin y sin ψ cos# -t- cosycos,vp).r 

-t- (siny οοβψ cos# -t- cosy βΐηψ)^- -t- sin#siny z, 

y, = (— cosy sin ψ cos# — sin φ οοβψ )χ 

4- (cosy cos-ψ cos# — siny βΐηψ) y 4- sin# cosy ζ, 

ζ, = sin# sin ψ χ — sin# co&tyy 4- cos# ζ. 

Nous négligerons d'abord 5 V, sauf à avoir égard dans la suite à son 
influence, et nous aurons. 

V = ̂  [(C - A)(*ï 4-/Î) - (B - A)jr?]; 
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de même, en négligeant 5V', nous aurons 

V = [(c - A)UV +/.') - (B - A)/,»]. 

Si Β — A n'est pas nul, il est certainement très-petit par rapporta 
C — A, de sorte que la seconde partie de Y et V' est très-petite par rap-
port à la première. 

Désignons par p, la projection du rayon ρ sur le plan des x, jr, et 
par ν l'angle de cette projection avec l'aie des x\ nous aurons 

x=zp, cosv, j- = f>,sinv, 

et il en résultera 

λ-, = p, sinycosô sin(v — ψ) -h ρ, cosip cos(v — ψ) H- ζ sin 0 sin φ, 

j, = ρ, cosycosô sin (ν — ψ) — ρ, sin φ cos (ν — ψ) -+- ζ sinô cosip ; 

nous en concluons 

•r? J*i — pi ~ i" Pi s''i25 4 pi sin 26 cos'-^v — ψ) 
H- zssin,0 -+- 2 &, ζ sin6 cos0 sin (ν — ψ), 

et nous aurons à substituer cette expression indépendante de φ dans 
le premier terme de V. On opérerait de la même manière pour le pre-
mier terme de V'. 

Calcul des quantités h et k. 

8. Pour calculer les deux quantités h et k, qui représentent la demi-
force vive du mouvement de rotation de la Terre et la grandeur de 
l'axe du plan invariable, nous emploierons les deux formules (n° 2) 

,Λ) 
tlh _ da 
~dt dr ' 

(!>) 
dk dil 
tit ~ dg ' 
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où Ω est égal à V + V'. Nous sommes conduit d'après cela à calculer 
les expressions de 

d[œ\-t-rf ) d{.T* +J-; ) djr]) rf(r?) 
ι h ' dg ' dz ' dg 

Les termes de ces expressions qui dépendent de l'angle ψ, se rap-
portent à des inégalités qui sont à peu près d'un jour; car l'angle ψ, ne 
se trouve combiné dans ces termes qu'à d'autres angles, qui croîtront 
avec t beaucoup plus lentement. Ce sont surtout les termes indépen-
dants de ψ, qu'il nous importe d'examiner. 

Nous avons, en difïérentiant la dernière formule du n° 7, 

(<·) 

—Â = (-ÏPÎ-+-* )-S-+ïPÎ —-οο
β2

(ν-ψ) 

-+- 2p,z — sin(v — ψ) -hpf sur 9 stna(v — ψ) -

— a p,z sin θ cos θ cos (ν — ψ) ~· 

, D'après le η° 6, on a 

(d). 

= sin-y(a cot γ cos ψ ι -τ- 2 7, cot '■/ — 0, — ο, cos 2 ψ, Î — 

-+■ (— 5', sin a y sin ψ, 4- 0jsinay sin a ψ, ) '—■> 

el, en désignant par 2 la tres-petite quantité 011 a i n" 3 ; 

5? ~ οL;,· ( '·^' ;
T

) ;M-NCOS·.;, 

, </9, Μ ( 1 />'\ . 

Â = VtV « V"""4"? w); 

011 a aussi (n° 3) 

= - -f- ί v'L -h-ksjL cos y. 
Journ. de A fat h. (3e serie"', (υπιο II. — FÉVRIER 1876. 
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Donc l'expression (d) ne renferme qu'un terme indépendant de ψ, 

siDay (a cot ay — i) 9, ̂  

et, par suite, la première partie de l'expression (c) renferme le terme 

(.) - (ipî - z
a
) (a - 3sin

a
y) (ah - £) tsinu, 

qui est indépendant de ψ,, mais qui dépend de υ et dont la pé-
riode est d'environ cent cinquante-trois jours, en supposant que 

ïi/E-lS-
a° Dans la deuxième partie de 1 expression (c) faisons 

cos a (ν — ψ) = cos 2 (ν — α) Η- 2 0, sina (ν — α), 

et il en résulte ces deux termes indépendants de ψ, 

(a) cosa (ν — a) (a — 3sinay) 9, 

(2') — cosy sin a (ν — α) 

le second terme provenant d'un terme en sin*ψ, qu'on a remplacé par 
| (1 — cosaip,). 

3° Dans la troisième partie de l'expression (c), faisons 

sin (ν -4) = sin (ν - α) - 9, j^cos (ν - α), 

et remplaçons sin 0 cos 9 par sa valeur (n° 6), nous trouverons ces 
deux termes indépendants de ψ, 

(3) — ρ, ζ sin γ cosy (5-t- cotay) θ, sin (ν — a), 

(3') ap,zcosy cotay 9} cos(v — α) 
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4° On trouve de même que la quatrième partie de l'expression (e) 
renferme les deux termes 

(4) — ~cosa(v — «), 

(4') pj 0J cosy sina (ν — a) 

5° La dernière partie de (c) donne enfin 

(5) — p,z cot γ Θ, sin (ν — α), 

(5') —ap,z6\ cosy cot2γ cos (ν — α) ̂ '· 

En faisant la somme des termes ( ι), (a), (3), (4) et (5), on obtient 

[( — ip? -t- za) (a — 3 sinsy) — f pj sin'y cosa (ν — a) 

— ap,z(asin5y -t- i)sin(v — a)]6, 

orôrenferme ε sin υ comme facteur, et l'angle υ ne peut disparaître 

de ces termes que par sa combinaison avec l'angle ν ; il n'en peut donc 
résulter dans h que des inégalités périodiques et dont la période n'est 
pas très-grande. Remarquons que ces termes renferment ε comme fac-
teur et, par conséquent, ils sont absolument nuls si Β est égal à A. 

Les termes (2'),(3'), (4')et(5')semblent, au contraire, donner dans 
h des inégalités séculaires; car p, et ζ peuvent, à très-peu près, être 
considérés comme des fonctions .périodiques dont la période est l'an-
née, et, en les supposant développées en séries de sinus et cosinus, les 

termes précédents produiraient des termes constants dans ̂  et des 

termes proportionnels à t dans h. Mais il arrive justement que le 
terme (2') se détruit avec (4') et (3') avec (5'), 

9. Examinons ensuite les termes de ——, qui sont indépen-

7· 
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dants de l'angle ψ,. Nous aurons 

(«) 

dg =-\ï- z) cos 2 (" - Ψ) 

·+- ip, ζ sin (ν ■ ψ) 

-h ρ* sin25 sin a (ν — ψ)^ 

— 2psin 0 cos5 cos (ν — ψ) 

et, d'après les formules du n° 6, on a 

= sin2y( — a5, οοίγβίηψ, + £/2sin2di,), 

rfsin9 cos9 _
 [ — 2 5, cot 2 y sin ψ, -t- 5 J (2 + cot

2

 y) sin 2 ψ, ], 

~r = 5, -τ-—— 5; cos2 φ, -τ—1 ■ 

La première partie de la formule (c) ne donne aucun terme indé-
pendant de ψ,. La deuxième contient un terme en βίη'ψ, qui produit 

— cosy sin 2 (v — a); 

la troisième contient aussi un terme en sin2 ψ, qui produit 

2rj'\ p, ζ cosy cot 2γ cos (ν — a); 

la quatrième contient un terme en cos2i|<
(
 qui donne 

52p2 cosy sina(v — a); 

enfin la cinquième contient aussi un terme en cos2ψ, qui donne 

— 2rj\ j9,zcosy cotay cos(v — a.). 

On voit que ces quatre termes se détruisent. On peut donc regarder 
tous les termes de l'expression (e) comme dépendants de l'angle ψ,. 
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10. En élevant au carré l'expression de y,, 

Tt = pi cosy cos θ sin (ν — ψ) — ρ, sin y cos (ν — ψ) + ζ sintf cosy, 

trouvée au n° 7, nous aurons 

y] = \p2
t
 [cos25 (i cosay) -t-i — cos2y] 

H- j p'j [ — cos2â (i -+- cos2y) ·+· ι — cosay] cos2 (ν — ψ) 

— Y ρ f sin 2 y cosS sin a (ν — ψ) 
H- p, zsin9cosS(i +-cos2y)sin (ν —ψ)— ρ, ζ sin θ sin 2 y cos (ν — ψ) 

-ι- | zasin2 0 ( 14- cos 2 y). 

Comme y\ dans l'expression de V est multipliée par Β — A, quan-
tité extrêmement petite, si elle n'est pas nulle, nous négligerons dans 

le calcul de et de -^r les termes multipliés par ù\ ou par 6, ■— 

En différentiant^ par rapport à τ, nous aurons 

-ζ-=4 ρ' y-
(i+c°s2^-rfT- -Mn 0 —j 

"+■ + C0S2?)::^-(l + C0s25)^^] cosa(v - ψ) 

H- j pf [sina£> — (1 + cosJ5) cosay] sin2(v — ψ) -

— -pi ———cos 9 sina(y — ψ) — - ρ; sin a y ^ ■ sina(v — ψ] 

-+- ρ j sin 2 y cos 0 cos 2 (ν — Ψ ) 77" 

-I ptz — (1 H- COS29) sm(v — ψ) 

-l· G. Ζ Silly COS V 7—- SU) 'ν — ψ i 

— ρ,ζsin5cosi 'i -+- cos2.y cos'ν — ·γ)'-γ 

— pi z~fc~ Sln 'x ? COS(v — 'j. ) — ρ, Ζ SILL 5 —cos {-j — ψ / 

— p
t
 ζ sin S sin 2 y siu(v — ψ) -+- - z* ■ ^ (1 -+- cos ay ' 

■+ - Z'sm'O —;—-· 

k* 
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En négligeant SJ, on a (n° 6) 

? = fi— Ψ,< + δ,οοίγβϊηψ,, 

cos a ρ = cosap, cosa<|*, -+- sina^sina^, 
— a Θ, cot y sin ψ, (sina^cosaiji, — cos a ψ, sin a ψ,), 

sina<p = sinaç^cosaijj, — cosap,sina<]<, 
-f- a^cotYsinif^cosap, cosa<{/,-f- sin a p, sin a ψ,), 

et, d'après le n° 4, on a les formules 

_ C(B — A) + [>AB — (A + B)C]cosv 
COsap, ABC(M — NCOSU) ' 

sin a ρ, = a γΈ a s » 

qu'on peut facilement développer en séries de cosinus ou de sinus de 
multiples de u. 

On aura 

~ëh~— ^-cos<f, 4-0,sintj/, —j sin ay; 

—Â—= ̂ coe+'-9«e,D*· df) cosa7; 

à ces formules on ajoutera celles qui déterminent 

sin(v—ψ), cos(v — ψ), sina(v—ψ), cosa(v—ψ), 

et, en examinant successivement toutes les parties de -■ ̂  ' > on verra 

qu'elles ne peuvent produire de termes indépendants de ψ,, si l'on 

néglige ceux qui sont multipliés par 6 J ou Θ, -£■ 

On verra aussi que ^ ne renferme que des termes dépendants de 

l'angle ψ, avec le même degré d'approximation. Cette seconde vérifi-
cation se fait plus rapidement que la première. 

11· Il résulte de ce qui précède que —ne renferme aucun terme 
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constant et qu'il ne contient que des termes périodiques. Le plus grand 
nombre de ces termes périodiques dépendent de l'angle ψ,, en sorte 
que leur période diffère peu d'un jour sidéral; les autres dépendent de 
l'angle υ combiné par addition ou soustraction au moyen mouvement 
du Soleil et à ses multiples. Les mêmes choses ont lieu pour l'expres-

sion de —» avec cette différence que le moyen mouvement du Soleil 

y est remplacé par celui de la Lune. 
On déduit donc de la formule (a) le théorème suivant : 

La quantité h, qui représente la demi-force vive due au mouvement 
de la Terre autour de son centre de gravité, n'est sujette à aucune 
inégalité séculaire ; ses inégalités sont toutes périodiques ; la plupart 
ont une période qui diffère peu d'un jour, et les autres dépendent d'un 
argument, qui s'accroît de quatre angles droits dans l'intervalle d'en-
viron 153 jours, combiné avec des multiples du moyen mouvement du 
Soleil ou de la Lune. 

D après ce que nous avons vu ci-dessus, tous les termes de dé-

pendent de l'angle ψ,; il en est de même de ceux de — De la for-
mule (b) on conclut donc le théorème suivant : 

La quantiték, qui représente la grandeur de l'axe du plan inva-
riable, n'est sujette à aucune inégalité séculaire; ses inégalités sont 
toutes périodiques et leur période diffère peu d'un jour sidéral. 

11 suit de là que la quantité h renferme un certain genre d'inégalités 
qui ne se trouvent pas dans mais nous verrons plus loin que ces 
inégalités sont insensibles. 

12. Dans les considérations qui précèdent, nous avons négligé les 
parties de V et V' désignées par dV et dV'. Examinons quelle peut être 
l'influence de ces quantités. Nous avons trouvé au n° 7 

Sur l'itfluence de dV et dV'. 

V — S f — -j, 
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et nous avons développé la quantité soumise au signe / suivant les 
puissances de a, b, c\ alors nous avons désigné par 5V la partie de V, 
qui est du troisième degré ou de degré supérieur par rapport à rt, b, c. 
Si l'on fait le calcul, en négligeant ce qui est du quatrième degré, on a 

cfV — — -— [x,f{a* -+- ab2 + ac2)dm -+- y,J(à1h ·+■ b' -+- bc*)dm 

-t- 2, f^a'c ■+■ b"c -+- c')dm j 

+ jpi.xîfa'dm-hjr*fb'dm -+- z*ft*dm) 

+ [ * ïr>fa'bdm -h x.j?J'ab*dni 

-+- γ\ 2, / b^cdm z* f bcïdm. 

-h z, x*/eaïdm -+- x, z\jne"dm ■+ 2X, y,z, f abedm]. 

La Terre différant peu d'un solide de révolution, nous pouvons ad-
mettre, dans le calcul actuel, qu'elle est rigoureusement symétrique 
par rapport aux deux plans qui passent par l'axe C et par Taxe A ou B; 
mais, pour plus de rigueur, nous supposerons que cette symétrie n'ait 
pas lieu exactement par rapport au plau de l'équateur. Alors, en sup-
primant comme nulles toutes les intégrales des différentielles impaires 
en a ou b, on a 

♦v=-S(7-ψ) /ea»+ ψ + ψ)ί·^Λη 

+ ι·{ψ + ψ)ίι'·"<'"· 

On a ensuite 

s, 5-z'ζ, ι / 3z, 5s'\ 5 s, i] — ! 

parce que = ρ1 — α:2 — xj, et l'on a de même 

--.+ -7- = ï(?—T)"2—7^"· 
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On en conclut 

âV = | [-2/cV/wi+ 3/(a2 4- bî)ccitn'\ 

+ J S —(fa*c(/m — fb2 cdm). 

La Terre étant supposée un solide de révolution, la seconde partie de 
cette expression de 5V est nulle, et l'on peut écrire 

JV = SK(£'-^). 

Examinons l'influence de cette expression dans le calcul de ^ et 
En faisant, comme précédemment (n° 7), 

■r — p,cosv, 7" = p,sinv, 
nous aurons 

z, = — p,sin 0 sin (ν — ψ) -t- ζ cos ô. 

S'il existe une différence d'aplatissement entre les deux hémisphères, 
elle est excessivement petite ; donc Κ est très-petit, et nous pouvons 

négliger dans 5V les termes en ô\, 0, ~ ■ Or on voit que, avec ce 
degré d'approximation, les quantités 

- = -p,sin(v- ψ) — + p
(
sinScos(v-t|>)^ +8-^» 

^ = -ρ,βιη(ν-ψ) —+p
l8

inflcos(v-+)^+s — 

ne renferment que des termes dépendant de ψ,. 11 en est de même des 
deux expressions 

^l=3z2— dW — 3-2 <fa'; 

car, comme les termes de renferment tous la quantité 0, ou ^ 

en facteur, on doit réduire z2 à l'expression 

[ — ρ, sin γ sin (ν — α) -H ζ cos γ]2, 
Journ. de Math, (3· série), tome il. — FÉVRIER 1876. Ο 
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qui est entièrement indépendante de ψ,. Ainsi $V ne renferme que des 
termes qni dépendent de ψ, ; la même chose a lieu pour δΥ'. 

Nous pouvons conclure de là qu'une différence d'aplaiissement. 
entre les deux hémisphères terrestres n'apporterait aucune modifica-
tion aux conclusions auxquelles nous sommes arrivé (n° 11) sur les 
valeurs de A et k. 

Les expressions de $V et $V' coutiennent ensuite des termes qui 
sont du quatrième degré par rapport à a, b, c; on comprend aisément 
qu'ils sont très-petits et négligeables. D'ailleurs on peut démontrer que, 
par rapport aux premiers termes de V, V', ils sont de l'ordre du carré 
delà parallaxe de l'astre perturbateur, multiplié par le carré de l'apla-
tissement de la Terre. (Voir le Mémoire de M. Serret, Annales de 
l'Observatoire, i85g, t. Y, p. 264■) 

Remarque. — Nous avons supposé dans nos raisonnements les 
masses do Soleil et de la Lune condensées à leurs centres de gravité; 
mais décomposons la masse de la Lune en parties infiniment petites, 
et prenons la fonction perturbatrice provenant de chacun de ces élé-
ments, nous arriverons pour chaque élément aux mêmes conclusions 
auxquelles nous sommes parvenu pour le centre; il en sera donc de 
même si nous prenons la fonction perturbatrice provenant de la masse 
entière de la Lune. Ensuite, comme la théorie du mouvement de rota-
tion de la Terre ne dépend pas du mouvement de rotation du Soleil, 
on peut remplacer ce dernier mouvement par un autre qui s'effectue-
rait comme pour la Lune, dans le même temps que la translation du 
Soleil; donc, en décomposant le Soleil en éléments, on arrive encore 
aux mêmes conclusions qu'en supposant sa masse concentrée en son 
centre de gravité. 

Sur les inégalités périodiques et séculaires de la vitesse de rotation 
de la Terre et sur la mesure du temps en jours sidéraux. 

13. Désignons par A
0

, k
0
 les parties constantes de A, k et par ΔΑ, 

àk les parties restantes, en sorte que l'on a (n° 8) 

Δί = ffjt, Δί = f%A; 
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nous avons vu que ΔΛ, \k ne renferment pas d'inégalités séculaires, 
mais des inégalités périodiques que nous avons énumérées. 

En négligeant le carré de Δλ, nous avons 

aA — ^ = ^ ΔΑ — ^ Δ£^» 

et nous avons trouvé 

6

Ϊ=ΏΊ> (
2A

~Ï)
 (M-NCOSU); 

0, est sensiblement égal à l'angle de l'axe de rotation de la Terre avec 
l'axe du plus grand moment d'inertie (n° 3). Examinons comment 
tourne le plan de cet angle autour de l'axe d'inertie. 

On a, pour les composantes de la vitesse de rotation par rapport aux 
axes principaux d'inertie, 

Ρ = 2Θ< sinf„ q = ^$,cns<p,, ''=^(1-7)· 

De la dernière expression on conclut que la vitesse de rotation de la 

Terre est à peu près égale à que nous représenterons par 71; si l'on 

prend pour unité de temps le jour sidéral, η est donc égal à 36o degrés. 

Dans un jour sidéral, ψ,, qui est sensiblement égal à - — diminue 

environ de k\/ L ou de ^g· L'angle de la projection de l'axe de rota-

tion sur le plan de l'équateur avec l'axe d'inertie A a pour tangente 
2 ou tangparce que A et Β sont très-peu différents; donc, dans l'in-

tervalle d'un jour sidéral, le plan de l'axe de rotation et de l'axe du 
plus grand moment d'inertie décrit autour de ce dernier un angle égal 

à ̂ g; autrement dit, le rayon mené du pôle de l'axe principal d'inertie 

au pôle de l'axe de rotation décrira une révolution entière dans l'in-
tervalle de 3o6 jours. 

Comme les périodes des inégalités qui composent Θ, ne sont pas 
commensurables avec cette période de 3o6 jours, si l'angle Ô, peut 

8.. 
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atteindre la valeur d'une seconde, la latitude d'un lieu de la Terre doit 
pouvoir varier d'une quantité s'élevant jusqu'à deux secondes dans 
l'intervalle de 153 jours. Jusqu'à présent l'observation n'a pu con-
stater la variation de latitude d'un Jieu de la Terre. L'expression 
ci-dessus de a donc une valeur très-petite, et, par suite, quoique 

h„ et A» aient des valeurs considérables, la quantité 2 h
0
 —J a une 

valeur positive excessivement petite, que nous désignerons par y, et 
nous aurons 

2k — ~ = j -h 2(ΔΛ — nAk). 

Nous avons vu que ΔΛ, ΔΑ ne renferment pas d'inégalités séculaires 
et 11e contiennent que des inégalités périodiques et à courtes périodes. 
Donc la quantité précédente ne subit non plus aucune variation sécu-
laire, et il en est de même de 0J. Or, d'après les observations, θ, ne 
prend pas de valeur sensible dans les intervalles de temps indiqués par 
les périodes de Ah, Ak. Donc 0, et 6] ne subissent ni inégalités sécu-
laires ni inégalités périodiques appréciables. 

Il en résulte que ρ et q ne peuvent prendre que des valeurs insen-
sibles, et, d'après ce qui a été démontré de la quantité A, la quantité r 
ne peut varier aussi d'une quantité appréciable. 

14. Cependant le résultat que nous venons d'obtenir n'est pas 
encore suffisant pour que l'on soit assuré que le temps peut être mesuré 
avec exactitude en jours sidéraux; car une différence insensible sur la 
grandeur de la vitesse de rotation fie la Terre pourrait apporter sur In 
mesure d'un temps considérable une différence appréciable. Ο11 a pour 
la vitesse angulaire ω, autour de l'axe instantané de rotation, 

ω = yρ- -h <f r3 ~ r j^i -1- '' . 

et la longueur du jour «idéral est le temps pendant lequel l'intégrale 

fudt s'accroît de an. Donc ~ J" radt est la mesure du temps en jours 

sidéraux depuis le temps t = o, et il s'agit de prouver que cette quan-
tité est effectivement proportionnelle à t. 
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En négligeant le produit de Θ* par—-—, qui est excessivement petit, 

comme on le verra dans le numéro suivant, on a 

O2 -4- n°- — 1**2 f . rOSlf'\ — *'9' · 
on a donc 

οι = r -f- — — £/* 

et, en remplaçant r par sa valeur, 

»=i: + 7c—tr-V· 

Si l'on néglige les termes périodiques très-pelits de on peut rem-
placer - par la valeur constante n, et l'on a 

/ω ctt = rit -t- ~ C
 A/ jO\dt. 

En désignant par Ρ la quantité 2[Ah — nAk), qui est entièrement 
périodique, on a 

6Ϊ = ΐό;(; + Ρ)(Μ-Ν c°su). 

I,e produit de Ρ par Ν cosu ne donnerait que des ternies périodiques, 
et d'ailleurs il est négligeable; donc, en supprimant la partie très-
petite périodique, on a 

, , r η Ο — A3 M . 

quantité proportionnelle à t, comme il fallait le démontrer. La vitesse 
moyenne de rotation de la Terre est donc égale à 

η C'· — A! M . 
" + 4 ~~A~ LT'J 

ou à 

ÍJ-+- ï CñJ’ 
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en commettant une très-petite erreur sur le second terme, qui est lui-
même excessivement petit. En effet, supposons que θ, soit toujours 
plus petit qu'une seconde, en sorte que la latitude d'un lieu de la Terre 
ne puisse varier de deux secondes, on aura 

M / · . -ns ^ ^ 

La quantité Ρ peut être positive, négative ou nulle; donc, l'inégalité 
devant avoir lieu pour Ρ = o, on a 

aLi1·' 180* χ 6o* 

ou 

Cm'J ^ iSo'Xfco'1 

on a donc 

C3o6 Χ ιβο' X 6o·' 

et le second terme de la formule (a) ne variera pas d'une seconde d'arc 
dans 170000 ans. 

En résumant tout ce qui précède, on obtient les résultats suivants : 
L'axe de rotation de la Terre ne pourra jamais s'écarter de l'axe du 
plus grand moment d'inertie que d'une quantité insensible, en sorte 
que la longitude et la latitude d'un lieu de la Terre ne changeront pas 
par la suite des temps. La vitesse moyenne de rotation de la Terre est 
constante et la longueur du jour sidéral est invariable, si l'on fait 
abstraction de petites inégalités périodiques insensibles; enfin cette 
longueur peut être employée comme unité pour la mesure du temps. 

Détermination d'une limite de la quantité—-— 

15. On doit remarquer que tous les termes de^» excepté ceux 

qui sont multipliés par Β — A, renferment le facteur très-petit S, ou 
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-τ-· Or on a ατ 
dh dk dQ, dCï — ri-r = — η -j- \ 

donc, pour calculer les termes les plus influents de ΔΛ — ηΔΛ, on 
peut réduire l'expression précédente à 

rf(-rî) ¿g . 

en ne considérant d'abord que l'action du Soleil. 
Les parties les plus considérables de .l'expression 

'(>) d(y)) „ HZS — ìl r— ) dr dg 

et devant lesquelles les autres peuvent être négligées, sont, comme 
on le voit facilement, 

[— ïPÏ s·1»2 ̂  — Ip? (i -t-cos24) cosa(v — ψ) -+- ρ, ζ sin θ cosô sin (ν — ψ)] 

~x η~4Ϊ~) 

- ρ 2 cosS sin a (ν - ψ) -h ρ, ζ sin S cos (υ - ψ) J - η ■ 

En négligeant (Β — A)2, on peut faire ici2p, = 7i— v, et par 
suite (n° 10) 

cosay = — cos(2iJ<, -+- υ), sinaip = sin(2i{/
(
 -f- u), 

—*r-n—df~ = 4^Vb βιη(3ψ,+ υ), 

——n—^~ = 4®yLοοβ(2ψ, -+- υ). 

Les termes qui renferment le facteur s étant très-petits vis-à-vis des 
autres, on peut les négliger dans la recherche actuelle; ensuite on peut 
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remplacer 0 par 7, et l'on obtient pour l'expression (a) 

[ — sin-7 — (1 H- cos2y) cosa(v — ψ)] k\JLp* sin(2ψ, 4- υ) 
— ils/Lcosy ρ* sina (Ν — 4)COS(2<J/, -+- υ). 

Si l'on désigne par m le moyen mouvement du Soleil, on a à peu prés, 
en regardant ρ comme constant, 

S , »· 
p'~m — 366'; 

en faisant aussi ρ, = ρ, on aura pour l'expression (1) 

-4- A)AyL [sin27 4- ( 1 4- cos17) cos2(ν — ψ)] sin(2ψ, -4- υ ) 

4- 3 ιη2(Β — Aj/iVLcosYsiua^ — ψ) cos(aij», 4- y). 

On commettra une erreur que l'on peut négliger ici, en intégrant 
par rapport à t cette expression, comme si l'angle ψ, renfermait seul le 
temps de t, et, en doublant, on aura pour la partie de a(AA — nAk) 
qui provient du Soleil, 

(3) 

— — (B —A)AyL [sin2γ 4- (1 4-COS
2

Y) cosa (v — 4)]cos(a4, -t- vj 

-+- (Β — AVAy'L COSY sin 2 (ν — ψ) 8Ϊη(2ψ, 4- υ). 

En regardant s et p' comme constants, désignons par χ le rapport de 

à p, qui mesure le rapport des actions perturbatrices du Soleil et de 
la Lune et qu'on trouve, d'après la théorie des marées, égala a, 35. On 
aura, pour la partie de Ρ = a (Ah — nAk) qui provient de la Lune, les 
ternies analogues aux termes (3) 

(4) 

— ̂ -χ(Β — A)k\L[hin2y— ! I -+- cos2y)cosa(v'— ψ:]005(241, "
(
"

u
; 

4- ~χ(Β — A)AyLcos7&ina(v' — 4)5111(21)», 4- υ). 
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D'après le n° 13, on a 

i?=nk(/ + p>(M-NcoiU>· 

et approximativement 

(5) S
j = -»!_(,·

+ P)
. 

Aux époques des equinoxes, on a ν = ψ ou = ψ -+- π; aux époques 
des syzygies, on a ν' = ν ou = ν -+- π; donc, si l'on se trouve très-près 
d'un équinoxe en même temps qu'à une nouvelle ou à une pleine 
Lune, Ρ étant la somme des expressions ( 3) et ( 4 ), on a, pour la valeur 
de P, à très-peu près, 

— (ι + χ)ΐΒ — Λ)*νΊ^"*(
2

Ψι ■+■
 y

)· 

On a, à très-peu près (uoirn°3), 

V 3o6 C' 3o6 B' 

done, si l'on pose 

A = ( li — A ) = (i+ï, 

on aura 

*·=
 3-β" +^-)' 

et la partie de la formule (5) qui est multipliée par Ρ deviendra 
— Àcos(2^

(
 —|- y); sa valeur variera de zéro à ± λ, dans l'intervalle 

d'environ un quart de jour sidéral. 
Nous avons posé précédemment 

2h-k-=j+ P, 

I étant la partie constante et P. la partie périodique, qui est essentielle-
Jourti. de Math. (3E série), tome II. — FÉVRIER 1876. 

5 
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ment différente de zéro, si Β est différent de A. Or la quantité Ρ peut 
changer désigné, et, comme le premier membre de l'égalité est tou-
jours positif (n° 1 ), il faut en conclure que j a une valeur très-petite 
positive, mais essentiellement différente de zéro, tant que Β est supposé 
différent de A. 

La quantité Ρ reste toujours inférieure à j ; si l'on admet que la lati-
tude d'un lieu de la Terre ne peut varier de a secondes dans l'espace 
de quelques jonrs, la partie defj provenant de j est plus petite que le 
carré d'une seconde d'arc (n° 44); il faut donc eu conclure que l'on 
a aussi 

^ ΐβο'Χβο' 

et, par suite, 

Β 3(iχ)ι8ο'6ΰ'' 

et, en faisant le calcul, 

® 3497939' 

On on conclut que le rapport —g— est plus petit que le tiers d'un 

millionième, et plus petit aussi que le
 10

,
00

 de l'aplatissement des 
pôles. 

Renutrques sur la théorie précédente et comparaison de cette théorie 
avec celle de Poisson. 

16.*Tout le Mémoire qui précède s'appuie sur la formule du n° 3 

5
'
=

^>(
a/i

-ï)(
M
-

Nco
^' 

d'après laquelle on est conduit à regarder Θ, et, par suite, p, q comme 
de l'ordre de la racine carrée de la fonction perturbatrice. La qnantitéô, 



MÉMOIRE SUR LE MOUVEMENT DE ROATÏON DE LA TERRE. 67 

ne serait de l'ordre de la fonction perturbatrice qu'autant qu'on ad-

mettrait a priori que —g— est de l'ordre de cette fonction. 

Une considération très-simple, mais très-importante, de ma théorie 
consiste à diviser les fonctions V et V' en deux parties (n° 7), l'une 
qui est multipliée par G — A, et l'autre qui est multipliée par Β — A. 
La première partie donne dans 9\ des termes qui sont très-petits, parce 
qu'ils sont de l'ordre de la fonction perturbatrice multipliée par 9, ou 

la seconde partie donnerait dans 9\ des termes très-influents, si 
Β — A n'était pas très-petit, et ces termes me permettent de démontrer, 
en m'appuyant sur les observations astronomiques, que le rapport 

—g— est extrêmement petit. 

Poisson, dans son Mémoire Sur le mouvement de rotation de la 
Terre (Mémoires de VAcadémie des Sciences, t. VII, 1827), néglige 
les termes de la fonction perturbatrice qui dépendent de l'angle ν — ψ 
ou ν' — ψ, parla raison qu'ils ne peuvent donner des termes à longue 
période, et il néglige comme très-petits les termes qui sont multipliés 
par les excentricités des deux orbites ou par leurs inclinaisons sur 
l'écliptique d'une époque déterminée. On peut reconnaître par le n° 15 
que les termes les plus importants de 9 J sont deux termes multipliés 
par cos2 (ν — ψ) et sin 2 (ν — ψ), et ils ne peuvent être rejetés dans la 
recherche des inégalités séculaires qu'autant qu'on a remarqué que 
ces termes dépendent de l'angle 2Ψ, 4- υ; car, autrement, le produit 
de cos 2 (ν — ψ) parle terme qui dépend du carré de l'excentricité dans 

■p ou γι donnerait une inégalité séculaire. 

A la vérité, ce terme en cosa (ν — ψ) est multiplié par B qui est 

extrêmement petit; mais il fautobserver que l'extrême petitesse de cet te 
quantité a été démontrée pour la première fois dans le Mémoire actuel. 
Remarquons encore, à cette occasion, qu'on peut, avec une grande 

approximation, remplacer la quantité qu'on rencontre dans 

la théorie de la précession des éqoinoxes par —-—>en faisant B= A, 

9· 
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sans que—-—soit extrêmement petit. Ainsi, par exemple, si l'on sup-

posait que B~ A fût ̂  deC A» en remplaçant Β par A dans l'expres-

sion ——^—5,
 on ne

 commettrait sur cette quantité qu'une erreur 

de de sa valeur. Néanmoins on avait cru utile jusqu'à présent de 
faire dans cette expression la distinction de A et B. 


