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MEMOIRE SUR LE MOUVEMENT DE ROYTATION DE LA TERRE. "

Mémoire sur le mouvement de rotation de la Terre;

Par M. Exizx MATHIEU.

L’étude du mouvement de rotation de la Terre autour de son centre
de gravité peut se partager en deux parties. On peut en effet examiner
le mouvement absolu de ’axe de rotation de la Terre dans 'espace,
c’est-a-dire son déplacement par rapport a la sphére céleste, et 1'on ob-
tient ainsi les phénoménes de la précession des équinoxeset de la nu-
tation de I'axe de la Terre. Cette question a été traitée avec toute Vap-
proximation désirable par M. Serret (Annales de I’Observatoire, t. V,
185g), et elle n'est point examinée dans ce travail. £n second lieu on
peut rechercher le mouvement de cet axe de rotation par rapport a la
Terre ou le déplacement des pdles 4 sa surface, et déterminer lavitesse
de rotation autour de cet axe. Cetle question m’a semblé susceptible
de nouvelles recherches, et c’est a son examen que se rapporte ce
Mémoire.

Les formules de perturbation du mouvement de rotation d'un corps
solide, qui n’est sollicité que par des forces perturbatrices, sont exac-
tement les mémes que les formules de perturbation du mouvement
d’une planéte. J'ai expliqué dans un autre Mémoire d’ou provient
cette coincidence (Journal de Mathématiques, 1875, p. 183), et J’y ai
donné le théoréme général sur lequel elle repose. 1l suit de la que les
deux principaux problémes que I'on rencontre dans la Mécanique cé-
leste, & savoir la recherche du mouvement de translation des planétes
et de leurs satellites et celle de lenr mouvement de rotation autour
de leurs centres de gravité, peuvent étre étudiés au moyen des mémes
formwules. Poisson rappelle cette propriété remarquable dans la preé-
face de son Mémoire sur la rotation de la Terre autour de son centre de
gravité (Mémoires de I’ Académie des Sciences, t. V11, 1827), et cepen-
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34 EMILE MATHIEE.

dantil préfére, pour faire ses calculs, substituer a ces formules un sys-
téme d’autres formules assez différent [*].

La démonstration que je donne de l'invariabilité du jour sidéral, et
qui est fondée sur le théoréme général dont J'ai parlé, est entiérement
différente de celle de Poisson; mais les deux démonstrations ne se sé-
parent pas seulement par la forme, car Poisson, pour simplifier ses
calculs, fait une supposition qu'il regarde comme suffisamment appro-
chée et qui n’est pas admissible. Elle consiste a regarder les orbites du
Soleil et de la Lune, qui troublent le mouvement de rotation de la
Terre, comme circulaires et situées dans un méwe plan. Or je montre
que cette recherche exige trop de précision pour que I'on puisse faire
cette simplification.

On reconnaitra sans peine que mon analyse pourrait étre beaucoup
simplifiée par chacune des deux hypothéses suivantes :

_1° Si Pon supposait que la Terre est exactement de révolution;

2 Si 'on pouvait considérer les orbites du Soleil et dela Lune comme
circulaires et situées dans le méme plan.

La seconde supposition, comme je Fai dit, ne peut étre admise.
Pour la premiére hypothése, on doit penser qu’elle approche beaucoup
de la réalité si Pon se reporte 4 lorigine fluide de la Terre. Cependant
il y a aussi utilité & ne pas la faire a priori, d’abord parce que la quan-
B—A

tité » ol A et B désignent les plus petits moments principaux
d’inertie par rapport au centre de gravité, joue un role important dans
cette théorie, tant qu’on me la suppose pas excessivement petite, et
ensuite afin de faire servir i la détermination de cette quantité la com-
paraison des résultats de I’analyse aux observations.

En effet il serble résulter des observations du pendule quele rap-

port est notablement plus petit que le nombre qui représente

P'aplatissement de la Terre. Cependant, a cause des nombreuses irré-
gularités de la surface du globe terrestre, la démonstration de la peti-

[*] Poisson ¢'était occupé auparavgnt de la démonstration de la constance du jour
sidéral (Journal de I Ecole Polytechnigiee, t. VIII, p. 198} ; mais cette démonstration est
wrés-infériepre & celle qu’il a donnée plus tard.
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B—A
B
d’observations faites en plusieurs points de divers méridiens, qu’il fau-
drait ensuite soumettre au calcul; mais la véritable méthode pour cal-
culer cette quantité réside dans la théorie actuelle, et je démontre que,
si 'on admet que la latitude d’un lieu de la Terre ne peut varier de

deux secondes dans un espace de temps d’environ 153 jours, il en reé-
B—A
B

petit que ;i-5 de Paplatissement.

tesse de

a Taide du pendule exigerait un trés-grand nombre

sulte que le rapport est plus petit que 3551555, et par suite plus

Rappel des formules relatives aw mouyement d’un corps solide autour
d’un point fixe.

1. Supposons un corps qui tourne autour d'un point fixe. Dési-
gnons par A, B, C les grandeurs des moments principaux d’inertie du
corps autour de ce point. Prenons pour axes des coordounées rectan-
gulaires des x,, y,, 2, respectivement les trois axes principaux d’inertie
A, B, C, et désignons sous le nom d’équateur le plan qui passe par
ces deux premiers axes. Imaginons un second systéme d’axes rectangu-
laires des x, y, z qui soit fixe et qui ait la méme origine. Désignons :
1° par ¢ I'angle compris entre I'axe des x et la trace du plan des x,,
i surle plan des x, y; 2° par ¢ 'angle de cette trace et de I'axe des
x,; 3° par § I'inclinaison du plan des x,, y, sur le plan des x, 7.

Si le corps n’est sollicité par aucune force, il existe pour son mou-
vement un plan dn maximum des aires, qui est invariable de position.
Imaginons que le plan ci-dessus des x, y coincide avec le plan inva-
riable, et désignons par ¢,, p,. 9, les mémes angles relativement au plan
invariable que ¢, ¢, ¢ pourle plan des x, y. Toutefois il importe de
définir les trois angles ¢,, 0,, ¢, avec plus de précision, ainsi que nous
allous le faire. :

Imaginons une sphére dont le centre soit a I'origine des coordon-
nées, et examinons le triangle sphérique déterminé sursa surface par le
plan fixe des &, y, par le plan invariable et par le plan de I'équateur.
L'angle ¢ représente la longitude de la trace de I'équateur sur le grand
cercle déterminé par le plan des x, y; désignons par « la longitude du

: 5..



36 , EMILE MATHIEU.

nceud du plan invariable surle méme plan, de sorte qu'un des cotés
du triangle sphérique est égal a ¢ — a. Les angles ¢, et p représentent
“ceux que fait I'axe principal A avec l'intersection du plan de I'équa-
teur par le plan invariable et par le plan des x, y; donc ¢, — ¢ estle
coté du triangle sphérique situé sur I'équateur. Enfin, en convenant
de compter I'angle ¢, & partir du nceud du plan invariable, nous pou-
vons prendre pour ¢, le c6té du triangle sphérique situé sur ce plan.
Désignons aussi par 7 I'inclinaison du plan invariable sur le plan fixe;
alors v, 6,,m — @ seront respectivement les trois angles opposés dans le
triangle aux trois cétés ¢, — p, ¢ — a, ¢,. Donc, d’aprés les formules
de la Trigonométrie, nous aurons

cosf = cosy cosé, — sinvy sinf, cos ¢,
(A) sin(p, — ) siné == sin¢, siny,
sin(¢ — «) sinG = sin¢, sinf,.

Ces trois formules nous permettront de calculer ¢, 6, ¢, quand nous
aurons déterminé ¢,, 6,, ¥,.

Soit o la grandeur de la vitesse de la rotation instantanée du corps,
et soient p, g, r ses trois composantes suivant les trois axes principaux
d’inertie A, B, C. Le principe des forces vives donne I'équation.

Ap*+ Bg*+ Cr*= 2k,

ou & est une constante, et le théoréme des aires pris relativement au plan
invariable fournit cette autre équation

A’p, + B292 4+ Ci,., — k2’
dont nous désignerons la constante & sous le nom d’axe du plan inva-
riable. Eun le supposant porté sur une normale a ce plan et le projetant
sur les axes principaux, on obtient les formules

(B) Ap=ksinb,sing,, Bg=ksinf,cosp,, Cr= kcosb,.

Enfin nous rappelleronsles deux formules suivantes, que 'on trouve
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dans tous les Traités de Mécanique :

(C) di= C/aby
V—A+2BE+C(C—BIF Yk —2Ak—C(C— A}’

(D) dy, = #"__—Ccr’_)dt

A I'aide de ces deux formules, on peut calculer r et §, en fonction
de ¢, et 'on aura ensuite facilement toutes les autres inconoues par les
formules qui précedent.

Sur le calcul du mouvement de la Terre autour de son centre
de gravité.

2. Cherchons & appliquer les formules précédentes au globe ter-
restre, en placant I'origine des coordonnées a son centre de gravité.
Désignons par C le plus grand des trois moments principaux d’inertie
en ce point, par B le moyen et par A le plus petit. Comme on ne peut
douter que la Terre soit & trés-peu prés de révolution, les deux quan-
tités B et A ne peuvent différer que d’une quantité trés-petite.

Les formules du numéro précédent ne sont pas immédiatement ap-
plicables au mouvement de rotation de la Terre autour de son centre
de gravilé; car, la Terre n’étant pas composée de couches homogénes
exactement concentriques, elle est sollicitée dans ce mouvement par
I'action perturbatrice du Soleil et de la Lune. Cependant les équations
qui donnent g,, §,, §,, 9, 6, § pourront toutes étre conservées, pourvu
que I'on regarde les constantes arbitraires comme des quantités varia-
bles données par les formules de perturbation. Les quantités 9,, 9,, 4,
conserveront la méme signification que ci-dessus; sealement le plan
invariable sera supposé mobile, mais il restera constamment le plan
du maximum des aires décrites par les projections des rayons vecteurs,
menés du centre de gravité i toutes les molécules du globe,

Désignons par £ le second membre de I'équation des aires prise par
rapport an plan des x, y dans le mouvement non tronblé. Désignons
par t la constante qui s'ajoute au temps ¢ et désignons par g la valeur

3



38 EMILE MATHIEU,

de ¢, quand Z est égal 4 —7; g représentera aussi la distance angulaire,
a la ligne des neeuds, d'un noint du plan invariable qui ne se mouvra
dans ce plan qu’en vertu de la perturbation. Les six constantes arbi-
traires &, k, B, 1, g, «, devenues variables, satisfont aux six équations
différentielles canoniques suivantes :

dh _da dr _ d2
@ d dt . dw
da _do  dp do
D — = —- L e —
(E) & ap’ drt da’
' 2k _da dg ___ do

@t = dg & ak’ .

dans lesquelles 0 désigne la fonction perturbatrice. (#oir mon Mé-
moire sur des formules de perturbation, Journal de Mathématiques,
3¢ série, t. I, p. 183.)

Pour calculer la vitesse de rotation de la Terre, il suffira d’examiner
les trois quantités p, ¢, r Jui représentent ces composantes suivant les
axes principaux d'inerue. I'aprés les formules (B), on a

k sin#, sing, _ A sin, cosg,
X B

4

sin 6, peut étre calculé en fonction de et des éléments troublés 4, &, ...,
et il suffira de prouver que 6, n’aura jamais que des valeurs insensi-
bles, pour qu'il en soit de méme des valeurs de p et ¢. Ensuite, de
Péquation Cr = k cos®,, on tirera, parce que §, est trés-petit,

et, si 'on prouve de plus que & ne peut subir que des variations insen-
sibles, la méme chose aura liev pour r.

La précession et la nutation seraient déterminées par le calcul des
angles « et 73 « est donné par la troisiéme formule (E), et Pangle y se
déduirait de la quatriéme et de la cinquiéme formule (E), puisque i’on
a 8 = kcosy. Mais nous n’avons pas i nous occuper de cette détermi-
nation dans ce Mémoire.
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Ezxamen' des valeurs des angles 6,, ¢, &, quand Uangls 9, reste
toujours trés-petit.

3. Examinons comment on peut simplifier les formules qui donnent
les angles ,, 6, ¢,, quand I'angle §, est trés-petit. C’est ce qui a lien
pour le globe terrestre ; car son axe de rotation ne s’écarte de I'axe du
plus grand moment d’inertie que d’une quantité qui n’a pu jusqu’a
présent étre reconnue par les observations, et, comme le sinus de cet
écart est égal a

e BN

Vprgn AR

?

en négligeant le cube de 6, il faut en conclure que 8, est trés-petit.
Portons les expressions (B) du n° 1 dans I'équation du principe des
forces vives, et nous aurons la formule

(1) 2k — k’( sin?g, ~+—Bcos2 ) =k%cos%0, (——Ksm of,-——ﬁcos fp,>,
qui établit une relation entre ¢, et ,. Dans la formule (C) mettons
k cos@, au lien de Cr, et nous aurons

C VAB # sin0,d,

dt = .
V(24G— £)B — A4*(C—B) sin’0, V4 (C — A) sin®0, — (24C — 4*)A

De I’équation des forces vives et de celle des aires on déduit

C—B
ah—E=aC A 38y,

ce qui prouve que la quantité du premier membre est trés-petite et po-
sitive, puisque C est plus grand que A et B. D’aprés cela, il faut, pour
que I'expression de d soit réelle, que I'on ait

sin?0, <(2hc_A 1B sin n?4, >(z‘iz:10—k)A’

#(C—B)
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et, par conséquent, 6, oscille entre les deux valeurs indiquées par ces
deux inégalités; dans le cas particulier ou B est égal 3 A, on a

. ap  (2RC— ) A
am’@, = m ]

et 'angle 0, reste invariable dans le mouvement non troublé.
De la formule (D) dun® 1 on déduit aussi

28C — B4 l’sm’e.d
k*sin%9,

dq;, =

Supposons maintenant @, trés-petit; en remplagant sinf, par §,, nous
aurons

(3) di= C\AB ko, a5,

V(ah(.—- #7)B — k*(C — B)8] Y &' (C— A)0] — (:hc - k’)A

CVAB #(2hC — &2+ A76)d9, )
8,y (2AC —#)B— B (C—B)8? Y A(C— A)6] — (24C — &")A

(2AC— K'JA _ (3AC— A)B __ o
Vi =t Vi - 4=w

nous anrons, pour I'équation qui donne dt,

[C=B)(C—A4) du )
TV e Ve =—a)u—5)

(3) dq;,:

Posons

et par suite

4) 2‘\/(0_3)(0 E=Gr=2 e = b,”ﬂe_—:)u(—u-m’

en désignant par — t le temps pour lequel 6, prend sa valeur mini-
wum b. Posons, pour simplifier,

/[C—B)(C—4)

(5) 2 HE=A) (14 1) =,
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et I'équation précédente deviendra

b 2 — 20
Y == arc cos TZ’“—,
on en conclut
v b 4 2 bt — ¢t
(6 w= cosu

ou, en remplagant b, ¢ par leurs valeurs, posant

(C—B)(C—A) v 2 B—A .
TaBe =l zHp—i=M, =N,

el remettant 63 a la place de «,

62 :(21 —%) ;Ii—lﬂ [M —Ncoszk\/‘l:(l—f—r)J-

4. De la formule (1) on tire, en remplacant sing, par@,,

e _ AB—C) AB o A\
T oE A oAl T T) e

et, a cause de la valeur précédente de 62, on en déduit

_ C—B 1+ cosu

L34y 2
sig, = BC M — N cosu’
costo, — C—A 1 — cosu

S T AT M= N oose’

sing, cosg, = V1, sin>
F Fi= M — N cosv

Le globe terrestre étant aplati vers les poles de son axe de rotation,
. C—A C—B . . .

les quantités —¢T? ¢ quoique petites, ont des valeurs sensibles

qui mesurent I'aplatissement; au contraire B — A, s'il n’est pas nul,

est tres-petit, comparé 4 C — A, C — B, comme nous le d¢montrerons.

Les trois expressions précédentes sont donc développables en séries
: . . . N
tres-convergentes, procédant suivant les puissances de M

Journ. de Math. (3¢ série), tome 1. — Fevaien 1876. H
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5. En adoptant les mémes notations que ci-dessus pour écrire I'ex-
pression de d, donnée par la formule (3) et la partageant en deux
parties, on obtient facilement la formule '

41.—g=J+I,

ou g désigne une constante arbitraire et out J et I ont les valeurs sni-
vantes :

=
—zC\/Ij (c’—u)(u-—b’),

&2 1 du
I= (3/1 - E) zls’ﬁfu\/ c’—u)(u—-'b’).
Des formules (4) et (5) on déduit d’abord

J=——v=1

2Cy

Pour calculer I, nous avons

du _—2 t b e —u \
,lV(C:_u)("_ba)_Tc—arc ang\ ¢ u—0 )’

or on déduit de la formule (6)

(t+ 7).

=l
o1 >~

et —

b2
> (1 + cosu},

ct— U=
¢t — b
w—>50= { — cosv
2 ( )’
A—n v
— a?,
w— 0 cot 2

Pintégrale précédente est donc égale a

2 i b v
— -— arc tang{ -cot—J»
be O \¢ 2

J=—arc taug[‘ / %%‘z—-—:i)) cot-;]-

et I'on a enfin
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On en conclut

a A(C—B
Y — g:a(t + T) — are tang[\/B((C—_A; cotg] -+ const.

Si I'on pose
C(B—A) _
BlC—a)

u est une trés-petile quantité, et, en négligeant le carré de n, on a

A(C—B) \/A(C—B) _- n
Be—x) = 'T% Vye=g) ="' 3

On a, en général, si & est assez pelit pour qu’'on en néglige le carré,

arc tang(x + /) = arc tangx + -

+

et, en faisant
&=cot-y hA=—2Lcotl,
2 2 2
on obtient .
arc tan A(C—B) cot u]—-E—E—ESinu
8 B(C—4) 2§ 2 2 4 ’

On a donc

el

u 7 .
g, —g= ,(t—|—r)+;+zsmu+const.

D'aprés ce que nous avons dit au n° 1, I’angle ¢, est compté i partir
du nceud du plan invariable sur le plan fixe. Si I'on veut que ¢, se ré-
duise & g pour ¢ = — 7, la constante ajoutée au second membre sera
.nulle, et 'on aura

/]

4

Remarquons que la quantité g qui entre dans cette équation est préci-
sément celle qui a été représentéepar cette lettre aun® 2. Si I'on tenait
compte du carré de 4, on verrait facilement qu’il faut ajouter au se-
cond membre de la formule précédente les termes

Uy —g = ({ +l.~\/f,> (t+ 1)+ Zsin2k L (£ + 7).

LusinakyL(£+ 1) + 5 n?sindhyL(e+1).
6..
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Formules qui déterminent les trois angles g, 6, .

6. Calculons les trois angles 6, ¢, ¢ définis au n° 1, au moyen des
formules (A), en nous appuyant sur ce que angle 6, est trés-petit; ce
qui nous permettra de négliger ‘les puissances de §, supérieures a la
deuxiéme. De la premiére de ces tormules

€086 == cosycos§, — sinysin 0, cos §,,
on déduit

cos G = cos 7 {1 — 6, 1angycos §, — 3 01);

on en conclut aussi ces formules qlli nous serviront :

. 03 N ‘
‘ 26 ——~¢cin2a . c 452 2. pax 6
sin®9 =sin /<|-+—29,c0l/cos¢,+/‘col = 3 2'(.()5).\!),),

sinfcosG=sinycosy[1+20,cotaycosy, —357—03(1+ ot ylcosay,],

s_ilﬁz s—l—:l—? [l—ﬁ.cotycosqa, +4—5i'n776,’+{6f(1 + 3col’7)cosm}u,]-

De la formule du n° 1

sin 0,

sin (¢ — a) = siny, —

on déduit

. 6, sin, 2 cosy

. _ — __h2e . o

.sm.(q; %) = e 8% sing, cos ¥, sy
et, avec le méme degré d'approximation,

. 6, sin J, cosy .

] y = - — 52 —L sin .
(a) y = siny ' 2sin’y ¢
Enfin on a la formule

sin-/

sin (g, — p) =sin ¢, e’
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L
ot

de laquelle on déduit

! 2
4 sin’y o

+ 167 (1+-3cot?y) coszqa,]-

sin(g, — ¢) =siny, [1— 6,cotycosg, -+

Au moyen de cette formule qui donne le sinus de ¢, — 9, on peut
développer I'arc méme suivant les puissances de 4, et I'on en conclut

) o= De— i+ Gisind, coty — Ly 2co0t’y)0%sina2¢,.

Des formules (a) et (%) on déduira facilement les sinus et cosinus de g,
¢ et de leurs multiples ordonnés suivant les puissances de 0,.

" Calcul de la fonction perturbatrice.

7. Soient S la masse du Soleil, qu’on peut supposer réunie i son
centre de gravité, et x,, ¥1» 2, les coordonnées de ce centre de gravité,
rapportées respectivement aux axes principanx d'inertie A, B, C, pas-
sant par le centre de gravité de la Terre. Soient aussi a, b, ¢ les trois
coordonnées rapportées aux mémes axes d’un pointdu globe terrestre,
et dm un élément de sa masse qui passe en ce point. I attraction de S
produit la fonction perturbatrice

im
V =8 f —- 7——-——;” — E—
(@ —aP+(ri—b)p+ (3~ cpT?
Vintégrale s’étendant 4 la masse entiére de la Terre, Désignons par L 1a
masse de la Lune, et par x, 7|, 2, les mémes coordonnées pour la

Lune que x 3, pour le Soleil; I'attraction de L donne la fonction
q TNATRT
perturbatrice

V=1 dm
=L s
. J[(z'.—ﬂ)’+(y'l—b)’+(z'.—0}’]7

et la fonction Q da n° 2 est la somme de Vetv.
D'aprés les propriétés du centre de gravité et des axes principaux
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d’inertie, on a
Jadm=o, f[bdm=o, [cdm=o,
fbedm =o, fcadmn=o0, f[abdm=o.

Désignons par p et u les distances de S et de I'élément dm au centre de
gravité de la Terre; en développant suivant les puissances de a, b, cla
quantité comprise sous le signe [ dans expression de V, nous
aurons

s s " 38 .
V= P-fn'lﬂ” ;aflﬁdm P (x?fatdm—+y? [b*din+2} fc*dm)+ 0V,

3V étant la partie de V qui résulterait des terthes du troisieme degré
et d’ordres supérieurs par rapportaa, b, c. Si aux coordonnées x,, 3,
z,, rapportées & des axes mobiles, on substitue les coordonnées x, y, z,
rapportées aux axes fixes du n® 1, les quantités x,, 7,, 2, seront expri-
mées au moyen de ces coordonnées et des angles g, 6, ¢;il en résulte
que V est une fonction de ces trois angles, et qu’il ne dépend que par
ces angles des six éléments &, B, k, 7, «, g. Toutefois p ne dépend pas
de ces quantités, et, comme V ne doit entrer dansnotrerecherche que
par ses dérivées, par rapport aux six éléments 4, §8,..., nous pouvons
supprimer les deux premiers termes de V; de plus, en nous servant
des égalités
H=p—xi— 0

fld—c)dm=C— A, [(6*—c)dn=C—B8B,
nous pourrons réduire V a cette expression
v =35[(C— A)xt+ (C = B)y2]+dV;
_2_9’{( — A)xi+ (C— ’)f1]+ r
nous aurons de méme
’ 3L + 'z Y a7t

1! est utile de se représenter I'ordre de grandeur de la fonction per-
turbatrice, et pour cela nous la comparerons a la demi-force vive qui
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provient du mouvement de rotation de la Terre. Comme p et g sont
trés-petits, on a & trés-peu prés pour cette demi-force vive & = 1 Cr?.
Ensuite, en désignant par m la vitesse angulaire du Soleil dans son or-
bite, ona ~ = m?, a étant le demi-grand axe de cette orbite. Eu pre-
nant le rapport de V a %, on trouve que la premiére quanlﬁé est, par

. 2
rapport a la seconde, de I'ordre (g) ¢, € étant 'aplatissement de la

Terre, c¢’est-a-dire de Vordre
1 1
¢ 436,
366,257 < 305 — 0» 00000002436

Nous imaginerons que I'on prenne pour le plan fixe des x, ¥ le plan
de I'écliptique a une époque déterminée. Sil’on désigne par a, b, ¢ les
cosinus des angles de 'axe des @ avec les axes des Xy Y1y By par @,
b’, ¢’ les mémes quantités pour l'axe des y, par a’, b”, ¢ pour l'axe
des z, on passe des coordonnées du premier systéme a celles du second
et réciproquement par les formules snivantes :

x=ax, + by, + ¢z, X, =ax + u'y + a’s,
ry=ax,+bVy, + sz, j. =bx + by 4+ Ivz,
z=a"x,+ Wy, + 'z, 3 =cx +c'y+ ¢z
ef, en remplacant a, b, c,... par leurs valeurs, en fonction de 9,6, 4,
qu’on frouve dans tous Jes ouvrages de Géométrie analytique, on a
2y = (— sin ¢ sin§ cos§ + cospcosy)x
+ (sinp cosy cosd + cosgsing)y + sinfsing z,
7= (= cosp siny cosf — sing cosy )ux
-+ (cosp cosy cosé — sing siny)  + sinfcoso z,
z, = sinf sing & — sinB cosy y + cos? z,

Nous négligerons d’abord 3V, sauf & avoir égard dans la saite 2 son
influence, et nous aurons,

_3s

2 0%
!

v (C—=A)xt+r3)— (B—A)y2)s
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de méme, en négligeant 3V’, nous aurons

V= 3'175[(0 - A)(\l.'l'.-_'_],"z) —(B— A)J"IQV‘

2p

Si B — A n'est pas nul, il est certainement trés-petit par rapport a
C — A, desorte que la seconde partie de V et V' est tres-pelite par rap-
port 4 la premiére.

Désignons par p, la projection du rayon p surle plan des x, y, et
par » angle de cette projection avec I'axe des x ; nous aurons

X =g,cos8¥, )= pisiny,
et il en résultera
2, = p,singcosfsin(v— ¢) + p,cosp cos(v — ¢) + zsinG sing,
¥, = p,cospcosf sin(v — ¢) — p, singcos(v — ¢) + zsinf cosg;
nous en concluons
a4+ y? = p? — Lplsin®G + §pisinafcos*(v — ¢)

+ 225i020 + 25, 3 sinf cosf sin (v — ¢,

et nous aurons i substituer cette expression indépendante de ¢ dans
le premier terme de V. On opérerait de la méme maniére pour le pre-
mier terme de V'.

Calcul des quantités k et k.

8. Pour calculer les deux quantités % et k, qui représentent la demi-
force vive du mouvement de rotation de la Terre et la grandeur de
Paxe du plan invariable, nous emploierons les deux formules (n° 2)

a dh _ a0 .
L & A
dk dil
(h) —= —
’ de dg
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ou Q est égal 4 V + V. Nous sommes conduit d’aprés cela a calculer
les expressions de
dlei+yl)  dixi4gl)  diy) d(r
ATt AR A b A

dr dg ? dr dg

Les termes de ces expressions qui dépendent de I'angle ¢, se rap-
portent a des inégalités qui sont & peu prés d’un jour; carlangle ¢, ne
se trouve combiné dans ces termes qu’a d'autres angles, qui croitront
avec ¢ beaucoup plus lentement. Ce sont surtout les termes indépen-
dants de ¢, qu'il nous importe d’examiner.

Nous avons, en différentiant la derniére formule du n° 7,

/d(.r'f—{-—jf) 1, 2 dsir?8 1, dsin?g
= (‘;P; + 2 ) e Tt 5P g cosa(v—y)
dsing cos§ . . . e
{¢) + QP,Zin—J;iSIH(V —-q»)—i—pfsm’@sma(v—4:)‘—‘E

dx
. dy
— 2p,2sind cosf cos(v — ¢) s
. D'apresle n° 6, on a
d sin*§ - 15,
‘ —— = sin’y(zcoty cosy, + 29, cot*y — 4, — 6, cos2¢,} {(T
(d)
\ , B T a e i 02 sin? si AENGR
. -+ — Jisinaysing, -+ @3sin /smgv,,”}-/;,
el, en d(’sxgnant par:z la tres-petite (quantité i’ ona(n® 5;

ko
52 = ,ﬂi’;l (21, — (—:) {M — Ncosv),
15, M A? .
6,50 >(2h——:)esmv,
T a24yL c
0, \

M/ i . T, .
—=\/—4¢4/2h — = (ssinv 4+ 5 :2sinayv }:
b \/a\/ c( wY+g v):
on a aussi (n° J)

d+! l /_ n . —
=T +k\i;L +;A\/LCOS.’J.

Journ. de Math. 3¢ serie’, tome . — Fevmigr 1856. n
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Donc V'expression (d) ne renferme qu'un terme indépendant de ¢,

q,

sin?y(2acot?y —1)0, =

et, par suite, la premiére partie de I'expression (¢) renferme le terme

= (3 #) (2 — 3sinty) “‘\’E (ak - £) esinv,

qui est indépendant de ¢,, mais qui dépend de v et dont la pé-
riode est d’environ cent cinquante-trois jours, en supposant que

CVyL= 5;;6 . _
2° Dans la deuxiéme partie de I'expression (c) faisons

cosa (v — ¢) = cosa (v — a) + 20, g—‘:—'sina (v—a)

et il en résulte ces deux termes indépendants de ¢,

(2) i} cosn(v—a)(2—3sin’7)6,%,
(2") — p3 67 cosysina(y —-a)%',

le second terme provenant d’un terme en sin*¢, qu'on a remplacé par
L (1—cosa¢,).

3° Dans la troisiéme partie de I'expression (c), faisons

sin (v —4) =sin (v — a) — 0, E‘;%icos(v — a),
et remplagons sing cos§ par sa valeur (n® 6), nous trouverons ces

deux termes indépendants de ¢,

(3) — p,zsiny cosy (5 + cot’y) 6, sin (v — a),
(3") ap,zcosycotay 8} cos(v —a)‘%.
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4° On trouve de méme que la quatriéme partie de J'expression (c)
‘renferme les deux termes

(4) _Pzaag%(:osa(y_a)’
(4" p26? cos-ysinz(u..a)‘%,

5° La derniére partie de (c) donne enfin

(3) —p.zcoty@,%%sin(u—a),

{5 —2p,26% cosy cot27y cos (v — a)‘%‘.

En faisant la somme des termes (1), (2), (3), (4) et (5), on obtient

[(—4pt+2*)(2 —3sin?y)— 2p? sin®y cosa (v — a)
d8,

1dT7

— 2p,z(asin’y 4 1)sin(v — a)}6

do . ‘ . '
or §, — renferme ¢ sinv comme facteur, et ’angle v ne peut disparaitre
1 de 4 P

de ces termes que par sa combinaison avec I’angle v; il n’en peut donc
résulter dans & que des inégalités périodiques et dont la période n’est
pas trés-grande. Remarquons que ces termes renferment ¢ comme fac-
teur et, par conséquent, ils sont absolument nuls si B est égal a A.
Les termes (2'),(3), (4 }et(5') semblent, au contraire, donner dans
h des inégalités séculaires; car p, et z peuvent, 4 trés-peu pres, étre
considérés comme des fonctions périodiques dont la période est I'an-
née, et, en les supposant développées en séries de sinus et cosinus, les

. " dh
termes précédents produiraient des termes constants dans —- et des

termes proportionnels 2 ¢ dans 2, Mais il arrive justement que le
terme (2') se détruit avec (4§') et (3') avec (5'),

d (= +r}

pr !, qui sont indépen-

7

9. Examinons ensuite les termes de



EMILE MATHIEU.

(511

2

dants de I'angle ¢,. Nous aurons

d{ri4yh) TH 2 \dsin? { g dsin’d
TZ“K;_Z dg T3P g cos2 (v — §)
dsinf cosh

+ 2p,3sin(v — ) —
+ pisin?Gsina (v — (P)Z—:

— 2p,zsinf cosfd cos (v — ¢) ;:a

et, d’apres les formules dun® 6, on a

dsin’9 - . . .
= sin®y( — 26, cotysing, + Gisin2¢,),

=]
dsing cosl . . ;
——— =sinycosy[ — 29, cot2ysing, + 7 (2 + cot’y)sin2y, ],
(-]
d cosy, 0s
. 9y = L 62 cos2, —rl-
siny sin’y

La premiére partie de la formule (¢} ne donne aucun terme indé-
pendant de ¢,. La deuxiéme contient un terme en sin*¢, qui produit

52 52 9 1 ! .
—4%ptcosysin2{v — a);
la troisiéme contient aussi nn terme en sin® ¢, qui produit

29} p,zcosycot2y cos(v — a);

la quatriéme contient un terme en cos*§, qui donne
H2 ,2 1 .
G2p}cosysinalv — «);

enfin la cinquiénie contient aussi un terme en cos*¢, qui donne

- 247 p,zcosycotaycos(v — a).

On voit que ces quatre termes se détruisent. On peut donc regarder
tous les termes de I'cxpression (e) comme dépendants de I'angle ¢,.
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10. En élevant au carré I'expression de y,,
Y= p, cospcosfsin(v — ¢) — p,singp cos (v — ¥} + zsind cosy,
trouvée au n® 7, nous aurons

21 ="%pi[cos’d (1 +cosap) 41 — cos2g]
+4pt[— cos*6 (1 +cos29) +1 — cosagp]cos2 (v — ¢)

— pisin2gpcosfsina (v — ¢)

-+ p.zsm@cos@(r—f-coszqa)sm(v—qa)—p,zsinesinzgocos(v—g&)
-+ $2°sin* 9 (1 -+ cos 2¢).

Comme y} dans I'expression de V est multipliée par B— A, quau~
tité extremement petite, si elle n’est pas nulle, nous neghgerons dans
dir d(rl)
= et de 2L1) e

le calcul de —7- les termes multipliés par 62 ou par 6, 7‘

En différentiant y} par rapport 4 7, nous aurons

d()‘f\‘

-717———4(;‘[— :—l—coszgg)

in? . dcos2
— sintg 2227

dsin?f

0y dCOs29 ,
+Zp‘f[(l+cos2;9) —(l+c05’6)7] cos2 (v — )

+épf[sin29—— (1+ cos?G) cosag] sinaly — ¢)"‘P

' dsin2g L _deosd
— 5Pt —g-cosfsina(y — ¢) — S Pisin2s

sin2 (v — ¢}

. d'
+ g sinap cosf cosa(v — ¢) 5

dsind cosd .
-t ‘o,z-i'—"dri(l +cosz'g)sm(v—-\p)

dcos2g
dr

-+ z,3sind cos’ sin 'y — ]

o}

‘_4

- p,ZSinGcos 5{1 +cosaslcos(y — )

s
~

9 / lm-zw /. .
;- Sin2pcos(v — ¢)— p,zsin’ —Cos(v — 4,

_.,P‘b

o 1sin*9
ha,gamﬁsmzpsm(v——qﬂ df—f—;.. : —

\l+ COS?”‘

] .
+ 5 z2¥sin?y ———T.

AR
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En négligeant 43, on a (n° 6)

o =¢,— ¢, + 0,cotysing,,
€os29 = C0529, cOs2¢, + sinag, sinay,
— a0, cotysing, (sin2g,cos2¢, — cos2g,sin2y,),
sin2¢ = sinag,cos2¢, — cosap sinay,
+- 28, cotysing,{cosag, cosad, + sinag,sinz2¢,),

et, d’aprés le n° 4, on a les formules

C(B —A) 4+ [2AB — (A + B)C]cosv
ABC(M — N cosv) ’

sinv

€082, =

sinag, = 2 I‘]—l-——_N—CO—S_U,
qu'on peut facilement développer en séries de cosinus ou de sinus de
multiples de v.

On aura

dsin™t _ /do, . ah\ .
- = (—‘Fcosxp. + 8,sin 4, 7'—) sinavy;
dsinfcos®

— = (%cos@.——@,sinqq_%’:) cosa7y;

i ces formules on ajoutera celles qui déterminent

d},

- sin(v —y¢) cos(v —¢), sina(v—¢), cosa(v-—¢),

. . . d(ri
et, en examinant successivement loutes les parties de -—(a{-ll, on verra

qu'elles ne peuvent produire de termes indépendants de ¢, si l'on
T . s 4ex d,
néglige ceux qui sont multipliés par 67 ou 6, -

. dir? .
On verra aussi que —t%‘—) ne renferme que des termes dépendants de

I'angle ¢, avec le méme degré d’approximation. Cette seconde vérifi-
cation se fait plus rapidement que la premiere.

, . ;s dv
11. 1l résulte de ce qui précéde que - ne renferme aucun terme
Y
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constant et qu'il ne contient que des termes périodiques. Le plus grand
nombre de ces termes périodiques dépendent de I’angle ¢,, en sorte
que leur période différe peu d’un jour sidéral; les autres dépendent de
I'angle v combiné par addition ou soustraction au moyen mouvement
du Soleil et 4 ses multiples. Les mémes choses ont lieu pour I'expres-

. av’ ers .
sion de —~, avec cette différence que le moyen mouvement du Soleil

y est remplacé par celui de la Lune.
On déduit douc dela formule (a) le théoréme suivant :

La quantité k, qui représente la demi-force vive due au mouvement
de la Terre autour de son centre de gravité, n'est sujette & aucune
inégalité séculaire; ses inégalités sont toutes périodiques ; la plupart
ont une période qui différe peu d’un jour, et les autres dépendent d’un
argument, qui s’accrott de quatre angles droits dans Uintervalle d’en-
viron 153 jours, combiné avec des multiples du moyen mouvement du
Soleil ou de la Lune.

5 . . X av .,
D’apres ce que nous avous vu ci-dessus, tous les termes de " dé-

s . . av’
pendent de Pangle ¢,; il en est de méme de ceux de % De ia for-
mule (4) on conclut donc le théoréme suivant :

La quantité k, qui représente la grandeur de l'axe du plan inva-
riable, n’est sujette a aucune inégalité séculaire; ses inégalités sont
foutes periodiques et leur période différe pew d’un jour sidéral.

11 suit de la que la quantité % renferme un certain genre d’inégalités
qui ne se trouvent pas dans £; mais nous verrons plus loin que ces
inégalités sont insensibles.

Sur Uinfluence de 3V et dV'.

12. Dans les considérations qui précédent, nous avons négligé les
parties de V et V' désignées par dV et dV’. Examinons quelle peut étre
I'influence de ces quantités. Nous avons trouvé au n° 7

V=Sf dm ’
Hoi—a)y +(yi— by + (g, — )]

W=
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et nous avons développé la quantité soumise au signe [ suivant les
puissances de a, b, ¢; alors nous avons désigné par 3V la partie de V,
qui est du troisiéme degré ou de degré supérieur par rapport a a, b, c.
Si I'on fait le calcul, en négligeant ce qui est du quatriéme degré, on a

W= 55 (@ f(a* + ab*+ ac*)dm + ref(atbh + 0 + be*)dm
+ 3z, f(@a’c + b*c + *)dm |
o (FLfardm e [ dm - 22 )
—+ ';5;5[ -"f}‘.fa’bdm "‘xi]'?fab’dm
+7riz fb*cdm + 7,22 fbctdm.

-+ z,x? fca*dm + x2} facdm + ax,y,z, Sabedm].

La Terre différant peu d’un solide de révolution, nous pouvons ad-
mettre, dans le calcul actuel, qu'elle est rigoureusement symétrique
par rapport aux deux plans qui passent par I'axe C et par I’axe A ou B;
mais, pour plus de rigueur, nous supposerons que cette symétrie n'ait
pas lieu exactement par rapport au plan de équateur. Alors, en sup-

primant comme nulles toutes les intégrales des différentielles impaires
enaou b,ona

8 (3z, 523 ) 38 /—z, 5xriz! a
aV——i(F ——PT) fC (/m+?(?3~+ _‘a-’—‘)f" Cdln
38

+ ¥ (=24 222 fbredn.

2 .05 P’
On a ensuite

3 Sxlz, 1 {3z 5z} 5z, 2% — y1y
o R G W 2

PP P

T F7

3 S5y1z, 1 (3z, 52?) 52(x? —y¥)
= —
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(524
~J

On en conciut

— S (3 B\ e -
BV—4(P, P7)[ 2fc’dm+ 3 f(a*+ b*)cdm)
+'4_55W(fa’cdm—fb’cdm).

La Terre étant supposée un solide de révolution, la seconde partie de
celle expression de 3V est nulle, et I'on peut écrire

o}
oV =sK (3 23).
4
N . +e . dv dyv
Examinons 'influence de cette expression dans le caicul de ¢ 7

En faisant, comme précédemment (n° 7),

X =p,CO8¥, ¥ =p,sinv,
noGLs aurons
2= - p,sin¥sin (v — ¢) +- zcos§.

S'il existe une différence d’aplatissement entre les deux hémisphéres,

elle est excessivement petite; donc K est trés-petit, ct nous pouvons

, e do .
négliger dans 3V les termes en 62, 6, dT-.' Or on voit que, avec ce

degré d’approximation, les quantités

dz . dsing . d dcoso
- =—psin(v—¢) - +p,sxn6cos(v—-qa)d—;l‘+z ?
dz, . dsing - d dcosd
d—;:—p,sm(v——q») :; +p,sm9cos(v—q/);‘g£+z. f;:

ne renferment que des termes dépendant de ¢,. 1l en est de méme des
deux expressions

d(z:)_322‘ﬁ, d(z:): g 42,
dv ~ "7V dr dg tdg’
dz, d: ey d
car, comme les termes de d_i‘, ;:;‘ renferment tous la quantité 6, ou 77‘

en facteur, on doit réduire 22 a Pexpression

[— pysinysin(v — a) -+ zcosy]?,

Journ. de Math, (3¢ séric), tome 11 — Fevaisn 1876. 8
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qui est entiérement indépendante de §,. Ainsi 3V ne renferme que des
termes qui dépendent de ¢, ; la méme chose a lieu pour 3V,

Nous pouvons conclure de la qu'une différence d’aplalissement.
entre les deux hémisphéres terrestres n’apporterait aucune modifica-
tion aux conclusions auxquelles nous sommes arrivé (n° A1) sur les
valeurs de % et £.

Les expressions de 3V et 8V’ contiennent eosuite des termes qui
sont du quatriéme degré par rapport aa,b,c;on comprend aisément
qu’ils sont trés-petits et négligeables. D'ailleurs on peut démontrer que,
par rapport aux premiers termes de V, V', ils sont de 'ordre du carré
dela parallaxe de I’astre perturbateur, multiplié par le carré de I'apla-
tissement de la Terre. (#oir le Mémoire de M. Serret, dnnales de
U’Observatoire, 1859, t. V, p. 264.)

Remarque. — Nous avons supposé dans nos raisonnements les
masses du Soleil et de la Lune condensées 4 leurs centres de gravité;
mais décomposons la masse de la Lune en parties infiniment petites,
et prenons la fonction perturbatrice provenant de chacun de ces élé-
ments, nous arriverons pour chaque élément aux mémes conclusions
auxquelles nous sommes parvenu pour le centre; il en sera donc de
méme si nous prenons la fonction perturbatrice provenant de la masse
entiére de la Lune. Ensuite, comme la théorie du mouvement de rota-
tion de Ia Terre ne dépend pas du mnuvement de rotation du Soleil,
on peut remplacer ce dernier mouvement par un autre qui s'effectue-
rait comme pour la Lune, dans le méme temps que la translation du
Soleil; done, en décomposant le Soleil en éléments, on arrive encore
aux mémes conclusions qu'en supposant sa masse concentrée en son
centre de gravité.

Sur les inégalités périodiques et séculaires de la vitesse de rotation
de la Terre et sur la mesure du temps en jours sidéraux.

13. Désiguons par h, k, les parties constantes de %, £ et par A,
Ak les parties restantes, en sorte que I'on a (n° 8)

da da
Ak = | —-dt, Ak= ‘—édt;



MEMOIRE SUR LE MOUVEMENT DE ROTATION DE LA TERRE. 59

nous avons vu que Ak, Ak ne renferment pas d’inégalités séculaires,
mais des inégalités périodiques que nous avons énumérées.
En négligeant le carré de Ak, nous avons

l"_- l’: "o
2". E-——ﬂhe*i’i“ﬂ(Ah—-—dAk)a
et nous avons trouvé
1 k?
6? = YT (2’1— E) (M —NCOSD);

G, est sensiblement égal & I'angle de I'axe de rotation de la Terre avec
Paxe du plus grand moment d’inertie (n°® 3). Examinons comment
tourne le plan de cet angle autour de Paxe d’inertie.

On a, pour les composantes de la vitesse de rotation par rapport aux
axes principaux d’inertie,

k . k k 'K
p:ze, sing,, q:§9, cnsp,, r= E(I - ;‘)

De la derniére expression on conclut que la vitesse de rotation de la

. ‘o y K . .
Terre est a peu prés égale 4 T que nous représenterons par n; si 'on
prend pour unité de temps le jour sidéral, 7 est donc égal a 360 degrés.

. “ e . . ¥ v T v - .
Dans un jour sidéral, ¢,, qui est sensiblement égal a 5 — 5 diminue

environ de kyL. ou de ﬁ L’angle de la projection de I'axe de rota-
tion sur le plan de I’équateur avec I’axe d’inertie A a pour tangente
? ou tang 2, parce que A et B sont trés-peu différents ; donc, dans lin-
P 2

tervalle d’un jour sidéral, le plan de I'axe de rotation et de Paxe du
plus grand moment d’inertie décrit autour de ce dernier un angle égal

a %@5 autrement dit, le rayon mené du pole de I'axe principal d’inertie
au pble de I'axe de rotation décrira une révolution entiére dans I'in-
tervalle de 306 jours. _ :
Comme les périodes des inégalités qui composent 6, ne sont pas
commensurables avec cette période de 306 jours, si I'angle 6, peut
8..
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atteindre la valeur d’une seconde, la latitude d’un lieu de la Terre doit
pouvoir varier d’'une quantité s’élevant jusqu'a deux secondes dans
Pintervalle de 153 jours. Jusqu'a présent I'observation n’a pu con-
stater la variation de latitude d'un Jien de la Terre. L’expression
ci-dessus de 5% a donc une valeur trés-petite, et, par suite, quoique

1

. 1 ., k
k, et &, aient des valeurs considérables, la quantité 2%, — —é a une

valeur positive excessivement petite, que nous désignerons par j, et

nous aurons
A

2k — § =]+ 2(Ah — nAK).

Nous avons vu que Ah, Ak ne renferment pas d’inégalités séculaires
et ne contiennent que des inégalités périodiques et i courtes périodes.
Donc la quantité précédente ne subit non plus aucune variation sécu-
laire, et il en est de méme de §2. Or, d’aprés les observations, 6, ne
prend pas de valeur sensible daus les intervalles de temps indiqués par
les périodes de Ak, Ak. Donc 0, et 6% ne subissent ni inégalités sécu-
laires ni inégalités périodiques appréciables.

Il en résulte que p et ¢ ne peuvent prendre que des valeurs insen-
sibles, et, d’apreés ce qui a été démoutré de la quantité , la quantité r
ne peut varier aussi d’une quantité appréciable.

1%. Cependant le résultat que nous venons d’obtenir n'est pas
encore suffisant pour que I’on soit assuré que le temps peut étre mesuré
avec exactitude en jours sidéraux; car une différence insensible sur la
grandeur de la vitesse de rotation de la Terre pourrait apporter sur la
mesure d'un temps considérable une différence appréciable. On a pour
la vitesse angulaire @, autour de I'axe instantané de rotation,

e 1 2 gy
w=yp —i‘fl"i‘ l'22’—‘»r(l -+ l_’_'r_-"/_>’

et la longueur du jour cidéral est le temps pendant lequel I'intégrale
t .
. » . 1 .
Jwdt s’accroit de 2xr. Donc a;f w dt est la mesure du temps en jours
o

sidéraux depuis le temps ¢ = o, et il s’agit de prouver que cette quan-
tité est effectivement proportionnelle a ¢.
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B—A
B
comme on le verra dans le numéro suivant, on a

En négligeant le produit de 62 par » qui est excessivement petit,

sin?g, ms’;p[) _ kel

p2+92:m§( Feiianie

A2
on a donc
4 L Epe
9= A —
’ 2r A !
et, en remplacant r par sa valeur,
N e P
- cC 2C Al 1

Si I'on néglige les termes périodiques trés-pelits de k, on peut rem-

k
placer g par la valeur constante », et I'on a

nC— A?
Jodt = nt + SIS

En désignant par P la quantité 2(A% — nak), qui est entiérement
périodique, on a

63 = 57(j+P){M—N cosu).

Le produit de P par N cosv ne donunerait que des termes périodiques,
et d'ailleurs il est négligeable; done, en supprimant la partie trés-
petite périodique, on a
nC— A M,

([l) fb)dt:’ltﬁ-z*—Az ﬁlt’
quantité proportionnelle 4 ¢, comme il fallait le démontrer. La vitesse
moyenne de rotation de la Terre est donc égale a
nC —A* M .
n -+ ; A m]
ou a

T .
n +E—”j,
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en commettant une trés-petite erreur sur le second terme, qui est lui-
méme excessivement petit. En effet, supposons que b, soit toujours
plus petit qu’une seconde, en sorte que la latitude d’un lieu de la Terre
ne puisse varier de deux secondes, on aura

La quantité P peut étre positive, négative ou nulle; donc, l'inégalité
devant avoir lieu pour P=o0,0na

M . n?
2Lk"] 180? < 6o*
ou
306 . n?
Er;;'] < 180% < bo'’
on a donc

nwt

4 .
Er;l < 306?( 180" < 60%

et le second terme de la formule (a) ne variera pas d’'une seconde d’arc
dans 170000 ans.

En résumant tout ce qui précéde, on obtient les résultats suivants :
L’axe de rotation de la Terre ne pourra jamais s'écarter de I'axe du
plus grand moment d'inertie que d’une quantité insensible, en sorte
que la longitude et la latitude d’un lieu de la Terre ne changeront pas
par la suite des temps. La vitesse moyenne de rotation de la Terre est
constante et la longueur du jour sidéral est invariable, si 'on fait
abstraction de petites inégalités périodiques insensibles; enfin cette
longueur peut étre employée comme unité pour la mesure du temps.

B—A
B

Détermination d’une limite de la quantité

. da do .
15. On doit remarquer que tous les termes de—> —» excepte ceux
dr dg

qui sont multipliés par B — A, renferment le facteur trés-petit 6, ou
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20
—.Orona
dr

di dk  do do

& hE=a TR

donc, pour calculer les termes les plus influents de Ak — nA%, on
peut réduire I'expression précédente 3 )

38 () 4(r3)
(I) _;E(B —A)[T—n dg ]1

en ne considérant d’abord que I’action du Soleil.
Les parties les plus considérables de I'expression

d(yi) diri)
(2) -:11'_ ——7275—,

et devant lesquelles les autres peuvent étre négligées, sont, comme
on le voit facilement,

[— fpisin*0 — 102 (1 4 cos?f) €0s2(y — ¢) + p, z8in6 cosd sin(y — 4]
, {dcosag dcos2p
) ( & " )

- [;P? cosf sin2(v — ?}-I—p, zsinf cos(v — gp)] (ds:'l? . nds.i;;zqa).

En négligeant (B — A)2, on peut faire ici 2¢,=m — v, et par
suite (n° 10)

€0s2¢ = — cos(2¢, + v), sin2¢ = sin(2¢, + v),
dcosmp_ dcosag ‘

& nT:[;_k\/E sin (2¢, + v),

dsin2¢ dsin 2 —
& Mg = hkyLcos(a¢, -+ v).

Les termes qui renferment le facteur z étant trés-petits vis-a-vis des
autres, on peut les négliger dauns la recherche actuelle; ensuite on peut
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remplacer § par ¥, et Ion obtient pour I'expression (2)

[ — sin®y — (1+ cos?y) cos2(v — ¢)] kyLp?sin(2¢, + v)
—- 2kyLcosyptsina (v — ¢)eos(ay, +v).

Si I'on désigne par m le moyen mouvement du Soleil, on a a peu pres,
en regardant p comme constant,
8 nt

P—s:lnzz:é—&).—;; .

en faisant aussi p, = p, on aura pour l'expression (1)

4 Im®*(B — A)kVE[silm’y + (1 + cos?y)cos2(v — ] sin(2¢, +v)
+ 3m?*(B — A)kyLcosysina(y — ) cos(ay, + v).

On commettra une erreur que ’on peut négliger ici, en intégrant
par tapport a £ cette expression, comme si I'angle ¢, renfermait seul le
temps de £, et, en doublant, on aura pour la partie de a(Ak — nAk)
qui provient du Soleil,

s _%(B——A)k\/i [sin®y + (1 +cos’y) cos2 (v — ¥)]cos( 2, + v}

(3)'

Im?

n

(B — AYyL cosysin 2 (v — ¢) sin(2¢, + v).

En regardant s et g' comme constants, désignons par y le rapport de

L.5 . . . .
7id 5 qui mesure le rapport des actions perturbatrices du Soleil et de

g3

-1

la Lune et qu'on trouve, d’apres la théorie des marées, égala 2,35. On
aura, pour la partie de P = 2{ah — nAk) qui provient de la Luue, les
termes analogues aux termes )

. , —%:x(B — AkyLisin®y - (14 cos*y)cosa (v’ — yi]cos(ay, +u)

()] : _
{ + 3—:"—‘-;((B — A)kyLcosysina(v' — ¢)sin(2¢, + v).
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D’aprésle n° 43, on a

i= ————(/ +P)(M — N cosv),

el approximativement

(3) 61 = =l +P)

LA’

Aux époques des eqmnoxes, on a vy = § ou = ¢ + m; aux époques
des syzygies, on a v'= v ou =v - m; donc, si I'on se trouve tres-pres
d’un équinoxe en méme temps qu’a une nouvelle ou a une pleine
Lune, P étant la somme des expressions (3) et (4 ), ona, pourla valeur
de P, & trés-peu pres,

- 3_::'j(' + Xa)kB_’\)k\/ECUS(2\P| + v).

On a,  trés-peu preés (voirn®3),

done, si I’on pose
« 3m
A= l) — A) l + A

on aura
. B—A
b= 3 360*(1-*‘7)

et la partie de la formule (3) qui est multipliée par P deviendra

— Acos(2¢, + v); sa valeur variera de zéro 4 ), dans l'intervalle

d’environ un quart de jour sidéral.
Nous avons posé précédemment
K
2’ —_ E = J -+ P,

j étant la partie constante et P.la partie périodique, qui est essentielle-

Journ. de Math. (3¢ série), tome 1I. — Fevuer 1876, 9
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ment différente de zéro, si Best différent de A. Or la quantité P peut
changer de signe, et, comme le premier membre de I'égalité est tou-
jours positif (n° 1), il faut en conclure que j a une valeur trés-petite
positive, mais essentiellement différente de zéro, tant que B est supposé
différent de A.

La quantité P reste toujours inférieure 4 j; si 'on admet que la lati-
tude d’un lien de la Terre ne peut varier de 2 secondes dans I’espace
de quelques jours, la partie de 67 provenant de j est plus petite que le
carré d’une seconde d’arc(n° 14); il faut doac en conclure que l'on

a aussi
ke
A 180 < bo*
et, parsuite,

x? 3662

B—A
B <3(1+x)180’60"

et, en faisant le calcul,
B—A 1
"B <Fige%

B—A . : '
On en conclut que le rapport —— est plus petit que le tiers d'un

millioniéme, et plus pelit aussi que le 5i55 de I'aplatissement des
poles.

Remarques sur la théorie précédente et comparaison de cette théoric
avec celle de Poisson.

16."Touat le Mémoire qui précéde s’appuie sur la formule du v° 3

N

62 ‘(m_gym-mmm,

T alLA?

d’aprés laquelle on est conduit a regarder §, et, par suite, p, ¢ comme
de I'ordre de la racine carrée de la fonction perturbatrice. La gnantité 6,
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ne serait de I'ordre de la fonclion perturbairice qu’autant qu’on ad-

. . . . . & -
mettrait a priori que est de 'ordre de cette fonction.

Une considération trés-simple, mais trés-importante, de ma théorie
cousiste a diviser les fonctions V et V’ en deux parties (n° 7), {'une
qui est multipliée par G ~ A, et I'autre qui est multipliée par B — A.
La premiere partie donne dans 62 des termes qui sont trés-petits, parce
qu'ils sont de ’ordre de la fonction perturbatrice multipliée par 4, ou

e . . L .
73 la seconde partie donnerait dans 07 des termes trés-influents, si

B — A n’était pas trés-petit, et ces termes me permettent de démontrer,
en m’'appuyant sur les observations astronomiques, que le rapport
B—

B

Poisson, dans son Mémoire Sur le mouvement de rotation de la
Terre (Mémoires de I’ Académie des Sciences, t. VII, 1827), néglige
les termes de la fonction perturbatrice qui dépendent de I'angle v — ¢
ou vy’ — ¢, parla raison qu'ils'ne peuvent donner des termes 4 longue
période, et il néglige comme trés-petits les termes qui sont multipliés
par les excentricités des deux orbites ou par leurs inclinaisons sur
Pécliptique d’une époque déterminée. On peut reconnaitre par le n°45
que les termes les plus importants de 9? sont deux termes multipliés
par cos2 (v — ¢) et sin2 (v — ¢), et ils ne peuvent étre rejetés dans la
recherche des inégalités séculaires qu’autant qu'on a remarqué que
ces termes dépendent de Pangle 2¢, + v; car, autrement, le produit
decosa (v —¢) par le terme qui dépend du carré de 'excentricité dans

A A .
est extremement petit.

1 1 . .y < .
20U G donuerait une inégalité séculaire.

s o e B—A .
A la vérité, ce terme en cosa (v — ¢) est multiplié par —g 2 qui est

extrémement petit; mais il fautobserver que Iextréme petitesse de cette

quantité a été démontrée pourla premiére fois dans le Mémoire actuel.

Remarquons encore, 4 cette occasion, qu’on peut, avec une grande
;2C—A—

. . . B _,
approximation, remplacer la quantité = —>"" 2 u'on rencontre dans
PP y remp q ot

L. . . P C—A .
[ théorie de la précession des équinoxes par ¢ en faisant B= A,

9.
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B—A . A . N .
sans que —— soit extrémement petit. Ainsi, par exemple, si I'on sup-

B’;‘ A fiue +5 de ¢ z A, en remplagant B par A dans I'expres-

. 20— A—B : ‘o
ston —————> on ne commettrait sur cetle quantité qu'une erreur

de 1= de sa valear. Néanmoins on avait cru utile jusqu’a présent de

faire dans cette expression la distinction de A et B.

posait que




