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RECHERCHE DES POINTS D'UNE COURBE ALGEBH]QL'II PLANE, ETC. 257

Sur la rechkerche des points d’une courbe algébrique plane, qui
satisfont & une condition exprimée par une équation diffé-
rentielle algébrique, et sur les questions analogues dans
Uespace;

Par M. HALPHEN.

1. Dans un grand nombre de questions géométriques, s’offrent des
cas particuliers du probléme suivant :

Etudier, sur une courbe algébrique plane, les points qui satisfont a
une condition exprimée par une équation différenticlle alyébrique
donnée.

Il est immédiatement visible que ces points sont les intersections
de la courbe considérée S = o avec une autre courbe algébrique
® = o0. L’équation de cette derniére s’obtient, en effet, en substi-
tuant, dans Péquation différentielle, aux dérivées, leurs expressions
déduites de I'équation S = o. La formation de P’équation ¢ = o, si
simple en théorie, présente, dans la plupari des applications, une
complication trés-grande. Si elle est necessaire pour une étude appro-
fondie, elle peut, du moins, étre évitée pour certains cas de la question
générale. C'est ce que je we propose de montrer ici pour les deux pro-
blémes suivants :

19 Trouver le degré de la courbe @;
2° Z'rouver le nombre des points, en tenant compte des singularités
de la courbe S.

La solution de ces deux problémes fera 'objet du § I. Le § 11 sera
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258 HALPHEN.

consacré i des applications. Dans le § 11, j'étendrai la solution du
premier probléme a I'espace. On verra, dans ce paragraphe, le pro-
bléme résolu immédiatement et, pour ainsi dire, 4 vue dans un cas
particuliérement intéressant, celui ot I'équation ditférentielle ou aux
dérivées partielles envisagée jouit de la propriété de rester inaltéree
par toute transformation homographique. L’étude directe de telles
équations, considérées en elles-mémes, offre un sujet de recherches
dont quelques points sont abordés dans le présent Mémoire. On
rencontrera notamment, au § II, les deux propositions suivantes :

. . . d . . , . .
A lexception de U'équation E’; = o, il n’existe aucune équation dif-

férentielle algébrigue du second ordre qui reste inaltérée par toute
transformation homographique. “

1l rlexiste aucune équation différentielle algébrique du troisiéme
ordre qui reste inaltérée par toute transformation homographique.

§ 1.

2. Si, de I'équation S(x,y)=o0,0n tire les expressions des dérivées
successives de y par rapport 4 x, on démontre aisément que chacuune
d’elles a pour numérateur une fonction entiére des dérivées partielles

. . . S .y
de S, et pour dénominateur une puissance de %; Pour la dérivée

d’ordre n, 'exposant de cette puissance est (2n —1); c'est ce qu’on
peut exprimer en disant que :

Les variables x, y étant lides par Uéquation S(x, y) = o, la quan-

., . [O8\2-1a" ; \ . .1 .
tité (V) =X est égale & une fonction entiére des dérivées partielles
[
de S.

d-t"

s
par rapport 4 tous les arguments de f. I'y considére x et y comme du

, dy . , dry ,
degré zéro, —- comme du premier degré,..., 2= comme du degré

(anm — 1). Soit, & ce point de vue, & le degré de f. D’aprés le lemme,

. d. d* . . -frs . .y
Soit f (x,j, I’:w' y) = o une équation différentielle, entiére
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pour les valeurs de x et y qui satisfont a4 S(x, y) =0, la quan-

.. [OS\% .. , N . -5 - .
tité (f) J est égale 2 une fonction entiére des dérivées partielles
Ay

de S.

Pour éviter toute confusion, j’indique par le symbole des con-
gruences les égalités qui ont lieu ainsi en vertu de § = o. D’aprés cette
convention, je puis dire que:

Tatorkme 1. — Si 8(x, y) est un polynéme entier, il existe des
exposants k et des fonctions entiéres {(x, y) qui vérifient la
relation

(1 (5) (e 7r Zoves BD) =4t ),

J étant une fonction entiére.

Nous sommes en possession d’un procédé pour calculer une valeur
de k; mais il nous faut obtenir une régle pour calculer sa valear
minima.

3. Par §(x, y), il faut actuellement entendre un polynéme entier,
de forme générale dans son degré, et 4 coefficients indéterminés. Cela

. . . s fs ) 5 .
étant, soil » un point satisfaisant 4 S = o, g—; =o. Sila courbe ¢ = o
passe en @, on a identiquement

(2) Y(x,7) =LS + PT,

L et P étant des polynémes entiers en x et y. Car, en vertu de I'in-
détermination des coefficients du polynéme S, si la courbe ¢ passe
en w, elle passe aussi en tous les points analogues, la résultante en x

. bR Y ., .
des équations § = o, = o étant irréductible. Et, en outre, tous ces

points étant des points simples d’intersection des courbes repré-
sentées par ces équations, 'équation (2) a lieu. D’aprés la convention
ci-dessus, elle peut s’écrire
' : 28
$(xy ) =P o
33..



260 HALPHEN.

1l peut arriver que la courbe P = o passe encore en w. On répé-
tera lc méme raisounement, et I'on parviendra i une relation telle

que
. \ ALY
';\.r, Y, = g (b—‘y) ’

ot 4 est un polyndme entier en x et y, tel que la courbe ¢ =0 ne
passe pas en ». Alors la relation (1) devient

a ’DS\"—q ( Lo dr d")“)_”p Lo
x3 (D_]-'/ j .1,], {1'111"'2 d.x';/ . J(.l,}).

Ainsi, des que la courbe ¢ passe en un point tel que o, c'est-a-dire
en un point oii la tangente de S est paralléle a4 P'axe des y, Vexpo-
sant & peut étre abaissé, et cela de telle sorte que la courbe §, qui
remplace ¢, ne passe pas en w. L'exposant & ne peut étre abaissé
davantage. Soit pris, en effet, sur S, un point infiniment voisin de w,
et dont x, y soient les coordonnées. Le polyndme ¢ a une limite

. . . . . .28 .o
finie, et, par suile, aussi le premier membre de (3. Mais = est infi-
s €4, | ’ P ; hyy
niment petit. Donc le produit du premier membre de {(3; par une
. , . 38 R . . . ,
puissance négative de %; est infini. Donc ce produit ne peut étre égal
L
a la valeur acquise au point w par un polyndme entier, Donc :
Tusiorime 11, — La valeur minima de Uexposant k (mentionné
au théoréme 1) est celle qui fait acquérir au premicr membre de la

relation (1) une valeur finie pour les points ot la tangente de la courbe
S = o est paralléle a U'axe des y.

4. Je désignerai par la lettre « la valeur minima de 4. Le théo-
réme 11 conduit & un procédé simple pour calculer a. Soient &, % les
coordonnées de w. Aux environs de w, le bindme (y — ) est déve-
loppable en série suivant les puissances entiéres ct positives de

. A . .
‘x — §)%, de la maniére suivante :

(6)  ye=n-rAle—EF 4 Alx -8+ A(x — 5T +....
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On aura, pour la dérivée, le développement

d -1

Ainsi, (x — E) étant supposé infiniment petit du premier ordre,

. d - . i .
& est d’ordre — 1. Mais 35 ¥ a une limite finie, ditférente de zéro.
dzx 2 oy dx
. . : . S\* . . .
Donc g—j est infiniment petit d’ordre i- Donc (%) est infiniment petit

d’ordre g- Soit maintenant ¢ lordre de la partie principale de

d; ar . \ P
f(x'. 7 ;Ti""’ Tz{)’ quand on y substitue & y et i ses dérivées le

développement (4) et ses dérivées. 1l en résulte, pour «, la valeur
o ==—ag.

On doit, bien entendu, pour étre d’accord avec I'hypothése faite
sur S, supposer que, dans (4), &, », A, A’, A”,... sont des indétermi-
nées. Cela étant, on verra aisément qu’il en résulte pour ¢ une valeur
négative, et dont le double est un entier. On trouvera done, pour «, un
entier positif, comme cela doit étre.

5. Le nombre «, ainsi calculé, vérifie la relation

(5) () f = 3o 22) = b(z, ),

ot § est un polynoéme entier. Si la courbe 6 = o passe en un point
de S & I'infini, on voit, en raisonnant comme au n° 3, que 9 est de la
forme ® + LS, L et @ étant des polynémes entiers, et la courbe ¢ = o,
de degré moindre que 0, n’ayant plus aucun point commun avec S a
Iinfini. Par suite, au lieu de (5), on peut écrire

(6 (i—f)a =0,

1l est manifeste que tous les points d’intersection des courbes S
et O satisfont, sur S, 4 la condition exprimée par I'équation différen-
tielle f = o, et réciprequement. Par suite, toute courbe plane algé-

brique qui passe en tous les points de S satisfaisant a cette condition

17+



262 HALPHEN.

a une équation de la forme LS+ P® =o, L et P étant des poly-
némes entiers. Par suite, si cette courbe est distincte de S et de
degré non supérieur 4 &, son équation se réduit 4 la forme
LS + @ = o, on le degré de L est égal a la différence de ceux de @ et
de S. On voit donc que le premier des problémes proposés plus haut
(n° 1) consiste a déterminer le degré de la courbe & que nous venons
de trouver par la relation (6).

Pour trouver ce degré, je cherche celui de la résultante en x des
équations ® = o, S = o. J'emploie, i cet effet, un procédé d’élimi-
nation bien connu. De 8 = o, je tire les divers développements de y
suivant les puissances descendantes de x. Soit m le degré de S. ¥ aurai
m développements procédant suivant les puissances entieres de x,
commencant chacun par un terme du premier degré. Soil

D E
(7) F=Bx+C+4 _+ -+

un de ces développements, dont on doit supposer les coefficients in-
déterminés, suivant I'hypothése faite sur 8. Pour obtenir la résul-
tante, il faut substituer 2 y, dans ®(x, y), successivement les m dé-
veloppements analogues, et faire le produit des résultats. Le degré de
la résultante est la somme des degrés de chacune des valeurs de @,
cest-a-dire ici m fois le degré de I'une d’elles.

Ce procédé d’élimination fait disparaitre les solutions infinies, s’il y
en a. Mais comme, par hypothése, il n’en existe pas, le degré de la
résultante est le produit des degrés de S et de . Donc le degré de @
est précisément égal au degré de la valeur obtenue pour ¢ quand on
y substitue & y le développement (7).

Or, par hypothése, ce développement est tiré de Véquation
$(x, y) = o. Donc la valeur (7) de y fait identiquement évanouir S.
Donc, au lieu de substituer cette valeur dans &, on peut la substituer
dans le premier membre de (6) : le résultat sera le méme. Soit donc 3
le degré qu'acquiert f par cette substitution; le degré du premier
membre de (6), et par suite le degré de @, est

M=a(m—1)+f.
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6. Les résultats des n® 4 et B se résument dans 1’énoncé suivant :

Tutorkéme 1lI. — Les points d’une courbe algebrique plane S, de
degré m, qui satisfont a une condition exprimée par une équation dif-

d*y
oo
avec une autre courbe algébrique, dont le degré est de la forme
a(m — 1)+ B, les coefficients « et B ne dépendant que de léquation
différentielle. On peut calculer ces coefficients comme il suit :

., . o dy . .
Sérentielle entiére f <x, Iz ) == 0, sont les intersections de S

1° Substituez, dans f, a y un développement suivant les puissances

1
entiéres et ascendantes de (x — E)2, commengant par une constante,
et dans lequel les coefficients et la constante E soient indéterminés; et
ordonnez le résultat de la substitution suivant les mémes puissances.

1 . , .
L'exposant de (x — §)*, duns le premier terme, est égal et de signe
contraire a .

2° Substituez, dans f, & y un développement suivant les puissances
entiéres et descendantes de x, commengant par un terme du premier
degré, et & voefficients indéterminés; et ordonnez le résultat suivant
les mémes puissances. L'exposant de x, dans le premier terme, est

egala 8.

7. On peut donner au théoréme III une autre forme, moins com-
mode, il est vrai, pour le calcul des coefficients « et B, mais utile
cependant dans quelques cas. Cette forme nouvelle se préte d’ailleurs
trés-bien & une généralisation, comme on le verra dans la derniére
partie de ce Mémoire.

Je fais une substitution homographique

(8) x__a.z;’-i—b_y’—f—c _ax by
T A+ By ¥ G ~ AZ + By +G

Pour abréger I'écriture, je poserai
(9) (A — Ba) (x% _y) ~(Be—~C8)Z + Ca—Ac=R,

(10) Ax'+By' + C=z.
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On déduit aisément de (8), par les procédés habituels pour le
changement des variables, et en désignant par R’ ce que devient R
quand on y accentue les lettres a, b, c,

dy R’

(11) e
puis, pour pZ 2,

dp). P+

(r2) dw = R Y

V étant une fonction entiére de &', y’ et des dérivées de y', jusqu’a
I'ordre n, par rapport a4 la nouvelle variable indépendante &', et
qui n’est divisible ni par z ni par R. Je laisse au lecteur le soin de

démontrer Véquation (12). .

dl’) = o une équation difté-

dr
rentielle entiére. Yy fais le changement de variables (8). Soit

—a dy’ d*y’
j’(.r » 7Yy d—r;,---, %) = 0 sa transformée, également sous forme

. . . d
Soit maintenant f (.r, 7 Zé“"’

entiére. D'aprés les équations (8), (10), (11) et (12), il est manifeste
que, pour former f7, il 0’y a qu’a substituer, dans f, les valeurs de
x, ¥,..., fournies par ces équations, et i supprimer un facteur de

I . . oy
la forme 7 « et § étant des entiers dont le prewier est positif, et

le second positif ou négatif. Or ces nombres « et 8 sont précisément
les mémes que précédemment, comme je vais le démontrer : c’est en
cela que consiste la nouvelle forme du théoréeme I1I.

8. En désignant par K une constante, on a, en vertu des équa-
tions (8), ainsi que je viens de Vexpliquer, une identité de: la
forme

(13) f(x, 7 s ';;:) =nl-{;»f'(x"7" A :;;J_’)

Y'ai considéré précédemment une courbe S. Soit §' sa transformée
par la substitution (8). Sur §, je prends un point ' dans lequel R s'éva-
nouissc. En ce point, f’ et z ont des valeurs finies, différentes de
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zéro. Pour un point m!, pris sur § 4 distance infiniment petite
d’ordre ¢ du point ', R est un infiniment petit de ce méme ordre.
Donc, en m’, la partie principale du second membre de (13), et par
suite celle de f, est de I'ordre — ge.

Au point ' correspond, sur S, un point o dans lequel la tangente
de S est paralléle & PPaxe des J'; €ty au point w’, un point m, dont la
distance 4 w est infiniment petite d’ordre . Mais, aux environs
de w, la varialion de I'ordonnée des points de S est proportionnelle i
la racine carrée de la variation de lenr abscisse. Donc, pour m, la
variation de abscisse est d’ordre 2¢. Elle sera du premier ordre, si

1 .
Pon suppose ¢ = = Ceci étant supposé la partie principale de f est
P s Ppose, la partie princij S est,

au point m, de 'ordre — g Donc ce nombre « est le méme qu’an
théoréme TIL. .

De méme, soit &’ un point de §, dans lequel zs’évanouisse; et soit M’
un point, pris sur 8 i distance infiniment petite du premier ordre
de . En M’ le second membre de (1 3), et par suite £, est infiniment
grand d’'ordre 3. Mais & O correspond, sur S, un point 4 Pinfini.
Donc, aux environs d’un point a l'infini de S, f est du degré B. Donc
ce nombre § est le méme qu’au théoréme 1I1. J'ai donc cette pro-
positicn :

TrEOREME IV. — 87 ['on effectue, sur Uéquation différentielle en-
tiere f'= o, la substitution homograplique ( 8), et que f' = o soit lu
transformée sous forme entiére, on a identiquement, en désignant
par K une constante, et par R et par z les expressions (g) et (10},

N
S =g

Les cxposants a et 8 sont des entiers dont le premier est positif, le
second positif ou négatif.

Les points d’une courbe algébrique plane S, de degré m, qui satis-
Jont a la condition exprimée par l'équation Jf=o0, sont les inter-
sections de S et d’une autre courbe algébrigue, dont le degré cst
a(m —1)+ 8.

9. Le premier des deux problémes posés plus haut (n° 1) est résolu
Journ. de Math. (3¢ séric), tome . — Aovr 1896, 34
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par le théoréme I1I ou par le théoréme 1V. Avant de passer au second
probléeme, je veux déduire de I'analyse précédente une conséquence
qui sera bientot utile.

On vient de voir (u° 8) que, si w est un point de S, dans lequel la
tangente soit paralléle a I'axe des y, et s un point de § dont la dis-
tance 4  soit infiniment petite du premier ordre (je fais icie=1),
la partie principale de f est, au point m, de 'ordre — a. Si, au lieu
de supposer, comme jusqu'd présent,’ que S soit un polyndme de
forme générale dans son degré, et a coefficients indéterminés, nous
le supposons maintenant parlicularisé, cette assertion peut devenir
inexacte. On le voit sur la relation (13); car si, au point o’ qui, sur
S, correspond a w, f° s’évanonit, Pordre de f, au point m, surpasse
— a. S'il en est ainsi, la courbe @ passe en w. Je vais montrer que
cette circonstance particuliére peut étre écartée au moyen d'une
transformation homographique.

Soient, en effet, o, un point de S dans lequel la tangente de § soit
paralléle a V'axe des 3/, et @, le point correspondant sur S. On peut
manifestement choisir les constantes de la substitution de telle sorte
que tous les points tels que w, soient des points daus lesquels f ait des
valeurs finies, différentes de zéro, sauf le cas, que j'écarte naturelle-
ment, o l'équation S= o serait une intégrale de f = o. Les con-
stantes étant ainsi choisies, I'ordre de f’, aux environs de w,, est
égal & — a. Ainsi la circonstance particuliére dont il vient d’éire
question est écartée, si, au lieu de la courbe § et de I'équation f = o,
Jenvisage la courbe §' et I'équation f* = o.

On verra de méme que, par cette transformation, on peut aussi
faire en sorte que, pour tous les points & Pinfini de la courbe §', le
degré de f* soit toujours 3, exactement comme dans le cas ol S est
un polynéme indéterminé. Donc, en résumé, on peut, sans resireindre
la généralilé, supposer toujours que la courbe @ ne passe en aucun
des points de S 4 Vinfini, ni en aucun de cenx ot la tangente de S est
paralléle a I'axe des y, sous la condition d’entendre, par la courbe S
et par 'équation f'= o, des transformées de la courbe et de I'équation
proposée au moyen d’une substitution homographique.

10 Les points d’une courbe S qui satisfont & une condition ex-
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primée par une équation différentielle f= o sont, d’aprés les théo-
rémes III et IV, les intersections de S et d’une autre courbe algé-
brique @, dont ces propositions nous enseignent a calculer le degré.
Le nombre de ces points est donc, en général, égal au produit des
degrés des denx courbes. Mais, dans des cas particuliers, quelques-
unes des intersections de § et de @ peuvent se réunir, notammment aux
points singuliers de S. Cest dans I'étude de ces circonstances que
consiste le second de nos problémes. La question i résoudre est done
celle-ci : Trouver le nombre des intersections des courbes S et O, qui
sont confonducs en un point donné de S.

Je rappelle d’abord comment ce nombre peut étre déterminé pour
deux courbes quelconques. Soit O un point (singulier ou non) d’une
courbe plane algébrique S. Les branches de la courbe S se répartis-
sent, au point O, en différents systémes circulaires (8), (8, (8),-... Je
considére 'un d’eux (). En désignant par £, y les coordonnées de 0,
Je puis représenter (S) par deux équations telles que

(14) T—E=0, y—un=g().

Dans ces équations, r est un entier positify et ¢(¢) une fonction
synectique pour les petites valeurs de ¢z, s’évanouissant avec celte va-
riable, et qui, en outre, acquiert r valeurs distinctes quand on donne
a t successivement les r valeurs qui répondent 4 une valeur donnée
de (x — &).

Soit maintenant @(x, )= o I'équation entiére d’une courbe algé-
brique passant en O. Dans le polynéme entier @, je substitue i x et a
7 les valeurs tirées de (14), et Vordonne le résultat suivapt les puis-
sances ascendantes de ¢. Soit 7 le degré de ¢ au premier terme.

Je considére de méme les autres systémes circulaires (8% (8%),...,
et soient n’, n”,.... les nombres analogues a n, et qui leur sont
relatifs,

Le nombre des intersections de S et de ®, confondues en O, est
n+n'—4+n" ...

Pour appliquer ce procédé de calcul au cas actuel, j'observe que,
par hypothese, les valeurs de x et de y, déduites de (14), font éva-

34..
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nouir S. Or on a (n° 5)

(13) (F) =0 7
dr
Douc, pour calculer les nombres r, n’, ”,..., on peut opérer sur
le premier membre de (15), au lieu d'opérer sur @. Soit 2, le nombre

s , das L o
analogue a n, obtenu en opérant sur 3, comme je viens de l'indiquer

sur &; soit v le nombre obtenu en opérant sur f. En opérant sur le
premier nombre de (15), on obtiendrait le hombre (an, 4- v). Soient
de méme 7, 7,5...; ¥, ¥",... les nombres analogues obtenus en opé-
rant avec les systémes circulaires (S), (§7),.... On aura

B A4n . =a(n R L)y

Je poserai

no+H 4N+ .. =G, v+v+y+. =L

Le nombre des points de S, satisfaisant a la condition J=o, et
qui se réunissent en O, est («G+1.). Le nombre G se calcule,
comme on le voit, indépendamment de 'équation diftérentielle, et le
nombre L sur cetle équation méme. On peut donc considérer par la
notre probléme comme résolu. Tout ce qui va suivre constitue la dis-
cussion de notre solution. On pourrait toutefois compléter cette solu-
tion en examinant le cas ot le point considéré est a Uinfini. 1l n'y a
pas 1a de difficulté nouvelle, et la méthode précédente s’applique,
avec une faible modification, 4 ce cas. Je n’en ferai pas le développe-
ment, puisqu’il a été prouvé précédemment (n° 9) que, sans nuire a
la généralité, ce cas peut toujours éire écarté.

11. Comme le nombre G ne dépend que de la courbe S, on est
naturellement conduit 2 considérer successivement tous les points de
S, dans lesquels G n’est pas pul. On doit penser que, dans le nombre
total 3(¢G + L), la somme des nombres G sera remplacée par un
¢lément simple de la courbe.

Pour donner au résultat sa forme la plus simple, je suppose qu'au-
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cune asymptote, ni aucune tangente singuliére de S ne soit parallele a

Pise des y, et qu'en outre 8 n’ait aucune hranche tangente a la droite
el

comwme il a déja éré dit, nous entendons par S une transformée homo-

graphique quelconque de la courbe propusce. De ces suppositions il

1esulte que le nombre des tangentes de S, paralleles a I'axe des y, est

de Tinfini. Ces hypothéses ne diminuent pas la géndralite, puisque,

czal i la elasse de cetie courbe.

Nous considérons tous les points de 8 dans lesquels G n'est pas unl,
|

) . as . .
cesta-dire seulement ceux dans lesquels gy 8 evanonit; car ceux dans
Jdy

s PR . . . . . .
lesquels st ifini sont les points a Pinfini de 8, et ces points ne
iy
sont pas i cousidérer.

J8 ., . . . . .
Or J: s'évanonit d’abord en tous les poinis singuliers de §. Ia

somme 2(}, pour ces divers points, est égale (n° 40) au nombre total

. . N as . .
des intersections des courbes § = o, S = 0, qui sont confondues
oy

en ces divers points.
) . . aJ8 ), . . N
Tes autres points ou 7, s evanout sont ceux ou la langente de 8
ay
est parallele a4 Paxe des 7. Leur nombre est la classe ¢ de la courbe

. . . X . S
S. Soit m le degré de S; celui de :))_r est (im — 1). On a done

¢+ ZG =m(m —1).

Or, pour chacun des derniers points, nous savons (e 9 que
(2G + L) est nul, puisque la courbe ® n’y passe pas. Done nous pou-
vons nous boruer a considérer les points singuliers de S. Soit donc L
la somme des nombres L pour tous les points singuliers de S, Le
nombre total des solutions réunies en ces points est :

3G + ¢ = afm(m —1)— ]+ ¢

Mais le nombre total des solutions, c’est-a-dire des intersections de
S et @, est am(m — 1)+ fm; donc le nombre N des solntions qut
subsistent, aprés suppression de celles qui sont réunies aux points
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singuliers de S, est
(16) N=oac+ fim—¢.

Ainsi le calcul se réduit A celui du nombre ¢, que I'on trouvera en
opérant sur I'équation différentielle elle-méme exactement comme on
ferait sur I'équation d’une courbe, pour trouver le nombre de ses in-
tersections avec S, confondues aux divers points singuliers deS.

12. Le nombre ¢ dépend a la fois de la courbe et de I'équation;
on peut se demander suivant quelle loi. Il est wanifeste qu'on ne
saurait répondre i cette question sans supposer, entre la courbe et
I’équation, une certaine indépendance. Cette riserve est analogue
celles que I’on est conduit 4 faire dans la théorie des caractéristiques
des systémes de coniques. Ce n’est pas sans dessein que je cite ici la
théorie des caractéristiques : on va voir que les recherches actuelles
ont avec cette théorie plus d’un rapport. En ce qui touche V'indépen-
dance que je supposerai entre la courbe et I’équation différentielle, je
la préciserai entiérement comme je vais I'expliquer.

Soit, comme au n° 410, un systéme circulaire

(r7) x—E=1, y—n=29(t)

Je suppose d’abord que l'entier positif r et les exposants successifs
de t, dans le développement de p(1) suivant les puissances entiéres et
positives de ¢, soient des nombres donnés; mais que &, v et les coeffi-
cients du développement soient indéterminés. En opérant sur f comme
il a été expliqué au n® 10, on trouve un nombre v, qui est un élément
du nombre ¢,

Soit maintenant donnée une courbe S, qui comprenne un systeme
circulaire de branches représenté par les équations (17), dans les-
quelles alors les constantes ne sont plus indéterminées, mais ont, au
contraire, des valeurs données. En opérant de méme sur f, on
pourra trouver soit le nombre v, soit un nombre supérieur. Si ef-
fectivement on trouvev, et que la méme chose ait lieu pour tous les
systémes circulaires de la courbe S en ses points singuliers, je dirai
que la courbe S et I'équation différentielle sont indépendantes, ou
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que la condition exprimée par I'équation différentielle est indépen-
dante de la courbe :

D’aprés cette définition méme, et comme cas pérliculier, ‘élément
du nombre ¢, relatif & un systeme circulaire de branches d’une courbe,
et pour une condition independante de cette courbe, ne dépend pas
de Uorigine de ce systéme circulaire. [L'origine du systéme circulaire
(17) est le point &, 0.]

Par exemple, il est manifeste que V'élément v du nombre £, relatif
a une branche ordinaire

=t y—n=At+Brr+Cl+..,

139

xX —

est nul. Donc :

Truonkmr V. — Sur une courbe qui ne posséde que des branches
simples (ou, suivant M. Cayley, branches lincaires), le nombre des
points qui satisfont ¢ une condition exprimée par une dquation diffé.
rentielle algébrique, et indépendante de la courbe, est ac + Bm. Les
nombres ¢ et m sont la classe et le degré de la courbe, les nombres « et
( ne dépendent que de Udquation différentielle. (Ce sont les mémes
qu'aux théorémes I11 et 1V.)

15. Considérons maintenant une courbe § qui comprenne des
systémes circulaires d’une famille déierminée, et qui, en dehors de
ces systemes circulaires, ne comprenne que des branches simples.
Yentends par famille 'ensemble des systémes circulaires (17} dans
lequel les exposants sont donnés et les coefficients indéterminés. Soit
v I'élément du nombre ¢, relatif & un systéme circulaire de cette fa-
mille. Si I'on suppose 'indépendance entre la courbe et I'équation dif-
féreuticlle, le nombre £ sera le produit de v par le nombre des Sys-
témes circulaires de la famille considérée, qui se trouvent dans S. Sait
% ce nombre; on a donc, pour le nombre des points de S qui satisfont
a la condition considérée,

N=ac+ fSm — vk,

Si, de méme, je considére une courbe S comprenant deux familles
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détermindes de systémes circulaires, on aura
N=oc+ fm--vhk—v'l

Lt enfin, si Pon considére une courbe comprenant ¢ familles déter-
minées de systémes circulaires, on aura

{18) N = uc+ fm — vk — VK —v"k". .. — y oI,

Tous les termes de cette formule sont, comme les deux premiers,
le produit d'un nombre dépendant de la condition par un nombre
dépendant de la courbe. Ainsi :

Trkorime VI. — Le nombre des points d’ure courbe algébrique
plane qui satisfont @ une condition exprimée par nne équation diffe-
rentielle algcbrigue et indépendante de la courbe sexprime par une
somme de termes dont chacun est le produit d’'un nombre ne dépen-
dant que de la condition par un nombre ne dipendant que de la courbe.
Le nombre de ces termes est au plus égal (on verra qu'il peut éure
woindre} & celui des familles de systémes circulaires que comprend la
courbe (cn comptant les branches simples ordinaires pour uue famille,
et les Lranches simples & inflexion pour une seconde famille).

Si la courbe n'est en aucune fagon précisée, le nombre des termes
est-il effectivement illimité, comme semble P'indiquer ce dernier théo-
réme? Ou plutot dans quelle mesure faut-il préciser Péquation diffé-
rentielle pour que, de ce fait, le nombre des termes se trouve limité?
Telle est la question dont je vais actucllement w’occuper.

I4. Je considére, en premier lien, une équation différentielle du

. d . . .
premier ordre f (.1‘, Y, —£> = 0. Pour un systéme circulaire quel-
NERs )

’

/.
. . . . . ’ (1)‘ N y ..
conque, a cocfficients indéterminés, x, y, J-ont, A P'origine te ce sys-
T o v
ténre circulaice, des valeurs finies et indéterminées. Il en est de méme

de f. Donc, quel que soit le systewe circulaire, le nombre v est nul;
donc ¢ Vest aussi. Ainsi:

Tuionime VI, — Le nombre des points une courbe algébrique
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plane quelconque, de classe c et de degré m, qui satisfont & une condi-
tion exprimée par une équation différentielle du premier ordre algé-
brique, et indépendante de la courbe, est (ac —+ gm), les nombres u
et 3 ne dépendant que de I'équation différentielle.

Si I'on applique a la fois 2 la courbe et a I'équation une transfor-
mation corrélative, le nombre (ac + 3m) ne change pas, tandis
que les nombres ¢ et m se permutent entre enx. Donc les nombres
« et (3 se permutent aussi entre eux. Par suite, la signification géo-
métrique de « se trouvera en transformant celle de 8, laquelle cst
évidente.

Je suppose que I'intégrale générale de I'équation proposée se repré-
sente par un systeme de courbes planes (généralement transcendantes),
que, pour abréger, je désigne par courbes intégrales. En supposant
m =i, ¢ =0, Jevois que 3 est le nombre de courbes intégrales qui
touchent une droite. Par suite, « est le nombre de courbes intégrales
qui passent par un point. Suivant les conventions usitées pour les 5ys-
témes de courbes algébriques, et étendues par M. Fouret aux systémes
de courbes transcendantes [ "}, les nombres « et £ sont les caractéris-
tiques du systéme formé par les courbes intégrales. Le théoréme VII
peut alors étre énoncé comme il suit :

Dans un systéme dont les caraciéristiques sont a ¢t 3, le nombre
des courbes qui touchent une courbe de classe c ct de degré m est
(ec+ Bm)[™].

11 faut avoir soin (’ajouter, comme au théoréme VII, que la courbe
doit étre indépendante du systéme.

15. Je considére, en second lieu, les équations différentielles du

o . Aoy
second ordre; mais je m'occupe d’abord de la plus simple, = = o,
“r
qui est celle des lignes droites, et qui, sur une courbe, en caractérise

les points d'inflexion.

[*] Buitetin de la Socicté mathématigue, t. 11, p. 72.
[**] Cette proposition, connue depuis longtemps pour les systémes de courbes algé-
briques, a été étendue par M. Fcuret au cas actuel,

© o~
Journ, de Matk. (3° série), tome II, — Aovr 1356. 35

18
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Yappligue d’abord a cette équation le théoréme 1II. En supposant

3
Fy=n+A(x—E7T+...,
je trouve

d'y -1
F:—-A(x-—é_)’-}—...;
donc (théoréme I11) « = 3. Je suppose ensuite

)~=Bx+C+—D+...,
xr

d’oy
2y . D
'{17 = 2 ;5 4. H
donc =—3. La courbe @, qui coupela courbe S de degrém en ses

points d’inflexion, est donc de degré 3(m—1)—3=3{m— 2), ce
qui est bien connu. Jarrive maintenant & I'étude du nombre ¢. Soit
un systéme circulaire

(19) x—E=t, y—a=0¢(t)=A + Bt +...

Dans le développement de ¢ (¢), j'ai supposé le premier terme du de-
gré r. C'est en effet la condition pour que la tangente ne soit paraliele
3 auciin des axes des coordonnées. Pour calculer le nombre v, élément

de ¢, relatif au systéme circulaire (19}, exprimons 2% on fonction de ¢
Lore u sy 1 9)» €Xp e )

développons suivant les puissances ascendantes de ¢, et prenons le
premier terme. Ce premier terme est

{20) %:%(H—%)Bt?"—i-...;
donc v = p — r. Donc le nombre des points d’inflexion d'une courbe
de degré m et de classe ¢ est 3(c —m) — 2(p — r), la sommation
s'appliquant & tous les systémes circulaires formés par les branches de
la courbe en ses points singuliers.

Je donpe habituellement 2 ce résultat une autre forme, Pour une
branche simple (r =1) et ordinaire (p = 1), le nombre (p — r) est

wr
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nul. Pour une branche simple et 4 inflexion {(p = 2), le nombre (p — /)
est égal & I'unité, Eofin, pour une branche simple o1 p est supérieur
a 2, on voit que l'origine de cette branche compte pour (p —1) ou
(p — r) inflexions. Par analogie, pour un systéme circulaire quel-
conque ot le nombre p est supérieur a r, j’ai donné aun nombre (p — r)
le nom de nombre des inflexions efféctives contenues dans les branches
de ce systéme circulaire. Cette dénomination se justifie par diverses
considérations qui ne sauraient trouver place ici. Au contraire, quand
le nombre p est égal ou inférieur a r, je conviens de dire que le sys-
téme circulaire ne contient pas d’inflexion effective. Pour donner a
la formule du nombre des points d’inflexion la forme que j’ai en vue,
je conserve les lettres r et p senlement pour les systémes circulaires ou
I'on a p > r. En outre, dans la sommation X (p — r), je fais entrer les
branches simples a inflexion. Je désigne cette somme par la lettre <.
Le nombre  est celui des inflexions effectives de la courbe. En second
lien, j’emploie les lettres 7 et p’ pour les systémes circulaires ou 'on a
p' < r'y et je désigne par ¢’ la somme Z(r' — p’). Les systémes circu~-
laires, ou l'on a p =r, disparaissent d’eux-mémes, et la formule des
points d’inflexion devient

(21) i~ i =3(c—m).

Mais, par une transformation corrélative, un systeme circulaire tel
que (19) se change en un autre ou les denx nombres r et p sont per-
mutés entre eux. Donc le nombre i’ a, pour une courbe corrélative de
la proposée, le méwe sens que le nombre ¢ pour la courbe proposée
elle-méme. La formule (20) peut donc étre ainsi énoncée :

La différence des nombres des inflexions effectives de deux courbes
corrélatives est égale au triple de la différence de leurs degrés pris en
ordre inverse.

Il était nécessaire de rappeler ici la formule (20), afin de pouvoir
interpréter le résultat que je vais maintenant obtenir pour les équa-
tions quelconques du second ordre.

16. 11 s’agit d'étudier la composition du nombre ¢ pour une équa-
35..
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tion du second ordre

. _dy d'y dy d’y\$
(22) o:f(x,),z’;, F):Zq;(x,],E) <an2> .

L'équation proposée étant mise sous forme entiére, ¢ est un polyndme
entier et s un entier positif. De plus, parmi les diverses valeurs de 'en-
tier s, correspondant aux divers termes de I'équation, il s’en trouve

. . <1z . TR d'y
une qui est zéro, sans quoi I’équation serait divisible par —=

da? ’
Je considére encore le systeme circulaire (19). Les parties princi-
. d . . . .
cipales de x, 7, Eé sont &, v, A, qui sont des indéterminées. Donc,

aprés substitution des valeurs qui répondent au systéme circulaire (1g),
le polyndme ¢ a pour partie principale une constante qui n'est pas

. . . {? ,
nulle. En second lieu, la partie principale de r—dt—{esl, comme on l'a

vu (20), de Vordre (p — r). Jaiici 4 distinguer lrois cas, suivant le
signe de (p — 7).

1° p > r. Tous les termes dans lesquels s n’est pas nul ont des
parties principales de degrés positifs. Seul, le terme ou s est nul a
pour partie principale une constante. Donc la partie principale de f
est une constante. Donc le nombre v est nul. Donc les systémes cir-
culaires ot I'on a g >> r n’interviennent pas dans la composition du
nombre ¢.

2° p = r. Tous les termes de (21) ont pour parties principales des
constantes. 1l faut se demander si, entre ces divers termes, peut exis-
ter une réduction qui fasse disparaitre la somme de leurs parties prin-
cipales. Or, d’aprés I'équation (20), la partie principale du terme

fdiy\ S
i —=
¢ \ e > est
BY (14 2) ¢ (& n, A) B
r r [ .
Elle ne peut se réduire avec la partie principale d'un aulre terme :

ces deux expressions contiennent, en effet, I'indéterminée B avec des
exposants différents. Donc la partie principale de fest encore une con-
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stante. Donc les systémes circulaires olt I'on a p = r n’interviennent
pas non plus dans la composition du nombre ¢.

3° p <{r. La partie principale de chaque terme est d’ordre négatif
— s{r — p). Soit y la plus grande valeur de s, c’est-a-dire le degré de
I'équation par rapport i % La partie principale de fest de I'ordre
— 7(r — p). Tel est donc I'élément du nombre ¢ pour un systéme
circulaire ot Fon a p < r. Le nombre £ est donc égal & — 7, le
nombre i’ étant, comme précédemment, la somme des nombres posi-
tifs (r — p). Donc :

Tueorkme VIII. — Le nombre des points d’une courbe algébrique
plane, qui satisfont & une condition cxprimée par une équation dif-
férentielle du second ordre, et indépendante de la courbe, est
ac + Bm —+ vyi’; les nombres c, m, i’ dépendent de la courbe seule,
et les nombres o, f3, y de I'équation différentielle seule.

Les nombres ¢ et m sont la classe et le degré de la courbe. Le
nombre i’ est celui des inflexions effectives des courbes corrélatives de
la proposée.

Il est manifeste qu'on peut, en appliquant i la courbe et & I'équa-
tion une transformation corrélative, exprimer le méme nombre par
la formule «'m + f'c + i, ou &, B, ¥ sont les nombres analo-
gues & a, f3, y pour P'équation différentielle transformée, et ou le
nombre { est, comme ci-dessus, le nombre des inflexions effectives de
la courbe elle-méme. Mais on peut obtenir immédiatement la nouvelle
formule en partant de la précédente et en faisant usage de la for-
mule (21). Je tire de cette derniére 'expression de i’, et je conclus :

N=eac+Bm+ yi'={f+ 3 m+ (o — 37>¢-+7,'.

Ainsi les coefficients &', &, / sont exprimés par «, f3, 7 comme il
suit :
(23) 7=7 «=§+3y, [=a—3y.

La troisiéme équation se déduit de la seconde en permutant I'ac-
cent, en sorte que ces relations sont bien, comme cela doit étre, symé-
triques par rapport aux deux systémes de nombres.

12¢
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Quelles soul, maintenant, les significations géoméliriques des nom-
bres «, B, 7, en supposant, comme au 0° 14, que I'intégrale générale
de Véquation différentielle se puisse représenter par une série, ici
doublement infinie, de courbes que j'appelle, pour abréger, courbes
intégrales? En premier licu, y est, comine on I'a vu, le degré de I'équa -

. . d? , .
tion par rapport a “. Donc c'est le nombre des valeurs de cette dé-
dx?

. Lo ) . . dy
rivée qui répondent i un systéme de valeurs données pour x, ¥, —d%v

Dounc v est le nombre des courbes intégrales qui passent parun point
donné et y touchent une droite donnée. Sous cette forme, il est évident
que le nombre 7 se conserve dans les transformatious corrélatives, ainsi
que le montre aussi la premiére des équalions {23).

En second lieu, si je fais m=1, c=o0, =0, N se réduit a S.
Donc f3 est le nombre des points d'une droite qui satisfont a la con-
dition exprimée par I'équation différentielle, ou le nombre des courbes
intégrales qui ont une droite donnée pour tangente «’inflexion.

Le nombre {3’ a la signification corrélative de celle de f3. Donc,
d’aprés (23), le nombre (o — 37) est le nombre des courbes intégrales
qui ont, pour point de rebroussement, un point donné. Au point de
vue algébrique, on verra sans peine que le méine nombre (« — 37) est

» . ) Lo dr .
égal au degré, par rapport a ——> du coefficient de la plus haute puis-

a: se L e
sance de =2, dans U'équation différentielle.
dx

17. Revenons, pour un instant, a la considération d’une équation
différentielle d’ordre quelconque, et supposons une courbe 5 qui ne
posséde, en outre de branches simples, que des systémes circulaires
d’une seule famille : le rebroussement ordinaire, lequel est caractérisé
par les équalions

x—E=1 y—un=A+Bl+Ct'+....

Reportons-nons aux résultats du n° 13, et appelons (—7) le
nombre v relatif a cette famille de systémes circulaires, pour 'équa-
tion proposée. La courbe § ne posséde, en fail d’inflexions effectives,
que des inflexions ordinaives. Ainsi, pour cette courbe, le nombre i
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est (n® 15) celui de ses inflexions ordinaires. Une courbe §', cor-
rélative de S, ne posséde également, en fait d’inflexions effectives,
que des inflexions ordinaires, corrélalives des rebroussements de S.
Donc le nombre i’ est ici celui des rebroussements de S. Cela posé,
la formule (18) du n° 13 donne, pour le nombre des points de la
courbe S qui satisfont 4 la condition exprimée par I'équation diffé-
rentielle, :

(24) N=oc+ fm—+ /.

Cette formule est entiérement semblable 4 celle qui est relative a
une équation du second ordre et 4 une courbe ayant des singula-
rités quelconques. Mais il ne faut pas perdre de vue que, dans le cas
actuel, la courbe S ne doit posséder que des singularités spéciales.
Toutefois, comme les courbes corrélatives de S ne contiennent, elles
aussi, que ces mémes singularités, on pent aussi, de la formule (24),
déduire, de méme que précédemment, la formule corrélative. Donc
les équations (23) ont encore lieu entre o, 3, 7 ct les coefficients ana-
logues &', ', ¥ relatifs & 'équation différenticlle, transformée de la
proposée par corrélation. La signification du coefficient y ne peut
plus ici étre donnée d’une maniére aussi simple; quant aux autres coef-
ficients, leur signification se modifie 4 peine, ainsi qu’on le verra dans
cet énonceé :

Tuéorime 1X. — Soit une courbe ne contenant que des branches
simples et des branches a rebroussement ordinaire : le nombre de ses
points qui satisfont a une condition exprimde par une équation diffe-
reatielle algébriqgue d’ordre n, et indépendante de la courbe, est
wc -+ Bm + yr. Les nombres ¢, m, r sont : la classe, le degrc, le
nombre des branches a rebroussement de la courbe. Les nombres a, 3, y
ne dependent que de Uéquation différentielle, et ont les slgnifications
suivantes :

j est le nombre des points d’une droite qui satisfont & la condi-
tion expriinée par l'équation différentielle, ou le nombre des courbes
intégrales qui ont une droite donnée pour tangente de (n — 1)
inflexion.

(¢ — 37) est le nombre des courbes intégrales qui, en un point donné,
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se composent de n branches ayant, avec une méme tangente, des con-
T
tacts de ordre o

3(a + f3) + v est le nombre des courbes intégrales qui ont un con-
tact d’ordre n avec une courbe donnée du troisiéme ordre et de la troi-
siéme classe.

On peut aussi remarquer que 2(« + (3) est le nombre des coui bes
intégrales qui ont, avec une conique donnde, un contact d’ordre n.
Ceci rend évident que le nombre (« + f) se conserve dans les trans-
formations corrélatives, ainsi que le montrent aussi les équations (23).
Cela étant, la signification du nombre 3(a + f8) + 7 rend également
¢vident que le nombre y se conserve dans les transformations cor-
rélatives.

Sous une forme géométrique, on peut énoncer le théoréme IX (et
la méme remarque s’applique au théoréme VIII) en disant que /e
nombre des courbes d’une série ™ dans un plan, qui ont, avec une
courbe donnée, un contact d'ordre n, est ac + fm 4 yr, pourvu que
cetie derniére ne contienne que des singularités ordinaires.

Les interprétations précédentes des coefficients donnent, dans cer-
taius cas, des résultats d’apparence paradoxale, dont il est nécessaire
de dire quelques mots. On ne doit pas perdre de vue que, dans tout
le cours de cette analyse, il a été supposé (n°9) que la courbe S ne
fournit pas une intégrale de I'équation différentielle considérée. II
1’est donc pas permis d’appliquer les résultats acquis aux cas ou cette
supposition n’est pas vérifiée. Par exemple, si 8 est négatif, I'inter-
prétation de ce nombre n’a plus aucun sens. On en peut conclure que
les lignes droites fournissent des intégrales de I'équation. Si (« -+ §8)
est négatif, c’est que les coniques sont dans le méme cas, etc. Je tire
de la cette conséquence, qui me sera utile plus loin : le nombre (a + f3)
ne peut dtre negatif que si U'équation différentielle est au moins du
cinquiéme ordre.

18. Dans I’énoncé du théoréme VIII, que I'on peut rapprocher du
théoréme 1X, une circonstance doit attirer I'attention : si, au lieu de
considérer une courbe S, de degré m, de classe c et possédaut des sin-
gularités quelconques, on avait envisagé une courbe de degré m, pos-
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sédant  rebroussements ordinaires et, en outre, des points doubles
ordinaires en nombre tel que, joints aux 7 rebroussements, ils pro-
duisent I'abaissement m(m — 1) — ¢ de la classe de la courbe, la for-
mule ccc + Bm + 7¥ n'aurait pas été changée. Ainsi, au point de vue
de cette formule, toutes les singularités de la courbe produisent le

méme effet que Z/ rebroussements, et ¢ — é[m(m —1) —c¢ - 37|

points doubles. Si, en outre, on envisage, en méme temps, la for-
mule corrélative (8 + 3y)m + (o — 3y)c + i, on voit que les
mémes singularités produisent le méme effet que i tangentes d’in-

flexion et &' = é [e(e— 1)~ m — 3] tangentes doubles. Nous

sommes ainsi conduits 4 nous placer 4 un point de vue que les équa-
tions de Pliicker et un Mémoire bien connu de M, Cayley ont rendu
familier aux géométres : nous nous trouvons en présence d’une caté-
‘gorie de questions dans lesquelles toutes les singularités d’une courbe
plane algébrique quelconque sont entiérement représentées par des
nombres déterminés de points doubles, de points de rebroussement,
de tangentes doubles et de tangentes d'inflexion.

Mais il faut se garder de donner i ceite conceplion une extension
qu'elle ne comporte pas. Ce serait, par exemple, une erreur de
croire que les éléments dont je viens de parler, ou méme d’autres, en
nombre fini et déterminé, pourraient suffire a représenter, dans toutes
les questions géométriques, les singularités d’une courbe algébrique
quelconque. On s’en convaincra aisément par Pexamen des circon-
stances qui s'offrent i I'égard des équations différentielles d’ordre su-
périeur au second. Cest de ce sujet que je vais maintenant m’oc-
cuper, en me bornant toutefois aux équations du troisiéme ordre, qui
donuent une idée suffisante des résultats relatifs aux équations d’ordre
plus élevé.

19. Soit une équation différentielle algébrique du troisieme ordre

dy d*y dsy? % dy\ [diy\> (d3y\p
\ _ . : _
(25) °—f(x'7’3;’25’m)~2‘?<”vf'd:) (z) )

ot ¢ est un polynéme entier; A et ¢ sont des entiers positifs :
une au moios des valeurs de A est nulle; de méme 2 I'égard de p.
Journ. de Matk. (3¢ série), tome Il. — Aocr 1856. 36
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¥'ai, comme précédemment, a étudier la composition du nombre ¢.
Soit, A cet effet, un systéme circulaire

(26) x—&==1, _}'——-q:qz(li):At’+ Ber+e Cri*s ...

Je distinguerai deux cas, suivant que p est égal a r, ou en est dif-
férent. Le premier de ces cas est trés-simple et entiérement analogue
a celui du n° 16. En supposant p =r, on trouve, pour les parties
principales des dérivées de r,

dy d'r ¢ ¢ T Gt
'3;—23 Heany (1—5-’_) (2+ r) C.t°7" +....

dss T r

Répétant ici Panalyse du n° 46, on trouvera que le nombre v est
nul si ¢ est supérieur ou égal & r. Si, au contraire, ¢ est inférieur a r,

. . , a4 ,
et que 3 soit le degré de f par rapport a Z:’ le nombre v est égal

a — o(r — o). Par suite, pour Pensemble des systémes circulaires
d’une courbe S, dans lesquels ona p =r, o <r, I'élément du nombre ¢
est — 3Z(r—a).

Farrive maintenant au cas ou p est différent de r. D’aprés I'hypo-
thése p2r, on a, pour les parties principales, déduites de (26), *

diy _p P\ so-r o A p-2r
(27) Iz?_r<l+?>Bt +on =il ! B +....

Aprés substitution des valeurs tirées de (26), pour x, 7,..., la
partie principale du terme mis en évidence, dans (25}, a pour
degré

(a8)  d=A(p—r)plp—ar) =2+ p)p—(+2pin

Pour obtenir le degré de la partie principale de f, i a chercher
la plus petite des valeurs que puisse acquérir 3 par la substitution
aux lettres X, p. de tous les systémes de valeurs dont elles sont suscep-
tibles dans (25). On voit immédiatement que le systeme (}, ), propre
a fournir ce minimum, dépend généralement du rapport des nombres p
et 7. De 14 résulte une différence notable entre le cas actuel et ceux qui
ont été précédemment envisagés.
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La forme de Pexpression (28) suggére naturellement l'idée d’em-
ployer, pour étudier le minimum de », I'artifice imaginé par Newton
pour une question analogue. Le procédé que je vais développer est
donc nne imitation de la régle connue sous le nom de parallélogramme
de Newton.

20. Le principe de cette régle se réduit 3 une proposition des plus
simples : Soient, dans un plan, et relativement & denx axes de coor-
donndes, U, V les coordonnées d’un point donné M; et u, ¢ les coor-
données d’un point variable m, astreint & étre situé dans Uintérieur
d’un contour fermé et convexe (C). Lexpression (uV — vU) a un
maximum et un minimum : on les obtient en plagant n en Uun ou
Uautre des deuzx points du contour, dans lesquels la tangente de ce con-
tour est paralléle a la droite qui joint Uorigine au point M.

Pour distinguer le maximum et le minimum entre eux, on peut
faire usage de la régle sunivante : Que l'on circonscrive au contour C
un parallélogramme dont les cétés soient respectivement paralléles aux
axes. Soient p, g les points de contact, avec C, de deux cétés consécu-
tifs, et Q le sommet du parallélogramme, point de concours de ces deuzx
cotés, dont Uun Qp est paralléle & Uaxe des u, Uautre Qq est paralléle
@ Uaxe des v. La partie du contour C, inscrite dans Pangle pQq et
tournant sa convexité vers Q, sera distinguée par les signes des deux
directions Qp, Qq.

Cela posé, le point m, qui rend (uV — oU) minimum, est situé dans
la partie distingudée par les signes :

-+ pour Qp et — pour Qq, si M est dans Uangle (+ u, + v)3

R T S 7 T OF
R e T P . T O
IR o 7

Je laisse au lecteur le soin de démontrer ces régles, et je we borne
a faire observer qu'elles s’appliquent aussi bien 2 un contour brisé
qu’a un contour formé par une ligne continue. Il suffit que le contour
soit toujours fermé et convexe. Quand le contour présente un angle,
on doit entendre par tangente une droite qui, sans traverser le con-
tour, passe par le sommet de I'angle.
36.
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21. Pour appliquer 4 'étude du minimum de > les régles précé-
dentes, je pose

(29) A+p=u, Atap=v.

A chaque terme de I'équation (25) correspond ainsi un point m;
dont les coordonnées sont u, v. On peut unir par des lignes droites
un cerlain nombre de ces points, de maniére  tracer un polygone
fermé et convexe, satisfaisant aux deux conditions suivantes : 1° tous
ses sommets sont des points correspondant 3 des termes de (25);
2° tous les autres points qui correspondent & des termes de (25) sont
a Vintérieur de ce polygone. C'est ce polygone qui sera notre con-
tour (C). Les coordonnées U et V du point M seront les nombres r
et p, en sorte que (28) ) sera l'expression (#V — ¢vU). Comme r et p
sont essentiellement positifs, M est dans V'angle (+ &, + ¢), en sorte
que la partie utile du contour (C) sera uniquement celle qui est distin-
guée par la combinaison de signes (+, -) '

Soit m; un sommet de (C), compris dans la partie utile. Ce sont les
coordonnées de ce sommet qui rendent d minimum si la droite menée

. . . P .
par m; avec le coefficient angulaire - ne traverse pas le polygone;

c’est-a-dire si E est compris entre les coefficients angulaires des deux
cotés dont Pintersection est m;.

Soient donc m,, My,..., My les sommets consécutifs de la partie
utile de {c), rangés dans leur ordre naturel, et de telle sorte que les
coeflicients angulaires ¢,, €a;.++; Ci~i des cOtés m, m,, mymy,... aillent
en décroissant. Désignons, en général, par };, m; les valeurs de X et
qui correspondent a m;. Le minimum de  est

()‘|+I-’-|)P—()\i+2}'ﬂ)") si §>C“

A =+ pa)p — (Ag+ 2311, si 04.2_5>cn

{Ma—r + F-k—u){’ — (R =+ gy )y si ck—2—>_~£ > Chmiy

(i pa)p — (e + 3pa)ry si e, 2B
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22. Connaissant le minimum de , il nous reste i établir que ce
minimum est I'ordre méme de la partie principale de £ 11 ne peuty
avoir de doute 4 cet égard que si le méme minimum est fourni par deux
termes au moins : on pourrait, dans ce cas, craindre une réduction
entre les parties principales de ces termes. Supposens donc qu’on ait,
pour deux termes différents,

2= +plp — (A+2p)r=(¥+p)p— ¥+ 2p)r.

En vertu de (27), les parties principales correspondantes contien-
nent, en facteur, la lettre B, respectivement avec les exposants (A + u)
et (X + ). Pour que la réduction firt possible, il faudrait donc que
Pon elit A + p =¥ + p’. Il en résulterait donc soit r = 0, 50it A =},
B = p/, ce qui est impossible.

Donc le degré de la partie principale de f est égal au minimum
de .

Soit maintenant une courbe S, indépendante de P’équation différen-
tielle. Je pose

e —r)=g» Zp-—-ar)="h,

les sommations s’appliquant  tous les systemes circulaires de S, ot ¢
et r sont diftérents, et ot1 Pon a :

> P
Ci-v 252> €.

Ces conditions s’appliquent aux valeurs 1, 2,...,k du nombrej, & con-
dition de supposer
Chp==+ > s Ciy = 0,

Il résulte, de 'analyse précédente, que la partie du nombre £, rela-
tive & tous les systémes circulaires de S, ot p et r sont différents, est
ainsi

(30) Agi+ hoBe - ui - Miga+ poky 4 ok oA g

Cette expression contient 2k termes; mais un des coefficients, au
moins, est toujours nul, En effet, d’aprés (2g), on a 2u — ¢ = A
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Comme ) est toujours positif et qu'au moins une de ses valeurs est
nulle, on voit qu'un, au moins, des sommets utiles du polygone (c)
correspond A une valeur nulle de A. Donc un des coefficients ),
dans Vexpression (30), s’évanouit. D’autre part, par un raisonnement
analogue, on verra qu'ancune des valeurs nulles de p ne correspond
a un sommet utile du polygone. Par suite, I'expression (30) se reé-
duit, en général, i (2k — 1) ou (2k — 2) termes. 11 peut y avoir encore
une autre réduction dans le nombre des termes. Car la méme valeur
de ). peut appartenir 4 deux sommets différents de la partie utile du
polygone; et de méme pour les nombres p. On voit ainsi que le
nombre des termes distincts de Uexpression (30) a pour limite infe-
rieure le nombre des sommets utiles du polygone, diminué d’une
unité.

D’aprés (29), on a u — ¢ = —fu Donc (u — ¢) est minimum
quand p. est maximum. Donc, parmi les sommets utiles de (¢), se
trouve un sommet répondant a une valeur de p égale au degré de

v . . d‘y ' ’ g . s
I’équation par rapport a —=. Cest ce -degré que j’ai précédemment

désigné par ¢ (n° 19). Or on a vu que I'ensemble des sysiémes circu-
laires de S, ou les nombres p et r sont égaux, fournit au nombre £
I'élément — d3(r — o). Le coefficient 3 de cet élément étant un des
nombres p de {30), il en résulte que ¢ se réduit lui-méme, en tenant
compte de toutes les réductions, & une somme de termes des deux
formes Ag et wh, ol X et p sont des exposants de (25) correspondant
a des sommets utiles de (c), et g et & des nombres dépendant de la
courbe S.

4

9%. Je résume ces résultats dans I'énoncé suivant :

Trionime X. — Le nombre des points d’une courbe algébrique
plane qui satisfont & une condition exprimée par une équation diffé-
rentielle algebrique du troisiéme ordre, ét indépendante de la courbe,
sexprime par une somme de termes dont chacun est le produit d'un
coefficient ne dépendant que de la condition par un nombre ne dépen-
aant que de la courbe.

Deux de ces termes sont ac, Bm, les mémes qu'au théoréme 1X.
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o=Yu(=n ) () (£2)

Uéquation différentielle proposée, sous forme entiére. Dans les autres
termes, les coefficients qui ne dépendent que de la condition sont, quel-
ques-uns, des exposants X, ., définis comme il suit :

A chaque terme de I'équation, faites correspondre, dans un plan, un
point m dont les coordonncées rectilignes soient u =X +p, v =) +- 2p.
Tracez le polygone fermé et convexe, dont les sommets soient choisis
parmi ces points, et qui enveloppe tous les autres. Considéres, parmi
les sommets, ceux auxquels aboutissent des c6iés dont les coefficients
angulaires sont positifs, et qui, en outre, appartiennent a la partie du
polygone dont la convexité est tournée vers Uaxe des v.

Les exposants ) et . qui correspondent a ces derniers sommets sont
les coefficients dont il s'agit.

Soit

On voit, par cette derniére proposition, que, contrairement 2 ce qui
se passe pour les équations du premier et du second ordre, il ne suffit
pas de savoir que la condition considérée est exprimée par une équa-
tion différentielle algébrique du troisiéme ordre pour en pouvoir con-
clure le nombre des termes auxquels se réduit -la formule (18) du
n®13. Pour connaitre une limite supérieure du nombre de ces termes,
la courbe S restant indéterminée, il sera nécessaire de savoir d’avance
que les exposants A, p sont renfermés dans de certaines limites. Par
exemple, si I'on connait le degré de I'équation différentielle par rap-

dy d‘v

port a —5 €t —=» on pourra manifestement assigner une limite supé-
ricure au nombre des terwmes considérés. En effet, le polygone auxi-
liaire se trouvera renfermé dans un parallélogramme donné, et I'on
connaitra une limite supérieure du nombre de ses sommets. Mais il est
également visible qu’on peut toujours choisir une équation différen-
tielle du troisieme ordre, de maniére que le nombre des termes soit plus
grand que tout nombre donne.

On a vu, au n° 13, que si la courbe que I'on consideére est astreinte
ane posseder que des singularités appartenant 4 des familles détermi-
vées, en nombre fini, le nombre de ces mémes termes est, par la, dé-



288 HALPHEN.

terminé, quel que soit 'ordre de I'équation différenticlle. On voit
donc, par ce rapprochement, qu’il est impossible de trouver un nombre
limité de familles de singularités qui, dans les problémes dépendant
des éléments infinitésimaux du troisiéme ordre, représentent les sin-
gularités d’une courbe quelconque. C’est, comme nous I'avons vu
précédemment, le contraire qui a lieu dans les problémes dépendant
des éléments infinitésimaux du premier et du second ordre.

Je n’examinerai pas ici les questions analogues pour les équations
différentielles d’ordre supérieur au troisiéme. La méthode suivie pré-
cédemment s’y applique cependant, mais avec quelques complica-
tions nouvelles. Laissant donc, quant & présent, ces questions i
Pécart, je terminerai ce paragraphe en montrant comment, des coeffi-
cients X, p qui entrent dans 'expression de ¢ pour une équation diffé-
rentielle du troisi¢éme ordre donnée, on peut déduire les analogues
pour I'équation transformée par corrélation.

24. Je remarque, en premier lieu, que pour une branche simple, &
inflexion simple (r=1, p = 2), I’élément du nombre ¢, savoir, le
minimum de

d= Mg —r}+plp— 2r)

est nul. Car 3 se réduit 4 2, dont le minimum est zéro. 1l en est autre-
ment pour un rebroussement ordinaire (r= 2, p = 1). D'apres le
n° 21, soit :

1
> .
C_,_,:; >C,,

I’élément de g, pour un rebroussement ordinaire, sera — (A, + 3p,)-
En employant la méme notation qu’au n°® 47, je poserai

A+ 3p =7

Entre «, 3, 7 et les coefficients correspondants-pour la transformée
de I'équation proposée par corrélation, ont lieu les équations (23)
du n° 16, ainsi que je I'ai prouvé au n° 17. Ces équations sont

’

(31 Y= o&=p+3y, a=73+737
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Soit maintenant une courbe § comprenant + rebroussements ordi-
naires,’+’ inflexions ordinaires, enfin un systéme circulaire {ryp.p2r).
On a(n°15)

(33) V—v—(r—p)=3(c — m).

Soient A, . les nombres qui correspondent an sommet du poly-
gone (C), dont les cotés comprennent la direction E; J'ai (n° 22), pour

le nombre des points de S qui satisfont a la condition exprimée par
I'équation considérée,

N=ac+ fm-+yv+2r—p)+par —p).

En remplagant, dans cette derniére équation, « par son expression
déduite de (32), j’obtiens

(33) N=(a—3y)c+(B-+ 3yym+ g+ (7—=3p—N(—r)+pl2p—1).

D'ailleurs, pour une courbe §’, corrélative de S, les nombres m,
¢, v, r, p se changent en ¢, m, ', p, r. Les coefficients o, g, v, ana-
logues & a, B, ¥, se déduisent des trois premiers termes de (33).0na
ainsi les équations (31). Soient maintenant X, u’ les nombres qui cor-
respondent, dans I'équation transformée, aux systémes circulaires
(> 7). On a, d’aprés les derniers termes de (33),

(34) M A+ 3y¥7, B = .

Ce sont les relations cherchées. Elies permettent, étant donné le
polygone (C), de construire le polygone (C’), relatif a I'équation
transformée, ou, du moins, la partie utile de ce polygone. Cette con-
struction est des plus simples. Soient, en effet, #, v{2g) les coordonnées
d’un sommet utile m de (C), et &', ¢’ les coordonnées du sommet cor-
respondant de (C'). Les relations (34) deviennent

v—u=v—t, ut+v-+u= v =27

Par suite, la droite mm' est paralléle 4 la droite ¢ — u = o, et par-

Journ. de Math. (3¢ série), tome Il — Sepremsrs 1856, 39
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tagée en deux parties égales par la droite «# + v = 7. Si 'on suppose
les axes rectangulaires, les points m, m’ sont symétriques par rapport
a la droite u + ¢ = 27. Par suite, les axes étant rectangulaires, les
parties utiles des polygones (C) et (C) sont égales.

Je ferai enfin observer, en dernier lieu, que 'on peut imaginer des
équations différentielles pour lesquelles le nombre des sommets utiles
de (C) soit aussi petit que'on voudra. Si, par exemple, on prend une

. . . . , dly o dly >
équation homogéne et de degré § par rapport a ;= et 775, on naura
qu’un seul sommet, lequel répond 4 X =0, u= 6. On a alors, pour
toute courbe S,

N=uac+ fm+6{3ar—p)+ Zr—q)],

la premiére sommation s'appliquant a tous les systémes circulaires
de S oti r et p sont différents, et la seconde & tous ceux ou p=retou
g est inférieur & r.

(A suiore.)




