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SUR LES COVARIANTS DES FORMES BINAIRES. 179

Mémoire sur les covariants des formes binaires ;

Psar M. Camiie JORDAN.

Les travaux de MM. Cayley et Clebsch ont montré que les cova-
riants des fonctions binaires ont pour propriété caractéristique de
pouvoir s'exprimer par des produits symboliques de déterminants et
de facteurs linéaires.

Mais une méme expression symbolique peut revétir un grand
nombre de formes distinctes. On se trouve donc en face de la ques-
tion suivante :

« Discerner, parmi les diverses formes dont une expression symbo-
lique est susceptible, celle qu’il convient de regarder comme cano-
nique, et indiquer un moyen régulier pour ramener les autres formes
a celle-la. »

La solution générale de ce probléme parait présenter de sérieuses
difficaltés. M. P. Gordan a fait néanmoins dans cette voie un premier
pas fort important, en établissant la proposition fondamentale sui-
vante :

« Les covariants d’un systéme de fonctions binaires A, B,... peu-
vent s’exprimer en fonction entiére d’un nombre limité de covariants
indépendants. »

L’analyse par laquelle cet habile géométre a démontré ce résultat
montre bien qu'il existe une limite au nombre des covariants indé-
pendants, mais n'en donne pas immédiatement la valeur. Ta déter-
mination de cette valeur fait 'objet principal de ce Mémoire.

Tl est divisé en huit Sections :

Dans la premiére Section, nous établissons les principes de la nota-
tion symbolique. o
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178 C. JORDAN.

Dans la deuxiéme, nous rappelons la propriété caractéristique des
covariants, et nous établissons les identités a ’aide desquelles on peut
transformer les unes dans les autres les diverses expressions symbo-
liques d’un méme covariaot.

Dans la troisiéme, nous montrons comment on peut introduire
dans le calcul les symboles des covariants. -

La quatrieme Section est consacrée a Pétude de la composition
(Uberschiebung) des covariants.

Ces quatre Sections ne renferment que des résultats déja établis
par divers géométres, et principalement par M. Gordan. Mais il nous
a paru d’autant plus nécessaire d’exposer ce point de départ de notre
analyse, qu’il ne se trouve développé, & motre connaissance, dans
aucun ouvrage frangais.

Dans la cinquiéme Section, nous abordons I'étude des covariants
du troisiéme degré, et nous assignons leur forme canonique. De ce
premier résultat découlent toutes les proposilions établies dans la suite
du Mémoire.

Nous montrons ensuite (Section VI) comment un covariant quel-
conque peut étre décomposé en trois parties, @, 9 et &. L’idée de
cette décomposition est encore empruntée a M. Gordan. Mais nous
avons beaucoup précisé la forme des covariants #; ce qui nous a
permis de les exprimer en fonction entiére de certains covariants
indépendants R, d'une forme trés-simple, et dont nous avons resserré
le degré dans des limites assez étroites (Section ViI). ,

Revenant ensuite a un covariant quelconque (Section VIII), nous
établissons, par des considérations nouvelles, ce théoreme, d’ou dé-
coule, comme corollaire, celui de M. Gordan : Les covariants d’un
systéme de formnes A, B,..., en nombre limité ou illimité, mais dont le
degré ne surpasse pas une certaine limite, peuvent s'exprimer en
fonction entiére de covariants indépendants, dont Uordre et le poids
restent inférieurs a une certaine limite.
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‘ § I. — NoOTATION SYMBOLIQUE.
1. Soit .

A=A,27 +mA,x" " x, + ~~—i——- Ay X7 4 L4 A,

(I) n(n —

B = B,x} + nB, x7" 2, +

un systéme de formes algébriques binaires, ayant respecnvement pour
ordres m, n,..., et soit

(2) F(Ag.. s Ap By,..(, B,y 2y, @)

une fonction entiére et homogéne du degré « par rapport a A,,...,
A,; entiére et homogéue du degré {3 par rapporta B,,..., B,; etc.; et
enfin entiére et homogéne d’ordre £ par rapport aux variables x,, x,.

Supposons, pour fixer les idées, que « soit > o; effectuons sur la
fonction F 'opération
(3) i(A'Oa_aA';'*'A'ib_a‘A,'*‘ +A""DA)

Le résultat de cette opération sera une nouvelle fonction F/, qu’on
appelle la polaire ou 'émanant de F. Cet émanant est evndemment
linéaire par rapport aux nouveaux paramétres A\,..., A, et son
degré par rapport a A,,..., A, est réduit & & — 1. D’ailleurs, il résulte
du théoréme des fonctions homogénes, que, si 'on posait dans F’

A,o = Agy veey A= Apy
F’ deviendrait identique 4 F.
Si 2 — 1> 0, on exécutera sur F' opération
1 d
g (A"\A +- +A’”bA )

et I'on obtiendra un nouvel émanant F” linéaire par rapport & A%,
A, ainsi que par rapport a A',..., A,,, et du degré @ — 2 seulement
23..



180 C. JORDAN.
par rapport a A,,..., A,. D’ailleurs, en posant

A=A, =A,, .., A, =A =A,,

m

F” deviendrait identique a F.

Si « — 2> 0, on poursuivra de méme, et I'on arrivera enfin 4 un
dernier émanant F*, qui ne contiendra plus les coefficients A,,..., An,
mais sera linéaire par rapport a o séries de parametres,

‘ t,. )
A,y Al AD yeres AD,
Cet émanant reproduira d’ailleurs F si I'on y pose

Ny=... =AP=A4,, ..., A, =...=A0 =A,

o m

Enfin, F étant homogéne et du degré 8 par rapport & By,..., B,, il
en est évidemment de méme pour chacun des émanants successifs
F,..., F

Supposons 3> o. Par une suite d’opérations toutes semblables a
celles qui nous ont amenés de F a F*, on déduira de F* un nouvel
émanant F*#, qui ne contiendra plus les coefficients B,,..., B,, mais
contiendra, en échange, {8 séries de nouveaux parametres

B,.. ,B.;...; B®,...,B®,
et sera linéaire par rapport a chacune d’elles.

Quel que soit le nombre des fonctions A, B,..., on arrivera, en
poursuivant ces opérations, 4 un dernier émanant #, indépendant des
coefficients Ag,..., A3 By, ..., B3..., et linéaire parrapportd o + f+ ...
séries de parameétres

' ! ' . () (a) (a}
Ny Ay, Al ADL A L AL,

m)
4 g g r ., p& R
(4) B,,B,,..., B,;...; BY, BY,..., B,

2. Substituons maintenant dans &, 4 la place de ces paramétres,
les expressions suivantes : :

et m. ., pem eimet e
arartd,,. ar; ..y afm,adptaf,.. ., adm,

Y rn—i ’ ! — (|
(5) L PR (S T R Ll O R

I ' ) [EERER RN RN
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Nous obtiendrons une fonction @, entiére et homogéne du degré m

par rapport & chacun des « couples de paramétres ', a,;...; a, a?;

da degré n par rapport 4 chacun des 8 couples de paramétres
by by5..5 BP, bF5...; et enfin d'ordre £ par rapport aux variables
Xy, 55 car les opérations successives par lesquelles on a passé de F
4 ¢ n’ont pu évidemment altérer 'ordre de la fonction par rapport &

ces variables.

3. Réciproquement, la fonction @ étant donnée, il sera aisé de re-
monter 2 la fonction F qui lui a donné naissance, et cela sans aucune
awbiguité. En effet, on revient de ® & & en remplacant les produits (5)
par leurs valeurs (4), puis de § 4 F en posant

A= =AP=A; .5 A =...=AP=A,_,
(6) By, =..=B® =By; ...; B, =...=B® =B,

La fonction ®, liée a F comme il vient d’étre exposé, se nomme
Vexpression symbolique de F.

4. Soient, comme précédemment, A, B,..., L,... des fonctions
entiéres et homogénes de x,, x,, de degrés m, n,..., p,...; et soit

{7) F(A, A3 By Byyooss oy Loy Ly ooy @y, a0

une fonction entiére et homogéne par rapport & x,, x, et par rapport
aux coefficients de chacune de ces fonctions. Particularisons la fonc-
tion L et les suivantes, en admettant que leurs coefficients, au lieu
d’étre des quantités arbitraires, soient des fonctions entiéres et homo-
genes des coefficients de chacune des fonctions précédentes A, B,....
En remplacant, dans la fouction F, les coefficients L,, L,,...; ... par
leurs valeurs, on obtiendra une nouvelle fonction

(8) F'(A, A, BBy oo oy, aa).
5. Supposons que les fonctions F, L,... ne soient pas données

12¢%



182 C. JORDAN.
immédiatement, mais qu'on connaisse leurs expressions symboliques

’

r r y ” U U r " »
(9) @(a,dy; &\, ay;...5 8,55 8, 055 U 5 X4y &y

r [ U !
(10) A(d,,dy...; .oo5 b b;..5 T, x0),

et proposons-nous de déterminer directement l'expression symbo-
lique ¢ de la fonction F”.

On y parviendra comme il suit :

Substituons, dans la fonction @, aux produits

r p—1
p, ..,

les coefficients de la fonction
! !, . 9 ‘. . *
(11) A(a,a,5...5 b, by 2, x0) [F].
Nous obtiendrons une nouvelle expression symbolique

’ r L » ’ ' U U
(12) D, (a,,dy; a,ay;...; @, a5 by bys
U U L4 Ls
by, bys..3 Ly lase s Z,, Xa),

et, si 'on remarque que la fonction (11) se transforme en L lorsqu’on y

substitue, au lieu des expressions a7, a7 *a,,...5...; b7, b7 7'b,,. 5.0,

les coefficients A, A,,...; B,, B,,...; ..., on voit que ®, se transformera
0 L} ’ (1] i ? ’ ]

en F’ si on y exécute cette substitution, et si, en outre, on rem-
€ ] ’ y

place de méme a7, a7 'a),...; @\, a7" 'ay,...5... par Ay, Al

' sn—1 It .
br, bF,,..., par B,, B,,...; ¢tc.
Remplacons de méme, dans ®,, les produits 177, {{7~'L,... par les
coefficients de la fonction

A, dyyeees Bis Bare-rs Xuy Ta)-

On obtiendra uné nouvelle expression symbolique ®,, débarrassée
du couple de paramétres /], I3, et contenant, en échange, les couples

[*] On change les paramétres o', a';...; &, ¥, .., qui entrent dans la fonc-
tion A, ena,,a,;...; ), b,,..., pour éviter de les confondre avec les paramétres
analogues qui existent déja dans la fonction &.
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de parameétres o, ,;...; 8, B,;..., représentant respectivement les
coefficients.des fonctions A, B,....

Eliminant ainsi successivement les couples de paramétres 7, [,;
i, ly;..., qui correspondent aux coéfficients des fonctions L,..., on
arrivera enfin i une expression @', ou tous les couples de paramétres
représenteront les coefficients des fonctions A, B,.... Ce sera évidem-
ment la 'expression symbolique cherchée.

§ II. — FORME SYMBOLIQUE DES COVARIANTS.

6. Effectuons, sur les fonctions A, B,... considérées dans la Section
précédente, une transformation linéaire

(13) xozxo.)'a'{’“)\:’)’za Ly == [y ¥y + K)o,

dont le déterminant r = A,pu, — dop, soit différent de zéro; et
soient

b == oo ¥T 4+ A YT Y+ M)
(14) b= e ¥ A R, YT Y W, ),

les fonctions transformées de A, B,....
On dit que la fonction entiére et homogéne

F(Ag ..oy Ams Boyooty By vy, aa)y

considérée dans la méme Section, est un covariant des fonctions
A, B,... sil’on a identiquement

(15) Fdogyeey oom} Mogery Waiern Fiy Va)
= r*F(Agy..ey Ams Boyeony Bagoos @, ,),

p étant un entier.

On appelle ordre du covariant son degré par rapport aux variables
x,, x,; degré du covariant, son degré total par rapport aux coeffi-
cients A,,..., A3 Bg,..., Byj..e.

Les covariants d’ordre zéro se nomment invariants.
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7. Nous avons vu que, quelle que soit la fouction F, elle a une
expression symbolique de la forme

r ’ L4 » 1 r
(D(ai,a,; Ay Qg3eeey bnbz;“-; .1‘,,.1‘,),

homogéne et du degré m par rapport 4 chacun des « couples de
parameétres d,, d,; a\, ay;...; homogéne et du degré n par rapport
a chacun des f couples &', b,;...; et enfin homogéne et d’ordre &
par rapport aux variables x,, x,. Mais, si F est un covariant, son
expression symbolique pourra éire mise sous une forme remarquable,
ainsi qu’il résulte du théoreme suivaut ;

Tutorime. — Pour que la fonction F soit un covariant, il faut
et il suffit que son expression symbolique puisse étre mise sous la
forme

(16) (D:k‘H.+A'2H2+...+k,-H,-+...,

ote ky, ky... sont des constantes, et ,, I1,,... des produits de la
forme

(l']) I, = ( 1% — a,d, ))' (a,1 by, — a,b, )y'"(aﬂx by, —ay b))
)

(@2, + dyx, )5 (d, 2, + dyox, P (B o, + By, ).

Nous renverrons, pour la démonstration de ce théoreme fonda-
mental, a 'ouvrage classique de M. Clebsch (Zkéorie des formes algé-
briques binaires, Chap. 1¢).

8. Nous nous bornerons a remarquer que les exposants X, w;,
Viye-os Wiy Piy Giy-+- (lesquels sont des entiers non négatifs) ne sont pas
complétement arbilraires.

En effet, ® étant une fonction linéaire de M,, I,,..., IT,,..., chacun
de ces produils devra étre, ainsi que la fonction @ elle-méme, homo-
géne et du degré m par rapport A 4, a,; homogeéne et du degré m
par rapport a d’, a’;...; homogéne et du degré n par rapport a &',
b,;...; enfin, homogéne et d’ordre £ par rapport A x,, x,.

Mais le degré de II; par rapport i 4, @, est évidemment égal a
A =+ gy —+ ... -+ 7;, nombre des facteurs de II; qui contiennent ces let-

T o R TR
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tres. On aura donc
(18) N4 i+ 4+ 7= m,

De méme, le nombre 3, + v, +... p: des facteurs qui contiennent
a\, o, devra étre égal a m, etc.; le nombre p;+v; +... + g, des fac-
teurs qui contiennent &', », devra étre égal  n, etc.; enfin, le nombre
B+ pi+ ;4 ... des facteurs qui contiennent x,, x, sera égal a &.

9. On pose ordinairement, pour abréger,

ror

(r9) 4, ay — a,a, = (a'a"), (, by — a,b,) = (@t), ..

(20) d\x +dyr,=d.,, aX +ayx,=da, ...
II; prend alors la forme suivante :
{21) W= (a'a"P(a b p(a"b .. aaa b

Dans cette notation abrégée, la lettre a’ tient lieu,  elle seule, des
deux paramétres 4/, a,, dont les puissances al, ayd,,... doivent
étre remplacées par les coefficients de la fonction A pour passer de
I'expression symbolique ® au covariant F qu’elle représente. On
exprime briévement cette liaison entre Ja lettre @’ et la fonction A
en disant que a' est un symbole de la fonction A ; @’ sera un autre
symbole de cette méme fonclion; & sera de méme un symbole de la
fonction B, etc...,

Le nombre des facteurs du produit I1, o figure le symbole @’ est
égal A i+ p+...4+m=m. De méme pour les autres symboles
a’,... de la fonction A. Ceux de la fonction B figureront chacun dans
n facteurs, etc.

10. La théorie serait dés a présent achevée, si I’expression symbo-
lique d'un covariant donné ne pouvait étre mise que d’'une seule ma-
niére sous la forme 4, I, 4-... + kl; +.... Mais il est aisé de voir
qu’il v’en est pas ainsi.

Soient, en effet, a,, a,, b,, b,, c,, ¢, des quantités quelconques, et
posons, suivant nos conventions,

{22) WXLy + Ay =0y b, + bya, =1, 0 T+ €y = 0,

Journ. de Math. (3¢ série), tome Il — Jux 18:6. 24



186 ' C. JORDAN.

Eliminant r,, x. entre ces équations, il viendra
(23) (ab)e, + (be)a.+ (ca)b. = o.

Si, dans cette identité, on remplace x,, x, par dyer —d,, d, etd,
étant des quantités quelconques, on aura cette autre relation

{24) (ab)(cd) + (bc)(ad) + (ca)(bd) = o;

donc tout produit symbolique I, qui contiendra en facteur (ab)c,
ou (ab)(cd) pourra étre transformé en une somme de deux produits
analogues en remplagant (ab)e, ou (ab)(cd) par leurs valeurs tirées
des équations (23) et (24).

11. Une autre source de transformation est la suivante. Soit donné
un covariant, dans P’expression symbolique duquel figurent plu-
sieurs symboles @, @’,... d’'une wéme fonction A; on pourra per-
muter entre eux ces symboles sans altérer le covariant, car la permu-
tation de a’ avec a”, par exemple, n’aura d’autre effet que de changer
les produits a7, ay""'d,,... en a'", a\™'d,,..., et réciproquement,
dans P'expression symbolique développée. Mais, pour calculer le co-
variant, il faut remplacer ces deux sortes de produits par les mémes
quantités A;, Ay,s..o3 donc le résultat final sera le méme.

12. 11 importe d'ailleurs, dans Panalyse des diverses formes que
I'on peut donner & I'expression symbolique d’un covariant, de ne pas
user indifféremment des deux modes de transformation ci-dessus,
mais de distinguer avec soin les effets de chacun d’eux, et de ne re-
courir au second procédé qu'apreés avoir tiré du prewier toutes ses
conséquences. :

Nous agirons donc, dans ce qui va suivre, lorsque nous voudrons
(ransformer des covariants, comme si les symboles &', a’,..., v,...
qui figurent daos leur expression appartenaient tous a des fonctions
distinctes A’, A”,..., B',..., réservant pour une autre occasion 'examen
des réductions qui se produisent lorsque plusieurs de ces fonctions,
telles que A’, A", .., deviennent identiques.

TR
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§ III. — SYMBOLES DES COVARIANTS.

13. Soient A, B,...,L,... des fonctions enticres et homogénes de
x,, 1y, de degrés m, n,..., P»---3 et soit

F(A, Ay, .5 B, B,y Lo Livn s oo 2y, 200)

un de leurs covariants, ,

Particularisons les fonctions L,..., de telle sorte qu’elles devien-
nent elles-mémes des covariants des fonctions A, B,.... Si nous rempla-
cons, dans F, les coefficients Ly, Lis..is ... par leurs valeurs, nous
obtiendrons une nouvelle fonction

F'(Ayy Aryeii; By, By, o0 vy Iy Xy )

THEOREME. — F’ sera un covariant des onctions A, B,....
) ?

14. Démonstration. — La fonction F étant un covariant de A,
B,..., L,..., son expression symbolique ® sera de la forme

=k IO, + &I, +...,

ks ky,... étant des constantes, et II,, ITy,... des produits de détermi-
nants et de facteurs linéaires, formés avec les symboles a', a”,...;
b, 8",..5 U, 1", 5 ... des fonctions A, B,..., L,...(n°7).

De méme, les fonctions 1., .. étant des covariants de A, B,..., leurs
expressions symboliques A,... seront de la forme

A=cV,+c.¥, +..., ...,

Wiy Ug,... étant des produits de déterminants et de facteurs linéaires
formés avec les symboles des fonctions A,B,....

Cela posé, en appliquant la méthode indiquée au n° B, nous pour-
rons éliminer successivement les symboles 7, I’,... des fonctions L,...
qui figurent dans @, et nous obtiendrons ainsi une suite d’expres-
sions @,, @,,. .., dont la derniére, ¢, ne contenant plus que les sym-
boles de A, B,..., sera 'expression symbolique de F".

24..



188 C. JORDAN.

Or, ® étant, par hypothése, une fonction linéaire de produits symbo-
liques, nous verrons qu'il en sera de méme de ®,. Le méme raison-
nement étant appliqué a4 &, on en tirera la méme conséquence
pour ®,, etc.; donc enfin ¥, étant une fonction linéaire de produits
symboliques, sera un covariant (n°® 7).

D'aprés la méthode du n° 3, il faudra, pour obtenir ®,, développer
Pexpression de ®, puis y remplacer Iy, Ur1,,... par les coefficients
de expression symbolique A (en ayant soin d’employer, pour les
symboles qui figurent dans A, des lettres a, a’,...; by...5 ... différentes

dea',a’,...; ¥, b,...; ...). Nous désignerons par Q cette opération.
On aura ainsi
(25) @, = k(M) + k(1) +....

Pour montrer que , est une fonction linéaire de produits symbo-
liques, il suffira de prouver que Q(1,), Q(1,),... le sont.

15. Or mettons en évidence, dans I'expression de IT,, les facteurs
qui contiennent le symbole 7', et désignons par M le produit des
autres facteurs; II, prendra une forme telle que la suivante :

(26) I, = M{la)(Vap...lp=t
Cette fonction peut se déduire de la fonction
ry

en la soumettant & I'opération

P T , 2 e 3N/ LD L, d\B
\27) pp—1)ep—a—B—.t1) ((l, PP r-'-‘:) (a"’ A b_.z'_,> "t
et multipliant d'autre part par M. Désignons par O cette double opéra-
tion, il viendra

(28) m,=0(), o(N,)=~Le[0()]=0[a(&]

car les opérations O et Q sont évidemment échangeables.

Mais Q(I7) est le résultat obtenu en substituant, dans I7, au lieu
de 7, I?77'T,,..., les coefficients de A; c’est évidemment la fonction A

e e TN TR FER
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elle-méme. On aura donc

(9) @) =0(4).

16. Cela posé, A est une fonction linéaire de produits symbo-
liques, et, si nous montrons que I'opération

;2 P9
(30) Q):aza.—rl —(l‘a—‘rz’

appliquée 4 une semblable fonction, reproduit une fonction de méme
nature, notre démonstration sera achevée; car 'opération O se com-
posant d’une série d’opérations successives analogues a o, suivies de
multiplication par un produit sywbolique M, la fonction O(A)=Q(11,)
sera une fonction linéaire de produits symboliques.

17. Or on a immédiatement, quels que soient les produits symbo-
' q q p y
liques W, ¥,,... et les constantes €y Cayueey

(31) m(c.‘F,+c2‘I’,+...)=c,m(‘F,)+c,w(‘}f,)+..
D'ailleurs, ¥, sera de la forme
(32) ¥y =PrySe...=P(rjox, + FaZy) (8, &, -+ $,2,)...,

P étant un produit de déterminants, et r,, S$zy... des facteurs linéaires
(égaux ou inégaux); et 'on aura

w(V)=4d,(rPs,... +... 4 $iPre..+..0)
(33) —a',(r,Ps,...+...+s,Pr,...+...)
= (ra")Pse. 4o (S@)Pry... 4.0

donc w(¥,) est une somme de produits symboliques. Il en sera de
méme de (Y¥,),...; donc w(c, ¥, + ¢;¥, -+...) est bien une fonction

linéaire de produits symboliques, comme nous nous proposions de
I’établir,
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§ IV. — CoMPOSITION DES COVARIANTS.

18. Soient A, B,... des formes algébriques quelconques, F et G
deux de leurs covariants, ayant respectivement pour ordres p et g.
1.’expression symbolique

(34) (BrSfI 8T

(ou f et g sont les symboles des fonctions F et G) représentera,
d’aprés ce qu’on vient de voir, un nouveau covariant. Nous I'appel-
lerons le pi*™ composé de F avec G (p**™ Uberschiebung de M. Gor-
dan), et nous le désignerons par la notation abrégée [F, G),.

Si p. = o, I'expression (34) se réduit au produit des deux fonc-
tions 7, g¢, qui sont respectivement les représentations symboliques
deF et de G. On aura donc simplement

[F, G}, = F.G.

Soit, au contraire, {1 > 0, et proposons-nous de calculer [F, G],.

19. Les expressions symboliques de F et de G seront de la
forme
(35) O =k, @+ ko, + -,
T=c¢ T, +c T+
®,, ®,,... et Ty, Ty,... élant des produits symboliques. On aura d’ail-
leurs évidemment
F =k, F, + kF, +...,
G=c¢,G,+¢c,G,+...,

en désignant par Fy, Fy,...s Gy, G,,... les covariants qui ont pour
expressions symboliques &,, ®,,..., T,

Or Pexpression (34) ne contenant qu'un seul symbole de chacun
des covariants F et G, [F, G], est linéaire par rapport aux coefficients
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de chacun d’eux. 1l en résulte immédiatement I'égalité
(36) [F,Clo= ¥ kicj[Fs, Gyl
i

laquelle raméne le calcul des covariants composés au cas oti les cova-
riants dont ils dérivent ont pour expression symbolique de simples
produits symboliques.

20. Admettons donc que F et G soient représentés par des produits
symboliques tels que
(37)

Od=Lr,s,1,..,

I'=Ap,6,T,....

L et A étant des produits de déterminants, ToSply... et p,6,.T,...
des produits de facteurs linéaires (égaux ou inégaux); et proposous-
nous de calculer I'expression symbolique de [F, G, par la méthode
du § III.

Nous éliminerons, en premier lien, le symbole £, en exécutant sur la
fonction @ Vopération

I h 2\
Plir—1 =g +1)\8 8 T B,
et multipliant ensuite par g7, Le résultat sera

(38 . QiR g, ST,

(38) Plp—1)(p—p+1)

T étant ce que devient le produit r,s.z,... lorsqu'on y remplace
p facteurs arbitrairement choisis, tels que rg, $a,..., par les détermi-
nants (rg), (sg)...., et le signe de sommation 3 s’étendant aux

plp—1)...(p—p+1)
I.Z...}L

(uestion.

Il reste a éliminer le symbole g de la nouvelle expression (38) déja
débarrassée du symbole f. Pour cela, considérons en particulier un de
ses termes, tel que :

12k al=*],. - PUNRE AU
(39) P(P—'l)---([)_‘{l_"‘l)bx I (rg)(sb) t-"-'

diverses maniéres de choisir les g facteurs en




192 C. JORDAN.

On obtiendra sa nouvelle expression en effectuant sur la fonction
(40) o P =ApsGaTseee

I'opération

(41) q(q—r)---l(q—f*+') (”5)2— r’b%} ("a"}&— "’aix.)'”

et multipliant ensuite par 1:2: 08 Lt,....
P P =0 p—p+) 7

Le résultat de cette opération sera

1.2 f ! Li,...AZU
(4) pp—1)p—u+1) glg—1)..{g—e+1) 7 ?

U étant ce que devient le produit p.0,1, .. lorsqu'on y remplace
p. facteurs choisis arbitrairement, tels que py, Gz,..., Par (rp), (89)--s
et la sommation X s’étendant aux g(g — 1)...(g — p + 1) maniéres de
choisir les facteurs ainsi altérés et de les associer aux symboles r,
§,... pour former des facteurs déterminants.

En traitant de l]a méme maniére tous les termes de (38) on obtien-
dra, pour [F, G],, I'expression symbolique suivante

1200t 1
(43) plp—1)-(p—p+1 q(q—l)---(ri—w—l)zv’

V étant le résultat obtenu en remplagant, dans le produit
(44) LreSety oo APeGaTaecss

p couples de facteurs linéaires, tels que rppz, $:6z..., par les déter-
minants (rp), (§6),..., et ]a sommation s'étendant aux

1.2...p 1
plp—1) . p—p+1) glg—1)---(g—p+1)

maniéres de choisir les couples de facteurs ainsi transformés en dé-
terminants.

91. Les divers termes V,, V,,..., dont la somme constitue bA'S
pourront s’appeler les termes du composé [F,GJ,. Ces expressions

ETEIRIAN
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représentent autant de covariants, el leur moyenne donne I'expréssion
symbolique de [F, G],.

Nous représenterons d’aillenrs cette expression symbolique par la
méme notation [F, G, que le covariant auquel elle correspond.
Aucune confusion ne sera plus a craindre, car, les principes du calcul
symbolique étant maintenant suffisaoment établis, nous n’aurons
plus, dans la suite de ce Mémoire, i considérer les covariants en eux-
mémes, mais seulement leurs expressions symboliques.

Il devient donc inutile de conserver deux notations distinctes pour
ces deux sortes de fonctions.

22. Les termes V,, V,,... se déduisent tous de I'un quelconque
d’entre eux, tel que

V, = LA(/'F)(.sG R S

Ty ey

en permutant ensemble les lettres r, s, z.... d’une partyet p, 6, 1....
d’autre part.

Deux termes seront dits contigus s'ils ne différent que par linver-
sion de deux lettres.

Une substitution quelconque pouvant s’obtenir par une suite d'in-
versions, on pourra passer de V, 4 un autre terme quelconque Vy par
une série de termes intermédiaires V,, V..., telle que chacun des
termes de la suite V,, V,, V, ., V, soit contigu i celui qui le
précede.

23. Chacun des termesV,, V,,... est un produitsymbolique divisible
par LA, et contient en outre, parmi ses facteurs, p. déterminants dans
lesquels les lettres r, s, #,... sont associées aux letires £, G, T,.... Mais
la différence de deux de ces termes s’exprime par une somme de pro-
duits symboliques, divisibles par LA et dans chacun desquels le
nombre de ces déterminants mixtes est < t, chacun de ces produits
étant d’ailleurs du méme ordre par rapport aux variables que les
termes considerés.

24. En effet, supposons d’abord que les deux termes dont on veut
Journ. de Math (3 série), tome II. — Juix 1856, 25

13
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évaluer la différence soient deux termes contigus V, et V,. Soit
C‘(7[;5) Vi=LA(rp)(sc)...fzees Toeeee

V, pourra différer de V, de deux maniéres différentes : 1° par
I’échange de deux lettres, telles que r et s, contenues toutes deux dans
les déterminauts mixtes (rp), (sa),...; 2° par I'échange de deux let-
tres r et £, dont une seule soit contenue dans ces déterminants.

On aura, dans le premier cas,

(46) V,— Vo=LA.. te e [(rp) (s0) — (ro) (sp)]-

Mais I'identité (24) donne

(47) (ro){se) + (ps)(ra) =+ (sr)(po) = 0,
d’ou
(48) (re)(se) — (sp)(re) = (rs)(pa)

et, par suile,
(49) V,—V,=LA.. . t....1...(rs)(ps),
expression qui a bien la forme demandée.

On aura, dans le second cas,

(50) V,— V,=LA(s6)...t...[.rp)te — (2p) 7).
Mais l'identité (23) donne

(51) (rp)tz+ (pt)rs+ (2r)p-= 03

d’ot

(53) (rp & — (tp)re=(rt)ps

et, par suite,

(53) V- V= LA(s@)...T2pq..- (1),

expression qui a encore la forme voulue.

95. Sovient maintenant V, et V, deux termes quelconques; on aura
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évidemment
(54) Vd"“Vlﬁ=(vd""vz)+(vz_'Vs)+'-'+(vk—1“‘Vlr)v

R §
et la proposition, étant démontrée pour V, —V, V, — V,,... diffé-
rences de termes contigus, sera vraie pour leur somme V, — V,.-

26. La différence entre [F, G, et Uun de ses termes V, s'exprime
par une fonction linéaire de produits symboliques du méme ordre que
[F, Glu par rapport aux variables, divisibles par LA, et dans chacun
desquels le nombre des determinants mizxtes est < e

En effet, [F, G], étant la moyenne des termes V,, V,,..., on aura

F.Gl,—V, = 1.2, .pn ¥ ‘
[F Gl rlp e —p+1) glg =1 g —p+1)

= [(V2 —-V)+ (Ve — Vi) '+]1

(55)

et V,—V,, V, — V,,... ayant la forme indiquée, il en sera de méme
de [F,G],— V,.

27. On peut déduire des développements qui précédent des con-
séquences importantes.

Considérons, en effet, un systéme quelconque de formes algé-
briques; soient ® un produit symbolique, représentant un de leurs
covariants; a, b, a, b,... les symboles qui figurent dans I'expression
de ®. Partageons, d’'une maniére arbitraire, les symboles en deux caté--
gories, telles que @, b,... eta, b,.... On aura

(56) ® = LM gon R,

L désignant un produit de déterminants binaires, tels que (ab), formés
avec les symboles a, b,... de la premiére catégorie; £ un produit
analogue de déterminants, tels que (ab), formés avec les symboles de
la seconde catégorie; M un produit de facteurs linéaires Az b, ..
M un produit de facteurs linéaires a,, b,,...; enfin, R un produit
de déterminants, tels que (aa), ou les symboles des deux catégories
soient mélangés.

Soit p le nombre de ces déterminants mixtes dont le produit

25..
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forme R. Si I'on remplagait chacun de ces facteurs, tel que (aa), par
le produit de deux facteurs linéaires a,, a,, R prendrait la forme §3,
ol S est un produit de facteurs linéaires de premiére catégorie, et $ un
produit de facteurs linéaires de seconde catégorie.

Cela posé, les expressions

(57) F=1LMS, 7= gos

représentent deux covariants, respeclivement formés avec les sym-
boles a, b,... et a, b,...; ® sera, d’aprés ce qui précede, I'un des
termes de leur p™ composé [F, §],; et Fon aura le théoréme
suivant :

Tutorime — Le covariant ® peut étre mis sous la forme

- =15, L Sl

«Br

ot: les quantités k,g, représentent des constantes, et ot la sommation
s'étend :

1° Adux divers produits symboliques F, divisibles par L. qui peuvent
étre formés avec les symboles a, b,...;

2° Aux divers produits symboliques $g divisibles par £ qui peuvent
étre formés avec les symboles a, b,...;

3° Aux valeurs o, 1,..., . — 1 de . (La valeur de y a assigner a
chaque terme étant d’ailleurs déterminée par la condition que 'ordre
de ce terme, par rapport aux variables, soit égal a U'ordre de ®.)

28. Ce théoréme est évident si p = o, auquel cas @ se réduit a
LM gon = F§ = [F, §],. «

Nous allons montrer qu’il est vrai pour une valeur quelconqne de .
s'il ’est pour les précédentes.

Ou a, en effet, d’aprés le n° 26,

(59) [F, ¥, — 0=k + ks +...,

k,, k..... étant des constantes, et @,, ®,,... des produits symboliques,
du méme ordre que ® par rapport aux variables, divisibles par L ¢ , et
contenant moins de p déterminants mixtes.
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Le théoréme est applicable, par hypothése, 4 ces produits @,
®,.... ‘Substituant les valeurs qu’il fournit dans I'équation (59), on en
déduira 'expression cherchée de . .

29. Soit ¢’ un autre terme quelconque du covariant [F, G],. La
différence ' — @ étant de la forme &', &, + &, ®, +... (23), on trou-
vera de méme une relation de la forme

(60) O =0+ Y Ly |Fu 5yl
>
les quantités /g, étant des constantes.

30. Le théoréme qui précede permet d’exprimer un terme quel-
conque d'un covariant composé d’ordre p. en fonction de ce cova-
riant lui-méme et de composés d’ordre inféricur. On peut réciproque-
ment exprimer un composé d’ordre p, tel que [F, §],, en fonction
de Pun quelconque de ses termes ®, et de termes arbitrairement
choisis dans les composés d’ordre inférieur [F,, %3]y, ... On a, en
effet, ce théoréme :

TuforEME. — Soit [F,, §3]; un terme arbitrairement choisi parmi
ceux du composé [F,, $g)y; on aura une égalité de la_forme
(61) [F, 7le= @+ ¥ magy[Fay 7],

aBy

les quantités m,p, étant des constantes.

Siw =0, on a [F, 7],= ®, et le théoréme est évident.

Mais, §’il est vrai pour o, 1,..., . —1, il sera vrai pour p. Eu effet,
il sera vrai pour les fonctions [F,, $3],; en substituant les expressions
de ces fonctions dans I'équation (58), on obtiendra, pour [F, 5],
une expression de la forme voulue.

31. Enfin si, dans I'égalité (60), nous substituons, # chacuu des

composés [F,, 3]y, son développement en fonction de I'un de ses
termes, et de termes arbilraires pris dans les composés d’ordre

13
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moindre, nous obtiendrons évidemment une égalité de la forme
(62) @ =[F, 41, + ¥ tagy [Far B,
or

en écrivant [F, ], au lien de &', qui désigne la méme chose.

~

~ 32. Seit @ un produit symbolique quelconque, dont nous répar-
tirons arbitrairement les symboles en diverses catégories. On aura évi-

demment
¢ =L,L,L.... AM,

L, étant un produit de déterminants formés avec les symboles a,
a',... de la premiére catégorie; 1, un produit de déterminants formés
avec les symboles b, b',... de la seconde catégorie, etc.; A un produit
de déterminants formés avec des symboles empruntés a deux catégories
différentes; et M un produit de facteurs linéaires.

Nous désigoerons respectivement par a, 3, 7,..., le nowbre des
déterminants qui forment les produits Ly, Ly, Lo, .., A.

33. Cela posé, on aura la proposition suivante :

TaEoRiME. — & pourra s’exprimer en fonction linéaire de cova-
riants obtenus par la composition successive de produits symboliques
respectivement formés avec les symboles de chaque catégorie, et res-
pectivement divisibles par L,, Ls,.... La somme des ordres des compo-
sitions successives & effectuer pour obtenir chacun de ces covariants ne
pourra d’ailleurs surpasser \.

Supposons, pour fizer les idées, qu'il y ait trois catégories. On
sait (27) que @ peut s'exprimer en fonction linéaire des composés de
produits symboliques F,, formés avec a, a’,..., et divisibles par L,
avec des produits symboliques 4, forg:és avec b, b,...; ¢, C's..., et
divisibles par L;L,; mais chacun de ces produits § pourra de méme
s'exprimer en fonction linéaire des composés de produits symboliques
F,, formés avec b, ¥',..., et divisibles par L;, avec des produits sym-
boliques F,, formés avec ¢, c',..., et divisibles par L.. Donc @ se

e vy TR R TR R
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trouvera bien exprimé en fonction linéaire de covariants tels que
(63) ‘ [Fas [Fs, F. L )b

Reste & prouver que 1 + v ). Or, soient o/, ', 7 le nombre des
déterminants que F,, F,, F, contiennent respectivement en facteurs.
On aura évidemment «'S «, 'S B, 'Sy, puisque F,, F,, F, sont divi-
sibles par L,, L,, L,. Cela posé, le covariant (63), lorsqu’on y effec-
tuera les compositions indiquées, se développera en une suite de
termes, contenant chacun, en facteurs, o' + B + ¥ + p+ v détermi-
nants. Mais ces termes sont évidemment du méme ordre, par rap-
port aux variables, que le covariant @, qui en est une fonction li-
néaire. Ils contiennent donc le méme nombre de facteurs linéaires et
le méme nombre de facteurs déterminants. On aura done

d+f+y+p+rv=a+f4+y+2 dou P+ v I

§ V. — COVARIANTS A TROIS SYMBOLES.

3%. Nous nous occuperons, dans cette Section, des covariants
tels que

(64) F = (ab)*(bc)*(ca) ar=~bg-—rcrmv—,
formés avec les symboles de trois fonctions A, B, C, dont les ordres
respectifs, p, ¢, r, seront supposés étre au moins égaux 4 la somme
A-p+v=n. ‘

L'identité
(65) (ab)e. + (be)a, + (ca)b, = o
nous permettra d’éliminer immédiatement (ca)’ de Pexpression (64).

En effet, ¢ — ). — p étant au moins égal a y, F contiendra le facteur
[(ca)b.]', qu’on pourra remplacer par sa valeur

[— (ab)c.— (bc)a,].

Développant ensuite cette puissance par la formule du binéme, on
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obtiendra I'expression de F en fonction linéaire des covariants plus
simples représentés par la formule générale

(abP+—"(be)t+Tal b el (R=10, 1,0, v).

On voit, par 13, que si, dans I’expression de F, on fait varier de
toutes les maniéres possibles les exposants A, 11, v, de telle sorte que
leur somme reste constante et égale & n, tous les covariants ainsi
obtenus s’exprimeront linéairement en fonction des n + 1 covariants
que donne I’expression '

(66) (ab)y—*(bcal™" bi" e,

lorsque 'on y pose successivement p = 0, I, 2,...; .
D’ailleurs, ces n -+ 1 covariants sont évidemment irréductibles
entre eux.

35. Pour simplifier I'écriture, nous conviendrons de sous-entendre
partout les facteurs linéaires a,, b., .3 le covariant F prendra alors la
forme plus simple

(67) F = (b (be)* (ca)’
I'identité (65) deviendra
(68) (ab) + (be) + (ca) = o;
enfin le covariant (66) deviendra
(69, (ab)*(be ),
et, pour abréger encore davantage, nous le représenterons pa
(70) Cpee
Nous pourrons donc énoncer la proposition suivante :

Les divers covariants ¥, fournis par expression (ah)*(bc ¥ (ca)’, ou
)+ p + v = n, sexpriment linéairement.en fonction des n +1 cova-
riants Cy., Ot p = 0, 1, 3,..., N.



SUR LES COVARIANTS DES FORMES BINAIRES. 201

36. On voit, d’une maniere analogue, que les covarianis F pour-
ront s’exprimer linéairement en fonction des 7 -+ 1 covariants

(71) Clea=(bc)"*(cal, ou p=o,1;...,n,
ou encore en fonction des n - 1 covariants

(72) Cly = (ca)"*(abf, ol p=:o0,1,..., n.

37. Cela posé, nous allons établir le théoréme suivant :

Tugorime. — Les divers covariants ¥ pourront sexprimer linéai-
rement en _fonction des covariants Choer Cheay Chogy 0LL p est un entier qui

ne dé z
e dépasse pas

Sinest de la forme 3k + 2, ces derniers covariants seront indépen-
dants les uns des autres.

Sinestde la Jorme 3k + 1, ils seront lids par une relation qui per-
mettra d’exprimer la somme Cl,, +- C*_ - s €N _fonction linéaire de
cewx des covariants C, ots p < k.

Si n est de la_forme 3k, il existera deux relations, qui permettront
d'exprimer deux des covariants Cises Chear Chy en fonction du troisiéme

et de ceux des covariants C, ots p < k.

2

38. Pour démontrer ce théoréme, nous allons établir, au moyen de
I'identité (68), un systéme d’équations linéaires entre les 34 + 3 co-
variants G, ., Ci,.

. b . s . .
Soit d’abord p un entier quelconque non sapérieur a 2. On aura

identiquement

w

‘5(- ' Chy = (— 1)"* (ca)™*(ab)f = [(ab) + (bc) ["~+(ab)e

(3) = (ab)"+ “—L(ab)~1 (bc) +-... + (ab)?(bc)~+
( = ot " Clt - \—(nhp)]'(;%f’z_iﬂ) et

En faisant varier p, on obtiendra k -+ 1 équations, k étant le plus
grand entier contenu dans % Elles permettront d’exprimer linéaire-

Journ. de Matk. (3¢ série), tome II. — Jux 1896, 26
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ment k + 1 quelconques des covariauts Cluperns Chyey tels que Ciy,

¢ o Cihey- -, €n fonction linéaire des autres et des quantités Ct,, (ou
p=10,1, 2., k), pourvu toutefois que le déterminant des coeffi-
cients qui multiplient ces & + 1 covariants dans les équations (73) ne

soit pas nul. Or il est aisé de voir qu’il ne I'est pas.

39. En effet, la p + 1% ligne de ce déterminant A est formée des
termes
(n—p)...(a—p—i—+1) (r—p)oin—p —i' 1) (n——p)...(n—fp——i”—!-l),
? L)

1.2...0 1.2...0° 1.2 .8

srey

lesquels contiennent le facteur commun (n—p)(n-—p—i+1),si
nous supposons i, ', ;... rangés par ordre de grandeurs croissantes.
D’autre part, les diverses colonnes du déterminant A contiennent

1
y ————3---« On aura
1.2...¢ I1.2...1

respectivement les facteurs communs

donc
o=k
H (n——p)...(n~p—i+4)
(74) A= —t= — A,

1.3 00l 1.2...8000, 2.8 .00

A’ étant un nouveau déterminant, dont la p -+ 1% ligne sera
I, (n—p——i)...(n—p—i’—i—l}, (n—p—i)...(n —p )y e

Cela posé, on ne changera pas &', en y retranchant chaque ligne
de la précédente; ce changement laissera la derniére ligne seule inva-
riable, et changera en général la p + 14" en

o, (i’—i)(n-—p——i——l)...(n——p——i’+1), (i”—i)(n—p—z’—l)...(n———p—i"+1),

Le déterminant A’ ainsi transformé, ayant tous ses termes de la
premiére colonne égaux A zéro, saufle dernier, qui est égal 4 1, pourra
se simplifier par la suppression de la derniére ligne et de la derniére
colonne. On obtiendra ainsi le déterminant
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ou les diverses lignes s'obtiendront en posant p =o0, 1,9,..., k —1.
Mettant en évidence les facteurs, tels que

(n—p —i—1).(r—p—7+41),

communs aux divers termes de chaque ljgne, et les facteurs # — i
" —i,..., communs aux terimes de chaque colonne, il viendra

p=k—1
(75) A =(i—1i)("— D Jln—p—i—1)(n—p— +1).47,

¢=o

A” étant un nouveau déterminant, de la forme

et dont les diverses lignes s’obtiendront en posant successivement
p=o0,1,2,.., k—1.

Ce déterminant A”, ayant une forme analogue & celle de A’, pourra
étre traité de méme, et on trouvera

e=k—2
(76) A"=(2" —&)(i"—1)... [Mr—p—i—n)...(n— p—i"+1). 4",
e=u

A" étant un déterminant analogue aux précédents, mais contenant une
ligne de moins. Continuant ainsi, on finira par obtenir P'expression
de A comme produit de facteurs qui seront tous différents de zéro,
car les £+ 1 entiers i, ', ¢’,... étant différents, et au plus égaux a n, ne
pourront respectivement surpasser n — &, n — k +1, n— k + 2, etc.

40. Cela posé, nest égal & 3,4 34 +1 ou 3 34 - a. Soit d’abord
n=23k+ 2.
D’apreés ce qui précéde, on pourra exprimer les £ -+ 1 covariants
Clterer Cogl™
en fonction linéaire des autres covariants

)] L3 e k n—k n
C('ab"" * Ccab’ "‘ubc""7 abcy Mabe 101y C‘ubc’

qui figurent dans les équations (73).
6.,
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Mais, d’autre part, C3;%,..., C,, peuvent s'exprimer en fonction li-

abc

néaire de C2.,,..., Cie On a, en effet, d'une maniére générale,

it = (ab)=* (bey*+e = (— 1)*#[(bc) -+ (ca)Jr*(be)"+¢
77) (RO (k= B) Ol o G

Donc les covariants C,..., C2,. s'exprimeront linéairement en
fonction de C%y,...y Crpy Clieyevvy Chpr Clear-os Ck,; etles covariants F,
pouvant s’exprimer linéairement en C%,..., C,,, pourront s'exprimer
linéairement en fonction de .

(4] k 1] 13 0 k
(78) Cabc’ AR | Cabc’ Cmb’ A C.‘uln Cb.'a’ ecy Mbcar

Ces derniers covariants sont d’ailleurs distincts, puisqu’on a vu que
le nombre des covariants indépendants est égal A n -+ 1= 3k -+ 3.
Le théoréme est donc démontré.

41. Soit, en second lien, n= 34 + 1.
On pourra exprimer Cj,,..., C* en fonction de Cly,...y Ciups
C»..., Gty Cigky..y Clyey €1, par suite, en fonction de C.,..., Chs

abe ¥

Co,.,..., Ctt, Cfy..y Chys et les covariants F, étant des fonctions li-

néaires de CS,.,..., Cly, pourront s'exprimer en fonction de
o k—1 0 k 0 k
(79) Cubu’ MRS ] Cab(: ? C(‘ﬂb’ e C('nb'l Cb(‘a' st Cbcn’

Ces derniers covariants, en nombre 34 -+ 2 =n - 1, seront évidem-
ment distincts.
Soit, d’ailleurs,

{80) Ch, = aCk, + BCh, + -

’expression de Cf,; en fonction des 7 + 1 covariants (79). On obtien-
drait de nouvelles relations entre les r + 2 covariants qui figurent
dans cette expression en permutant circulairement les lettres a, &, c.
Mais il ne peut exister entre eux qu'une seule relation, puisque 2 + 1
dentre eux sont distincts. Donc les nouvelles équations obtenues
doivent se confondre avec I'équation (80); ce qui donnera, entre
autres conditions, les suivantes : « = 3 = — 1. La relation (80) expri-
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mera donc la somme Cf,, + Cf,, + C* _ en fonction des autres cova-
riaats, ce qui compléte la démonstration du théoréme.

42. Soit enfin n = 3 4.
On pourra exprimer Cf, ,..., C'7* en fonction de Clire-y Gy et de
G2, C4,. Ces derniers covariants s’ex riment eux-mémes en
be 3 abe P
fonction de C,,,..., C}2'. Par suite, les covariants F pourront s’expri-

mer en fonction des 7z -+ 1 covariants
0 k—1 0 x 1] k1
(81) Cabc""’ Cabc’ cabyrey Ccab’ Cbca""’ bca ?

ce qui démontre le théoréme.
Soient, d’ailleurs,
Case = aCly + ..o,
Ca=pBCt,+...
k

les expressions de C%,, C* . en fonction des covariants (81). En permu-
tant circulairement a, b, ¢, on obtiendra de nouvelles équations
k k
Cbm - acubv =+ .. -9
& I3
Ccnb = ﬁcabt—‘- e

Mais ces relations ne peuvent étre distinctes des précédentes. Elles
seront donc identiquement satisfaites si I’on y substitue les valeurs de
%scs Cheas tirées de ces derniéres; on obtiendra ainsi, entre autres con-

ditions, les suivantes :
f=a* Pa=1, don a=f=1,

les quantités «, {3 étant réelles de leur nature.

§ VI. — DiiCOMPOSITION DES COVARIANTS EN TROIS PARTIES,

43. Turortme. — Soit A, B, G, D,... un systéme de fonctions en-
tieres en nombre quelconque, mais dont les ordres respectifs p, q, r, s,...
soient tous au moins égaux & 2.

Un covariant quelconque @ de ce systéme pourra se réduire a la
JSorme

(82) D=0+ )+ K.
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@ désignant une fonction linéaire de produits symboliques dont cha-
cun contient en facteur un determinant élevé 4 une puissance Supe-
rieure a l;

2 une fonction linéuire de produits symboliques dont chacun con-
tient en facteur un produit de déterminants de la forme (ab) (be (caf,
p étant > o, et les symboles a, b, ¢ correspondant a des fonctions
A, B, C d’ordre précisément égal a al;

Enfin & une fonction entiére de produits symboliques, dont chacun
aura la forme suivante :

(83) R = lablp(be) (cd)¥ (de)...al I e Hdr T,

les symboles a, b, c,... pouvant correspondre & des fonctions quel-
conques du systéme, et les exposants p, v, ', V',... étant différents de
zéro et satisfaisant aux inégalités suivantes ;

’ ”

—F =P = ¢
(84) vy VI Vg
pzl, pIp—v-oe PV

ot ) est éeal & o ou & 1, suivant que u® est pair ou impair
g 5 y que P patr.

44. Le nombre des termes de la suite p, v, i/, V',... peut étre
pair ou impair; il peut méme étre nul, auquel cas R se réduirait
a al.

La réduction demandée est donc toute faite pour les covariants du
premier degré, tels que aZ, B,.... Elle 'est également pour les cova-
riants du second degré, tels que (ab)Pabbi™; car ils seront de la
torme @, si p > 1, de la forme &, si 021

En général, un covariant quelconque étant une fonction linéaire
de produits symboliques, il suffira de donner le moyen de réduire un
produit symbolique.

45. Considérons d’abord un produit & trois symboles, tel que
(85) & = (ab)¥ (bc)' (ca) a.bic;,

ot nous posons, pour abréger, t=p—p — 7, u=9—fL—V,
p=r—y-—-m
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Si la somme p. + v -« ne surpasse pas 2, elle ne pourra, a_for-
tiori, dépasser p, ¢, r; et la réduction demandée résultera immédiate-
ment du théoréme du n° 37.

Soit, au contraire, $ +v > al; et supposons, pour fixer les
idées, ¢S pSr. Désignons par p le plus petit des deux nombres =
€t u. ® contiendra en facteur (ca)bi, qu'on pourra remplacer par
[— (ab)c. — (bc)a, . Substituant et développant, ® se trouvera
exprimé linéairement par des covariants de la forme

(86) ¥ = (ab P+ (be )0 (ca)ieatnobrecere,

Mais ces termes sont tous réduits. En effet, si p = =, les deux expo-
sants p. + o et v 4+ p — ¢ aurount pour somme p v 4+ 7 > 2/, Donc
'un au moins d’entre eux sera > I, et ® sera de la forme @.

Soit, au contraire, p < 7, d'ou ¢ = u. La somme de ces deux expo-
sants sera p+-v +u=g3al. Si 'un d’eux est >, 9 scra de la
forme @. Dans le cas contraire, tous deux seront égaux a l; et'on aura
nécessairement g = 2/, et par suite p = r == al. Comme on a d’ailleurs
T —p >0, ¥ sera de la forme 9.

46. Nous allons maintenant montrer que le théoréme est vrai pour
un produit quelconque @ contenant & symboles, s’il est vrai pour les
covariants & £ — 2 symboles. Pour cela, nous admettrons que {(ab)
soit le déterminant qui figure 2 la plus haute puissance dans ®. Si
g >> I, @ sera tout réduit, et de Pespéce ¢. Dans le cas contraire, nous
verrons que ® peut s'exprimer 3 aide de termes réduits @, 2, & et
de produits symboliques ¥ contenant un déterminant 4 une puis-
sance supérieure & p. Il est clair que cela suffira pour établir le
théoréme.

Pour plus de simplicité, nous traiterons d’abord deux cas par-
ticuliers,

47. Premier cas particulier. — Supposons que ¢ contienne en fac-
teur (abjt(be)(caj™, v + n étant > S On sait (27) que ¢ pourra

s‘exprimer au moyen des composés de covariants 1 formés avec les
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symboles d, e,..., autres que a, 4, c, avec des covariants K formés
avec a, b, ¢ et divisibles par (ab)*(bc)'(ca)".

Soit

(87) K = (ab)Ps(be) (cay™ af - by #=cr
un de ces derniers covariants. On aura
(88) mS vSV, mim

On pourra d’ailleurs (45) réduire K i des termes des espéces €, 9
et &. Les termes de cette derniére espéce seront d’ailleurs de I'espece V.
En effet, soit, par exemple,

(89) T = (ab¥(be)rar b ™
un de ces termes. On aura, par définition,

(90) a3 2Ve3 3 (e -+ Va)-

Mais T étant évidemment du méme ordre que K par rapport aux
variables, on aura

{gr) p,+y2=;;..+v,+n,;u+v+7r>:‘~p.
et, par suite,
(92) o >

ce qui montre que T est bien de 'espéce ¥.

Donc K s’exprime par une somme de termes des espéces ¢, 2, V.
En les composant avec les covariants I, on obtiendra évidemment des
termes de méme espéce, les déterminants qui divisent un covariant se
retrouvant dans chaque terme de ses composés.

Donc ® se trouvera exprimé par des termes des espéces ¢, 2, ¥, ce
qu'il fallait démontrer.

48. Deuxiéme cas particulier. — Supposons que ® contienne en
facteur le produit

I = (ab)* (be) (ac)(ad) (bd)"(ed)",

(AR RN RN TR R R
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lasomme v +n+p + ¢ + 7 étant supérieure i p. — ¢ (¢ désignant zéro
ou I'unité, suivant que p est pair ou impair). & pourra (27) s’exprimer
au moyen des composés de covariants I formés avec les symboles e, ...
avec des covariants K formés avec a, b, ¢, d et divisibles par IL.

Soit

(93) K = (abp(be)i(acy (ad ) (bd) (ed)nap—r—— |
un de ces covariants. On aura
(94) BSE VI, 1,37

On pourra d’ailleurs (31) exprimer K linéairement au moyen de
termes arbitrairement choisis dans les composés de la forme

(95) [(ab)i’-s az‘h bz__Hy (cd)‘hc;‘—Te‘i;—Tz]v”

ol p.S py, 7,57, et Ve Ve Ty 40+ 6y Ty — 1y — 1, (cette
derniére condition étant nécessaire pour que 'ordre du terme consi-
déré par rapport aux variables soit le méme que celui de K).

Parmi ces termes, nous conviendrons de choisir celui T ou le dé-
terminant (bc) figure avec le plus fort exposant possible. Cet expo-
sant A sera évidemment égal au plus petit des trois nombres Voy § — Uy,
r— t,.

Si g, ou 1, est > p, le terme T, contenant en facteur (ab)* ou
(cd)™, seratout réduit, et de I'espéce .

Seit, au contraire, p1, et 7, au plus égaux a f; on aura précisément
Po= p; car pa S, T Diailleurs, p étant ZZ, et ¢ et r au moins
égaux a 2/, g — p, et r — 1, seront au moins égaux a I, et a fortiori

a p. Dans ces conditions, si y, > ;—‘, X sera > S; et T, contenant en

facteur (ab)+(bc), sera réductible (47).
Supposons enfin v, au plus égal £ p, et a fortiori inférieur A g — s
etar—rz,;onaural=y, et, par suite,

(96) T == (ab)#(be) (cd )= arbgen g,
Journ. de Matk. (3¢ série), tome II. - Juin 1876, 27

14
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D'ailleurs, on a 7,2, 34, pSal, d'ou 7,2p — p. Donc T est divi-
sible par [(cd)a.]™. Remplagant ce facteur par la quantité équivalente
[(ca)d. + (ad)c,]" et développant, on aura T linéairement exprimé
par des covariants de la forme

(97) U = (ab)*{bc)"(caf(ad)*al™"....

Cela posé, si v, + 2> g—, U sera réductible & des termes ¢, 9, ¥

(47); il en. sera de méme si 7, —p > 2, U contenant en facteur

(ab)* (ad)*¢. Or 'une de ces deux hypothéses se présentera nécessai-
rement, quel que soit p; caron a

v2+()+12—p=v2+r,=‘u.+v.+n.+p,+o‘.+t.—p.,

8
(98) Tp+v+ g+ O T op>R—¢

Donc I'un au moins des deux entiers v, p. 7, — p est supérieur

a E77, plus grand entier contenu daus £, et, par suite, supérieur ak.
2 2 2

Donc K se trouvera exprimé ici encore par des termes ¢, 2 , ¥. En
les composant avec les covariants I, on obtiendra des termes de méine
espéce, par lesquels @ se trouvera exprimé.

A9 Passons maintenant au cas général ot @ peut étre un produit
symbolique queiconque contenant k symboles a, b, ¢, d, &, f,... et
divisible par (ab). On sait (27) qu’il pourra s’exprimer linéairement
au moyen de termes arbitrairement choisis dans les composés de
covariants 1 formés avec les symboles ¢, d, e, f;... avec des cova-
riants K, de la forme

{99) K = (abpal™bl™, ou pmSp

Les covariants I, ne contenant que k — a symboles, seront réducti-
bles, par hypothése, a des termes des especes €, 9 et &. Les termes &
et 9, composés avec K, donnant encore des termes de méme espéce,
il suffira d’étudier les termes résultant de la composition des cova-
riants K avec des covariants I de la forme &. Par définition, ceux-ci
s'exprimeront linéairement par des produits de la forme R,R,..., ou



SUR LES COVARIANTS DES FORMES BINAIRES. 211

Ry, Ry,... sont des produits symboliques, tels que
(roo) . R, = (cd)¥ (de)" (ef W...cT¥di*— ..,

@, v, p,... satisfaisant aux relations
[ == .U "= 14 ’ !
{(101) Vo pIp v -4,

Parmi les termes contenus dans le vy composé de K avec R,R,...,
nous sommes en droit d’en choisir un arbitrairement. Nous prendrons
celui T ou (bc) se présente avec exposant le plus élevé. Cet expo-
sant ) sera le plus petit des nombres v, g — Py T— s

Si gy > pou ' >>p, T étant divisible par (ab)* (cd)* sera immé-
diatement de la forme V.

Dans le cas contraire, on aura o=, ' 2 Done p étant T1 et q
et 7 au moios égaux i 2/, on aura

(102) I—m=9—p3l5p r—pir—p3isp.

Cela posé, siv > E, A sera >> 5, et T étant divisible par (abd)*{bc)

sera réductible & des termes ¢, 9 , ¥ (47).
Dans le cas contraire, on aura ) = v, et T sera de la forme

(103)  (ab)*(bc) (cd)¥ (de)” (ef ... aTrbI e LR, L.

8i v+ p'>p—e¢ T sera réductible 4 des termes %, 9, ¥ (48).
Dans le cas contraire, T sera de I’espéce 4, toutes les conditions qui
caractérisent cette espéce se trouvant remplies par nos hypothéses.

Le théoréme est donc démontré,

§ VII. — LimITE DU DEGRE DES COVARIANTS R.

50. On a vu, dans la Section précédente, qu’'un covariant quel-
conque ® peut s'exprimer par des termes des espéces @ et 2, et par

27.
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une fonction entiére de covariants R de I'espéce suivante :
R = (ab}*(bc) (cd)¥ (de)’...al b ..,

onl g, v, iy v',... satisfont aux relations (84)- g

Liordre de ces covariants R est au moins égal a al. Eu effet, soit dle
degré de I'un d’eux. 1l aura pour ordre
w=p+q+...—2p+v+p+ V4.

sdal—a{p+v+p+ v+

(104)

Ps ¢,... étant au moins égaux i al.
Mais, si la suite p, v, o', v',... s€ termine A un terme de 'espece [,

tel que p, on aura
&= ai-+ 23

en outre, en vertu des relations (84),
(105) pil, v+wzpzl, o, VU p Zuf 7
d'ou
(106) wo v g pE ()l
et, par suite,
(107) w§(1'+1)2l. )
Si la suite p, v, &', v/,... avait un terme de plus v*, on aurait

d’ou

(108) p+v+p'+...+v(i’§(i+%)1, w3 (i+3)al

31. D'autre part, le degré des covariants R ne pourra surpasser
2] + 1. En effet, les entiers p, p'y..., p formant une série décrois-
sante, leur nombre /-1 ne pourra surpasser (L. Donc &, qui est
égal a 2i -+ 2 ou & 2i -+ 3, ne pourra surpasser 2.+ 1, ni a fortior
2l +1.
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Une étude plus approfondie de la question va nous permettre de res-
serrer considérablement cette limite.

32. Nous dirons que deux covariants sont équivalents, si leur diffé-
rence peut s’exprimer par des termes des espéces @ et 2. L’équivalence
sera représentée, suivant I'usage, par le signe =,

Nous dirons qu’un covariant est réductible, s'il est équivalent a une
fonction entiére de covariants de degré moindre.

83. Un covariant quelconque ® est équivalent & une Jonction entiére
de covariants irréductibles de Uespéce R.

On a en effet, d’aprés ce qu’on a vu (43),
(rog) . ®=f(R,,R,, R, ..),

J désignant une fonction entiére, et R,, Ry,... des covariants de ’es-
péce R.

Supposons que, parmi ces covariants R,, R,,..., il y en ait de ré-
ductibles, et admettons, pour fixer les idées, que R, et R, soient ceux
de ces covariants réductibles dont le degré p est maximum.

Il est clair qu’on ne troublera pas l'équivalence (109) en y substi-
tuant, pour R,, R,, les fonctions entiéres de covariants de degré < g,
Gy, Cs,..., qui leur sont équivalentes. D'ailleurs, chacun des cova-
riants G, C,,... est & son tour équivalent (43) 4 une fonclion entiére
de covariants r,, r,,... de 'espéce R et dont le degré ne surpasse pas
le sien. Substituant ces fonctions, dans Péquivalence, a la placede C,,
C,,..., on obtiendra une relation de la forme

(110) P==/f,(r, I, Ryy.ll),

expression dont le second membre ne contient plus aucun covariant
réductible de degré supérieur & p — 1.

En renouvelant cette opération, de maniére i chasser toujours de
Vexpression de @ les covariants réductibles du degré le plus élevé, on
finira par les faire disparaitre complétement.

54. Cela posé, au lieu de chercher directement en fonction de /

14
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une limite supérieure au degré 3 des covariants irréductibles de I'es-
péce R, nous renverserons le probléme, et, ce degré étant supposé
donné, nous déterminerons une limite inférieure f(3) pour I'expo-
sant p, ainsi qu'une limite inférieure ¢(3) de la somme

S=p+v+p+ Vi
Ces limites une fois trouvées, on aura
(r11) ISp3f(3), dou dZ¢(l)
¢ désignant la fonction inverse de la fonction numérique f.
58. Soit d’abord ¢ = . La suite p, v, p’,... ne contenant aucun
terme, on aura :
p=o0, S=o,
d’ou
f=o, p()=o.
Soit & = 2. La suite contiendra un seul terme p, au moins égal
a1;dou
f(-z) =1, (p(a) =1,

Soit ¢ = 3. La suite aura deux termes, y, v, et 'on aura

v, pI2v3a,

S3)=2, ¢(3)=3
Nous allons maintenant établir des formules pour déterminer géné-
ralement £(3) et ¢(d) en fonction de f(3 — 1), f(d — 2),..., p(3 — 1),
3(¢ — 2),....

d’ou

86. Tatorime. — Un produit symbolique quelcongue ® sera réduc-
tible, si l'on peut y répartir les symboles en k catégories a, a',...; b,
Vyoi; €y C'ynsy ooey telles que le nombre ) des déterminants qui figurent
dans @ et ois sont associés des symboles de catégorie différente soit infé-
rieur a ¢ (k).

Ce théoreme est évident si A = o, ® étant un produit de covariants
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respectivement formés avec a, a',...; avec b, ¥,.... Or nous allons mor:-
trer qu’il est vrai pour A, s'il est pour A — 1, A — 2,....

87. On avu (33) que ® peut s’exprimer linéairement par les com-
posés de produits symboliques F,, F,, F,,..., respectivement formés
avec a, a',..., avec b, ¥',..., avec ¢, C',...; la somme U des ordres des
compositions successives a effectuer étant au plus égale 2 }, et a for-
tiori inférieure 4 (k).

Chacun des covariants F,, F,,... peut s’exprimer par une somme de
produits symboliques des espéces @, 9, &: et leur composé sera la
somme des résultats obtenus en composant séparément ces divers
termes (19).

Or un produit symbolique II, de I'espéce € ou de 1'espece 9 , étant
composé avec un autre, fournira un résultat dont chaque terme con-
tient les déterminants qui divisent 11, et, par suite, sera lui-inéme de
Pespéce € ou de Fespéce 9.

Pour démontrer le théoréme, nous n’aurons donc qu’a établir la
réductibilité des covariants obtenus en composant ensemble des termes
G,, G;,... respectivement pris dans F,, Fy,... et appartenant tous i
I'espéce /.

58. Soient a, b, c,... des symboles qui représentent respectivement
sy Cs Y q P P
les fonctions G,, G,,.... Le résultat de la composition de ces fonctions
pourra s’exprimer linéairement par des termes de la forme

(112) (ab)*(be)B(ca)t...atbket.. .,

ou la somme des exposants & + 8 + 7y + ... est évidemment égale a U.

Chacune des fonctions G,, Gy,... étant d’ailleurs un produit de co-
variants de I'espéce R, dont I'ordre est au moins 2/, son ordre sera au
moins égal & 21. Donc le covariant (112) pourra s’exprimer (43) au
moyen de trois sortes de termes :

1° Des termes @', contenant en facteur une puissance de détermi-
nant supérieure A [, telle que (ab)**+*,

2° Des termes ', contenant en facteur un produit tel que
(ab) (bcY (cale.
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3° Des termes &', formés de produits de covariants de V'espece
(113) R’ = (ab)* (be) (ed f...altbicy...,

ol pu,, v, i£,,... satisfont & des relations analogues aux relations (84).

59. Les termes &', qui seraient des produits de plusieurs fac-
teurs R/, sont tout réduits. Mais dans ceux qui ne contiendraient qu’un
seul facteur R’, on aurait évidemment

(114) i+, +pg +.=a+f+y+..=Upk).

D'ailleurs, le nombre des symboles a, b, ¢, d,... est &. Donc,
d’aprés la définition de la fonction ¢, R’ pourra s’exprimer par des
termes ¢, 9’ et par une fonction entiére de covariants de degré
moindre. Cette derniére portion de ’expression étant évidemment
réduite, tout revient & prouver que les termes des espéces @' et 9 sont
réductibles.

60. Considérons un terme de I’espéce &', tel que
(115) (ab)*(bc)P(ca)...albicl..., (a>1).
1l peut s’exprimer (27) au moyen des composés des covariants
(116) H, = (abjai=-~tbhir=+*-—, ou (p3a),

avec des covariants § formés avec c....

Soient [H,, §]s un de ces composés; ¢ le nombre des déterminants
que § contient en facteurs. Ce composé devant avoir le méme ordre
que le covariant (115), on aura

(117)> p+e+0=a+f+7+ .=U.

61. Dailleurs, H, est le "™ composé des covariants G, et G;; et
si nous exprimons de nouveau ces covariants par les symboles a, a’,...
et b, ¥,..., nous aurons, i des facteurs constants prés,

(ri8) G,=R,R,..., Gy=ror,...,
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ou Ry, R,,... etry, r,,... sont des produits symboliques de 'espéce R,
respectivement formés avec a, @/,. . et avec b ¥,....

Gq et G étant ainsi exprimés, H, sera (20 et 27) la moyenne d’une
somme de termes tels, que, ¥ désignant I'un quelconque d’entre eux,
on aura

(119) Ho=v — zkaﬁ*{[Fm’ Fales

ou I, et g sont respectivement formés avec a, a,... et avec b b,...,
et ou 'ordre v de la composition est < p.
On aura, par suite,

(120) [Hpa Sh= ["Ir’ 5]0+2kaﬁ~r{[Fw jﬁ]}" 5Z0'

62. Or, si, dans I'expression Z[FQ, Falys 529, on remplace les sym-
boles ¢, d,... par ceux des fonctions primitives ¢, ¢’,...; d, &,...; .
par la méthode de la Section 11I, on verra immédiatement que, dans
chaque terme de 'expression obtenue, le nombre des déterminants
formés avec des symboles de catégories différentes sera v+ 640,
quantité moindre que p 4-¢ + 6§ = U, et a fortiori moindre que ). Donc
chacun de ces termes sera réductible, par hypothése.

63. 1l reste & prouver qu’en choisissant convenablement le terme Y-
on peat faire en sorte que [V, 5]q soil également réductible.
Or soit

{r21) Ro= (ad' p{a’a")...ar. .,

(122) To = (b)Y (& by . b3, .,

Nous prendrons pour ¥ celui des termes de H, ot le déterminant
(ab) figure avec I'exposant le plus élevé. Cet exposant ¢ sera évidem-
ment égal au moindre des trois nombres Py P — ¢y g — u,. Dailleurs,
p et g sont au moins égaux i 2/, et fe au plus éganx a [, et e > L
Donc ¢S, et si p et P sont </, ¢ sera > 1. Donc ¥, et par suite
[¥, §]s, seront de 'espéce ¢.

Supposons, au contraire, 'une des quantités u ou p,, par exemple
1+, égale & [; ¢ étant au moins égal 4 [, W sera divisible par (aa’')(aby

Journ. de Math. (3¢ série), tome If. — Jurx 1876, 28
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et résultera de la combinaison de covariants X formés avec a, a’, b,
et divisibles par (aa’Y(ab)' avec d’autres covariants. Ces covariants X
peuvent étre réduits 4 la forme & + Q + &. Mais le nombre des déter-
minants que peut contenir en facteurs un covariant d’espéce & et du

. s . . 5 i
troisiéme degré est au plus égal 4 [+ ~» quanlite < 2l. Donc X se
2

réduit 2 des termes € et 9 seulement. l.es termes de ¥ et de [V, 5s,
qui s’en déduisent par composition, seront de la méme forme.

64. Considérons maintenant un terme de I'espéce 3. L'existence
d’un terme de cette sorte suppose que les covariants G,, Gy, G, res
pectivement représentés par a, b, c, aient leur ordre précisément égal
a al (43).

Cela posé, le terme 2, que I'on considére, peut s'exprimer au
moyen des composés de covariants

(1t23)  H, = (abf(be)(ca)ralmel®, o p5p> o

avec d’aulres covariants §.

Exprimons de nouveau ces covariants par les symboles a, a',..., b,
b,... des fonctions primitives. Le covariant H,, pourra étre ramené i
la forme @ 4+ 9 + &; mais son ordre est < 2, et chaque terme de la
forme & estun produit de facteurs d’ordre au moins égal a 2l. Donc
il ne peut exister de termes & dans I'expression de H,,, mais seulement
des termes € et 9 qui, composés avec ceux de 5, donmneront encore des
termes de méme forme.

Le théoréme est donc complétement établi.

65. CoROLLAIRE. — Siun covariant de Uespéce
(124) R = (ab{bc)(ed)¥...ak™"...

est irréductible, la somme \ de k — 1 termes quelconques tyy-..y Ly
pris dans la suite p, v, ..., sera au moins égale a ¢ (k).

Marquons en effet, dans R, les déterminants affectés des expo-
sants £,,..., Ly, puis réunissons dans une méme catégorie les sym-
boles qui se trouvent associés dans les déterminants reslants; on aura
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évidemment % catégories, et R contiéndra X déterminants formés des
symboles de deux catégories différentes. Done AZq(k) (B6).

Cela posé, soient ¢ le degré du covariant (124) supposé irréduc-
tible; S la somme v+ p+... Onaura, d’apreés ce qui pbécéde,

(125) S—p=v+p+..5p(3 ),
d’ot, en désignant par £(3) la limite inférieure de s
§59(3 — 1)+ f1(2).
Donc § aura pour limite inférieure la quantité
(r26) ?(8) = 9(8 — 1)+ f(3).

Cette valeur de ¢(d)sera un entier impair. En effet, p(2) et (3)
sont impairs; et nous allons montrer que, si ¢(a),..., ¢(d —1) sont
* impairs, f(d) sera pair, et par suite ¢(d) impair.

Deux cas seront 4 distinguer dans la recherche de ().

66. Premier cas. — Lasuite Ps ¥, f'y... se termine par un terme p
de I'espéce p1. On aura, dans ce cas, § = 27 + 2.
On aura (65)

(r27) VY v u @S (i 4 ),
Mais on a, d’autre part,
(128) W'Zp—v —¢ PR — vV —d,  pis Pl — =0 _ -0
ou, en ajoutant et posant ¢ + ¢ .., g~ — v,
(129) PS>V Y o+ V0 1 p® S 2) 4oy,

Donc p. est au moins égal A (i + 2). Mais, ¢'il lui était égal, il serait
impair par hypothése, i + 2 étant < 0; on aurait donec ¢ =— 1, d'od
131, et 'inégalité (129) ne serait pas satisfaite. La valeur minimum
de p sera donc le nombre pair.f(2i -+ 2) donné par la formule

(130) : S(2i+2)=o(i+2) +1. 5
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67. Deuxiéme cas. — La suite p., v, @',... se termine par un terme
v@, On aura, dans ce cas, ¢ = 21+ 3.
On aura (65), d'une part,

(131) VAV A0S g+ 2),
et, d’antre part,
(132) vV A v 4 pOS (i + 3).
On a d’ailleurs ‘
(133) wap—ve—g .., pOZplY v — -0, HOZLpo,

d’ou, en posant ¢ + ¢ ...+ =" =y,

pli+3)+e(i+3)

p -+ 7.

. (i) _
(134) p3v +"'+”(l)+"—2'+ﬂ;

Or ¢(i -+ 2) et g(i + 3) sont impairs, par hypothése. Donc
"("ﬂ?—('—ﬂ—)— est un entier. §'il est pair, on pourra le prendre
pour limite inférieure de p.. S’il est impair, la limite cherchée le sur-

, . , . i i -+ 3 .
passera d’une unité; car I'hypothese p = ’—('in)——:'—('j'—l donnerait

¢ =1, 151, et, par suite, ne satisferait pas & I'inégalité (134).
On aura donc

(135) f(2i+3)=?(i+?‘)+7(i+3)+n,

2

n étant égal 4 0 ou a 1, et choisi de telle sorte que S(ai + 3) soit
pair.

68. Récapitulant les résultats cui précédent, on aura le théoréme
suivant ¢

TukortME. — Soient ¢ et f deux fonctions numeriques définies par
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les relations

(136) () =0, p(a) =1, 4(3) =3, f(1)) =0, fla)=1, f(3) = 2,
S(2i+2)=g(i+ 2) +1,
(137) f(2l—|— 3):%24_7),

?(d) =g(d —1)+f(d),

(0@ 4 estégal a o ou 1, et choisi de telle sorte que f(ai + 3) soit pair];
soit enfin § la fonction inverse de f.

Soient, d’autre part, A, B, C,... des Jormes quelconques, d’ordre au
moins égal & al. Tout covariant ® de ce systéme pourra s'exprimer
par des termes des espéces ¢ et 9 (voir le n° 43) et par une fonction
entiére & de covariants irréductibles de Uespéce R. Le degré & de ces
covariants irréductibles ne pourra surpasser (1),

69. Remarque. — La limite ¢({) trouvée ci-dessus sera trés-res-
serrée; car il est aisé de voir que la fonction % inverse de ¢ croit plus
rapidement qu’une puissance quelconque de la variable.

Le calcul de proche en proche des fonctions f et ¢, pour les di-
verses valeurs de ¢, s'effectuera d’ailleurs avec une grande facilité
par les formules (137). On formera ainsi le tableau suivant :

d= 4, 5, 6, 7, 8 9, 10, 11, o1z,..,
J@B)= 4, 6, 8, 10, 14, 18, 22, 26, 32,..,
¢(d) = 7, 13, a1, 31, 45, 63, 85, 111, 143,....
Il est d'ailleurs aisé de voir que £(3) et ¢(0) sont les limites les

plus précises que le théoréme du n° 63 puisse fournir pour p et
pour S. En effet, ¢ étant égal & 2/ + 2 ou 2i + 3, posons
p=f@), W=f3 =) pO=f(3 i),
puis
VI — ., ¥ = f"(i_” _ P'(i),

et enfin, si § =i 3,
. Vi = 4 p®,
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On vérifiera facilement : 3° que les exposants v, v';..., ¥ forment
une suite décroissante, dont le premier terme est au plus égal a
Lu®; 2° que la somme p. +v +p'+ V' +... est égale 4 9(d) ou a
o(8) + 1. Si c’est ce dernier cas qui se présente, on diminuera d’une
unité le plus grand des exposants v, ... On obtiendra ainsi une
suite d’exposants ayant pour somme 9(d), et dont le plus grand est
f(2). D'ailleurs, k —1 quelconques de ces exposants auront une
somme au moins égale & p(A); condition reconnue nécessaire pour que
le covariant R, formé avec cette suite d’exposants, soit irréductible,

Nous supprimons la démonstration de ces propositions, qui se dé-
duit sans peine des formules (137). Nous nous bornerons a faire
observer que la fonction f peut étre définie a elle seule, sans l'inter-
vention de la fonction p. Les formules (137) donnent en effet

flai-r3)— flai+ )= WEH—EE 4y =3 gy,
flai+a)—flai+1)= pliv2)—glit) =Ly,

2

n et v* élant égaux 4 oou aret devant étre calculés de telle sorte
que les seconds membres des égalités ci-dessus soient pairs comme les
premiers.

Ces égalités pourront encore s’écrire comme il suit :

flai+3) — f(ai+a)= aE(f(_‘Z*“i’)

Flai4a)— flai+ 1) = zE(f('—*Z)—Z),

E(x) désignant le plus petit entier contenu dans x.

§ VIII. — LiMITES DE L'ORDRE ET DU DEGRE
DES COVARIANTS INDEPENDANTS.

70. Définitions. — Soient A, B,... un systéme quelconque de
formes en nombre quelconque, mais dont les ordres ne surpassent,
pas un nombre donné n; ® un covariant quelconque de ce systéme.
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Nous appellerons poids de ce covariant I'expression
(’38) Pndn+Pn—ldn—-|+"—+pldli

d, désignant son degré total par rapport aux coefficients de celles des
fonctions données qui sont d’ordre g5 €t Puse.., p, une suite de nom-
bres convenablement choisis.

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que ces nombres aient
été déterminés de proche en proche, de maniére 3 satisfaire aux iné-
galités suivantes :

(139) Pe=Trss PuuS2Pusis PrptS 3 Pourieos
et en outre 2 celle-ci

(140) psT,

ou nous posons, pour abréger,

(141) T,:S,’-’;'+s,+.{’j%;+...+s,,.’-’,;—;,

(142) Sy= (2l + 1)¢(d) + (al+ 3)¢(L + 1) ...« (am = 1) ¢ (m),

m désignant le plus grand entier contenu dans g, et étant la fonction

numérique définie au n° 68.
Nous compléterons enfin la série des quantités S, T, p par Vintro-
duction des deux quantités suivantes :

('43) S, =38§,, po=To=T, +p,S,.

71. Nous dirons que le covariant ® est dela classe , si parmi les
symboles a, &,... qui figurent dans son expression il n’y en a aucun qui
représente une fonction d'ordre inférieur 4 21

Nous dirons qu'un covariant de la classe I est de Iespéce X, s'il est
de la forme MN, ot M désigne un produit symbolique d’ordre au plus
égal a4 S, et de poids au plus égal 4 T;, et N un autre covariant ou une
simple constante.

Nous dirons enfin qu'un covariant @ est de I'espéce Y, s'il peut
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s’exprimer linéairement au moyen de composés tels que [F, §],, ou F
est un produit symbolique jouissant des propriétés suivantes :

1° Son ordre w ne surpasse pas n;

2° Son poids 7 ne surpasse pas py; -
7 pouvant d’ailleurs désigner un covariant quelconque.

72. 1l résulte évidemment de cette derniére définition que fout
covariant [®, ¥'],, composé de deux autres, dont Uun, ®, est de Ues-
péce Y, sera lui-méme de Uespéce Y. En effet, il s'exprimera linéaire-
ment au moyen de covariants tels que

(144) [[F, 71,0 @'}

Or soient a, b,... les symboles qui figurent dans V'expression de F;
a, b,... ceux qui figurent dans § et @', Développons le covariant (144);
son expression sera formée d'une somme de termes contenant chacun
en facteur le produit L des déterminants que F contenait lui-méme en
facteurs. Chacun de ces termes pourra 4 son tour s'exprimer linéaire-
ment (27) au moyen de composés [Fy, ¥,]x, [Fa ¥3]s,..., ot ¥y,
¥,,... sont des covariants formés avec les symboles a, b,... et F,,
F,,... des produils symboliques formés avec a, b,... et contenant L
en facteur.

Soit F, I'un de ces produits. Puisqu’il est divisible par L, son
ordre w, sera au plus égal a w. D’autre part, il est formé des mémes
symboles que F; donc son poids est égal & et ne surpasse pas p,; a
plus forte raison il ne saurail dépasser p,,, les nombres p allant en
croissant, d'aprés les relations (139), 2 mesure que leur indice
.diminue.

Donc [F,, ¥, ], sera de la forme Y; et il en sera de méme de chacun
des autres termes [Fy, Waly ;...

75. Lemme. — Un produit symbolique ® sera de Uespéce Y :1° s'il
contient en facteur (ab)™*', les symboles a, b représentant des fonc-

tions d’ordre 2lou 21+ 15 2° §'il contient un facteur (ab) (bc)(ca),
p étant > o, et a, b, ¢ représentant des fonctions a’ordre al.

En effet, soit d'abord I = 0. ® contiendra en facteur I'invariant
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(ab), dont Yordre, étant nul, sera <n, et dout le poids sera’2p,,
quantité inférieure a p,, d’aprés les relations (142) et (143); et ® sera
un composé de cet invariant, oti ordre de la composition est* égal i
zéro. 11 sera donc de I'espéce Y.

Soit, d’autre part, >> o. @ pourra s’exprimer (27) en fonction li-
néaire de composés de produits symboliques F formés avec a, b et
divisibles par (ab)™*', ou formés avec a, b, ¢ et divisibles par
(ab)’(bc)’(ca)P, avec d’autres covariants, formés avec les autres sym-
boles, et @ sera de Pespéce Y si les covariants F en sont (72).

Supposons d’abord que F soit divisible par (ab)*'. Soient ¢, r les
ordres des fonctions correspondantes & a et b, et soit gzr. L'ordre »
de F sera au plus égal & g+ r— 2l — o, quantité égale 4 ¢ — 1 ou a
9 — 2, suivantqu’on aura r=al+1 ou r= 2l On aura, dans tous les
cas, w <_q, et a fortiori < n, n étant le maximum de ordre des fonc-
tions A, B, C,... que Fon considére,

D’autre part, le poids = de F sera égalap, +p,.Sir= g=12l+1,
il sera égal & 2p,,,,, et, d’aprés les relations (139), au plus égal a py,
qui lui-méme est au plus égal 4 p,, w étant au plus égal 4 24,

Sig=2l, r=2l+1, on aura, d’aprés les mémes relations,

Pe+ PrazPulPusi Zpu.
» élant au plus égal 4 2/ — 1.
Enfin, si ¢ = r= 21, on aura
Py Pr= 2Py < pu_s< po,

@ étant au plus égal i 2/ — o,
Supposons, en second lieu, F divisible par (ab)!(be)(cal, a, b, ¢
représentant des fonctions d’ordre 2/, On aura

w=06{— 4l —25=2l— 25 22l — a <y
et 'on aura, d’autre part,
T = 3[’:1 —<=;P21~22 {lwr

Donc F sera bien, dans tous les cas, de I'espéce Y.

Journ. de Math. (3¢ série), tome 11 — Jewigr 1856, 29
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w4. Tagorime. — Un covariant quelconque ® peut §'exprimer en
fonction linéaire de covariants des espéces X et Y.

Supposons d’abord que les symboles a, b,... qui figurent dans 9
représentent tous des fonctions d’ordre 2l ou 2l + 1. On sait (68)
que @ sera formé de trois espéces de termes :

1° Des termes @ divisibles par un facteur tel que (@b *'; ils seront
de l'espéce Y (73).

2° Des termes 3 divisibles par un facteur tel que (ab) (bc) (ca)t,
ol p > o0, a, b, ¢ représentant des fonctions d’ordre al. Ces termes
suront également de I'espéce Y (73).

3° Une fonction entiére & de produits symboliques R, R,,.. , de
degré au plus égal a ¢ () et de la forme

{145) (abyeibe) (cd ¥ (de)’, ... alhi,...
14y ¥,... salisfaisant aux conditions
(146) pzl vzh owzp—v—e v

. Soient R I'un de ces produits, ¢ son degré, » son ordre, n son
poids. Les 8 symbolesa, &, c,... qui y figurent représentant des fonc-
tions d’ordre au plus égal 2 al + t et au moins égal A al et de poids
au plus égal 4 p,;, on aura (68)

{147) m2pudZpat (D,
{148) mz(zl—!—I)B—-2(p.+v—|—y.’+v’+...)j(al+1)62{21—*—1,«]»«’1)28,,
(149) 0Z2ld —2(p v+ p V4
mais on a
pIh v+ Zp el VUl
d’oti
(150) py 4w+ T,

¢ désignant le nombre des exposants i, ¢, ;. ., lequel est évidemment

d—1

égal 4 —oua , suivant que ¢ est pair ou impair. On aura donc
2

(r51) wiald —id 13,
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don ‘
1 ' = =P = Pu—.
(\|52) 7T<[)216<T'A)<S[ ‘l—<l[.

Les produits symboliques tels que R ont donc leur ordre non supé-
rieur 4 §, et leur poids non supérieur 2 T,. Chacun des termes de K,
contenant en facteur un de ces produits, sera de V'espéce X ; le théo-
réme sera donc démontré.

On remarquera que le raisonnement qui précéde suppose implici-
tement que /> 0; mais si 'on avait { = o, R se réduirait a un facteur
linéaire tel que a,, ayant pour ordre 1 et pour poids p,, quantités res-
pectivement inférieures 4 S, et T,.

75. Soit, comme plus haut, m le plus grand entier contenn dans g;

les covariants de classe m ne pourront évidemment contenir que des
symboles de fonctions d’ordre am ou 2m + 1. Le théoréme est donc
établi par ce qui précéde pour ces covariants.

Nous allons maintenant démontrer que, s'il est vrai pour les cova-
riants de la classe / +- 1, il sera vrai pour la classe L.

Soit ® un de ces derniers covariants; parmi les symboles qui y
figurent, les uns, a, b,... représenteront des fonctions d’ordre supé-
rieur & 2/ + 1; les autres, a, b,... des fonctions d’ordre 21 ou 27 1.

Cela posé, ® pourra s’exprimer linéairement (27) au moyen de
composés tels que

[F, T,

ou F et § sont des covariants respectivement formés avec a, b, ... et
aveca, b,....

1 faut démontrer que chacun de ces composés s’exprime au moyen
de termes des espéces X et Y,

76. Si)=o0,cesera évident. En effet, le composé se réduira dans ce
cas 2 un simple produit. Or § est formé d’une somme de termes dont
les uns, ®, 9, sont de 'espéce Y et les autres, &, de Pespéce X. Ces
termes, respectivement inultipliés par F, donneront évidemment des
termes de méme espéce.

21).
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Mais nous allons démontrer que la chose sera vraie pour une valeur
quelconque de 2, si elle est vraie pour les valeurs moindres.

77. Le covariant F, étant de la classe [+ 1, pourra, par hypothése,
s'exprimer par une somme de termes des espéces X et Y ; d’autre part
§ s’exprimera (68) par des termes ¢ et 9, qui sont de I’espéce Y, et
des termes &, qui sont de Pespéce X.

Le composé [F, §], s'obtient en composant les divers termes de I
avec ceux de ¥, et ajoutant les résultats. D’ailleurs, si I'un des termes
que I’on compose est de 'espéce Y, il en sera de méme du résultat (72).
Il ne reste donc qu’a examiner le résultat de la composition d'un
terme de 'espéce X pris parmi ceux de F avec un terme de Uespéce &.

78. Soient MN et kRR,... les deux termes qu'il s’agit de com-
poser ( k désignant une constante et R, R,,... des produits symboliques
de I'espéce R). Le résultat est la moyenne d’une série de termes obte-
nus en choisissant arbitrairement A facteurs linéaires ¢, 7,,... parmi
ceux qui figurent dans MN, les associant a A facteurs linéaires 5, t,,...
arbitrairement choisis parmi ceux de kRR,..., et remplagant dans le
produit MN kRR,,... chaque couple de facteurs associés ¢, s, par le
déterminant correspondant (¢s) (20).

Soit ¥ celui de ces termes obtenus en choisissant pour les associer
ensemble les A premiers facteurs linéaires de chacun des deux produits
symboliques MN, ARR,.... On aura (27)

[A\IN, I:.'RR'...]) =Y — ‘\:kdﬁYI.Fav jﬁ]y’

F, et 73 étant des covariants respectivement formés avec les symboles
a, b,... et a, b,... et y étant un entier <A. Les covariants [F,, I'g],
pourront, par hypothése, s’exprimer par des termes des espéces X et Y.
Il ne restera donc 4 considérer que le terme .

Soient d’ailleurs Q et IT I'ordre et le poids de M, w et 7, o, et 7,,..
I'ordre et le poids de R, R,.....

79. Supposons d’abord /> o.

Deux cas seront a distinguer, suivant que X sera ou non inférieur
aqQ.
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Premier cas,  <C Q. — Les ) premiers facteurs de M devront étre
4ssociés aux A premiers facteurs de £RR,.... Supposons que, pour
trouver ce nombre de facteurs, il ait fallu prendre tous ceux de R,
R,,..., R,_, et tout on partie de ceux de R,. On aura

(153) ¥ = M'NAR,,,,...,

M’ étant un covariant formé avec les symboles de M, R,..., .
Soient Q' et TI' 'ordre et le poids de M’. On aura

(154) Q=049 +... 4w, — 2},
(155) =0+ 7+ ...+ n,.

Ou a d’ailleurs par hypothése
(156) 028,,, MZT.,.

On a, d’autre part,
(157) © ., <AL,
et enfin, d’aprés les relations (148) et (152),

(158) oZz(2l+1)¢(1),..., we g (2L -+ 1)U (D),

=P
< 7’- Gly.

(159) 72l
On en conclut
(160) Q’<.Q+wa<S,+,+(2l+|)¢(1)<S,,
WZI 4+ (0 o) < TT 2L+ )
(161) ¢
“ s \
< Top +IT[S:<’1:-

Ces deux inégalités montrent que ¥ est de 'espece X.
80. Deuzxiéme cas, 1.5 Q. — Les © facteurs linéaires de M se trou-

veront associés aux {2 premiers facteurs linéaires du produit kRR,....
Supposons que, pour trouver.ces Q facteurs il faille prendre tous les

15w
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facteurs linéaires de R,..., Ry, et tout ou partie de cenx de R,. Soit
B, = (ab}(be) (cd)¥,. .., al bl s

et supposons, pour fixer les idées, qu'en ait di y prendre les ¢ + ¢
facteurs a,, b, et § des facteurs c,.

L’un des deux nombres p’ 4-v — 6, v+ 0 sera 1. En effet, leur
somme est égale 3 v + ' + v, ordre de la fonction représentée par le
symbole c; cet ordre est égal 4 2lou d 2/ + 1,

1° Supposons p’ + v — § L Partageons les symboles en deux caté-
gories dont la premiére sera formée des symboles contenus dans M,
R,..., R,_,, auxquels on joindra les symboles , b, c. On pourra (27)
exprimer ¥ en fonction linéaire de composés tels que [G, G],, ou G
et G sont des covariants respectivement formés avec les symboles de
premiére et de seconde catégorie, G étant d'ailleurs divisible par le
produit. L des déterminants formés par les symboles de la premiere
catégorie dans I'expression de ¥. Or I. absorbe tous ces symboles,
sauf y' + v — 0 des symboles c. Donc G a son ordre {I' au plus égal
a ' + v — 0, et par suite au plns égal & I. D'autre part, son poids IV’
est au plus égal a Il +m + ...+ m, (il sera moindre si ¢ n’est pas le
dernier des symboles que contient R, ).

On a d’ailleurs, comme dans le cas précédent,

(162) MM +m+... + < Ty
inais o a, en vertu de la relation (140),

(163} T:Z po

et a _fortiori, Q' étant 21, T, py; on aura donce
(164) LI < py, avec Q'Zl<L

Donc chacun des cowposés [G, ¢, a Vaide desquels 4 cst formé,
est de 'espéce Y.

2° Supposons v -+ §Z{. On partagera de méme les symboles en
deux catégories, mais en mettant cette fois ¢ dans la seconde catégorie.
Le raisonnement restera le méme, L absorbant tous les symboles de la
premiére catégorie, sauf  symboles de M et v symboles b.

Le théoréme est donc complétement ¢tabli.



SUR LES COVARIANTS DES FORMES BINAIRES. 231

- 81. Soit maintenant / = o. Les covariants R, R,,... se réduiront a
des fonctions linéaires telles que a,, b,.... ayant pour poids p,. Cela
posé, si A < Q, on aura

¥ = M'.NkR,.. ,

M’ étant un covariant forné avec les symbolesde M, R,..., R,_,, lequel
aura évidemment pour ordre Q - ), et pour poids II -+ Ap,; et comme
on a, par hypothése,

0ss,, nzt,
on aura, « fortiori,

Q—2Z8,2Se. M+ 2dp, <M +Qp, <T, -+ p,S, < T,

inégalités qui montrent que ¥ est de I'espéce X.
Soil enfin A 3 . Ou aura évidemment ’

¥ = M.N/,

M’ étant le Q%" composé de M avec RER,...BR,_,, et N un terme d’un
des composés de N avec kR R,,.... D'ailleurs, 'ordre de M’ sera nul,
et a fortiori < S,; et son poids sera

II + p 2Ty +8,p 2T,

d’ou il résulte encore que ¥ est de I'espéce X.

82. Takorkus. — Un covariant quelconque & peut sexprimer en
JSonction entiére de covariants dont l'ordre ne surpasse pas S,, et dont le
poids ne surpasse pas T,

Le théoréme est évident pour les covariants du premier dégré, qui
ne sont autres que les fonctions A, B,... elles-mémes. .

Nous établirons que, s'il est vrai pour les covariants de degré infé-
rieur a &, il le sera encore pour les covariants de degré 3.

Ces covariants s'expriment linéairement par des covariants des
espéces X et Y, qu'il suffira d’examiner séparément.

83. Or un covariant MN, de I'espéce X, est le produit d’un cova-
riant M, dont I'ordre ne surpasse pas S,, et dont le poids ne surpasse
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pas T,, par un covariant N de degré moindre auquel on pourra appli-
quer le théoréme.

84. Considérons, d’autre part, un covariant [F, §], de I'espéce Y;
soient w 'ordre de F, x son poids, qui sera, par hypothése, au plus
égal a p,,.

Faisons abstraction, pour un instant, des relations qui existent entre
la fonction F et les fonctions primitives A, B, ..., et traitons-la comme
si c’élait une fonction indépendante, d’ordre w; assignous-lui, en
outre, au lieu du poids =, le poids p,, qui convient a son ordre. Dans
ces nouvelles conditions, [F, ], deviendra un covariant des fonc-
tions A, B,..., F. Son degré sera inférieur a ¢; car elle ne contient
qu’un seul symbole f, représentant la fonction F, au lieu des symboles
a, b,... des fonctions primitives que contenait le covariant F.

On pourra donc, par hypothése, exprimer [F, §], en fonction en-
tiecre de covariants K, K’,..., dont 'ordre et le poids ne surpasseront
pas 8§, et T.

Revenons maintenant aux conditions primitives, ou F n'est plus
une fonction indépendante, mais un covariant de A, B,.... I’expres-
sion de [F, §], se déduira de celle qui vient d’étre obtenue en élimi-
nant de l'expression des covariants K, K’,... le symbole f du cova-
riant F, comme il est indiqué dans la Section III. 1l est clair que cette
opération n’altérera pas I'ordre de ces covariants. D'autre part, leur
poids ne pourra étre augmenté, le symbole f, auquel on avait assigné
le poids p,, se trouvant remplacé par les symboles a, b,..., dont le
poids total est 7. Donc ’ordre et le poids des covariants K,K',... con-
linueront & ne pas surpasser S, et T,.

85. Cororratre. — Si le nombre des fonctions A, B,... est limite,
leurs covariants s’exprimeront en Jonction entiére d’un nombre limité
de covariants indépendants.

1l est clair, en effet, qu'on ne pourra former qu’un nombre limité de
covariants, dont le poids soit inférieur a T,.




