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APPLICATION DE LA THEORIE DES FORMES BINAIRES, ETGC. 99

Mémoire sur Uapplication de la théorie des formes binaires

& la Géométrie analytique;

- Par M. LAGUERRE.

CHAPITRE PREMIER.

EQUATION MIXTE DE LA POLAIRE D'UNE DROITE.

4. Dans ce Mémoire, je rapporterai les figures que j'aurai a con- -
sidérer 4 un triangle de référence dont les cotés auront respectivement

-pour équations
x=0, y=—o0 et z=o0.

Dans le but de simplifier le langage (ce qui ne diminue en rien la
généralité des résultats obtenus), je supposerai que la droite z=o0
coincide avec la droite de 'infini, en sorte que je supposerai toujours
z égal a Punité, ainsi que toutes les variables analogues #, §, &', - ..
que jaurai occasion d’introduire; je les mettrai néanmoins en évi-
dence toutes les fois que cela sera nécessaire pour la clarté ou la sim-
plicité des formules.

Cela posé, ux + ¢y -+ w2z = o désignant I'équation d’une droite
mobile et F(x, v, w) une forme ternaire, homogéne et du degré 7, si
les paramétres z, v et w sont liés entre eux par la relation

(1) ‘ F(u, 0, w) = 0,

la droite enveloppe une courbe de n**" classe K, dont I'équation (r)
est équation tangentielle.
Soit (x, 7) un point quelconque du plan et % le coefficient angu-
13..
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laire d’une quelconque des tangentes que I'on peut mener de ce point

3 la courbe K ; cette tangente, en désignant parX,Y, Z les coordon-
nées courantes, a pour équation .

S =) =AY =)= 0,
ou encore .
pX —AY -+ Ay —px =03
on en déduit la relation - '

F(p — 4 by — px) =0,

qui a pour racines les coefficients angulaires des 7 tangentes, que I'on
peut mener du point donné & la courbe.
Sil'on pose

(2) F(g, — ) Wy — pc) = U, ),

U est une forme binaire du degré n par rapport aux variables A et p,
dont Tes coefficients sont des polyndmes du degré  en x et y; celle
forme satisfait d’ailleurs évidemment i I'équation aux différences par-
tielles ‘ :

y AL LY A
‘@ TR T

Je dirai que Péquation U(}, p) = o est Véquation mixte de la
courbe K. T'ai déja développé quelques-unes des conséquences les
lus immédiates qué 1'on peut tirer de cette notion dans un Mémoire
publié dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées [*], et
je rappellerai & ce sujet la proposition suivante, dont je ferai un usage
continuel : o o

Soit un nombre quelconque de courbes représentées par les équations

mixtes
Jo(ks f‘)?(” Sihp)=o0; fa(hp)=o0,..5

si lon considére un invariant quelcongue ¥ des formes JorJfis fareves

{*] Mémoire de Géométrie analytique, 2* série, t. XVII; i872.
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r equatzon I == o représente une courbe dont IQ degré est égal au poids
de Uinyariant.

Il est utile ici de remarquer que, si I était un polynéme de degré
inférieur au poids de l'invariant, relativement aux variables x et y,
on devrait, en rendant le polynéme homogéne, introduire comme
facteur une certaine puissance de z, en sorte que la courbe I = o con-
tiendrait un certain nombre de fois la droite de I'infini.

2. Le probléme principal, que Fon doit résoudre pour employer
utilement les équations mixtes dans les questions de Géométrie analy-
tique, est le suivant :

Etant donnée une courbe X ayant pour équation tangentielle
F(u, v,w) = o et pour équation mixte U(X, p) = o, déduire de cette
équation mixte, de ses invariants et des contrevariants de la _/brme F,
les équations mixtes des ¢ourbes dont les équations s'obtiennent en éga-
lant & zéro les divers covariants de F. '

Et tout d’abord je m’occuperai, tant 4 cause de_leur simplicité
qu'a cause de leur importance, des covariants doubles qui représentent
les polaires des divers ordres des droites du plan par rapport 4 K.

3. Dans tout ce qui suit, en désignant par Z une fonction homogéne
quelconque, du degré , des variables X et p, je représenterai, selon

1 dZ 1 dZ
Pusage habituel, par Z, et Z, les quantités = P et de méme
1 d*Z I d*Z X d*Z

par Z,,, Z5. Zy, les quantités ~ = W R B w1 G

D’une fagon analogue, je representera1 par F,, F, et F, le résultat

dF dF dR
que I'on obtient en remplagant dans ; %’ 5 > les variables u, v

etwparpu, — Xk et Ay — px.
F,,, F,s, ... représenteront de méme le résultat que 'on obtient en
. A e 1 4*F I d*F .

faisant 1a méme substitution d:{ns s R Ly b A

Cela posé, étant donnée une droite ayant pour équation

m=ua:+0]+wz=o,

7¢
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" Péquation mixté de sa premiére polaire est -
uF, + ¢F, + wF; = o.

En différentiant successivement par rapport & 1, p., x et y la rela-
tion (2), on obtient les relations suivantes :

. (3) U, =—F +_yF3, U, =F, — xF,,
1 dU 1 dU
(4) : F‘:_@E=n_xﬂ;

par suite, en désignant par II, = o I'équation de la polaire [*] dela
droite ® =0, on a

H&) = ng — VU‘,+ mF3-

La polaire de la droite de I'infini a évidemment pour équation F; =o;

en posant . ’ S
(4Y . F, =1,

on a donc '

(5) o, = uU, — vU, + oIl

- 4, Posons
: U =(a, b, ¢,.. 1% py*
et
H= (“'a ﬁr 7:'-'1)‘7 l"’)d“‘:

la comparaison des formules (4) et (4) donne immédiatement les
relations suivantes :

da db ' ) de
6 E:na’ a—;:(n ———I}ﬁ, d——y;(n——z)'y,...,
( ) da db de

d——»xzo, -‘—1;::—“7 7_=_2ﬁ’;""

qui permettent d’exprimer les fonctions , g, 7,-.. au moyen des dé-
rivées partielles des coefficients de U; mais, comme je le montrerai

" [*] Ici, comme dans toute la suite de ce Mémoire, je désigne simplement sous le-
nom de polaire de la droite sa premiére polaire, qui est de la (» —r)itme classe.
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dans la suite de ce Mémoire, elles nous seront surtout utiles pour ex-
primer ces dérivées en fonction des coefficients de II.

5. Soit une courbe K’ de classe »’ et ayant pour équation mixte
V(X 1) = o; étant menée une tangente i cette courbe, proposons-
"nous de trouver le lieu des points M ou elle est coupée par sa polaire.
En désignant par © = o I'équation d’une de ces tangentes, je re-
marque d’abord qu'en désignant par )’ et p’ les coordonnées cou-
rantes I'équation mixte de sa polaire est, en vertu de Féquation (5),

uU, (N, ') — oU, (X, @) + oII(X, ') = 03

son équation en coordonnées cartésiennes est le discriminant (par
rapport a ) et p') de ’équation précédente. Le point M, satisfaisant

a Péquation o == o, satisfera donc 2 I’équation A = o; A désignant le
discriminant du polyndéme 2U, (¥, p') — ¢U, (¥, ).

Iy

Le coefficient angulaire de la tangente est d’ailleurs _ng =3

l’ équation du lieu cherché s’'obtiendra donc en éliminant } et p. entre

Iéquation V(}, p.) = o et I'équation A = o, les variables « ét ¢ ayant
été préalablement remplacées par p ét — X dans le polynéme A.

D’ou la proposition suivante :

Tavonime 1. — En désignant par U\, p) =o et V(h, p) =0 les ‘
équations mixtes de deux courbes K et K/, on obtiendra Uéquation du
lieu des pomts otz les tangentes & K' sont coupées par leurs polaires
relativement & K, en éliminant \ et p. entre 'équation V(}, )= o et
I'équation A(\, p) = o, A désignant le discriminant pris par rapport
. P du dU0
a X et p' du polynéme } —; + p &

11 est clair que les considérations précédentes s’appliquent égale-
ment aux polalres des divers ordres relativement 4 la courbe K on
peut donc énoncer cette proposmon plus générale

Tagortue II. — En désignant par U(), p.) = 0 et V(&, p) = o les
équations mizxtes des deux courbes K et X!, on obtiendra I’équation du
liew des points ot les tangentes & K’ sont coupées par leurs m**" po-
laires relativement & K, en éliminant \ et p. entre U'équation V(\, p.) = o
et I’équation A(X, p.) = o, A désignant le discriminant pris par rapport
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a X et p' del'émanant :

b ‘m
(A
- 7
6. Soit, pour faire une application simple du théoréme précédent,
une courbe de quatriéme classe K*, dont l’equauon mixte soit

= (a, b, ¢, d, e) (X p,)‘ =o.

En considérant la premiére polaife,' on voit que A est le discrimi-
nant du polynome (al - bpIN® - 3(6X + op.))\’zy. +-..., discrimi-
nant qui est de la forme pTU -+ ¢SH, en désignant par H le hessien
de U, et par Tt S son invariant cubigue et son invariant quadra-
tique. -

Par suite, ’équation du lieu des" ‘points ou les tangentes a K* ren-
contrent leurs polaires s’obtient en égalant & zéro le résultant de U
et de pTU + ¢SH, c’est-a-dire {§° — 27T?)*5*.

On sait d’ailleurs que §* — 2712 == o est I’équation de K* en coor-
données cartésiennes et que S = o est 'équation de la courbe du qua-
riéme ordre S, qui passe par les vingt-quatre pomts de rebroussemeut
deX*; de la la proposition suivante :

Taxorime I — Etant donnée une courbe de quatnéme classe K*,
une quelcongue de ses tangentes est coupee par sa polaire en six points,
dont deu:x sont confondus au pomt de contact; les quatre autres points
d’intersection décrivent, lorsque la tangente se deplace, la courbe de -
quatriéme ordre S, qui passe par les vingt-quatre points de rebrousse-
ment de K*. '

Reczproquement, si, par un point M de S, on méne les quatre tan-
gentes a K*, Ieurs polaires relativement & cette courbe passent par M.

7. I; apphcatlon Ia plus 1mportante du theoreme 11 est relative au
casde la polan'e comque A estalors le dlscrlmmant de

dU &0
7, [ Bodnd
+ a2l e et g

)\l 2

c’est-a-dire le hessien de U; d’out la proposition suivante :

TrtortME IV. — En désignant par O(A, p.) = o et par V(X, p) = 0
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les équations mixtes de deux courbes K et X!, par H(X, p) le hessien de
U, p)y Uéquation du lieu des points, ot les tangentes a K’ sont cou-
pées par leur conique polaire relativement a K, s'obtient en égalant &
zéro le résultant des polynémes H(, 1) et V(}, ).

En particulier, soit M un point du plan ayant pour coordonnées
E et n; en posant pour abréger, comme je le ferai toujours par la

suite,
X=x—E et Y=y—n,

I’équation mixte de ce point est V
AY —pX = o;
d’ott cette conclusion :
Le lieu des points ot les diverses droites qui passent par un point

(,7n) sont rencontrées par leurs coniques polaires, relativement a la
courbe U(}, 1) = o, a pour équation '

H(X,Y) =o.

On a ainsi I'interprétation géométrique du hessien de la forme U;
quant 4 Péquation U(X, Y) = o, elle représente, comme on le sait,
I'ensemble des tangentes que on peut mener du point (§, n) 4 la
courbe.

8. Considérons la courbe K ayant pour équation mixte U(, p.) = o3
si-une droite se meut tangentiellement 4 la hessienne de cette courbe,
sa conique polaire se compose de deux points, ou encore, si on la con-
sidére comme nne courbe du second ordre, de la droite qui joint ces
deux points, cette droite étant comptée deux fois. Le lieu des inter-
sections des tangentes 2 la hessienne avec leurs coniques polaires est
donc une courbe double, la cayleyenne de K; la proposition snivante
permettra d’obtenir son équation.

Taéorkue V. — Etant donnée une courbe X ayant pour éguation
mizte U(}, p.) = o, en désignant par H(), p) le hessien de U et par
W, 1) = o Uéquation mixte de la hessienne de K, si U'on Sorme le
résultant de H(), p) et de W(X, p.), ce résultant est un carré parfait R?,
et R = o est Péquation cartésienne de la cayleyenne de K.

Journ. de Math. (3¢ série), fome k. — Mars 1875. 14
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CHAPITRE II.
EQUATION MIXTE DE LA HESSIENNE D UNE COURBE.

EQUATION DE LA CAYLEYENNE.

9. Etant données une courbe K de classe ‘n, dont I'équation tan-

gentielle est
F(z, v, w) = o,

et ’équation mixte
U, ) =E(P‘) - A, )‘.7 - F'x) =0,
P’équation tangentielle de sa hessienne est, comme on le sait,

d*F d*F 4d°F

* di  dudv dudw
1 a*F d*F d:F
—_— —1 0;

a(n—i) dude dv* dedm
&F  d&*F  &°F
dudw dvdw  dw?

son équation mixte sera par suite A

Fll Fl2 F{J
Fiu Fpp Py |=o.
Fi3 Fyy Fy

Des équations (3) et (4) on déduit

U,, =Fo — 27Fa3 + 3*Fyy,
Up=—Fo+xFp;+ yF;; — xyFy,,
Uy =F,; — 22F,; + 2°F,,.

En désignant par I = o I'équation de Ja polaire de la droite de
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Pinfini, 'équation (4) donne II = F;; d’ot les relations

o =—Fyy +rFs, I.=F,, —xF,;.
En posant d’ailleurs F,; = =, on sait que = == o est I'équation mixte

de la deuxiéme polaire de la droite de 'infini.
Des relations qui précédent résulte 'identité

U, U, L,
U, U,y H,
o o =
Foa—a2yF,y, +'_72F33 —Fiz“*"szafl‘qua_fos: —Fy+yFq,
= "‘F42+$Fz:+]'F43"‘x}'Fsa F,  — 2xF; +x*F;, Fi3 —xFy; |,
— Foy +7F;, Fi3 — Fy Faa
o —I ¥ Fiu Fip Faa o —I o Fiu Fo Fys
-1 o X ; F,y Foo Fay| x| —1 o = |F,y Fop- Fua|.
o o I l Fi; Fo Fyy y X I F,3 Fyy Fy

L’équation mixte de la hessienne s’obtient en égalant & zéro le déter-
minant qui précéde; d’ou la proposition suivante :

Tatforime VI. — En deésignant respectivement par U(}, p) = o,
(A, p) = o et w(d, ) = o les équations mixtes d’une courbe, de la
premiére polaire et de la deuxiéme polaire de la droite de Uinfini rela-
tivement & cette courbe, Uéquation mixte de la hessienne de la courbe
est W(A, p) = o, W désignant le polynome

U, U. I l
Ui2 U22 H'.’
H I = l .

10. Cette forme remarquable de I’équation mixte donne lieu 2
diverses conséquences importantes que Pon peut en déduire, sans

que 'on ait méme besoin de déterminer I'expression des coefficients
de II et =.

15..
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En particulier, je citerai les deux propositions suivantes, relatives
aux courbes de troisi¢éme et de quatriéme classe :

Thgorine. — En désignant par (a, b, ¢, d) = o [*] Uéquation mixte
d’une courbe de troisiéme classe K. et par (@', V', ¢, d') = o Uéguation
mixte d’une courbe quelconque de méme classe K' tangente aux neuf
tangentes de rebroussement de la premiére, si L'on forme Uinvariant

= ad’' — 3bc' -+ 3¢k’ — da’, ce polyndme est identiquement nul.

Démonstration. — Comme 1 est un combinant des deux formes
(ay byc, d) et (@, &, ¢, d'), il suffit de démontrer la proposition
pour I'une quelconque des courbes du faisceau (K, K"), par exemple
pour la hessienne. Supposons (a, &, ¢, d) réduite & la forme cano-
nique X -+ p?, on aura simplement I = d'— 4'. Or, en posant

M={a, B,7) e ==(4, B),

on déduit du théoréme précédent :

A 0 @k + B
(@,b,c,d)= o i3 B+ i |3
b+ Bp PrA+qp Al -+ Bp
d’ou :
ad=—p et d=—F
par suite

I=F—f=o.

La proposition est donc démontrée.

Turortme. — En désignant par U =(a, b, ¢, d, e) = o ['équation
mixte d’une courbe de quatriéme classe K et par (A, B, C, D, E, F, G)
le covariant sextique de U, par (&', b5 ¢, d', ¢, f', g') = o Uéquation
mixte d’une courbe quelconque de sixiéme classe K! tangente aux vingt-
quatre tangentes de rebroussement de K; si Uon_forme Uinvariant
I=Ag' — 6Bf'+15Ce — 20Dd' + 15E¢'— 6Fb' + Ga', ce poly-

néme est identiquement nul.

[*] Ici, comme je le ferai souvent dans la suite quand il n'y aura lieu de craindre
aucune ambiguité, je pose, pour abréger, :
{a, b, ¢, d{}, pYi={(a, b,¢,d).

'
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Démonstration. — La hessienne étant tangente aux vingt-quatre tan-
gentes de rebroussement de K, '’équation mixte de K’ sera de la forme
WA, p)+UQR, ) V(2, ), V(}, ) = o étant I'équation mixte d'une
conique quelconque.

Sinous supposons U réduite 4 sa forme canonique A* -6 mA? u>+p2,

on a simplement
I= (1 — gm?)(¥' — f).
_Or le théoréme V donne la relation

(@, b, e\ d, e, f,g") = (A + 6mdp2 + p*)(PA* + 2Q2p + Rp?)
2 - mp? 2mML a)® + 20\ + put
+ 2mi m)® + p? BA? + agqdp + du |,
ad? + 2fh+qu PR 4 29+ 0p? PA% 4 2QAp -+ Rip?

en posant, pour abréger,
O=(%p79), z=(P,Q,R) et V=(P,Q,R).
On déduit de 14, aprés quelques réductions faciles,

6 =6f"=2Q+ amQ — 48y

et, par suite,
I=o.

La proposition est donc démontrée.

44. On peut donner 4 la formule énoncée dans le théoréme V une
forme un peu plus générale et d’un usage plus commode pour les appli-
cations. .

Soient IT,, = o et &, = o les équations mixtes de la premiére polaire
et de la deuxiéme polaire de la droite w = ux + ¢y + wz = 0; on
aura, d’aprés la formule (5),

IO, =uU,;— U, + wll.

On en déduit, en désignant par I, I, ;... les quantités analogues
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I, et II,, mais relatives & T,

o,,=uU.—vU, + oll,,
My, = 21U, — vU,p + oll.,
By — unm,z — v, + o
de Pinfini,

&' = o étant I'équation mixte de la polaire de la droite
ce qui est la

relativement 4 ]a premiére polaire de la droite » = 0, ou,
méme chose, de la polaire de cette droite relativement 4 la premiére

polaire de la droite de Vinfini.

On a donc ,
o = ull, — vll, + o5
et, par suite,

(5) @ = Ully s — ¢Mus + o (el — vIl,) + o’z

On en déduit .

Uy Up Moy,
U,» U, Hm,z
oo Moo Bo
: Uy, Uis Uy, — ¢U, + oIl
= Uie Use Uy — 9U s 4 oIl
M, Hos 20— 9T, + w(ull, — vI,) + ol
Ull U|2 A .]1‘
= Use Uy o,
uU,.— v U, +oll; 2U;—~ U, ,+all, all,—vI,+ -
UI‘ Ulﬁ III
= U, Usp | = > W0, 1)s
n ., =

4'o 1a formule suivante, qui permet d’exprimer le polynome W(2, )

au moyen des deux premicres polaires d’une droite quelconque
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W =UX 40y -+ Wi=0:

U,y U, W, .
(7) oFW(l, (L) = U,, U.,z e | = Ty H — Q,
‘ L., Hm,z [
en posant
Q=10 Hg,z — 2U42Hw,4 I, + U,y H:T‘.r

et en désignant par H le hessien de U.

12. ¥ai montré (théoréme IV} que le résultant de H et de W était
égal 2 @, © désignant le contrevariant de la forme primitive F(u, v,w)
qui, égale 4 zéro, donne P'équation de la cayleyenne; on déduit de ce
qui précéde 7

W=

sH—a R
@ K

. - . —Q . .
le résultant 62 est donc le résultant de H et de —3 d’otr 1a proposi-
tion suivante : ‘ _ '

Triorime VI. — Si Uon forme le résultant du polynéme H et

— &, ce résultant est un carré parfait dont la racine est égale &
wt-,

Remargue I. — Le premier terme de Q est d’un poids égal a 2, le
dernier terme de H d’un poids égal & 2(z — 1) : leur résultant est donc
d’un poids égal 3 4(n — 2) + 6(r — 1)(n — 2), et, en vertu dela pro-
position fondamentale donnée (1), © est du degré '

2m—2)+3nr—1(n—2)—a(n—2)=3(r—1)(n—2).

Clest en effet, comme on le sait, le degré de la cayleyenne.
Remarque II. — La proposition précédente donne une infinité de
formes pour ©, puisque z, ¢ et w sont arbitraires; on peut, par
exemple, remplacer ces quantités par les dérivées partielles d’un con-
trevariant quelconque @ de F, et la proposition précédente donnera
une expression de §2*-21g,
Remarque 1I1. — On peut trouver d’autres expressions de © sou-
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vent plus faciles 4 calculer. On a, par exemple, identiquement
-QU = [Hm,{ (7\Uu = Uzz) — Hm,z()'Ul o+ pUy 2)]2"‘H()\Hw,a -+ P-Hw,a)z-

Le résultant de H et de QU, c'est-a-dire (™% ©@A)*, en désignant
par A le discriminant de U["], est donc égal au résultant de H et de

[ ()\Um + ELUza) - Hw,2()~Un -+ P-UM)P-

D’ott cette conséquence :
~ 8i lon forme le résultant de ¥ et de 11, U, — 1L, . U,, ce résultant
est égal & »**1AG.

CHAPITRE IIL.

pETERMINATION DE L'EQUATION MIXTE DE LA FOLAIRE D'UNE DROITE.

5. Les formules (6) données précédemment (4) permettent d’ex-
primer les coefficients de I'équation mixte de la polaire de la droite
de Piofini (et par suite de la polaire d’une droite quelconque) au
moyen des dérivées partielles des coefficients de U; mais il est préfé-
rable d'introduire les dérivées partielles d’un certain nombre d’inva-
riants de-cette forme. ‘ '
Je m’appuierai sur-la proposition suivante :
Tugoriue VII. — Etant donné un invariant quelconque 1 de la
Jforme U, en désignant son poids par i, on a les deux équations

dI dr dl
. “E+2ﬁ%+37«'—d+'”=”“
(8) dl vpdl dl
nrx?‘;(nv-x,@%-l-(n—2)72—;—...:—-:,.

ot (a, b, ¢,...) = o est I'dquation mixte de K et (@, B, 7,.-.) =0 Véqua-

[*] A est le réciprocant de F; Péquation A = o représente en coordonnées carté-

siennes Ia courbe K.
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tion mixte de la polaire de la droite » = o et ot j’ai posé, pour abréger,

. dI . dl
1= — Il + 0 7 &;,_uzI—mZ-

Démonstration. — Des formules (5) et (6) on déduit facilement
les relations suivantes :
da
no= o+ n(ub — va),

(n—x)ﬁ:m%-x—(n — 1) (uc — vb),

(6){ ,,c |
(r—2)y= 0z + (n — 2)(ud — ve) +...,
0:2—2, a:—mi—i—f—-ub—va, 2§=—m-‘¢;—:+ a(ue — vb)...;

par suite, on a

m%:j—;(—a—l—ub—m) -+ %(— 2B + 2uc — 20b) +...
=—aZ_ :zﬁﬂ—?ryﬂ—{—u(bd—l—l—2cﬂ +)
db de dd db de
- u(aﬂ—kzbﬂ +)
db dc

ou encore, d’aprés les propriétés bien connues des invariants,

a1l ar | dI '3 dI Wil
op=—\egt2Bg t3rg )t uly
d’ou enfin
dl dI dI . d1
et2f  + 3yt =tul - 0

L’autre formule se démontrerait de la méme maniére.

14. Dans l'application des formules précédentes, je considérerai
deux cas suivant que la courbe K est de classe paire ou de classe
impaire.

Journ. de Math. (3° séri;a), tome I. — Avrin 1875.
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Daus le premier cas, le nombre des coefficients a, 3,. . inconnus
est pair; considérons ;f invariants I, I', I’,... de la forme U et dési-
goons par ¥ Yp i Yrs--- les polyn(‘)ines formés de la facon indiquée
au moyen des dérivées partielles de ces invariants : nous obtiendrons
n équations linéaires de la forme (8), qui permettront d’exprimer les
coefficients inconnus en fonction des coefficients de U et des poly-
DOMES Xy Yyy Tygeoss ‘

L'introduction de ces polyndmes se trouve justifiée par le fait im-
portant que le polynoéme I, devient alors un covariant multiple de U,

les divers couples de variables étant Ay 15 Fpy Y5eees

n—1

15. Si la courbe est de classe impaire, nous choisirons inva-
riants qui fourniront (n — 1) relations linéaires entre les inconnues;
- une derniére relation linéaire peut étre obtenue de la fagon suivante.
La méthode est évidemment générale, mais je ne I'exposerai que pour
le cas d’une courbe de cinquiéme classe.

Soient U= (a, b, ¢, d, e, f) = o I'équation mixte d’'une courbe de
cinquiéme classe et (A, B, C, D) un covariant quelconque du troisiéme
ordre de U; en désignant, pour un instant, par (@05 Bos Yor B0s &) =0
Péquation de la polaire de la droite de 'infini, posons

a b a A o

4b 4 ll»ﬁo 3B A
T=|6c 6d 6y, 3C 3B |;
4d fhe 48 D 3G|

e f & o D

en abpelant (¢, By 7, 6, €) = o I'équation mixte de Ia polaire de la
droite ® = ux + v¥ + wz = 0, on déduira de la formule (5)

a b « A o
4b 4e 4B 3B A

©2T=|{ 6c 64 63 3C 3B |;
4d 4e 43 D 3C
e f € o D
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d’oti 'on conclut que T est un contrevarlant de la forme fondamen-

tale F [*]..
En développant cette égalité, on obtiendra une équation linéaire
qui, avec les » — r autres précédemment obtenues, permettra d'ex-

primer les coefficients de II,,.

16. Des relations établies plus haut, n°® 43, on peut déduire une
proposition générale, dont se déduisent un grand nombre de pro-

priétés des courbes algébriques.
Soit I un invariant quelconque de U, en sorte que l’on ait les rela-

tions

dl dl dl . dl

“Fb +2ﬁz;+37d—d'+.— lllI—&)Ez_')
a dI dI . dL
re o +(n— B+ (r—2)yg+.=— sz—*—sz

Considérdns la courbe K’ composée de la polaire de la droite « =o et
d’un point &, y; en posant X =x —Eet .=y — , I’équation mxxte
de ce point est
AY — pX =o;
par suite, 'équation mixte de K’ est

a[ @+ —r) 2+ (=0 =2) pe-spar .. | 0T~ pX)=o,

ou bien encore
[naY, (n—1)BY — aX, (n—2)7Y —2aX,...](}; p)" = o.

En représentant le premier membre de cette équation par (2', b,

[*] IL est bien clair que ce procédé peut étre varié de bien des maniéres et que
(si rest >4)il peut étre anssi employé quand 7 est pair.

Gette équation, ainsi que beaucoup de celles établies dans ce Mémoire, est suscep-
tible de diverses interprétations géométriques; mais leur développement m’écarterait

trop de mon sujet principal.

15.
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on trouvera, par la valeur de I'invariant,
. S | dI
J=d_+bo+cd =+,
a - dI dL dI
I=Y|ne - +(@m—1)f . ] — X(ad—b +afs dc"‘)’
ou encore, en vertu des relations transcrites ci-dessus,

_ da | d\ . -
S—w(XE—!—-YE)—zI(uX—F?Y).

Posons .

uE + vy + 3L = o,
on aura

uX +9vY =0 —o
et

3 =m[(x,— &)% + (7—-7;)% ——iI] + o'l

Remarquons maintenant que le poids i de Vinvariant T est précisé-
ment le degré de ce polyndme en x, y,z; d’aprés le théoréme des
fonctions homogénes, on aora done

dI dai | dl .
-(9) w(521;+nd~]+§;1;)=zm1—3
et, par suite, sile point &, y est sur la droite o =o,
da | _dl | dl
(vo) "’(ﬁ;"’"@*gz):—jn

Je ferai remarquer que la quantité entre parenthéses dans le premier
membre de cette équation représente, quand on I'égale & zéro, la
polaire du point (&, n) relativement 4 la courbe I = o.

47. Le cas particulier le plus intéressant & considérer est celui ou,
K étant de classe paire, on considére I'invariant quadratique I de U.
En convenant d’appeler faisceaux harmoniques deux faisceaux de
n droites, tels que les équations du degré  qui les déterminent aient
leur invariant quadratique nul, on peut énoncer la proposition sui-
vante : - -
Trrortme. — KEtant donnde une courbe K de classe an, si Uon
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considére la courbe C du degré an, dont 'éguation sobtient en éga-
lant a zéro Uinvariant quadratique de Uéquation mixte de X et le lieu
des points d’ot: I'on voit suivant deux faisceaux harmoniques : 1° la
polaire d’une droite quelconque D, prise par rapport & K, et un point M
de cette droite; 2° la courbe K, ce lieu se compose de la droiteD elle-
méme et de la courbe du (an — 1) ordre qui est la polaire du point M
relativement a C.

CHAPITRE IV.

APPLICATION DE LA THEORIE PRECEDENTE AUX COURBES DE TROISIEME
ET DE QUATRIEME CLASSE.

18. Considérons une courbe de troisiéme classe K, dont I'équation
mixte soit
U=(a,b,c,d)=0;
soit A son discriminant, en sorle que A = o est I'équation de la courbe
en coordonnées cartésiennes. En appelant H et J le hessien et le co-
variant cubique de U, je poserai, pour abréger,

H=(A,B,C) et J=(a,¥,c,d).

Cela posé, en considérant I'invariant A, les équations (8) donnent les
relations

dA dA dA da
e taf—+3y 5= 6uA — o
da dA dA dA
3az+~zﬁ‘—5+y - =—06oA+ w5
que Pon peut écrire
. dA .
—da+ 208 -0V =-—¢A+ go =,
. 1 dA
ca—2bf+ay= ub—goz=y.
Posons en outre (voir n® 45)
a b a -
wO=|b ¢ B|;
c d vy
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@ est un contrevariant de la forme F (u, v, w) qui, égalé i zéro, donne
I’équation tangentielle de K; dans le cas actuel, I’équation © = o re-
présente, comme il est facile de le voir, la cayleyenne deK[*].

Le déterminant développé donne I'égalité

2C — 2B + 7A = 00,

qui, jointe aux égalités précédentes, permet d’obtenir a, § et y par les

formules
Ae =ax -+ by —2A00,

(11) AB = br+cy—2Bu0,
- Ay=cr+dy—2Cu8,

qui, quand on réduit U 4 sa forme canonique a)’ + dp?, prennent la
forme trés-simple suivante :

{ Aa:é ax,
‘1) AR = — adw®,
Ay= dy.

En désignant, comme je 1’ai fait jusqu’ici, par I, = 0 Péquation de
la polaire de la droite @ = o, relativement i la courbe K, on aura

(12) AT, =xU, +'!qU2 —200H.
Iéquation en coordonnées cartésiennes de cette polaire est
oy — % =03
en nous servant de la forme canonique de la forme U, on trouve im-~
médiatement
Aoy — B?) = adry — a? d**&;
d’o1, généralement,

A% (ay— B) = H(r4) — 0*40%

{*] Poir mon Mémoire de Géométrie analytique, déja cité, n° 15.
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19. Considérons maintenant une courbe de quatriéme classe K
ayant pour équation mixte U= (a, b, ¢, d, e) = 0; soient S et T les
invariants quadratique et cubique de U; son discriminant A est égal
4 §* — 27T?, et l'on sait d'ailleurs que A=o0 est I'équation de la
courbe en coordonnées cartésiennes. Je représenterai, pour abréger,
le hessien H de U par la notation (@', &', ¢, d, €').

Cela posé, en considérant les invariants S et T, les formules (8)
donnent les quatre relations suivantes :

ae — 3Bd—3yc— db=— ¢8 +2;'7f—_-—s,,
—ad--3fc —3yb+ da= uS-—%%:-—S,,
ae —3pd'+3yc’ — d‘b’:——%vT—l—zg—;:—T‘,
— ad +3fc'— 376+ 0’ = guT-— 2%: —T,,

d’oti I'on déduit ’

Ag = a(18TT, — 8*8,) + b (18TT, — §°S,)

+ a'(18TS, — 128T,) + b'(18TS,; — 128T,),
AB = b(18TT, — $*S,) + ¢ (18 TT, — §°S,)

4 & (18TS, — 128T,) + ¢'(18 TS, — 12STy),
Ay = c(18TT, — §°S,) + d(18TT, — §°S,)

+ ¢'(18TS, — 128T,) + d'(18TS, — 125T,),
Ad = d(18TT, — §%S,) + d(18TT, — §%S,)

-+ d'(18TS, — 12ST,) + €' (18TS, — 128T,)

Posons enfin, pour abréger,

r = ISTT;—'5284 = EE—_VA’
‘o d
© y=HBTT, — 828, =— 2 +uA,
; P as dT ds
x::25$ —3Td—_y:, ”——2854—31‘;{—.‘2,
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on aura enfin

30 )
Ae=ar + bi) -+ -?(a’x’ -~ I)’X)'),

AB=1br + cy+ ?%(b'r' + '),

(13) 3o .
| Ay =cx + dy + (Y + dY),

A =di + ey + Z(dy -+ e'y);

—

d’etl encore

(14) AL, =30, + yU, + 2 (/H, +y'H,).

20. Fai montré (n° 42, Remarque III) qu'en désignant par ©
Péquation de la cayleyenne de K, «* A® était le résultant de H et du po-
lynéme 1, , U, — 1I,,,U, ; dansle cas actuel, ce polyndéme se compose
de deux parties : la premiére x(U,, U, — U,,U,) + 9(U,, U, — U, U,)
est exactement divisible par H : il n’y a donc pas 4 en tenir compte;

— ! .
la seconde, Z = %x (8., H"U')-:” (H.U, — Hn T,

de Z et de H est donc égal & »*A@. Sans faire de calcul, on voit qde

) ; le résultant

- 4
ce résultat est le produit par % d’un covariant du quatriéme degré et

du vingtiéme ordre; on a donc
A*6 = pTU(r,y) + qH(s) ¥),

p et g désignant des invariants de U (fonctions entiéres, par consé-
quent, de S et de T) du seiziéme et du dix-huitiéme ordre.



