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APPLICATION" DE LA THÉORIE DES FORMES BINAIRES, ETC. 99 

Mémoire sur l'application de la théorie des formes binaires 
à la Géométrie analytique; 

PAR M. LAGUERRE. 

CHAPITRE PREMIER. 

ÉQUATION MIXTE DE LA POLAIRE D'TJNE DROITE. 

1. Dans ce Mémoire, je rapporterai les figures que j'aurai à con-
sidérer à un triangle de référence dont les côtés auront respectivement 
-pour équations 

x = o, y — ο et z = o. 

Dans le bnt de simplifier le langage {ce qui ne diminue en rien la 
généralité des résultats obtenus), je supposerai que la droite ζ = ο 
coïncide avec la droite de l'infini, en sorte que je supposerai toujours 
ζ égal à l'unité, ainsi que toutes les variables analogues ζ', ζ, ζ',... 
que j'aurai occasion d'introduire; je les mettrai néanmoins en évi-
dence toutes les fois que cela sera nécessaire pour la clarté ou la sim-
plicité des formules. 

Cela posé, ux -t- vy -f- wz = ο désignant l'équation d'une droite 
mobile et F (κ, P, w) une forme ternaire, homogène et du degré n, si 
les paramètres u, ν et w sont liés entre eux par la relation 

(1) F(M,P,W) = O, 

la droite enveloppe une courbe de nUme classe K, dont l'équation (i) 
est l'équation tangentielle. 

Soit (x, y) un point quelconque du plan et ^ le coefficient angu-
I3.. 
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laire d'une quelconque des tangentes que l'on peut mener de ce point 
à la courbe Κ ; cette tangente, en désignant pafX, Y, Ζ les coordon-
nées courantes, a pour équation 

μ(Χ — χ) — λ(Υ r) = ο, 
ou encore 

μΧ — λΥ-t- Î.J- — μχ — ο ; 

on en déduit la relation 

F (μ, — λ, \y — μ#) = ο, 

qui a pour racines les coefficients angulaires des η tangentes, que l'on 
peut mener du point donné à la courbe. 

Si l'on pose 

(2) F (μ, - >, \jr — μχ) = ϋ(λ, μ), 

U est une forme binaire du degré η par rapport aux variables λ et μ, 
dont les coefficients sont des polynômes du degré η en χ et cette 
forme satisfait d'ailleurs évidemment à l'équation aux différences par-
tielles 

λ5Γ + ̂  = °· 

Je dirai que l'équation U (λ, μ) — ο est Véquation mixte de la 
courbe K. J'ai déjà développé quelques-unes des conséquences les 
plus immédiates que l'on peut tirer de celte notion dans un Mémoire 
publié dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées [*], et 
je rappellerai à ce sujet la proposition Suivante, dont je ferai un usage 
continuel: 

Soit un nombre quelconque de,courbes représentées par les équations 
mixtes 

/ο(λ,μ) = ο, /,(λ,μ) = ο, /
2
(λ, μ) = ο,...; 

si l'on considère un invariant quelconque 1 des formesf01 f12 f2, 

[*] Mémoire de Géométrie analytique, 2è série, t. XVII; x8j2. 
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Véquation I = ο représente une courbe dont le degré est égal au poids 
de l'invariant. 

Il est utile ici de remarquer que, si I était un polynôme de degré 
inférieur au poids de l'invariant, relativement aux variables χ et y, 
on devrait, en rendant le polynôme, homogène, introduire comme 
facteur une certaine puissance de z, en sorte que la courbe I = ο con-
tiendrait un certain nombre de fois la droite de l'infini. 

2. Le problème principal, que l'on doit résoudre pour employer 
utilement les équations mixtes dans les questions de Géométrie analy-
tique, est le suivant : 

Étant donnée une courbe Κ ayant pour équation tangentielle 
F (κ, P, W) = Ο et pour équation mixte Π(λ, P.) = o, déduire de cette 
équation mixte, de ses invariants et des contrevariants de la forme F, 
les équations mixtes des Courbes dont les équations s'obtiennent en éga-
lant à zéro les divers covariants de F. 

Et tout d'abord je m'occuperai, tant à cause de leur simplicité 
qu'à cause de leur importance, des covariants doubles qui représentent 
les polaires des divers ordres des droites du plan par rapport à K. 

3. Dans tout ce qui suit, en désignant par Z une fonction homogène 
quelconque, du degré η, des variables λ et μ, je représenterai, selon 

l'usage habituel, par Z, et Z
2
 les quantités i ̂  et ^ et de même 

par Ζ,,, Z,,, Z
22

 les quantités âïdp' «(« —ι) Ίψ' 
D'une façon analogue, je représenterai par F,, F

2
 et F, le résultat 

que l'on obtient en remplaçant dans ̂  ^ les variables u, ν 
et w par p., — λ et \jr — μχ. 

F
u

, F,„... représenteront de même le résultat que l'on obtient en 

faisant la meme substitution dans : -y-p — r -ρ-ρ · · · 

Cela posé, étant donnée une droite ayant pour équation 

ω = ux + nj + wz = oT 

7# 
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l'équation mixte de sa première polaire est 

«F
(
 + νF

2
 -+- TVF3 = o. 

En difîerentiant successivement par rapport à λ, p., χ et y la rela-
tion (2), on obtient les relations suivantes : 

.(3) U, = —F, -+-7F3, TJ
2
 = F, — xF

3

, 

lf\ ρ L _JLdU 
' 3 np dx nkdy 

par suite, en désignant par Π
ω
 = ο l'équation de la polaire [*] de la 

droite a = o, on a 
Πω — MUJ — cO) -+- ooFj. 

La polaire de la droite de l'infini a évidemment pour équation F
3
 = o; 

en posant ν 

(4)' F. = Π, 

on a donc 

(5) Π
ω
 =MU

S
 — EU, + α>Π. 

- 4. Posons 
U = (a, b, c,...fk, μ.)" 

et 
π = (χ, β, y,...p., p.)"-', 

la comparaison des formules (4) et (4)' donne immédiatement les 
relations suivantes : 

(6) 
da /dy = na, db/dy = (n-1) B,^ = (n-z) y,..., 

ϋ~°·> ώε — ~α"> ^ — 2|3,..,, 

qui permettent d'exprimer les fonctions a, β, y,... au moyen des dé-
rivées partielles des coefficients de U; mais, comme je le montrerai 

[*] Ici, comme dans toute la suite de ce Mémoire, je désigne simplement sous le 
nom de polaire de la droite sa première polaire, qui est de la (« —ιclasse. 
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dans la suite de ce Mémoire, elles nous seront surtout utiles pour ex-
primer ces dérivées en fonction des coefficients de Π. 

' 5. Soit une courbe K' de classe n' et ayant pour équation mixte 
y (λ, μ) = ο; étant menée une tangente à cette courbe, proposons-
nous de trouver le lieu des points M où elle est coupée par sa polaire. 

En désignant par «a = ο l'équation d'une de ces tangentes, je re-
marque d'abord qu'en désignant par X' et μ' les coordonnées cou-
rantes l'équation mixte de sa polaire est, en vertu de l'équation (5), 

«U,(X', μ') - t»U, (λ', μ') -h ω Π (λ', μ') = ο; 

son équation en coordonnées cartésiennes est le discriminant (par 
rapport à λ' et μ') de l'équation précédente. Le point M, satisfaisant 
à l'équation ω — ο, satisfera donc à l'équatioD Δ = ο, Δ désignant le 
discriminant du polynôme NU

2
 (λ', μ') — PU, (λ', μ'). 

Le coefficient angulaire de la tangente est d'ailleurs =u)y ; 
l'équation du lieu cherché s'obtiendra donc en éliminant λ et μ entre 
l'équation Y (λ, μ) = ο et l'équation Δ = ο, les variables u ét ρ ayant 
été préalablement remplacées par μ ét — λ dans le polynôme Δ. 

D'où la proposition suivante : 
THÉORÈME I. — En désignant par U(X, μ) — Ο et y(X, μ) — ο les 

équations mixtes de deux courbes R et K', on obtiendra l'équation du 
lieu des points où les tangentes à R' sont coupées par leurs polaires 
relativement à R, en éliminant λ et μ entre l'équation V(X, μ) = ο et 
l'équation Δ(Χ, μ) = ο, Δ désignant le discriminant pris par rapport 

a λ et /x au poljrnome +u dU/ du' 

Il est clair que les considérations précédentes s'appliquent égale-
ment aux polaires des divers ordres relativement à la courbe R ; on 
peut donc énoncer cette proposition plus générale : 

THÉORÈME Π. — En désignant par U (Λ, μ) = ό et Ύ (Λ, μ) — ο les 
équations mixtes des deux courbes R et R', on obtiendra l'équation du 
lieu des points où les tangentes à R' sont coupées par leurs mle'"es po-
laires relativement ù R, en éliminant X et μ entre l'équation V(X, μ) = ο 
et l'équation Δ(Χ, μ) — ο, Δ désignatit le discriminant pris par rapport 
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à λ' et μ' de l'émanant 

y· d\< + Ρ dp)U. 

6. Soit, pour faire une application simple du théorème précédent, 
une courbe de quatrième classe K4, dont l'équation mixte soit 

U = (a, b, c, d, e) (λ, p.)4 = o. 

En considérant la première polaire, on voit que Δ est le discrimi-
nant du polynôme (αλ -f- ùp)X'3 3(6λ ομ)\'2μ' -(-···, discrimi-
nant qui est de la forme ρ TU -f- çSH, en désignant par Η le hessien 
deU, et par Τ et S son invariant cubique et son invariant quadra-
tique. 

Par suite, l'équation du lieu des points où les tangentes à K.4 ren-
contrent leurs polaires s'obtient en égalant à zéro le résultant de D 
et de pTU-H çSH, c'est-à-dire (S3 — 27Ta)aS4. 

On sait d'ailleurs que S3 — 2jT2 — ο est l'équation de K4 en coor-
données cartésiennes et que S = ο est l'équation de la courbe dii qua-
trième ordreS, qui passe par les vingt-quatre points de rebroussement 
de K4; de là la proposition suivante : 

THÉORÈME III/ — Étant donnée une courbe de quatrième classe K4, 

une quelconque de ses tangentes est coupée par sa polaire en six points, 
dont deux.sont confondus au point de contact; les quatre autres points 
d'intersection décrivent, lorsque la tangente se déplace, la courbe de 
quatrième ordre S, qui passe par les vingt-quatre points de rébrousse-
jnentdeUL*. 

Réciproquement} si, par un point M de S, on mène les quatre tan-
gentes d K4, leurs polaires relativement à cette courbe passent par M. 

7. L'application la plus importante du théorème II est relative au 
cas de la polaire conique ; Δ est alors le discriminant de 

■ ώ'+ ^Λφ+ρ· df' 

c'est-à-dire le hessien de U; d'où la proposition suivante ; 
THÉORÈME IV. — En désignant par U (λ, μ) = ο et par Υ(λ, μ) — ο 
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les équations mixtes de deux courbes K et Κ', par Η(λ, fi) le hessien de 
U(X, μ), l'équation du lieu des points, oit les tangentes à K' sont cou-
pées par leur conique polaire relativement à K, s'obtient en égalant à 
zéro le résultant des polynômes H (λ, μ) et V(X, p.). 

En particulier, soit M un point du plan ayant pour coordonnées 
ξ et vj j en posant pour abréger, comme je le ferai toujours par la 
suite, 

X~x — ξ et Îsy — vj, 

l'équation mixte de ce point est 

λ Y — μΧ = o; 
d'où cette conclusion : 

Le lieu des points où les diverses droites qui passent par un point 
(ξ, >j) sont rencontrées par leurs coniques polaires, relativement à la 
courbe ϋ(λ, μ) = ο, a pour équation 

H(X, Y) = o. 

On a ainsi l'interprétation géométrique du hessien de la forme U ; 
quant à l'équation U(X, Y) = o, elle représente, comme on le sait, 
l'ensemble des tangentes que l'on peut mener du point (ξ, -η) à la 
courbe. 

8. Considérons la courbe K ayan t pour équation mixte U (λ, μ) = ο ; 
si une droite se meut tangentiellement à la hessienne de cette courbe, 
sa conique polaire se compose de deux points, ou encore, si on la con-
sidère comme une courbe du second ordre, delà droite qui joint ces 
deux points, cette droite étant comptée deux fois. Le lieu des inter-
sections des tangentes à la hessienne avec leurs coniques polaires est 
donc une courbe double, la cayleyenne de K; la proposition suivante 
permettra d'obtenir son équation. 

THÉORÈME V. — Etant donnée une courbe K ayant pour équation 
mixte ϋ(λ, μ) =o, en désignant par H (λ, μ) le hessien de U et par 
W(X, μ) = o l'équation mixte de la hessienne de K, si l'on forme le 
résultant de Η(λ, μ) et de W (λ, μ), ce résultant est un carré parfait R2, 
et R = o est l'équation cartésienne de la cayleyenne de K. 

Journ. de Math. (3e série), tome ï. — MARS 1875. ^4 
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CHAPITRE Π. 

ÉQUATION MIXTE DE LA HESSIENNE D'UNE COURBE. 

ÉQUATION DE LA GAÏLETENNE. 

9. Étant données une courbe Κ de classe n, dont l'équation tan-
gentielle est 

F(«, v, w) = o, 

et l'équation mixte 

U(λ, μ) — F(μ, - λ, Ijr - μχ) = ο, 

l'équation tangentielle de sa hessienne est, comme on le sait, 

d'F d'F d'F 
du1 dudv ditdw 

l d'F d' F d'F _ 
ti(n—ij dudv dvL dvdw ' 

d'F d'F d'F 
dudtv dvdw dw' 

son équation mixte sera par suite 

F„ F,a F„ 
F12F22 F23

 == U· 
F13FO

S
 F33 

Des équations (3) et (4) on déduit 

U.! = F
2
, — 2j-F

23
 +.7-^35, 

U
(2
 = — F„ 4- arF

23 4- jFls — xyFJS, 
U

22
 = F,

 R
 — 2J?F,3 4- x2Faî. 

En désignant par Π = ο l'équation de la polaire de la droite de 
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l'infini, l'équation (4)' donne Π = F3; d'où les relations 

H, — F23 Ha — F,3 ^F33. 

En posant d'ailleurs F„ = », on sait que » = ο est l'équation mixte 
de la deuxième polaire de la droite de l'infini. 

Des relations qui précèdent résulte l'identité 

U,, U„ Πι 
U12U

22
 Π

2 

Π, Π
2
 » 

F
22

—2rF23+raF3J — F.-H-arFaj+^F,,—χγΈ
33

 —F
23
+JF

33 

—— F
12

-4-a;F
23

-t-/F,
3
 xyY

zi
 F

)t
 — 2xF,

3
-1-jî2F

33
 F

t3
 J?F

33 

— F
23
 -hyl·,, 1"

13
 — a:F

33
 F

33 

ο —ι y F,, i„ F„ ο ι ο F
l(
 F

12
 F,

3 

— ι ο χ χ F,2 F22 F23 X — ι ο ο = Fl2 F22- F23 

ο ο I Fl3 F23 F33 y χ ι F„ F23
 F

33 

L'équation mixte de la hessienne s'obtient en égalant à zéro le déter-
minant qui précède; d'où la proposition suivante : 

THÉORÈME VI. — En désignant respectivement par D (λ, ρ) = ο, 
Π (λ, μ.) — ο et »(λ, fi) = oJ.es équations mixtes d'une courbe, de la 
première polaire et de la deuxième polaire de la droite de l'infini rela-
tivement à cette courbe, l'équation mixte de la hessienne de la courbe 
est W(X, p) = o, W désignant le polynôme 

U„ U
12

 Π, 

U
L2

 U
22

 N
2 

Π, N
2
 » 

10. Cette forme remarquable de l'équation mixte donne lieu à 
diverses conséquences importantes que l'on peut en déduire, sans 
que l'on ait même besoin de déterminer l'expression des coefficients 
de Π et ». 

14.. 



1Θ8 LAGUERRE. 

En particulier, je citerai les deux propositions suivantes, relatives 
aux courbes de troisième et de quatrième classe : 

THÉORÈME. — En désignant par (a, b, c, d) = Ο [*] l'équation mixte 
d'une courbe de troisième classe Κ et par (ab', c', d') = ο l'équation 
mixte d'une courbe quelconque de même classe K' tangente aux neuf 
tangentes de rebroussement de la première, si Vonforme l'invariant 
I = ad'— 3bc'-\- "ôcb'— da!, ce polynôme est identiquement nul. 

Démonstration. — Comme I est un combinant des deux formes 
{a, b, c, d) et (a', δ', c', d'), il suffit de démontrer la proposition 
pour l'une quelconque des courbes du faisceau (Κ, K'), par exemple 
pour la hessienne. Supposons (a, b, c, d) réduite à la forme cano-
nique λ3 + μ3, on aura simplement I = d'— a!. Or, en posant 

Π = (α, β, y) et rs = (A, B), 

on déduit du théorème précédent : 

λ ο αλ ~h βμ 
(a', b', c\ d') = ο μ βλ + y μ î 

αλ + βμ βλ + yp Αλ + Βρ. 
d'où 

α' = -β* et d'= — β3; 
par suite 

I = β2 — β2 = ο. 

La proposition est donc démontrée. 
THÉORÈME. — En désignant par U = (a, b, c, d,e) — o l'équation 

mixte d'une courbe de quatrième classe K et par (A, B, C, D, E, F, G) 
le covariant sextique de U, par (a', b", cd', e',f, g') = Ο l'équation 
mixte d'une courbe quelconque de sixième classe K' tangente aux vingt-
quatre tangentes de rebroussement de K; si l'on forme l'invariant 
I = Ag'—6B/'-+- i5Ce'—aoDd'-t- i5Ec'—6FÙ'-{-Ga', ce poly-
nôme est identiquement nul. 

[*] Ici, comme je le ferai souvent dans la suite quand il n'y aura lieu de craindre 
aucune ambiguïté, je pose, pour abréger, 

(a, h, c, d\\, ρ.γ=[α, b, c, d). 
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Démonstration. — La hessienne étant tangente aux vingt-quatre tan-
gentes de rebroussement de K, l'équation mixte de K' sera de la forme 
W(X, p.) + U(λ, μ) Υ(λ, μ), Υ (λ, μ) —ο étant l'équation mixte d'une 
conique quelconque. 

Si nous supposons U réduite à sa forme canonique λ4 -f· 6 ml2 μ2 4-μ2, 
on a simplement 

Ι = (τ -9m2)(b'-f). 

Or le théorème Y donne la relation 

(a', b', c', ci', é,f, g') = (X4 + 6ml2 μ2 + μ*) (PX2 -t- aQX/x Κ μ2) 
X2 -{- m μ2 anzX/x «λ2 + αβίμ γμ2 

-+- a/κλμ ml2 -t- μ2 βλ2 -t- αγΧμ + άμ2 , 
«Χ2 + aβλμ -h γμ2 βλ2 -t- a γλμ -+- δμ2 Ρ'λ2 + a Q'X/x + Ά'μ2 

en posant, pour abréger, 

Π = («, β, γ, δ), ar = (Ρ', Q', fi') et V = (Ρ, Q, fi). 

On déduit de là, après quelques réductions faciles, 

6b' = 6/' = aQ-H amQ' —4By 

et, par suite, 
I = o. 

La proposition est donc démontrée. 

11. On peut donner à la formule énoncée dans le théorème V une 
forme un peu plus générale et d'un usage plus commode pour les appli-
cations. 

Soient Π
ω

 — ο et ®
ω
 = ο les équations mixtes de la première polaire 

et de la deuxième polaire de la droite ω = ux -t- vj -t- tvz = o; on 
aura, d'après la formule (5), 

Πω — kU2— PU, + ωΠ. 

On en déduit, en désignant par Π
ωιΙ

, Π
ω>2)

... les quantités analogues 
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Π, et Π
2
, mais relatives à U

M
, 

Π
Ω>(

 = KU,
2
 —CU,, -H ΩΠ,, 

Π
ω

,
2
 — «U

22
 PU

I2
 + CÛH

2
, 

ww = uU,2ρÏT(Û,Î ws?' j 

■s? = ο étant l'équation mixte de la polaire de la droite de l'infini, 
relativement à la première polaire de la droite ω = ο, ou, ce qui est la 
même chose, de la polaire de cette droite relativement à la première 
polaire de la droite de l'infini. 

On a donc 
TS' = «ÏÏ

2
 — ΡΠ, -+- os 

et, par suite, 

(S') = ΜΠ
ΩΙ2

 — ρΠ
ω

,, -1- Ω(«Π
2

 — PH,) 4- ω2». 

On en déduit . 

ÏT11 U
J2 ΙΙω,ι 

U,
 2 U2'( ϋω,2 j 

Hw,1 Hw,2®(t> 
ϋ,, ϋ

|2
 «U

<2
 — PU

h
 4- ωΠ, 

— Xi 1
2
 U22 «U

22
 PTJ,

2
 4- «Π

2 

Π
Ω

,( Ϋ
Ω>3

 «π
ω

,
2
 — ΡΠ

Ω

,, 4- Ω(«Π
2
 — PH,) 4- Ω2ΠΤ 

Un υ
ι2

 Πι 
= B> U

12
 U

22
 US*" 

IIU
)2

—PU
)T

4-WH, «U
22

— PU
)2

4-M1T
2
 ΜΠ

2
—PHJ + WCT 

U
U

 U
L2

 Π, 

=Ω2
 U

I2
 U

22
 Π

2
 ~ω-ψ(1,μ); 

Π
4
 Π

2
 zs 

d'où la formule suivante, qui permet d'exprimer le polynôme W(X, μ) 
au moyen des deux premières polaires d'une droite qùelconque 
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ω = ux -h cj·-h wz — o : 

U(f ϋ1# Πω,ι 
(7) c»aW(X,p.) = U,

2
 U

22
 Πώ,

2
 = sr

m
H — Ω, 

ΙΪΩ,Ί Π
Ω>2

 ΒΓ
Ω 

en posant 
Ω = UlfII* - 2ϋ12Πω,,Πω,2 H- U22n*

r 

et en désignant par H le hessien de U. 

12. J'ai montré (théorème IV} que le résultant de H et de W était 
égal à Θ% Θ désignant le contrevariant de la forme primitive F (κ, ν, w) 
qui, égale à zéro, donne l'équation de la cayleyenne ; on déduit de ce 
qui précède 

W = wH - e 
ω 

le résultant θ1 est donc le résultant de H et de —d'où la proposi-
tion suivante r 

THÉORÈME VI. — Si l'on forme le résultant du polynôme H et 
— Ω, ce résultant est un carré parfait dont la raeine est égale à 
ω2(«~ϊ)θ. 

Remarque /. — Le premier terme de Ω est d'un poids égal à 2, le 
dernier terme de H d'un poids égal à 2(η — 1) : leur résultant est donc 
d'un poids égal à 4(« — 2) 4- 6(n — ι)(η — 2), et, en vertu de la pro-
position fondamentale donnée (1), Θ est du degré 

2(72 — 2) -h 3(η — 1 (η — 2) — 2(71 — 2) = 3(/7 — 1) (η — 2). 

C'est en effet, comme on le sait, le degré de la cayleyenne. 
Remarque II. — La proposition précédente donne une infinité de 

formes pour θ, puisque u, ν et w sont arbitraires; on peut, par 
exemple, remplacer ces quantités par les dérivées partielles d'un con-
trevariant quelconque Φ de F, et la proposition précédente donnera 
une expression de Φ2("~2)θ. 

Remarque III. — On peut trouver d'autres expressions de Θ sou-
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vent plus faciles à calculer. On a, par exemple, identiquement 

βϋ = [Π^λυ,,Η*,(λϋ,, + μϋ
Ι2

)]2-Η(λΠ
ω

,, 4-μΠ
ω

,
2
)2. 

Le résultant de Η et de Ωϋ, c'est-à-dire (ω2ίη_2)ΘΔ)2, en désignant 
par Δ le discriminant de U [*], est donc égal au résultant de H et de 

[Π
ω
,,(λϋ

ί2
 +fLU„) - Π

ω
,
2
(λυ,, + μϋ,

2
)]2. 

D'où cette conséquence : 
Si l'on forme le résultant de Ή et de II

Wil
 U

2
 — Π

ωι2
 U,, ce résultant 

est égal à Ω2(Η~9Δ©. 

CHAPITRE IH. 

DÉTERHUTATIOIT DE L'ÉQTJATJOIÎ MIXTE DE LA POLAIRE D'IOTB DROITE. 

15. Les formules (6) données précédemment (4) permettent d'ex-
primer les coefficients de l'équation mixte de la polaire de la droite 
de l'infini (et par suite de la polaire d'une droite quelconque) au 
moyen des dérivées partielles des coefficients de U ; mais il est préfé-
rable d'introduire les dérivées partielles d'un certain nombre d'inva-
riants de cette forme. 

Je m'appuierai sur la proposition suivante : 
THÉORÈME VII- — Etant donné un invariant quelconque I de la 

forme U, en désignant son poids par i, on a les deux équations 

(«) 
* db + Te + 3? M +· * ·=n1, 

n* Ta (n ~ J'P Tb+ - 2> y m - ■■■■=*«· 

ou (a, b, c,...) — ο estl'équation mixte de Κ et (α, β, γ,...) = ο l'équa-

[*] A est le réciprocant de F; l'équation Δ = ο représente en coordonnées carté-

siennes la courbe K. 
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tion mixte de la polaire de la droite ω = o et où j'ai posé, pour abréger, 

r, = — wl+ ω —, ^ = nil - ω — 

Démonstration. — Des formules (5) et (6) on déduit facilement 
les relations suivantes : 

(&) 

nx — ω ̂ -h η (ub — va), 

(η — ι)β = ω ̂  + (τι — r)(ae — rô), 

(/2 — 2)7 = Ω-τ- -+- (« — 2) (WRF — L'C) 4-..., 

Ο = —J Α = -Ω—+ 2Β =— 4- A(«C — W)... ; 

par suite, on a 

ω = rfé ί α + uh - va) 2β + 2UC - 2vb) "!"··· 

= -KTb-2Pdé-^dd+u\bTb + 2CTc+···) 
f dl ,dl \ 

-v a db dc 

ou encore, d'après les propriétés bien connues des invariants, 

dl f dl Ω dl , dl \ .T 

w dx = - db dc dd + ui I ; 

d'où enfin 

«â+2Pdc + ziTd+-= + ul1-w DI/dx 

L'autre formule se démontrerait de la même manière. 

14. Dans l'application des formules précédentes, je considérerai 
deux cas suivant que la courbe Κ est de classe paire ou de classe 
impaire. 

Toitrn. de Math. (3e série), tome I. — AVRIL 1875- *5 
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Dans le premier cas, le nombre des coefficients α, β,. . inconnus 

est pair; considérons ~ invariants Ι, Γ, I",... de la forme U et dési-

gnons par x,, % x
v
, ... les polynômes formés de la façon indiquée 

au moyen des dérivées partielles de ces invariants : nous obtiendrons 
η équations linéaires de la forme (8), qui permettront d'exprimer les 
coefficients inconnus en fonction des coefficients de U et des poly-
nômes ï[, Vu %,.... 

L'introduction de ces polynômes se trouve justifiée par le fait im-
portant que le polynôme Π

ω
 devient alors un covariant multiple de U, 

les divers couples de variables étant λ, μ ; r„ ;.... 

15. Si la courbe est de classe impaire, nous choisirons " 1 inva-

riants qui fourniront (n — i) relations linéaires entre les inconnues; 
une dernière relation linéaire peut être obtenue de la façon suivante. 
La méthode est évidemment générale, mais je ne l'exposerai que pour 
le cas d'une courbe de cinquième classe. 

Soient U = (a, b, c, d, e, f) = ο l'équation mixte d'une courbe de 
cinquième classe et (A, B, C, D) un covariant quelconque du troisième 
ordre de U; en désignant, pour un instant, par (α

0
, β

0
, γ„, δ

0
, ε

0
) = ο 

l'équation de la polaire de la droite de l'infini, posons 

a b a0
 A ο 

4 b 4 c 4/3„ 3B A 
Τ = 6c Gd Gy

0
 3C 3B ; 

4 d 4e 40 D 3C 
e f ε

α
 ο D 

en appelant (α, β, y, d, e) = ο l'équation mixte de la polaire de la 
droite <a = ux -t- vjr -1- wz == o, on déduira delà formule (5) 

a b oc. ko 
4 b 4e 4/3 3B A 

aï= . 6c 6e? Gy 3C 3B ; 
4d 4e' 4î D 3G 
e f ε ο D 
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d'où l'on conclut que Τ est un contrevariant de la forme fondamen-
tale F [*]., 

En développant cette égalité, on obtiendra une équation linéaire 
qui, avec les η — r autres précédemment obtenues, permettra d'ex-
primer les coefficients de Π

ω
. 

16. Des relations établies plus haut, n° 15, on peut déduire une 
proposition générale, dont se déduisent un grand nombre de pro-
priétés des courbes algébriques. 

Soit I un invariant quelconque de U, en sorte que l'on ait les rela-
tions 

dl Λ dl 0 dl dl 
a db + 2B + 3y dd +... uiI-w dx 

nCtTa + - ')P db + (" ~ ̂ Tc +- = '~ nI + ω W 

Considérons la courbe K.' composée de la polaire de la droite ω = ο et 
d'un point ξ, vj; en posant Χ — χ — ξ et Ύ.—jr — vj, l'équation mixte 
de ce point est 

λ Y — μΧ = ο ; 

par suite, l'équation mixte de K.' est 

«[«A*-· -h (ra-i)βλ"~*μ + (" 3) γλ~*μ*-h...] (λΥ - uX)= o, 

ou bien encore 

[«αΥ, (7ΐ—ι)βΥ—κΧ, (η — ?.)γΥ— aaX,...](X,μ)π = ο. 

En représentant le premier membre de cette équation par (a\ h, c',...) 

[*] Il est bien clair que ce procédé peut être varié de bien des manières et que 
(si η est > 4) i' Peut être aussi employé quand η est pair. 

Cette équation, ainsi que beaucoup de celles établies dans ce Mémoire, est suscep-
tible de diverses interprétations géométriques ; mais leur développement m'écarterait 
trop de mon sujet principal. 

l5. 
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on trouvera, par la valeur de l'invariant, 

I= aT
a
+b'â + *Tc+-> 

J
 =
 γ

+
 _

 I}
p |. .] _ χ

 + 2i
3 g.,.), 

ou encore, en vertu des relations transcrites ci-dessus, 

J = „(
X

* + γ|)-Π(«Ι+,Τ). 
Posons 

κξ -h vrj + zÇ =w', 
on aura 

wX vY = ω — ω' 
et 

J = »[(*_ ξ) g -I- (7 - YÎ) | - il] + f«'i. 

Remarquons maintenant que le poids i de l'invariant I est précisé-
ment le degré de ce polynôme en x, jr, z; d'après le théorème des 
fonctions homogènes, on anra donc 

(9) J = »[(*_ ξ) g -I- (7 - YÎ) | - il] + f«'i. 

et, par suite, si le point ξ, YJ est sur la droite ω = o, 

(10) J = »[(*_ ξ) g -I- (7 - YÎ) | - il] + f«'i. 

Je ferai remarquer que la quantité entre parenthèses dans le premier 
membre de cette équation représente, quand on l'égale à zéro, la 
polaire du point (ξ, rj) relativement à la courbe I = o. 

17. Le cas particulier le plus intéressant à considérer est celui ou, 
Κ étant de classe paire, on considère l'invariant quadratique I de U. 

En convenant d'appeler faisceaux harmoniques deux faisceaux de 
η droites, tels que les équations du degré η qui les déterminent aient 
leur invariant quadratique nul, On peut énoncer la proposition sui-
vante : 

THÉORÈME. — Étant donnée une courhe K. de classe an, si Von 
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considère la courbe C du degré m, dont l'équation s'obtient en éga-
lant à zéro l'invariant quadratique de l'équation mixte de Κ et le lieu 
des points d'où l'on voit suivant deux faisceaux harmoniques : i° la 
polaire d'une droite quelconque D, prise par rapport à K, et un point M 
de cette droite; a0 la courbe K., ce lieu se compose de la droite D elle-
même et de la courbe du (aη — ι) ordre qui est la polaire du point M 
relativement à C. 

CHAPITRE IV. 

APPLICATION DE LA THÉORIE PRÉCÉDENTE AUX COURBES DE TROISIÈME 

ET DE QUATRIÈME CLASSE. 

18. Considérons une courbe de troisième classe K, dont l'équation 
mixte soit 

U = (a, b, c, d) = o; 

soit Δ son discriminant, en sorte que Δ = ο est l'équation de la courbe 
en coordonnées cartésiennes. En appelant H et J le hessien et le co-
variant cubique de U, je poserai, pour abréger, 

H = (A, B, C) et J = (ar, b', c', d'). 

Cela posé, en considérant l'invariant Δ, les équations (8) donnent les 
relations 

"S + J^ + 3ÏS= 6αΔ"ω^' 
0 dU n dU dU s* . dU 
+ 7 TE =-6ΡΔ+»^,+ 7 TE =-6ΡΔ+»^, 

que l'on peut écrire 

— d'à. -+- 2C'(3 — b'y = — vA 4-1/6w dA/dy = x, 

c'a — 2b'β + ay = «Δ — =n. 

Posons en outre (voira0 15) 

aha. 
ωΘ = b c j3 ; 

c d γ 

8* 
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Θ est Un contrevariant de la forme F (α, v, w) qui, égalé à zéro, donne 
l'équation tangentielle de &; dans le cas actuel, l'équation θ = ο re-
présente, comme il est facile de le voir, la cayleyenne de K[*]. 

Le déterminant développé donne l'égalité 

aC — α,βΒ H- γ A = ωβ
τ 

qui, jointe aux égalités précédentes, permet d'obtenir α, β et γ par les 
formules 

(") 

AoL — ax-^-btj — 2Αωβ, 
Αβ — èx-i-csj —2ΒωΘ, 
Δγ = Cx-h dt) — 2θωθ, 

qui, quand on réduit U à sa forme canonique βλ3 -+- dp?, prennent la 
forme très-simple suivante r 

ill') 

Δα = αχ. 
Δβ = — ada®, 
Δγ = dij. 

En désignant, comme je l'ai fait jusqu'ici, par Π
ω
 = ο l'équation de 

la polaire de la droite » = o, relativement à la courbe K, on aura 

(12) ΔΠ
ω
 = xU, -+- t)U

2
 — 2ωΘΗ. 

L'équation en coordonnées cartésiennes de cette polaire est 

α7— β*= °> 

en nous servant de la forme canonique de la forme U, on trouve im-
médiatement 

Α"(α.γ — β2) = adlty— β5 d2 ω2 &2 ; 

d'où, généralement, 

Δ* (ay- β2) - Η (χ, ty) - ω2ΔΘ2. 

[*] Voir mon Mémoire de Géométrie analytique, déjà cité, n° 14. 
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19. Considérons maintenant une courbe de quatrième classe Κ 
ayant pour équation mixte U = (a, b, c, d, e) = o; soient S et Τ les 
invariants quadratique et cubique de TJ ; son discriminant Δ est égal 
à S5 — 27 T2, et l'on sait d'ailleurs que Δ = ο est l'équation de la 
courbe en coordonnées cartésiennes. Je représenterai, pour abréger, 
le hessien H de U par la notation (ab', c', d', e'). 

Cela posé, en considérant les invariants S et T, les formules (8) 
donnent les quatre relations suivantes : 

«e — 3βά—3yc — Hb —— cS + — S,, 

— ad -h 3/3c — 3yb -h da — aS — 7^ = — S
a

, 

ae
'_

3
|3rf'+ 3yd- W=-\νΊ +1g = ~Τ,, 

- <ZD'+3PC'-3IB'+$A'^ |«T- = -T
2

, 

d'où l'on déduit 

Δα = Λ(Ι8ΤΤ, — S2S,) 4- Ù(I8TT
2
 — S2S

2
) 

4-A'(I8TS
1
 — iaST,) 4-Ù'(I8TS

2
 — iaST

2
), 

Δβ = b(i8TT, — S2S,)4-c(r8TT
2
 - S2S

2
) 

4- Ù'(ISTS, — 12ST,) -T- C'(I8TS
2
 - IAST

2
), 

Δγ = C(I8TT
)
 - S2S

(
) -1- Î/(I8TT

2
 — S2S

2
) 

4- c'(r8TS, - IAST,) 4- c?'(i8TS
a
 — IAST

2
), 

Δί = ^(ιδΤΤ, - S2S,) 4- c?(I8TT
2
 - S2S

2
) 

4-C?'(I8TS
1
 - 12ST,) 4- e'(I8TS

2
 - IAST

2
) 

Posons enfin, pour abréger, 

X = 18TT, — S2S, = — τ- — ν A, 

« = M TT
2

 - S
2
S

2

 = - J § 4-UA, 

x'=2S^-3T^, s}'=--aS^4-3T^; 
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on aura en6n 

(i3) 

Δα = er -+- by -+- — (αΥ -+- b'tj'), 

Ap = bx + cv + ^{b'x'-+ cY), 

Ay = cx + di) + ^(c'Z + d'tf), 

Ad — dx + eq + — (tfY-f- e'tf); 

d'où encore 

(ι4) ΔΠ
ω
 = ÏU,*+ i}U

a
 + 2= (χ'Η, +n' H2), 

20. J'ai montré (n° 12, Remarque III) qu'en désignant par Θ 
l'équation de la cayleyenne de Κ, ω4 ΔΘ était le résultant de H et du po-
lynôme Π

ω)
, TJ

2
 — n

u>a
U, ; dans le cas actuel, ce polynôme se compose 

de deux parties : la première x(U14Ua — U,2U|) -t- S}(U
2
,U

2
 — U

22
U

(
) 

est exactement divisible par H : il n'y a donc pas à en tenir compte; 

la seconde, Z= h

 ̂  

de Ζ et de H est donc égal à ω4ΔΘ. Sans faire de calcul, on voit que 

ce résultat est le produit par ^ d'un covariant du quatrième degré et 

du vingtième ordre; on a donc 

Δ'θ^ρΤϋΟ^ + ΐΗγ,ί,'), 

ρ et q désignant des invariants de U (fonctions entières, par consé-
quent, de S et de T) du seizième et du dix-huitième ordre. 


