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SUR LES SURFACES TRAYECTOIRES. 59

Sur les surfaces trajectoires des points d’une figure de forme
invariable dont le déplacement est assujetti & quaire cond:-

tions ;

Par M. A. MANNHEIM

Dans les Communications que j’ai faites 4 PAcadémie des Sciences,
dans le courant de mars 1873 (voir les Comptes rendus, t. LXXVI,
p. 551 et 635), je me suis occupé des lignes décrites par les points
d’une figure de forme invariable, dont le deplacemeut est assujetti &
cinq conditions.

Je me propose aujourd’hui d’étudier ce qui est relatif aux surfaces
trajectoires des points d’une figure assujettie seulement 4 quatre con-
ditions..

Je commence par le cas ou la figure est une simple ligne droite. Si
trois points d’une droite sont assujettis i rester sur trois surfaces don-
nées, le déplacement de cette droite peut étre effectué d’'une infinité de
maniéres. A chacun de ces déplacements correspond, pour un point de
la droite, une ligne trajectoire, et toutes les lignes trajectoires relatives
4 un méme point appartiennent 3 ce que] ai appelé la surface trajec-
toire de ce point [*].

C’est dans mon Mémoire intitulé Etude sur le déplacement d’une
Jigure de forme invariable qu’on trouve, pour la premiére fois, des re-
cherches relatives aux surfaces trajectoires des points d’une figure
mobile.

Ces surfaces trajectoires des points d’'une figure constituent dans
Vespace I'élément correspondant aux lignes décrites pendant le dépla-
cement d’une figure plane sur son plan.

La considération des surfaces trajectoires permet d’étendre facile—

[*} Recueil de Mémoires des Savanis étrangers, t. XX.

Journ, de Matk. (3¢ série), tome 1. — FEvrizr 1875. 5



58 A. MANNHEIM.
ment au cas de P'espace les propriétés relatives aux lignes trajectoires
planes. _

Ces surfaces trajectoires sont, 3 proprement parler, la généralisation
de ces lignes.

Ainsi, sur un plan, en sait que : :

« Lorsqu’une droite est normale 4 la trajectoire d’un de ses points,
elle est normale aux trajectoires de tous ses points ».

De méme, dans 'espace : '

« Lorsqu’une droite est normale 4 la surface trajectoire d’un de ses
points, elle est normale aux surfaces trajectoires de tous ses points ».

Pour le cas du déplacement d’une figure plane sur son plan :

« Les normales aux trajectoires des points de cette figure passent
par un méme point. » :

Dans le cas de I'espace, la propriété analague est la suivante :

Les normales auzx surfaces trajectoires des points d’une figure ren-
contrent, toutes, deux mémes droites.

Ce dernier théoréme, qui est fondamental [*], donne lieu 4 des con-
séquences remarquables. J'ai pu déji en déduire une construction des
centres de courbure principaux de la surface des ondes, ainsi que la
direction des lignes de courbure de cette surface [*]. Ten ai déduit
aussi une théorie géométrique de la courbure des surfaces ™71 Aa-
jourd’hui j’en donne encore une application. ‘

Au début de ce travail, je fais connaitre une nouvelle démonstration
directe de cet important théoréme; puis je cherche combienil y a de
points sur une droite mobile dont les trajectoires jouissent de certaines
propriétés sur les surfaces trajectoires de ces points.

Le nombre de ces points donne immédiatement le degré du lieu de
tous les points analogues de I'espace. '

Pour le cas du déplacement d’une figure plane sur son plan, il est
atile de considérer les points imaginaires 3 I'infini situés sur un cercle.

[*] Je I'ai énoncé pour la premiére fois & la Société philomathique, en 1866. ( Voir
Bulletin de la Soci¢té philomathique, séance du 14 juillet 1866.)

[**] Comptes rendus des séances del’ Académie des Sci , séance du 11 février 1867.

[***] Mémoire sur les pinceauz de droites. (Journal de Mathématiques, t. XVII,
2¢ série, 1872.) :
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SUR LES SURFACES TRAJECTOIRES. 59

Ces poinis sont immobiles pendant le déplacement. 11 suffit, en effet,
pour le démontrer, de remarquer qu’ils appartiennent toujours aux
circonférences de cercle situées sur le’ plan mobile et entrainées avec
ce plan. Ainsi :

TrioriMe 1. — PRendant le déplacement d'un plan gui glisse sur
lui-méme en entrainant tous ses points, les points imaginaires a Uinfini
situds sur un cercle sont immobiles.

Dans le cas du déplacement d’une figure dans P'espace, c’est le
cercle imaginaire  I'infini situé sur une sphére que nous considérerons.
Ce cercle n’est immobile qu’en tant que ligne ; il glisse sur lui-méme
pendant le déplacement. 11 suffit, en effet, pour le démontrer, d’en-
trainer des sphéres en méme temps que la figure mobile. Toutes ces
sphéres ne cesseront pas de passer par le méme cercle & I'infini. Les
points de ce cercle se déplacent, car, si I’on ceupe une des sphéres par
un plan, cette sphére passe bien toujours par le méme cercle, mais le
plan sécant entrainé ne passe pas par les mémes poinis de ce cercle.
Nous voyons donc que:

TreorimE II. — Pendant le déplacement d’une figure entrainant
tous les points de Uespace, le cercle imaginaire a Uinfini glisse sur lui-
méme.

En Cinématique, ou Yon étudie les déplacements d’une figure de
forme invariable, ces éléments imaginaires, points ou cercle, purement
géométriques et n’ayant aucun sens mécanique, n’ont pas été introduits.
L’utilité de leur emploi ressortira de ce travail.

L’étude des lignes trajectoires décrites par les points d’une figure
sur les surfaces trajectoires de ces points est nouvelle et digne d’intérét.
On connait seulement, dans cet ordre de recherches, la belle solution
de Dupiu pour la description mécanique des lignes de courbure d'un
ellipsoide engendré par un point d’une droite dont trois points sont as-
sujettis & rester sur trois plans donnés.

§ 1. Préliminaires.

Appelons G une droite mobile; a, , ¢ trois de ses points; (A), (B),
(G) les surfaces données sur lesquelles ces points doivent se déplacer.
8..



6o A. MANNHEIM,

Enfin désignons par A, B, C les normales 4 ces surfaces issues, & un
instant quelconque, des points a, b, c. Un déplacement infiniment
petit quelconque de G s’obtient au moyen d’une rotation autour d'une
droite conjuguée de G. Cette conjuguée, devant rencontrer A, B, C,
est une génératrice de hyperboloide défini par ces trois droites.

Une quelconque des génératrices de cet hyperboloide du méme sys-
téme que G est une conjuguée de G relative & I'un des déplacements
de cette droite.

Les plans passant par ces différentes conjuguées et un méme point e
de G sont respectivement normaux aux lignes trajectoires décrites par
ce point pendant les déplacements qu’on peut imprimer 4 la droite G,
a partir de la position qu’elle occupe.

Tous ces plans normaux se coupent suivant une génératrice de I'hy-
perboloide du méme systéme que A, B, C, et cette génératrice est la
normale a la surface trajectoire du point e. N ous voyons ainsi que :

Tagorime II. — Le lienw des normales aux surfaces tra]ectozres
des points d'une droite est un kyperboloide. .

Supposons que G fasse partie d’une figure de forme invariable et
qu’un point m de cette figure soit assujetti 4 se déplacer sur une sur-
face (M), pendant que les points @, b, ¢ de G se déplacent sur {A),
(B), (C). Désignons par A, B, C, M les normales 3 ces surfaces issnes,
4 un instant quelconque, des points a, b, ¢, m.

Les normales aux surfaces trajectoires des points de G appartiennent
4 un hyperboloide (A, B, C), qui est rencontré par M en deux points.
Par ces points passent les génératrices D, A de cet hyperboloide, du

. méme systéme -que G. Par le point . mencns une droite H qui ren-

contre G au point z. Le plan des deux droites G, H coupe l’hyperbo-

loide (A, B, C) suivant G et une droite L. Désignons par L le point ou
cette droite rencontre H.

La normale N 3 la surface trajectoire du point 7 rencontre D, A;
il en est de méme de L, qui est normale i la surface trajectoire du
point Z. L’hyperbolside (A, B, C) et I'hyperboloide des normales aux
surfaces trajectoires des points de H, qui se coupent suivant les
droites L, N, se coupent en outre suivant les droites D, A. Les nor-
males aux surfaces trajectoires des points de H rencontrent donc.D

°



SUR LES SURFACES TRAJECTOIRES. 61

et A, et comme la droite H est quelconque dans le plan (G, m), il en
est de méme des normales aux surfaces trajectoires de tous les points
de ce plan. . :

La normale 4 Ia surface trajectoire d’un point quelconque de la
figure rencontre ce plan en un point, et cette droite, étant normale 2
la surface trajectoire de ce point, s’appuie alors aussi sur D et A; donc :

Tukorime IV. — Les normales aux surfaces trajectoires des points
d’une figure de forme inyariable rencontrent, toutes, deux mémes
droites.

Remarques. — Nous continuerons & désigner ces deux droites
par D, A. ' S .

Les normales aux surfaces trajectoires de deux points quelconques
de la figure mobile ne peuvent se rencontrer que sur ces droites.

Un point quelconque de D ou de A décrit toujours le méme élément
de ligne, quels que soient les déplacements de la figure mobile. Le
plan normal & I'élément de ligne décrit par un point de I'une de ces )
droites est le plan passant par ce point et par ’autre droite.

§ I .

Reprenons la droite mobile G et 'hyperboloide des normales aux
surfaces trajectoires de ses points. Parmi les génératrices de cet hyper-
boloide, il y en a deux d’un méme sysiéme qui sont perpendiculaires

4 une génératrice du systéme différent. Il y a donc deux points de G
dont les surfaces trajectoires ont pour normales des droites perpen-
diculaires & G, c'est-3-dire dont les surfaces trajectoires sont tangentes
4 G. Ainsi: - o )

TaroriME V. — Parmi les surfaces trajectoires des points d’une
droite mobile, il y en a deux qui sont tangentes & cette droite.

Les plans tangents aux surfaces trajectoires des points d’une droite
sont respectivement perpendiculaires aux génératrices d’un hyperbo-
loide; ils sont donc paralléles aux plans tangents au céne supplémen-
taire du cdne directeur de cet hyperboloide. Ce cone supplémentaire,
qui est du deuxiéme ordre, est le cone directeur de la développable
enveloppe de ces plans tangents. Ainsi :
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Trgorime VI. — La développable enveloppe des plans tangents
auzx surfaces trajectoires des points d’'une droite a un cone directeur
du devwxiéme ordre.

Cherchons le degré de cette développable. Considérons pour cela
un premier déplacement de G : nous savons que les tangentes aux tra-
jectoires des. points de cette droite appartiennent & un paraboloide
contenant G. Pour un autre déplacement de la droite maobile, a partir
de sa premiére position, nous aurons’un autre paraboloide passant
anssi par G. Les tangentes aux trajectoires d’'un méme point m pour
ces deux déplacements sont donc les génératrices de deux parabo-
loides. Le plan de ces tangentes étant le plan tangent 2 la surface tra-
jectoire du point m, nous voyons ainsi que les plans tangents aux
surfaces trajectoires des points d’une droite sont tangents a deux para-
boloides ayant une génératrice commune; par suite 'enveloppe de
ces plans tangents est du quatrieme ordre et de la troisiéme classe.
Ainsi : ,

Tagorms VIL. — La développable enveloppe des plans tangents
aux surfaces trajectoires de tous les points d’une droite est du qua-
tridme ordre et de la troisiéme classe.

Nous savons gue les axes de courbure des trajectoires des points
d’une droite mobile G appartiennent 4 un hyperboloide qui contient
1a conjuguée de G relative au déplacement de cette droite [*].

Get hyperboloide des axes de courbure et ’hyperboloide des nor-
males aux surfaces trajectoires des points de G se coupent suivant
cette droite conjuguée de G et suivant une cubique gauche. Un point
de cette cubique est le point de rencontre de I'axe de courbure d’un
certain point m de G avec la normale & la surface trajectoire de ce
point. Ce point de la cubique est donc le centre de courbure de la
section faite dans cette surface trajectoire par un plan normal 2 cette
surface et qui contient la tangente a la ligne trajectoire du point m.
Nous pouvons donc dire :

. Tusorime VI — Les plans normaux aux surfaces trajectoires

[*] Voir Comptes rendus des séances de I Académie des Sciences, séance du 3 mars
13793. .



SUR LES SURFACES TRAJECTOIRES. 63

des points d’une droite, qui contiennent respectivement les lignes décrites
par les points de cette droite pendant un déplacement quelconque, dé-
terminent, dans ces surfaces irajectoires, des sections dont les centres
de courbure sont sur une cubique gauche.

Un point a I'infini sur cette cubique correspond 4 une section nor-
male & une surface trajectoire, dont le plan contient Ja tangente 4 une
ligne asymptotique de cette surface trajectoire. Comme il y a trois points
de cette cubique qui sont 4 I'infini, nous avons ce théoréme :

TarorimE IX. — Surune droite mobile, il y a trois points dont les
" trajectoires sont tangentes & des lignes asymptotiques de leurs surfaces
trajectoires.

Puisque, sur une droite quelconque, il y a trois points de cette na-
ture, les points d’une figure de forme invariable, qui jouissent de Ja
propriété de décrire des éléments de lignes asymptotiques sur leurs
surfaces trajectoires, appartiennent a une surface du troisiéme ordre.
Cette surface doit contenir D et A, car les points de chacune de ces
droites décrivent toujours les mémes éléments de lignes. Ainsi :

TarorimE X. — Le liew des points d’une figure de forme invariable
dont les trajectoires sont tangentes & dés lignes asymptotiques de leurs
surfaces trajectoires est une surface du troisiéme ordre qui contient
les droites D, A. ‘

Pour chaque déplacement, on a une surface du troisiéme ordre diffé-
rente. On peut remarquer que par un point quelconque il ne passe
que deux de ces surfaces du troisiéme ordre. €es deux surfaces corres-
pondent aux déplacements qui font décrire & ce point des éléments”
des deux lignes asymptotiques de sa surface trajectoire.

Si une droite est telle que, pour un déplacement, les trajectoires de
" quatre de ses points sont tangentes 4 des fignes asymptotiques des sur-
faces trajectoires de ces points, cette droite est tout entiére sur la sur-
face du troisiéme ordre relative i ce déplacement, et, par suite, tous
ses points jouissent de cette propriété. Ainsi :

TrafortMe XI. — Si les trajectoires de quatre points d’une droite
sont tangentes & des lignes asymptotiques des surfaces trajectoires de
ces points, il en est de méme des trajectoires de tous les points de la
droite. :
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Tous les pomts des droites réelles de la surface du troisiéme ordre
dont nous venons de parler jouissent de la propriété de décrire simul-
tanément des éléments de lignes asymptonques sur lears surfaces tra-
jectoires. Comme sur une surface du troisiéme ordre il 'y a toujours
une droite réelle, nous voyons que :

Tasorime XII. — Dans une figure de forme invariable, il existe
toujours une droite dont tous les points décrivent des éléments de lignes
asymptotiques sur leurs surfaces trajectoires.

Je ne compte pas les droites D, A, qui peuvent étre imaginaires.

Pour deux instants consécutifs, nous pouvons considérer deux sur-
faces du troisiéme ordre analogues 4 la précédente. Les points'de la
ligne d'intersection de ces deux surfaces décrivent des ' trajectoires
ayant successivement deux éléments communs avec des lignes asym-
ptotiques. de leurs surfaces trajectoires, c’est-a-dire ayant avec ces lignes
asymptotiques un contact du deuxi¢me ordre. Les deux surfaces du
troisiéme ordre se coupent suivant une ligne de 'ordre 32 Ainpsi :

Trsorime XIII. — Le lieu des pdz‘nts'd’zme Jigure dont les trajec-
toires ont avec des lignes asymptotiques de leurs surfaces tm]ectozres
un contact du deuxzeme ordre est une ligne d’ordre 3.

Introduisons, pour un troisiéme instant, une troisiéme surface dn -
troisiéme ordre. Cette surface coupe les denx premiéres aux points
dont les trajectoires ont un contact du troisiéme ordre avec des lignes
asymptotiques des surfaces trajectoires de ces points. Ces trois surfaces
se coupent en 3° points. Ainsi : :

Tatortme XIV. — Les points d’une figure don les tm]ectozres ont
un contact du troisibme ordre avec des lignes as_ymptottques des sur-
Jaces trajectoires de ces points sont au nombre de 3.

La cubique ganche qui entre dans 'énoncé du théoréme VIII ren-
contre la droite G en deux points.,Ces deux points de G sont donc
confondus avec les centres de courbure des sections normales 4 leurs

‘surfaces trajectoires. Ces sections normales ont alors leurs rayons de
courbure nuls, et par suite il en est de méme des trajectoires de ces
deux points de G. Nous reviendrons plus loin sur les points d'une
figure dont les trajecloires ont: leurs rayons de courbure nuls.



SUR LES SURFACES TRAJECTOIRES. 65

Cherchons combien il y a de points sur une droite dent les trajec-
toires ont leurs plans osculatenrs normaux aux surfaces trajectoires de
ces points.

Prenons un plan paralléle aux tangentes aux trajectoires de tous les
points de la droite mobile G, et considérons sur ce plan la trace du
cone directeur de la développable enveloppe des plans osculateurs des
trajectoires de G. Par le sommet de ce ¢6ne menons des paraliéles aux
normales des surfaces trajectoires des points de G. Ges paralléles sont
les génératrices d’un deuxiéme cone du second ordre.

On demande alors un plan tangent au premier cone directeur, qui
coupe celui-ci suivant une droite perpendiculaire & la trace de ce plan
tangent sur le plan de la base du premier céne.

Le lieu des perpendiculaires abaissées du sommet de nos cénes sur
les tangentes 4 la base du premier de ces cénes est du troisiéme ordre.
Ce cone du troisiéme ordre coupe le cone directeur de ’hyperboloide
des normales aux surfaces trajectoires des points de G suivant six
génératrices. Il y a done six droites répondant 4 la question que nous
nous étions posée, et, par suite : ' :

Tatortme XV. — A un instant quelconque du déplacement continu
d’une droite, il y a six points de cette droite dont les trajectoires ont
leurs plans osculateurs normauzx auzx surfaces trajectoires de ces points.

Ou, en d’autres termes :

Sur une droite mobile, il y a six points dont les trajectoires sont
osculatrices & des géodésiques de leurs surfaces trajectoires.

1l résulte immédiatement de 14 que :

Treorime XVI.— Lelieu des points d’une figure dont les trajectoires
ont leurs plans osculateurs normaux aux surfaces trajectoires de ces
points est une surface du sixiéme ordre.

Avant d’examiner ce qui concerne les points d’une figure de 1’espace
dont les trajectoires ont leurs rayons de courbure nuls, je vais dire
un mot du sujet analogue pour le cas du déplacement d’une figure
plane sur son plan.

Pour que le rayon de courbure de la trajectoire d’un point soit nul,
il faut que, pour un déplacement infiniment petit, I'arc décrit soit infi-

Journ. de Math. (3¢ série), tome I. — FEvriER 18755, ’ 9



66 A, MANNHEIM,

niment petit d’ordre supérieur. D’aprés cela, {e centre instantané de
rotation est le seul point 7¢ef dont la trajectoire ait un rayon de cour-
bure nul. , '

Mais nous savons que ke lieu des centres de courbure des trajectoires
de tous les points d’une droite est une conique [*]. Les points de ren-
contre de la droite et de cette conique sont ceux dont la trajectoire
aun rayon de courbure nul ; d’aprés ce que je viens de dire, ces deux
points doivent étre imaginaires. Comme il y a aussi deux points ima-
ginaires sur toute droite du plan mobile, les points de ce plan dont -
les trajectoires ont leurs rayons de courbure nuls appartiennent 4 une
conique imaginaire.

Le centre instantané de rotation, étant un point réel de ce lieu, doit
étre un point double, ¢'est-a-dire que cette conique se compose de deux
droites imaginaires. ' '

Je dis de plus que ce lien passe par les points imaginaires & Pinfini ’
situés sur un cercle. Pour le montrer, considérons sur le plan mobile
une circonférence de cercle tangeute, & la base de la roulette du mou-
vement épicycloidal de ce plan, au centre instantané de rotation. Le
lieu des centres de courbure des trajectoires des points de cette cir-
conférence est, comme il est facile de le voir, une circonférence de -
cercle tangente  la premiére au centre instantané de rotation. Les
points d’intersection de ces deux circonférences, qui ne sont autres
que les points imaginaires 4 Iinfini, doivent donc ‘éire considérés
comme donnant lieu chacun & une trajectoire dont le rayon de cour-
bure est nul. Nous avons du reste vu que ces points sont immobiles.

Il résulte de la déja que : .

Tatoriue XVIL — Les centres de courbure des trajectoires des points
d’une courbe qui passe par les points imaginaires a Uinfini situés sur
un cercle appartiennent & une courbe qui passe ausst par ces points[™].

[*] Cette propriété est due 3 M, Rivals. Elle a été publiée dans un Mémoire de
M. Bresse, inséré dans le XXXVe cahier du Journal de I’Ecole Polytechnigue.

[**] La formule de Savary donne trés-simplement 1’équation en coordonnées po-
laires du lieu des centres de courbure des trajectoires des points d'une courbe quel-
conque. (Voir Journal de I’Ecole Polytechnique, XXXVII® cahier : Constructions des
centres de courbure, etc.} :
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On voit aussi que les points du plan dont les trajectoires ont leurs
rayons de courbure nuls appartiennent 4 deux droites imaginaires se
coupant au centre instantané de rotation et passant par les points
imaginaires 4 P'infini. Les droites imaginaires qui sont les asymptotes
d’an cercle de rayon nul ont été nommées droites isotropes par M. La-
guerre. :

En faisant usage de cette expression, nous dirons alors :

Trsorime XVII. — Lorsqu'un plan glisse sur lui-méme, le lieu des
poins de ce plan dont les trajectoires ont leurs rayons de courbure nuls
se compose des droites isotropes qui se coupent au centre instantané
de rotation. '

On peut arriver immédiatement a ce résultat en employant la for-
mule de Savary. ' '

Ce dernier procédé, pas plus que ce que j’ai dit précédemment pour
démontrer le théoréme XVIII, ne laisse voir la marche 4 suivre pour
arriver aux généralisations des derniers théorémes énoncés. )

Une simple remarque nous éclairera 4 ce sujet.

Relativement 4 I'un quelconque de ses points, une droite isotrope
-qui passe par le centre instantané est normale 4 la trajectoire de ce
point. Les points du plan mobile dont les trajectoires ont leurs rayons
de courbure nuls sont donc ceux dont Ies normales i ces lignes trajec~
toires sont des droites isotropes. Nous sommes donc conduit & faire
remarquer que :

Tagortme XIX. — Lorsqu'en un point non singulier d’une courbe la.
normale est une droite isotrope, cette courbe a en ce point un rayon de
courbure nul.

Cette normale isotrope est aussi, comme Pon sait, tangente  la
courbe. On peut donc énoncer ce théoréme en parlant de tangente an
lieu de normale.

Analytiquement, ce théoréme résulte immédiatement de I'expression
du rayon de cofirbure d’une courbe plane, puisque le numérateur de
cette expression, égalé & zéro, montre que les points de la courbe pour
lesquels le rayon de courbure est nul sont ceux pour lesquels la tan-
gente A la courbe a pour coefficient angulaire = y—1.

Dans le cas d’une figure de I'espace, nous considérerons le cercle

9-0



68 A, MANNHEIM.

imaginaire 4 I'infini situé sur une sphére. Les plans tangents i ce cercle -
sont des plans isotropes, etles droites qui rencontrent ce cercle sont des
droites isotropes.

Reprenons la droite G de I'espace. Les points de cette droite dont
les trajectoires ont leurs rayons de courbure nuls sont ceux pour les-
quels ces trajectoires ont pour tangentes des droites isotropes. Les
plans normaux en ces points & ces courbes qui passent par la conjuguée
de G doivent donc ére des plaus isotropes. 11 ¥ aura dong sur la droite
deux points dont les trajectoires ont leurs rayons de courbure nuls,
Ppuisque par la conjuguée de cette droite on ne peut mener que deux -
plans isotropes. Ainsi:

Tatorime XX. — Sur une droite mobile, il y a déux points imagi-
naires dont les trajectoires ont leurs rayons de courbure nuls.

- Nous aurions pu arriver 4 ce résultat en raisonnant comme nous
Vavons fait précédemment pour le cas d’une droite mobile sur un
plan.

En effet, dans le cas du déplacement infiniment petit d’une figure
- dans l'espace, les arcs décrits simultinément sont du méme ordre. 11
n’y a donc pas de point réel dont la trajectoire ait son rayon de cour-
bure nul. Nous savons que le lien des axes de courbure des trajectoires
de tous les paints d’une droite est un hyperboloide [*]; les deux
points de rencontre de Ia droite mobile et de cet hyperboloide sont
ceux dont les trajectoires ont leurs rayons de courbure nuls.

§il'axe de courbure qui rencontre la droite n’était pas relatif 3 la
trajectoire de ce point de rencontre, mais bien 4 la trajectoire d’un autre
point de la droite mobile, il en résulterait que cette droite serait nor-
male 4 la trajectoire de ce point et, par suite, aux trajectoires de tous
ses points. Elle rencontrerait alors les axes de courbure des trajec-
toires de tous ses points et serait tout entiére sur l’hyperbolmde lieu
de ces axes.

Nous voyons denc comment on retrouve le théoréme XX, et nous
voyons, en outre, que :

[*] Voir Comptes rendus des séances de I’ dcadémie des Sciences, séance du 3 mars

1873.
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Tarorime XXI. — Lorsqu'une droite est normale & la trajectoire
d’un de ses points, elle est tout entiére sur I'kyperboloide des axes de
courbure des trajectoires de ces points [*].

1l résulte immédiatement du théoréme XX que :

Tasorime XXII. — Le lieu des points d’une figure de forme inva-
riable dont les lignes trajectoires ont leurs rayons de courbure nuls est
une surface imaginaire du second ordre.

Occupons-nous maintenant des surfaces trajectoires des points d’une
figure mobile.
Le théoréme XIX peut se généraliser ainsi :

Trsorime XXIIL, — Lorsqu’en un point non singulier d’une surface
Ia normale est une droite isotrope, cette surface a en ce point ses rayons
de courbure principaux nuls, et réciproquement.

Ce théoréme résulte immédiatement de Péquation qui donne les
rayons de courbure principaux d’une surface.

Si nous votilons obtenir maintenant les points d’une figure de forme
invariable dont les surfaces trajectoires ont unrayon de courbure prin-
cipal nul, nous w’avons qu’a prendre ceux pour lesquels les normales
4 leurs surfaces trajectoires sout des droites isotropes. Mais toutes les
normales aux surfaces trajectoires des points d’une figure rencontrent
D et A; donc les points que nous cherchons sont ceux de la surface
réglée formee par les droites isotropes qui rencontrent D, A. Cette
surface, qui a pour directrices le cercle imaginaire 4 I'infini et les droites
D, A, est du quatriéme ordre. Nous avons donc ce théoréme :

TraforiME XXIV. — Le lieu des points d’une figure de forme inva-
riable dont les surfaces trajectoires ont un rayon de courbure principal
nul est la surface réglée imaginaire du quatriéme ordre qui passe par
le cercle imaginaire et par les droites D, A.

Cette surface a trois droites doubles : D, A et une droite 4 I'infini.
Puisque cette surface contient le cercle imaginaire 4 Yinfini, nous

[*] Ce théoréme résulte aussi de ce que l’hyperbolmde des axes de courbure des
trajectoires des points d’une droite contient Ia con]uguee de cette droite, et que, dans
le cas actuel, la droite mobile est A elle-méme sa conjuguée.
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pouvons énoncer le théoréme suivant, tout 4 fait analogue au théo-
réme XVII : :

Tatforime XXV. — Les centres de courbure principaux des sur-
Jaces trajectoires des points d’une sur;face qui contient le cercle ima-
ginaire de Uinfini appartzennent a4 une surface qui contient aussi ce
cercle.

1l résulte du théoréme XXIV que:

Tarortme XXVI. — Sur une droite mobile, il y a quatre poinis
‘imaginaires dont les surfaces trajectoires ont un rayon de courbure
principal nul.

En un point quelconque de la surface du quatriéme ordre lieu des
droites isotropes rencontrant D et A, le plan tangent 4 la surface tra-
jectoire de ce pomt est un plan isotrope. Si le point que Pon considére
appartient aussi 4 une seconde surface du quatriéme ordre analogue &
la précédente et que I'on obtient aprés un déplacement infiniment petit
de la figure mobile, ce point sera tel, qu'aprés son déplacement le
plan tangent 4 sa surface trajectoire sera encore un plan isotrope. Ce
point aura donc décrit un élément de la ligne de contact de sa surface
trajectoire et de la développable isotrope qui est circonscrite 4 cette
surface trajectoire, C’est-d-dire un élément de ligne de courbure de
celle-ci. Tl en est de méme de tous les points de la ligne d’intersection
de ces deux surfaces du quatriéme ordre. Cette ligne d’intersection se
compose du cercle imaginaire 4 'infini, de trois droites doubles etd’une
courbe du huitiéme ordre.

Introduisons, pour un nouveau déplacement, une troisiéme surface
du quatriéme ordre. Ces trois surfaces du quatriéme ordre contiennent
chacune le cercle imaginaire 4 D'infini et se coupent en quarante-six
points. Ces points décrivent des trajectoires ayant un contact du second
ordre avec des lignes de courbure de leurs surfaces trajectoires. Ils
appartiennent 4 une courbe, 4 laquelle nous allons arriver, et dont tous
les points jouissent de cette propriété. Pour cela, cherchons d’abord le
lieu des points de P'espace dont les trajectoires sont tangentes 4 des
lignes de courbure de leurs surfaces trajectoires.

Reprenons la droite mobile G et I'hyperboloide des normales aux
surfaces trajectoires de ses points. En vertu du théoréme VIII, les centres
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de courbure des sections normales aux surfaces trajectoires des points G,
menées tangentiellement aux lignes décrites par les points de cette
droite pour un déplacement arbitraire, sont sur une cubique gauche.
Cette cubique varie avec le déplacement considéré. Sur chacune des
normales aux surfaces trajectoires des points de G, les centres de cour-
bure principaux sont des positions limites pour les points appartenant
aux différentes cubiques qu’on peut obtenir ainsi. Le lien des centres
de courbure principaux des surfaces trajectoires des points de G est
alors, sur Phyperboloide des normales, la courbe qui limite Ia région
occupée par ces cubiques gauches. Ce lien est donc I’enveloppe de ces
cubiques. Les points de contact de ce lieu et de l'une des cubiques
sont aux points d’intersection de deux cubiques gauches infiniment
voisines; par suite, ils sont au nombre de quatre. Ces quatre points de
contact correspondent a des sections normales dont les centres de
courbure coincident avec des centres de courbure principaux de sur-
faces trajectoires. Ces sections normales sont donc tangentes a des
lignes de courbure de ces surfaces trajectoires. Ainsi :

Trsorsme XXVIL. — Sur.une droite mobile, il y a quatre points
dont les trajectoires sont tangentes & des lignes de courbure des surfaces
trajectoires de ces poinis.

Nous pouvons aussi déduire de ce que nous venons de dire Pordre
de la courbe enveloppe des cubiques. Cette courbe est, en effet, ren-
contrée par une cubique en huit points, et comme elle a toujours deux
points sur la normale & la surface trajectoire d’un point quelconque
de G, elle doit avoir quatre points sur G [*]. Par suite, elle est du
sixiéme ordre. Ainsi:

Tarorime XXVII. — Le lien des centres de courbure principaux
des surfaces trajectoires des points d’une droite est une courbe gauche
du sixiéme ordre. '

Du théoréme XXVII nous concluons, comme précédemment, que :

[*] Ceci est une conséquence de 1a formule g’ - p’q, donnée par M. Chasles pour
déterminer le nombre des points d’intersection de deux courbes gauches tracées sur un
hyperboloide. ( Comptes rendus des séances de I'Académie des Sciences, 16 décembre

1861.) : .
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Tatorime XXIX. — Le liew des points d’une figure dont les trajec-
toires sont tangentes & des lignes de courbure de leurs surfaces trajec-
toires est une surface du quatriéme ordre qui contient les droites D, A.

Cette surface contient la courbe du huitiéme ordre que nous avons

- trouvée déja. On peut aussi remarquer que par chaque point de I'es-

paceil n’y a, en général, que deux déplacements donnant lieu & des
surfaces du quatriéme ordre passant par ce point. '

La courbe lieu des centres de courbure principaux des surfaces tra-
jectoires des points de G rencontre le plan de P'infini en six points.
Ces centres de courbure 4 Vinfini correspondent aux points de la
droite G dont les surfaces trajectoires ont un rayon de courbure prin-
cipal infini, ou, en d’autres termes, qui ont un centre de courbure 4
infini, ¢’est-a-dire qui sont des points paraboliques sur leurs surfaces
trajectoires. Nous voyons alors que :

Tarorime XXX. — Sur une droile mobile, il y a six points qui sont
des points paraboliques sur leurs surfaces trajectoires.

Par suite, comme précédemment, en remarquant que, parmi les
points dont les surfaces trajectoires ont un centre de courbure  I’in-
fini, il y a ceux du-cercle imaginaire 4 I'infini :

Tatorime XXXI. — Le liew des points d'une figure qui sont points
paraboliques sur leurs surfaces trajectoires est une surface du sixiéme
ordre qui contient le cercle imaginaire & Uinfini.

Trorime XXXII. — La courbe dont les points décrivent des tra-
jectoires tangentes aux lignes lieux des points paraboliques sur les sur-
Jaces trajectoires de ces points est de L'ordre 6* — a.

Taforime XXXIII. — Les points dont les trajectoires ont un con-
tact du deuxiéme ordre avec les lignes lieux des points paraboliques
sur les surfaces trajectoires de ces points sont au nombre de 6° — 3o.

Ce que nous venons de dire 3 P'occasion des points dont les sur-
faces trajectoires ont un centre de courbure principal sur le plan de
I'infini peut se répéter en considérant les points dont les surfaces tra-
jectoires ont un centre de courbure principal sur un plan fixe quel-
conque. On trouve encore dans ce cas une surface du sixiéme ordre.
Cette surface coupe le plan donné suivant une courbe du quatriéme
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ordre (théoréme XXIV) et une droite double. Cette droite est, sur le
plan donné, celle qui joint les traces sur ce plan des droites D, A.

Les normales aux surfaces trajectoires des points de G contiennent
chacune deux points de la courbe du siziéme ordre lieu des centres
de courbure principaux de ces surfaces. Parmi ces normales, celles
qui sont tangentes & cette courbe correspondent aux points de G dont
les surfaces trajectoires ont des rayons de courbure principaux égaux.
Le nombre de ces normales, c’est-3-dire le nombre des génératrices de
hyperboloide des normales relatives 3 G, qui sont tangentes 4 la
courbe du sixiéme ordre, donne le nombre de ces points. Au moyen
d’'une formule due 4 M. Chasles [*], on trouve que ce nombre est
huit. Ainsi:

Tatorime XXXIV. — Sur une droite mobile, il y a huit points
dont les surfaces trajectoires ont des rayons de courbure principaux
€gaux.

De la résulte la conséquence suivante :

Taforiwe XXXV. — Le liex des points d’une figure dont les sur-
Jaces trajectoires ont des rayons de courbure principaux égauzx est une
surface du huitiéme ordre.

Les points qui sont des ombilics sur leurs surfaces trajectoires sont
ceux de la ligne double de cette surface du huitiéme ordre.

Cherchons maintenant combien il y a de points sur une droite dont
les surfaces trajectoires ont desrayons de courbure principaux égaux
et de sigiies contraires.

Considérons la droite G, Phyperboloide des normales aux surfaces
trajectoires des points de G et la courbe du siziéme ordre lieu des
centres de courbure principaux de ces surfaces.

A partir d’un point quelconque de G sur la normale qui passe en ce
point et en sens inverse des rayons de courbure principaux, portons
des longueurs égales & ces rayons de courbure. Cette construction
étant faite pour tous les points de G, les extrémités des segments ainsi
obtenus appartiennent 4 une courbe du huitiéme ordre. Cette courbe
renconire la courbe du sixiéme ordre, lieu des centres de courbure

[*] Comptes rendus des séances de U’ dcadémie des Sciences, 16 décembre 1861.

Journ. de Matk. (3¢ série), tome 1. — Fevaws 1875. 10
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principaux des surfaces trajectoires des points de G, en vingt points.
Parmi ces points, il y a sur G quatre points communs a ces deux
courbes et i I'infini six autres points communs & ces deux courbes;
les dix points restants sont répartis par paires sur les généralrices_de
I'hyperboloide des normales. Le segment compris entre” deux de ces
points sur une méme génératrice a son milien sur G. Ce pointde G est
tel que sa surface trajectoire a des rayons de courbure principaux
égaux et de signes contraires; il y a donic, d’aprés ce qui précéde, cinq
points de G de cette nature. Ainsi :

Tarorime XXXVI. — Sur une droite, il y a cinq points dont les
surfaces trajectoires ont leurs rayons de courbure principaux égaux et
de signes contraires. .

D’ott 'on déduit :
Tagorime XXX VIL — Le lieu des points d’une figure dont les sur-

Jaces trajectoires ont des rayons de courbure principaux égaux et de
signes contraires est une surface du cinquiéme ordre.

En terminant, je dois faire remarquer que je ne me suis pas occupé
ici des conséquences qui résultent de la considération d’une droite
mobile, lorsque celle-ci occupe certaine position particuliere. '

Taurai P'occasion de revenir sur ce sujet en parlant de la surface du
sixieme ordre lien des centres de courbure principaux des surfaces
trajectoires des points d'un plan. Ge lieu présente quelques analogies
avec le lieu des points dont les surfaces trajectoires ont un centre de
courbure principal sur un plan. Ces deux lieux sont du sixi¢me ordre, .
ils ont chacun trois droites doubles. Pour lé premier, un point du plan
donne lieu 2 deux centres de courbure; pour le deuxieme, un point
du plan donné correspond aux surfaces trajectoires de deux points.



