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SUR CERTAINS NOMBRES COMPLEXES DE LA-FORME a4 -~ b\/ —C. 317

Sur certains nombres complexes compris dans la_formule
a-+b \/ — ¢
Par 1z P. PEPIN, S. J. -

4. Euler, dans la seconde Partie de son Algébre (Chap. XII, XIII
et XV), résout plusieurs questions d’Analyse indéterminée & Paide
des nombres complexes compris dans la formule générale p +q e,
dans laquelle p et g désignent deux nombres entiers quelconques, et ¢
un nombre entier négatif, ou un nombre entier positif non carré.
Ayant reconnu que le produit de deux fonctions semblables

P +cg?, r*4-cst
est une fonction semblable 7
- (pr=cqs)?+c(psEqr)y,

il conclut que, pour transformer en carré la forme x*+- cy*, dansle
cas ou ¢ est premier, il faut poser .

x4+ yy—c=m(p+gqy—c)’,
ce qui donne
x=m(p*—eg*), y=2mpg,

m désignant le plus grand commun diviseur des deux nombres « et 7.
Dans le cas ot ¢ peut se décomposer en deux facteurs a et b, Euler

pose
x +]’\/—- a.b:(ﬁ-p -+ \/—b.q ’
d’ou

x=ap*—b®, y=apg, x*+cy*=/(ap®+bg*).

2. 1l est évident que les valeurs de x et de y, obtenues par cette
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méthode, rendent la formule x? + cy? égale  un carré; maisil fau-
drait bien se garder d'affirmer qu’un probléme est impossible lorsque
cette méthode ne donne aucune solution. 11 est des cas, il est vrai, o
ce moyen donne toutes les solutions possibles du probléme; mais plus
souvent encore il est insuffisant. Tl est donc nécessaire de n’introduire
ces nombres complexes dans I'Analyse qu'en déterminant les condi-
tions nécessaires pour rendre leur emploi légitime. Clest ce qu'Euler
n’a pas fait; par exemple, il se propose cette question : « Trouver les
carrés qui, multipliés par 5 et ajoutés & 7, produisent des cubes. » Cette
question revient évidemment & trouver, parmi les solations entiéres de
Péqguation 522+ 77°* = 7°, celles dans lesquelles = ==1. Or, en ap-
pliquant sa méthode, Euler obtient, pour exprimer les solutions de
cette équation, les formules suivantes :

x=5p—arpg’, y=q(a5p*—7¢"). 2=5p"+7¢%

dans lesquelles on doit attribuer aux indéterminées p et g toutes les
valeurs rationnelles d’ott résultent des valeurs entiéres pour x, y et z;
puis, ayant reconnu que la seule solution dans laquelle y soit égal
a == 1 correspond aux valeurs p =¢= =4, qui donnent x =2,
y ===1, Euler conclut que 4 est le senl carré qui réponde 2 la ques-
tion. '

Cette conclusion n’est pas légitime, puisque les formules données
par Euler ne sont pas les seules qui puissent transformer en un cube
la forme 522+ 77?; on satisfait également 4 cette condition par les
formules suivantes :

x = 2p*+ 9p*q — 18pg* — 164,

J==p’—9p*q — 18pg* -+ 8%,
2 = 3p*+ apq + 12¢°.

On en déduit la solution d’Euler en posant
g=0, p=1, d’ots ]‘:[,'x_—:z,zzg,

Ces formules et celles d’Euler renferment bien toutes les solutions du
probléme : on les obtient méme toutes en ne donnant que des valeurs
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entiéres aux nombres p et g3 mais, pour conclure que 4 est le seul
carré qui, multiplié par 5 et ajouté 3 7, produit un cube, il reste &
démontrer que 'unique maniére de vérifier en nombres entiers T'équa-
tion

pP—op*q— 18pg® +8¢*==*1

est de poser ¢ = 0, p= == 1. C'estceque nousallons faire, afin de com-
pléter la démonstration d’Euler.
On 2 identiquement

(p+29) (pP*—11pg + hg*) = p* — 9p*q — 18pg° + 8¢";

cette formule ne peut donc se réduire & == 1 que pour des valeurs de p
et g propres & vérifier les deux équations

pP+2g==1, ])2-—Ili)q-i—492=il.

Or le systéme de ces deux équations n’admet que les solutions ration-
nelles g=o0,p===1; p=0, ¢===4, et des solutions non ration-
nelles. Les deux solutions rationnelles donnent x =22, y=z=1,
z = 3; ce qui vérifie I'assertion d’Euler.

5. On ne peut pas non plus considérer comme entiérement dé-
montrés les deux théorémes de Fermat, qui sont’objet des deux pre-
miéres questions du Chapitre XTI, tant que Pon n’apas justifié 'emploi
dé la méthode précédente pour les deux formes x*+ 7%, x*+27%
Or, c’est ce qni n’a été fait ni par Euler, ni par Legendre; celui-ci
s'est contenté de reproduire sur ce point les démonstrations d’Euler.
Gauss est le premier qui ait introduit les nombres complexes d’une
maniére complétement rigoureuse; mais il ne I'a fait que pour les nom-
bres complexes @ + &/ —1, dont il a donné |2 théorie dans son second
Mémoire Sur les résidus biquadratiques. On trouve aussi les éléments
de cette théorie dans un Mémoire de Dirichlet Sur les formes quadra-
tiques & cogfficients et & indétermindes complexes (Journal de Crelle,
t. XXIV). Lemémesavant a considéré les nombres complexes a - b\,’g,
dans son Mémoire Sur Uimpossibilité de Uéquation x® - y° + 2° =
et les nombres complexes de la forme @ + by — 7 dans son Mémoire
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’

Sur l’z’mpo&‘sibz'lité de Véguation x**+ y**=z'*. Dans le premier de
ces Mémoires (Journal de Crelle, t. I1L, p. 354), Dirichlet démontre
que 'unique maniére de vérifier I'équation

b5,

quand la seconde indéterminée Q doit étre divisible par 5, est de poser
PrQyi=(p=uyB, s=g—5¢5

et dans 'autre Mémoire (Journal de Crelle, t. 1X, p. 391) il s'appuie
sur ce théoréme, que la maniére la plus générale de rendre égale & nne
quatorziéme puissance la formule ¢° + 7¢*, ot ¢ et { désignent deux
nombres entiers et premiers enire eux, est de poser )

o+ dV—g=(g+ Ev=7"

et il indique pour ce théoréme une démonstration semblable i celle
qui concerne 'équation
P 5Q =25,

4. Les nombres complexes a+by—1, a+by5, a+by—7
sont-ils les seuls auxquels on, puisse appliquer la méthode d’Euler?
Nous montrerons qu’il en est plusieurs autres. De plus, emploi des
nombres complexes @ + by/—7 n’est pas borné au cas particulier con-
sidéré par Dirichlet; il est aussi étendu, nous le verrons, que celui des
nombres complexes @ -+ &y/—1, du moins tant qu'il 'agit d’égaler la
formule 2%+ 7% & une puissance d’'un nombre impair. Quels sont
donclesnombres complexes que I'on peut introduire dans I'analyse in-
déterminée des nombres entiers, et quelles sont les conditions néces-
saires pour en légitimer I'usage? Telle est la question que je me pro-
pose de résoudre dans la premiére Partie de ce Mémoire; non pas, il
est vrai, d'une maniére compléte, mais en me bornant aux nombres
complexes compris dans la formule a + b V—¢, ot a et b désignent
‘des nombres entiers quélconques, et ¢ un nombre entier et positif. La
seconde Partie du Mémoire est consacrée & montrer, par la solution
d’un grand nombre de problémes, les avantages de la théorie exposée
dans la premiére Partie.
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PREMIERE PARTIE.

I

5. Nous rappellerons d’abord un théoréme déja démontré par
Legendre. -

Tatorime I. — Sile nombre p* -+ cq® est impair et premier d c, et
que les deux nombres p et q soient premiers entre eux, les nombres
entiers x et y déterminés par U'équation

(x) x+yy—e=(p+qy=0)"

sont premiers entre eux.

Démonstration. — Soit 6 un nombre premier diviseur commun des
deux nombres x et y; I'équation &* + ¢y® = ( p* + cq* )™ montre que ¢
doit étre diviseur de p*+ cg*; 0 est donc impair et premier relative-
ment & ¢. D'ailleurs la valeur de x déterminée par I’équation pro-

posée est

m{m—1}{m—2)(m—3)

mim—1}
1.2.3.4

cgiptTi— L.
1.2 r

r = Pm__ cqz pm—2+

Si dans le second membre on remplace partout ¢g® par — p*, on aura,
a cause de la congruence cg*=— p* (mod. 9}, :

i , m{m—1) m{m—1)(m—2){m—3}
x=p" I+ ——= + 1.2.3.4 + ...

=Lpm (1 + 1)+ (1 — 1) ]=2"""p" (mod. 6}

Or, ¢ étant diviseur impair de x, devrait diviser p; mais alors on con-
clurait de la congruence cq*==— p* (mod. §), que le produit c¢® serait
divisible par 9, ce qui est impossible, puisque ¢ est premier relative-
ment 4 9, et g relativement 4 p, multiple de . Les deux nombres x ety
n’ont donc pas de diviseur commun.

Journ. de Math. { 3¢ série), tome I. — Seerempre 1875. 41
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6. TuroriMme II. — Solent
a4 cat=A, b*+cbj=B;

si A et B sont premiers entre eux et premiers relativement & c, si de
plus les dewx nombres a et a, sont premiers entre eux, ainsi que.les
dewx nombres b et b,, les nombres x, y déterminés par Uéquation.

1 » P

(2) x—l—f\/—:c;:(a—i—a, y—e) (68, \/———c)

sont aussi premiers entre eux.

On déduit, en effet, de cette équation

z? 4+ cy*= (a®+ ca?) (b + cb}) = AB;
en sorte que, si un nombre premier § divisait en méme temps x et ¥,
il diviserait I'un des deux nombres A ou B sans diviser I'autre. Suppo-
sons B divisible par § et A premier relativement 4 6, et multiplions les
deux membres de I'équation (2) par I'expression 2 — a,\- -c¢; du ré-
sultat de cette multiplication,

(ax +acy) +J—clay —ax) =Ab+ V—cAb,,

on déduit -
ax + ajcy =Ab, ay—a,x=Ab,.

Le nombre § devrait donc diviser en. méme temps les deux produits
Ab, Ab,, et, comme il est premier avec A, il diviserait les deux nom-
. bres b et &,, contrairement  I'hypothése. Donc les deux nombres x
et y sont premiers entre eux.

7. Cororraire 1. — L’éguation
&+ e =ta+by=0) (p+-gV=0)"

détermine pour x ety des waleurs entiéres et premiéres entre elles,
toutes les fois que, les deux nombres a®+ cb*, p*+- cq® étant impairs
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et premiers entre eum, comme avec le déterminant — c, les deusx nom-
bres a et b sont premiers entre eux, ainsi que les nombres p et .

En effet, si Pon pose (p + gy— ¢)" =P+ Qy—c¢; les deux fonc-
tions entiéres de p, g et ¢ désignées par P et Q auront des valeurs en-
tiéres et premiéres entre elles (théoréme I), en sorte que I'équation

x+yy—c=(a+by—c) (P+Qy—c)

remplira les conditions du théoréme II; les nombres x ety seront
donc premiers entre eux.

Cororrarre 1T. — Si les nombres a® + cb?, a? + cb?, a% + cb},...
sont impairs, premiers entre eux deux & deux et premiers relativement
& ¢, si en outre les deux nombres a et b sont premiers entre eux, ainsi
que les deux nombres a, et b, a, et b,,..., Uéquation

ms

x+ yy=—c=(a+by—c)" (a,+ b, V=c)"(as+ b,y—c)

Y

ou m, m,, my,... sent des exposants entiers et positifs, détermine,
pour x et i, des valeurs entiéres et premiéres entre elles.

Posons pour les valeurs o, 1, 2,... de?
((1,'+ b; «.:Z')mi:: A+ B,J—--_.C;

les nombres A, et B; sont entiers et premiers entre eux (théoréme I).
Il en est de méme, en vertu du théorémeII, pour les nombres x,
et 7y, &z €F Fageeey déterminés par les équations successives

(A+B y=¢) (A, +By—¢c)=x,+r,V—c,
(Ay+Boy—o) (i + 70 V—¢) =Xa+FsV—Cseery

et, comme cette suite de nombres x,, 745 L2y V25--- S€ termine aux
nombres x et ', ceux-ci sont aussi premiiers entre eux.

Tous ces théorémes que nous venons d’établir supposent simple-
ment que — € nesoit pas un carré, en sorte que toute équation

A+By—e=P+Qy—c,
41.
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ou A et B, P et Q désignent des nombres rationnels, soit équivalente

aux deux équations )
A=P, B=Q. :

Dans ce qui va suivre, nous supposerons que ¢ désigne un nombre
entier et positif, et nous considérerons d’abord le cas ot toutes les
formes quadratiques positives et impaires de déterminant — ¢ sont com-
prises dans une méme classe. I’emploi du facteur complexe p +([\f—,—_c, '
conformément & la méthode d’Euler, est alors parfaitement légitime.
C'est ce que nous verrons dans les théorémes suivants; mais aupara-
vant nous rappellerons certaines relations entre les représentations
propres d'un nombre composé M par la formule x*- ¢ 2, et les solu-
tions de la congruence x*+ c= o (mod. M).

8. Nous disons avec Gauss que deux nombres (x, ) forment une
représentation propre d’un nombre impair M par la forme (a, 8, ¢),
lorsqu’ils sont premiers entre eux et qu'ils vérifient I'équation

ax*+ 2bxy +cy*=M.

Il est évident d’abord que toute représentation propre d'un nombre M
par la forme x?-+¢y*® conduit 4 une solution de la congruence
2®+ c=o0 (mod. A); car, x et y étant premiers entre eux, on peut
poser ; ;
z=uy (mod. M), »*(u®+ c)=o0 (mod.M),
d’ou
2%+ ¢=o0 (mod. M).

De plus, comme, dans les cas dont nous nous occupons, ¢ n’a pas de
diviseur carré impair, le nombre M est nécessairement premier avec c,

et, par conséquent, la valeur de « est différente de zéro.
Réciproquement, toute racine z de la congruence

x*-c=o0(mod. M)

conduit & deux représentations propres du nombre M par la forme
x*+ cy?, formées par les mémes valeurs numériques p etq; ou — p
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et — g des indéterminées x et y, dont le rapport 'é est congru 4 Ja ra-

w4t
AL

cine %, suivant le module M. Eu effet, le quotient étant un nombre

i

entier, la formule

a : ec o
Mx®— 2uxy +—5— 3

sera une forme quadratique de déterminant — ¢, équivalente par con-
séquent & la forme x*+ cy?, puisque nous supposons que toutes les
formes quadratiques de déterminant — ¢ appartiennent & une méme
classe. Soit donc x=px'+p,y, y=qx 4+ ¢,y la substitution
propre & transformer (1, o, ¢) en la forme équivalente (M,— u, ":‘—Tc)
Comme la seconde forme devient égale 2 M pour les valeurs x'==1,
7'=o0, la premiére x*+ cy® représentera aussi le nombre M pour
les valeurs & =p, y =g, et pour les valeurs opposées x = —p,
7 = — q. Ce sont deux représentalions propres, car les nombres p
et g, devant satisfaire 4 la relation pg, —gp, = 1, sont nécessairement

premiers entre eux. Enfin de I’équation

2
w-c 2

(pa'+ poy' )+ e(q'+ qoy') =Ma"+ 2ux'y'+ —~ 7

on déduit
p2 4 cg2 =M, PPo+Cqqo=—1u,
d’ou
P (P9 — gpo) = Mg, + qu, p=qu(mod. M);

ainsi le rapport% est équivalent suivant le module M 4 la racine «.

Soit 2* le nombre des racines de la congruence x* - ¢ == o (mod. M}.
A chacune de ces racines correspondront deux représentations pro-
pres du nombre M par la forme x*+- ¢ y?, en sorte que le nombre de
toutes ces représentations sera 2+,

9. Trforime lII. — La maniére la plus générale de résoudre
I'équation
(3) x4 cyt=3",

21
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quand les nombres x, y et 5 doivent Ere entiers et premiers Entre eux,
et gu'en outre 3 doit Etre impair, est de poser

OIS (p-+gV=a)"=P+Qy=0)

de prendre x =P,y =3+ Q, s = prtcgt, et d'attribuer aux let-
tres p et q toules les valeurs entiéres et premiéres entre elles, qui d¢-
terminent pour z des valeurs impaires.” '

Démonstration. — Comme, par hypothése, toutes les formes qua-
dratiques positives et impaires de déterminant — ¢ sont équivalentes
4 la forme principale a2+ cy*, loutes les valeurs impaires de z pro-
pres & vérifier Péquation (3) sont de la forme p* + cg®. Ainsi nos for-
mules donnent pour z toutes les valeurs convenables; il reste & dé-
montrer qu'elles font correspondre i chaque valeur de z toutes les
valeurs compatibles de x et de 7. D’abord les valeurs x==*xP,
y ===Q sont bien premiéres entre elles (théoréme 1), et forment
 ainsi des représentations propres du nombre 2™ par la forme x*+cy®.

Nous aurons démontré que nos formules donnent toutes les repré-
sentations propres de z" par la forme % -+ cy?, et, par suite, qu'elles
font correspondre 4 chaque valeur de z toutes les valeurs compatibles
de x et de y, si nous faisons voir qu'en prenant successivement pour p
et g toutes les représentations propres de z par la forme x* + cy?, les
valeurs correspondantes de == P, == Q formeront toutes les représen-
tations propres de z” par la méme forme. Or, d’aprés ce que nous
avons dit plus haut (8), ce dernier point est obtenu si nous montrons

‘que les valeurs du rapport 3 sont congrues aux diverses racines de la
*

congruence A
x* 4+ c=o (mod.2z").

On sait d’aillears que les diverses racines de cette congruence corres-
pondent une 4 une aux diverses racines de la congruence

22 4 ¢ =0 (mod.z)

et leur sont respectivement congrues suivant le module z. 11 suffit

N . Py, P
donc de montrer que les diverses valeurs du rapport Qdetermmees par



SUR CERTAINS NOMBRES GQMPLEXES DE LA FORME @+ b \/ —C. 327

nos formules sont cougrues suivant le module z aux diverses racines
de la congruence x*+ ¢=o (mod. z), de telle sorte qu'a une ra-
cine « de cette congruence corresponde une valeur congrue, suivant
le module z, du rapport =+ Et, en effet, les valeurs de P et Q qui satis-

Q
font  cette condition sont déterminées par celle des solutions de 1’¢é-

uation p®+ g®*c = z, dont les termes p et ¢ sont liés entre eux par la
q pP+q s X petq p

relation 55& (mod. z). Pour le démontrer, il suffit de multiplier
par p — g y— c les deux membres de I’équation (4), ce qui donne
(p+gv—2e)"" (p*+ cg*) = (Pp+qQ) +v— c(Pg —Qp);

posant donc R
+Ky—c,

(p+qV—e)™"

Pg — Qp=XKz, gssza (mod. 2).

1l

on aura

Ainsi & toute racine « de la congruence x?+ ¢ ==o0 (mod. z) nos
formules font correspoudre deux représentations propres P,Q; — P,

— Q de z” par la forme x?-+ cy?, telles que le rapport-g soit congru

a « suivant le module z. Nos formules donnent donc pour chaque va-
leur de z toutes. les valeurs compatibles de x et de y; elles donnent,
par conséquent, toutes les solutions de I'équation {3), qui satisfont
aux conditions énoncées.

10. Treorime IV. — Soient A, B, G,... des diviseurs impairs de
la formule x*+ cy*, premiers entre eux deux a deux; pour obtenir
toutes les solutions de U’ équation

(5) x4 cy?= AmB™ D™, .
en nombres entiers et premiers entre eux, il suffit de poser

(6) sty = = (a-ra, y=¢)" (b+b V=)™ (d+d,y=c)™..

de ramener le second membre & la forme P+ Qy—c en effectuant
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les calculs indiquds, puis de donner dans les deusx polynomes P et Q
auz lettres (a, @), (b, by)s (d; d,), ... toutes les valeurs entiéres qui
Jforment respectivement des représentations propres des nombres A, B, D
par la forme x*+ cy*.

Les valeurs de et de y ainsi déterminées sont premicres entre
elles (7); elles vérifient I'équation (5), puisque celle-ci se déduit de
I'équation (6 ) multipliée membre & membre par celle qu’on en déduit
en changeant le signe de y— c. Elles forment donc des représenta-
tions propres du produit A"B™D™...; il s'agit de démontrer que
toutes les représentations propres de ce produit sont données par la
formule (6), ou bien, ce quirevient au méme, d’aprés ce qui a été dit
plus haut (8), que dans les diverses solutions déduites de la for-
mule (6) les diverses valeurs du rapport ; sont respectivement con-

grues, suivant le module A”B™D™... 2 toutes les racines de la con-

gruence 7
u?4-c=o (mod. A"B™D™...).

D'ailleurs les nombres A, B, D,... étant premiers entre eux deux a
deux, on obtient toutes les racines de cette congruence en prenant,
pour chacune des combinaisous &, 3, 0,..., que Pon peut former avec
les racines des congruences

(@) &a*+c==0 (mod.A™), B*+c=o0 (mod.B™), °+c==0 (mod. D"™),...,
la valeur de u, comprise entre — £ A™B™D™... et + LA"B™D™,...,

qui vérifie les congruences

() uw=a(mod. A™), w=f(mod.B™), z==0(mod.D™),....

Désignons par ¢/, f, o,... les résidus minimum de a, §, 0,..,
suivant les modules respectifs A, B, D,.... La valeur de z déterminée
par les congreences () vérifie évidemment les suivantes :

(¢) u=d(mod.A), u=pg (mod.B), u=0" (mod.D),...,
et les nombres o, 7, ¢',... sont des racines des congruences respectives

(d) ¢*+4-c=o0(mod.A), "+ c¢=o (mod. B}, ¢”*+c==0(mod.D),....
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Or les rasines des congruences {a) correspondent une i une aux ra-
cines des congruences (d} et leur sont congrues suivant les modules
respectifs A, B, D,. .. Nous aurons donc démontré que la formule (6)
donne toutes les solutions propres de I’équation (5 ), si nous montrons
qu’elle détermine pour chaque systéme de solutions o', ', ¢',... des
congruences {d) des valeurs de x et de y, dont le rapport désigné par z
vérifie les congruences (c). Effectivement, si 'on choisit parmi les di-
verses valeurs possibles de (a, a,), (b, b,), (d, d,)},... celles qui satis-
font aux congruences

a=da,{mod. A", b==fb,(mod.B), d=dd,(mod.Dj,...,

le rapport u des valeurs obtenues pour x et y vérifiera les con-
gruences (c). Nous pous contenterons de le démontrer pour la pre-
miére, la démonstration étant la méme pour toutes.

Multiplions les deux membres de I'équation (6 par ¢ —a, V~ ¢,
et posons

(@ ayW =)™ (b4 byy—¢)™(d-+-diy—¢)™... = F+ Gy=3,

en désignant par F et par G la partie réelle et le coefficient dey —c
dans le développement de la fonction imaginaire renfermée dans le
premier membre. Notre produit se mettra sous la forme

ax+a,cy+y- clay—a,x}y=AF + AGy— ¢,

et Von en déduira

ay — a,x = AG, == "(mod. A).

LY
Ainsi la congruence a==«'a, (mod. A) entraine comme conséquence
. . z g
nécessaire la congruence > = u==¢'(mod. A). En remplacant «, q,,
A,o, par b, b,. B, ', ou par d, d,, D, &,..., nous démontrerions
de méme que les congruences z==['(mod.B}), z=¢'(mod.D),...
sont des couséquences des congruences b= f'b,, d=d4d,,....
Donc la méthode proposée dans notre théoréme donne bien toutes les
représentations propres du produit A*B™D™:, ... par laforme 2*+cy*.

Journ. de Math. (3¢ séric), tome I. — Ocrome 1875. 42
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Ce théoréme nous permet de donner i I'usage des facteurs com- -
plexes p + g y— ¢ une extension plus grande que celle qui résulte du-
théoréme III. )

41. Tudorime V. — Si lon désigne par H un diviseur impair de la
Jormule x*+ cy?, et par x, y, z des nombres entiers et premiers entre
ewx deux ¢ deuzx, dont le dernier z doit étre impair, toutes les solutions
de I’équation '

.

(7) . x2+6]2=HZ'",
peuvent se déduire des formules

{8} ixijv’:z= (a+by—¢) (p—l—q v—e)"s 2 = p* -+ cq*,

en y combinant successivément chacune des représentations pro-
pres (a, 8) du nombre H par la forme x* + cy*®, avec toutes les valeurs
entiéres et premiéres entre elles de p et q propres & donner des va-
leurs impaires a la formule p* + cq®.

Dans le théoréme III, les formules (3) et (4) sont équivalentes,
sous les restrictions posées que z soit impair et que les nombres x et y
soient premiers entre eux. Il n’en est pas de méme des formules(7)
et (8), car la derniére peut donner pour x ety des valeurs qui ne
soient pas premiéres entre elles. Qu'on y fasse, eneffet,p=a,qg=—10b;
elle deviendra

-

txtyy—c=(a*+cb?)(a~ by—c)"'=HA+HBy—c,

les nombres rationnels et entiers A et B étant déterminés par 1'équa-

o (a— By—a)™ = A + By 5.

On aura donc x === HA, ¥ = * HB. Mais cela n’a pas d’inconvé-
nient, pourvu que la formule (8) donne toutes les solutions de I'équa-
tion (7) qui satisfont aux conditions énoncées. C'est ce qui a lieu
effectivement, ainsi que nous allons le démontrer. :

D’abord la formule z = p* + cq* donne bien toutes les valeurs con-
venables de z, puisque, par hypothese, le déterminant — ¢ est tel, que
tout diviseur impair de la formule x* + cy? est lui-méme représenté
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par cette formule. De plus, & chaque valeur de z premiére avec H, la
formule (8) fait correspondre toutes les valeurs entiéres et pre-
miéres entre elles de x etde 5, qui forment avec cette valeur de z des
solutions del'équation (7); onle déduitimmédiatement du théoréme IV,
en réduisant 4 deux le nombre des facteurs dans le second membre de
équation (5), eten remplagant A™, B™ par H et z, I nous suffit
donc de démontrer que, dans le cas ot1 z recoit une valeur divisible par
quelque facteur premier de H, la formule (8) donne toutes les repré-
sentations propres du produit Hz™ par la forme x* + ¢ y2.

Soient A,, A,,... les facteurs premiers communs de H et de z; po-
sons

H=AAAY,..., z== BAYAY. .5

les nombres A, B, A,, A,,... seront tous premiers entre eux deux
deux. Il résulte du théoréme IV que toutes les représentations pro-
pres du produit Hz” = AB™A7*+*A7**, _ par la forme 2%+ cy?se dé-
duisent de la formule

| mxxyy—c={(frgy=c) (h+ty—c)"
pae (a, -+ b, V?_—c)ma'+l (42 + bﬂ/:c')mp'ﬂ!'”

en prenant respectivement pour (f,g), (%, k), (a,, b,), (s b,),...
toutes les représentations propres des nombres A, B, A,, A,,..., par la
méme forme x*+ ¢y*®.

Or P'un quelconque des couples de valeurs ainsi obtenues pour x
et y peut aussi se déduire de la formule (8), en y donnant aux nom-
bres a, b, p et g les valeurs déterminées par les deux équations sui-
vantes :

(9)

a+by—c=(f+gy—c)(a,+by—c)(a,+ b, y=c)’...
p+gV=c=(h+ky=c)(a, +b,y—c)" (@ + b y—2)...,

ou les valeurs des nombres (f, g), (%, k),... sont supposées les
mémes que dans I’équation {g). D’un ¢bté, ces valeurs sont admissi-
bles duns la formule (8), puisque et b sont premiers entre eux, ainsi
que p et g (u° 7); de Pautre elles transforment la formule (8) en la

42..
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formule {g). Ainsi, pour chaque valeur de z, la {formule (8) donve
tous les couples de valeurs premiéres entre elles de x et de 7, quifor-
ment avec cette valeur de z des solutions de I'équation {7).
On obtientaussi des solutions étrangéres; car, dans le cas auquel se
rapporte la formule (9), si P'on associait entre elles dans P’équation (8)
les valeurs de a, b, p et ¢, déterminées par les deux formules

a+by=e={f+gV=0)(a +by=e) (a+b,y—c)..
p+qgy=c=(h+ky=c)(a,— biy— ) (ar+boy—c)..

on en déduirait pour x et 3 des valeurs divisibles par a? +cb} = A,.

12. Tes déterminants négatifs qui jouissent de la propriété sup-
posée dans les derniers théorémes III, IV et V sont —r1, —2, — 3,
—4, — 73 les valeurs de ¢ auxquelles s’applique la méthode définje
dans ces théorémes sont donc 1, 2, 3, 4 et 7 Nous avons appliqué le
théoréme III -dans un Mémoire sur ’équation x® + y* = Az* (Journal
de Mathématiques pures et appliquées, juillet 1870}, et nous avons in-
diqué le principe sur lequel repose la démonstration précédente. Dans
le cas particulier ot ¢ = 3, les théorémes précédents pourraient aussi
se déduire de ce que tout nombre premier 6/ -+ 1 est le produit de deux
facteurs complexes irréductibles formés au n:oyen des racines cubi-
ques imaginaires de I'unité, conformément & la belle théorie des fac-
teurs complexes donnée par M. Kummer.

Les uombres complexes a-+b V=1,a+by—2, a+b{-3,
a-+b \/:-_4, a+b \/_——_7 ne sont pas les seuls dont 'analyse indé-
terminée puisse lirer de grands avantages; on pent en introduire d’au-
tres beaucoup plus nombreux, mais en apportant quelques modifi-
cations aux théorémes qui en définissent 'usage légitime.

II. — EXTENSION DE LA METHODE PRECEDENTE.

13. Désignons par # un nombre entier et positif, tel que toutes les
formes quadratiques de déterminant — r soient distribuées en divers
genres, dont chacun ne renferme qu’une seule classe. Ces déterminants
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sont assez nombreux : par exemple, sile nombre 2z a 'une des va-
leurs

5, 6, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 16,718, 22, 25, 28, 37, 58,

toutes les formes quadratiques de déterminant —7n se distribuent en
deux classes et en deux genres, en sorte que chaque genre est repré-
senté par une seule classe. De méme, si 7 est égal & I'un des nombres

21, 24, 30, 33, 4o, 42, 45, 48, 57, 6o, 70, 72, 78
85, 88, 93, ro2, 112, 130, 133, 177, 190, 232, 253,

les formes quadratiques de déterminant —n sont comprises dans
quatre genves dont chacun ne renferme qu’une seule classe. Il ya
encore d’autres déterminants négatifs, pour lesquels le nombre des
classes est le méme que celui des genres; ils appartiennent aux classifi-
cations VIII, 1 et XVI, 1 des Tables publiées dans le second volume
des OFuvres de Gauss.

Tous ces déterminants jouissent de cette propriété, qu'un diviseur
impair quelconque A de la formule x* -+ ny* ne peut étre représenté
par une forme quadratique de délerminant — n qu’autant que cette
forme appartient & la classe unique du genre déterminé par le reste de
la division du nombre A, par 'un des modules 47 ou 8. Si I’on ne
prend qu’une forme quadratique par classe, on énonce cette propriété
en disant que toutes les représentations du nombre A parles diverses
formes quadratiques de déterminant —r7 appartiennent 4 la méme
forme.

14. Proposons-nous d’abord de trouver toutes les solutions de
Péquation - '

([) x2+ n‘),-2= z2nH—l’

en nombres entiers, premiers entre eux deux 4 deux, et dontI'un,’z,
doit étre en outre impair. Le théoréme III est ici applicable; car,
z étant impair, les deux nombres z*™*' et z appartiennent au méme
genre, savoir le genre principal, puisque z*"*' est représenté par la
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forme principale. Cette forme x?-- rny* donne donc toutes les repré-
sentations propres des deux nombres z2™+ et z par le systéme des
formes quadratiques choisies pour représenter les diverses classes de
déterminant — n. 11 est donc évident que, si 'on égale p et g de toutes
les maniéres possibles &4 des nombres entiers et premiers entre eux,
les formules

{2) txtyy—n=(p+qi—n)""

y pPngt=1z

donnent pour z toutes les valeurs propres a vérifier I'équation pro-
posée (1). Or, pour chaque valeur de 2, la premiére de ces deux for-
inules détermine pour x et ¥ toutes les représentations propres de
22+t par la forme x4+ ny?. Pour le démontrer il nous suffit (9) de
faire voir que, pour toute solution « de la congruence

a®-+ n=o {mod. z),

notre formule donne pour x et y des valeurs premiéres entreelles, dont
le rapport, désigné par u, vérifie la congruence u=a(mod. z). C’est ce

w'on obtient en multipliant les deax membres par p — g — n.
q P par p—¢q

Posons - L
(p+gV—nr)"=P+Qvy—n);

le produit sera

= (px + cqy) = — n(py —qx)=Pz+Qzy—n,
d’ou

(mod. z).

oy

x
r

Pour que la valeur z du rapport;' vérifie la condition z== «(mod. z),

il suffit donc de prendre pour (p, g) U'une des deux représentations
de z qui correspondent 2 la racine « et satisfont & la congruence

p=uaq (mod. z);
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ce qui est toujours possible, puisque toutes les représentations de z
pour le déterminant — z sont de la forme p* + ng®. Donc :

Takorime VI. — Si pour le déterminant — n le genre principal ne
renferme quune seule classe de formes quadratiques, toutes les solu~
tions en nombres entiers et premiers entre eux de Uéquation

([) a2 n7.2 — g2m+t s

dans laguelle z a une valeur impaire, se déduisent des dquations

)2m+l

fa) txtyy—n=(p+qy—n , Z=p’+ ng?,

en donnant aux lettres p et q de toutes les maniéres possibles des va-
leurs.entiéres et premiéres-entre elles.

Nous devons remarquer que, si le nombre n n’est pas de la torme
81+ 7, et que Vexposant 2m + 1 soit >>1, il est impossible de sup-
poser x, y, z premiers entre eux, sans que % soit impair. Les équa-
tions (2) donnent alors toutes les solutions de I'équation (1) en nom-
bres entiers et premiers entre eux; mais, si le nombre 7 est de la forme
81 +-7, I'équation (1) admet des solutions ol le nombre z est pair,
- et y étant impairs et premiers, soit entre eux, soit relativement 2 z.
Ces solutions devront étre étudiées séparément, dans chaque pro-
bléme ot ’on aura besoin de connaitre toutes les solutions de I’équa-
tion (1) en nowbres entiers et premiers entre eux deux 2 deux.

18. Proposons-nous de trouver toutes les solutions de I'équation
[\3) xz_i_n].z:zzm___(ZZ)m

en nombres entiers et premiers entre eux deux 4 deux, dont le der-
nier, z, soit en outre impair. Quel que soit le genre auquel appar-
tienne le nombre z, son carré 2* sera du genre principal, et I'équation

{4) pP+nyt=2z

aura autant de couples de solutions (p,q), (—p, ;q) qu’il y a de
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racines de la congruence-

a* + n== o (mod. 2%).
Or la formule '

(5) imif\/—n=(p%q\/:7t)'"

détermine pour x et ) des valeurs premiéres entre elles, dont le rap-
porl est congru au rapport plq suivant le module p*+ ng®: onle dé-

montre en multipliant les deux membres par le facteur p— gy —m;
ce qui donne

& (px -+ ngy) == (py — qz)= (p*+n¥g?) (p + gV—7n)"",

d’ott
py — qx = Q(p*+ ng*), §E§(m0d. e /?

Donc la formuile (4) donne d’un cbté toutes les valeurs de z* propres
4 vérifier I'équation (3) sous les conditions posées, et, pour chaque
valear de 22, la formule (5) fait correspondre autant de couples de so-
lations (z, ¥), (—x, —y) qu'il y a de racines de la congruence
«®+n==o (mod. z), lorsqu’on égale successivement p et ¢ aux di-
verses solutions propres de 'équation (4). La formule (5) donne ainsi
toutes les représentations propres de (z*® par la forme x* +- ny* (8),
en sorte que toutes les solutions de I'équation (3) se déduisent de
P’équation (5) en y donnant & p et i g, de toutes les maniéres pos-
sibles, des valeurs entiéres et premiéres entre elles, qui rendent la
forme p? -+ ng*égale & des carrés impairs.

Orces valeurs de p et de ¢ peuvent s’exprimer d’une maniére générale
au moyen de deux nombres entiers indéterminés. Pour cela nous
partagerons les solutions de I'équation (4) en deux groupes, dont le
premier renfermera toutes les solutions ot le nombre g est pair, et le
second toutes celles ot g est impair. -

Si ¢ est pair, nous posons ¢ = 2, n=ab, et la décomposition de
I'équation (4), mise sous la forme (z + p){z — p) = 4abf*g*, donne

2z p=oaaf?, z—p=2bg"
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d’ou
(6) z=af*+bg’ p=afi—1bg’, q=2fg ab=n

Si g est impair, nous posons ¢ = fg, et nous déduisons de I'équa-
tion (4)
z+p=aft, s—p=1bg’,
d’ou :

af:_l_bgi qu_b 2
{7) B= g P=——2—§" q=fg, ab=n.

Comme, dans laformule(3), z et x sont premiers entre eux, z doit étre
premier avec 7, ce qui exige que les deux facteurs a, b soient premiers
entre eux dans les formules (6), qu’ils le soient également dans les
formules (7) si 7 est impair, mais qu'’ils aient 2 pour plus grand divi-
seur commun si 72 est pair. Enfin, pour que z soit impair dans les for-
mules (7), il faut, puisque fet g sont impairs, que le produit ab soit
de I’'une des deux formes 8/ ou 47 -+ 1. Ainsi :

Tutorkme VII. — Pour trouver toutes les solutions entiéres et pre-
miéres entre elles de U’ éguation ‘

(3) . x® + ny? = z*",

en supposant z impair, il faut d’abord chercher toutes les solutions de
léquation

() pnyt=2,
ou plutét toutes les formules générales propres a les déterminer. Ces
Jormules générales se déduisent des suivantes :

(6) z=af*+bg*, p=af*—bg*, q=2f3 ab=n,

2 b,,.: 2__[9..1
(7) szz%, P:i_;;., q:fg, ab= n,

en prenant pour a et b toutes les décompositions du nombre n en deux
facteurs premiers entre eux pour les formules (6) et, pour les for-
Journ. de Math. (3¢ Série), tome T. — Ocropse 1875. 4
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mules (7), en deux facteurs premiers entre euzx, sin est de la forme.
41+ 1, endeux facteurs dont le plus grand diviseur commun soit 2,
sin = 8. Puis on obtiendra les valeurs de x et de y, au moyen de
Déquation '

(5) zaxyy—n=(p+qy—n)"=P+Qy—n,

en remplagant dans les fonctions entiéres P, Q les indéterminées p et q
par les fonctions quadratiques déduites des formules (6 et (7)-

16. Afin d’éclaircir cette méthode par un exemple, proposons-nous
de trouver toutes les solutions de I'équation

, .
a% 4+ byt=7zt

en nombres entiers et premiers entre eux deux i deux. La valeur de z
sera nécessairement impaire; car autrement x et y seraient tous deux
impairs, et le premier membre de notre équation aurait la forme
81 -+ 6, ce qui est impossible pour un bicarré. Comme d’ailleurs 5 est
I'une des valears de 7z auxquelles s’appliquent les derniers théorémes,
les valeurs premiéres entre elles de x, de y et de z seront détermi-
nées par les deux équations

axty/—B=(p+qy=3), p+5¢=2.

Toutes les solutions de la derniére équation sont exprimées en fonction
de denx nouvelles indéterminées f, g, au moyen des formules

T s=frabg, mp=f1-5g ¢=2f
23 5 2 2 Ko? .
Z=L-2—g—a ip:l——z—g'y q:fg.
En substituant ces valeurs de p et de ¢ dans les formules

x=p*—bq*, y=o2pq,

on obtient, pour exprimer d’une maniére générale toutes les solutions



SUR GERTAINS NOMBRES COMPLEXES DE LA FORME a-+by—ec. 339

cherchées, les deux systémes de formules

.74'=f“—-'3oj’g2+25g‘, r=4f3(f*—58%), ==j"+5g"

L J— 2 2 5 2 5
Lol 8428, y=f3lf*—58%), s = L0,

X =

Les nombres indéterminés f et g doivent étre entiers et premiers entre
eux; de plus, l'un d’eux doit étre pair dans le premier groupe de for-
male, tandis qu'ils doivent étre tous deux impairs dans le second.

Dans Pexemple que nous venons de choisir, la méthode de décom-
position employée par Fermat et par Euler pouvait conduire au méme
résultal. :

Mais nous donnerons dans la seconde Partie un grand nombre
d’applications ot la méthode de Fermat serait complétement impuis-
sante. : ’

17. On peut établir des théorémes analogues aux précédents pour
les nombres complexes yax -+ — cy, employés par Euler au Cha-
pitre XII de la deuxiéme Partie de son Algébre, pourvu que le pombre
des classes de formes quadratiques de déterminant — ac soit égal au
nombre des genres, comme cela a lien quand le produit ac est I'un des
déterminants composés mentionnés précédemment (13). Supposant
donc cette condition remplie, proposons-nous de trouver toutes les
solutions propres de I'équation '

(1) ax®4cy*=z" a>i, c>I.

Tarorime VIII. — Si lexposant m est pair, 'équation proposée
r’admet aucune solution en nombres &ntiers et différents de zéro.
Comme, par hypothése, chaque genre de formes quadratiques de
déterminant — ac ne renferme gu'une seule classe, le genre principal
sera représenté par la classe principale, et la classe représentée par la
forme réduite (@, o, c) constituera un genre différent du genre prin-
cipal. Il est donc impossible que cette forme ax®+by* devienne
égale & un carré, puisque tout carré appartient nécessairementau genre
principal. .
43..
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18. Si m est impair, les deux nombres z et z* appartiennent au
méme genre relativement au déterminant — ac; le second étant, par
hypothése, représenté par la forme (4, o, c), il en est de méme du pre-
mier z, en sorte que I'équation

(2) capitcqt =13

donnera toutes les valeurs de z propres & vérifier I'équation (r), lors-
qu’on égalera, de toutes les maniéres possibles, aux lettres p et g des
valeurs entiéres et premiéres entre elles. Nous écarterons les solutions -
ol z regoit une ‘valeur paire; dans le petit nombre de cas o ces solu-
tions sont possibles, elles devront étre étudiéesséparément. Le nombre z
étant -impair, toutes les représentations propres de z™ par la forme
(a,0,c)se déduisent de la formule

(3)  xax=yToy=(Yap +y=éq)"

en y égalant les indéterminées p et ¢ 4 toutes les représentations pro-
pres de z par la méme forme (&, o, c¢). En effet, d’aprés les principes
_rappelés précédemment (8 et g), les diverses représentations de z™ par
les diverses classes de formes quadratiques de déterminant — ac cor-
respondent deux 4 deux aux diverses solutions de la congruence

. @*+ac=o (mod. )3

d’ailleurs, z étant impair, les racines de cette congruence correspondent
une & une aux racines de la congruence

B"’ +ac=o (mod. z);

nous aurons donc démontré que la formule (3) détermine toutes les
représentations propres de 5™, si nous faisons voir qu’elle donne, pour
chacune des racines 3, des valeurs de x etde y qui satisfont & la con-
gruence x = fy (mod. z).

Nous démontrerons, du reste, que ces valeurs sont premiéres entre
elles, et qu'ainsi elles forment des représentations ‘propres de z™ par
(a, 0, c). Multiplions & cet effet les deux membres de I'équation (3)
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par yap — y—cq, ce qui donnera pour produit

i

= (apx 4 oq ) £\ — ac(py — qx)=[(ap* — eq?) + V= acapg] " =.

* m—1 .
Commel exposant Py est entier, nous pouvons poser
(a) [(ap® — cq?)+V—ac2pg] * =P+ y—acQ,

en désignant par P et par Q deux fonctions entiéres de p et de g; et
nous aurons les deux équations

(b) apx + cqy = = Pz, py;qx= +=Qz;
d’ot, ayant égard i I'équation ap®+ cq* = 3, nous déduirons
(c) z=5(PpxcqQ), y==(qP=apQ)

D’abord la seconde des équations (&) montre que les valeurs de x
et de y vérifieront la congruence =y (mod. z), si I'on choisit pour
p et g celle des représentations de z qui correspond  la racine § de la
congruence {32+ ac==o (mod. z), puisque alors on aura,

p=pq (mod. z).

De plus, ces valeurs de x et de.y sont premiéres entre elles, pourvu
que 2 soit premier avec le module — ac, ce qui a toujours lieu quand
ac ne renferme pas de facteur carré impair. En effet on déduit de la

formule (3)

m—3

m—i m—3
iw=p[(ap’) T2 gy (o)

+ m(m——l)(m—ﬂ)(m—;")(apz)ﬂ;'—'(cqz)ﬁ +.] .

1.2.3.4

Si x et ¥ avaient un diviseur premier commun §, on voit par I'équa-
tion (1) que ce diviseur serait un facteur de z; on aurait donc

cqg*= — ap®* (mod. 9).

La derniére équation se changerait donc en congruence suivant le

22%
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module 9 par la substitution de cq® & — ap*; donc
"‘_.“’[‘l _ﬁ_mlm——l) + m(m —1)(m — 2){m — 3} +."]’

Eax=p(ap’) * 1.2 - 1.2.3.4

m-—x —I

Ex=2 " p(ap®) * (mod.8);

6 serait donc diviseur commun de z et du produit ap. On déduirait de
'équation ap?+ cq® = z, que 0 diviserait aussi cq. D’ailleurs il ne di-
vise ni & ni ¢, puisque lon suppose z premier avec le prodmt ac
il devrait donc diviser en méme temps p et ¢, contrairement a ’hypo-
thése.

Donc, pour toute valeur de z impaire €t premiére avec le produit ac,
I'équation (3) détermine pour x ety toutes les représentations pro-
pres de z™ par la forme ax* -+ ¢y*?, pourvu- qu on preune pourpetq
toutes fes solutions propres de I'équation ap® + cq* = z. D'ailleurs la
formule ap? +-¢q? = z donne toutes les valeurs de z compatibles avec
I'équation proposée. Toutes les solutions de cette équation se déduisent
donc de la formule (3) jointe 4 la formule (2), en donnant aux lettres
p et g, de toutes les maniéres possibles, des valeurs entiéres et premiéres
entre elles. Donc :

TaforiME IX. — Si Uexposant m est un rombre entier impair, les
. solutions de léquation

() S ax®+cy*=z",
en nombres entiers et premiers entre eux, dont le dernier z doit étre

impair et premier avec le produit ac, sont exprimées d’une maniére
générale par les formules

m(m

ix=p[(ap")ﬂ; ) (ap*) *7 (oq?)

m(m—1)(m—2)(m—3 s e
+ ’,‘.2.3,4”_ (o) T (g ]

m{m—1)(m =3

i_..7=Q[.m(“P2)—’:-+——1_Z3—2")(aP 7 er)
| +m(m—lli-- (m—4)(apa) i_ (gq2)2—..-]' .

{2) z=ap® +cq*,
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oz Von désigne par p et q deux nombres entiers et premiers entre
eux. . ’

19. Soitm = 3. La formule 22? 4 37* ne peut devenir égale & un
cube pair ou multiple de 3, tant que les valeurs de x et de y sont des
nombres entiers et premiers entre eux. D'ailleurs 6 est 'un des déter-
minants qui remplissent les conditions supposées dans le théoréme
précédent. Les solutions, en nombres entiers et premiers entre eux, de
I'équation ‘

22+ 3y* =2

sont donc exprimées d’une maniére générale par les formules
s=api+3g, Ex=p(2p’—9¢) Fr=q6p—3¢)

Aacun des deux nombres x ou y déterminés par ces formules ne de-
vient égal  P'unité pour des valeurs de p et de ¢ entiéres et premieres
entre elles. On peut donc énoncer ces deux théorémes :

I1 est impossible d’obtenir un cube en ajoutant 3 unités an double
d’un carré entier. -

Si lon triple les carrés 1, 4, 9, 16,... et qu'on ajoute 2 a chacun
des produits, aucune des sommes obtenues n'est égale & un cube.

90. Les formes quadratiques dont le déterminant est positif don-
nent lieu  des théorémes analogues aux précédents, avec cette diffé-
rence que, dans le second membre deséquations complexes, auxquelles
on a recours pour déterminer les solutions des équations proposées,
on doit introduire un facteur complexe de I'unité déduit d'une solu-

»

tion de I'équation
2 — nu’=1.

-,

La présence de ce facteur rend plus difficile I'emploi des nombres
complexes compris dans la formule a + b \/n, ot 2 désigne un nombre
positif non carré, excepté les cas particuliers ou Pon peut démontrer
que le facteur complexe de 'unité doit se réduire & Z=1. C'est ce qui
a lieu, par exemple, dans Papplication que Dirichlet a faite des nom-
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bres f4- g\/5, pour démontrer V'impossibilité de I'équation de Fer mat
r+y 4+ F=o0.

21. Je terminerai cette partie théorique de mon travail en rappe-
lant quelques résultats analogues: obtenus par Euler et par Legendre.
Le premier reconnait, dans la seconde Partie de son A4lgébre (n° 186,
187, 188), que la formule ax®-+ cy* ne peut pas toujours se trans-
former en un carré, tandis qu’elle peut toujours se transformer en une
puissance de degré impair quelconque; mais il ne dit rien qui puisse
faire distinguer le cas ol sa méthode pent faire connaitre toutes les so-
lutions du probléme de cenx ol elle n’en donne qu’ une parne. De
plus, la formule ax*® + ¢y® peut aussi se transformer en des puissances
de degré pair; il suffit, pour cela, qu’elle soit comprise dans le genre
principal pour le déterminaiit — ae. Cela a lieu, évidemment, pour la
formule 5x*+ 1 1y, qui devient égale & 16quand ony faitae = y =1,
et 4 g quand on pose x =1, ¥ == 2.

Legendre, dans sa théorie de la mulnphmuon des formes quadra-
tiques (LTéorie des nombres, TV, § % et 5), domne la solution d’un
probléme qui offre beaucoup d’analogie avec ceux dont nous nous
sommes occupés. Il apprend a déterminer, quand cela est possible,
une fonction x, homogéne et du second degré, de deux variables ar-
bitraires y et z, et deux autres fonctions homogénes des mémes varia-
bles, Y, Z, du degré m, et propres & rendre 'équation

(A) LY24+ MYZ + NZ2 = bx™,

identique par rapport aux variables arbitraires y etz. Il est évident que
cette solution analytique de Péquation (A) donnera une infinité de
solutions numériques, lorsqu’on attribuera des valeurs entiéres aux
variables y et z. Mais il i’est pas évident qu’on obtienne, par ce moyen,
tous les systemes de nombres entiers et premiers entre eux Y, Z, x,
propres & vérifier cette équation. G’est la une question importante dont
Legendre ne s’est pas occupé. Nous sommes Ioin de Vavoir envisagée
dans toute son étendue. Tountefois les théorémes que nous venons
d’&ablir apportent & 'Analyse indéterminée des ressources nouvelles,
.dont jessayerai de faire connaitre les avantages dans les applications
qui formeront la deuxiéme Partie de ce Mémoire. :
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DEUXIEME PARTIE.

I. — Sur v'EQuaTioN 2%+ Ccyi=12".

22. Fermat rappelle, dans une Lettre au chevalier Digby, deux
théorémes qu'il avait communiqués a Frénicle : « Je lui avais écrit,
dit-il, qu’il n’y a qu'un nombre carré entier qui, joint au binaire,
fasse un cube, et que ledit carré est 25, auquel, si vous ajoutez 2, il se
fait 27, qui est un cube. Il a peine & croire cette proposition négative,
et la trouve trop hardie et trop générale. Mais, pour augmenter son
étonnement, je dis que, si on cherche un carré qui, ajouté 4 4, fasse un
cube, il ne s’en trouvera jamais que deux en nombres entiers, savoir
4 et 1213 car 4 ajouté a 4 fait 8, qui est un cube; et r21 ajouté 4 4
fait 125, qui est aussi un cube; mais, aprés cela, toute Pinfinité des
nombres v’en saurait fournir un troisiéme qui ait la méme pro-
priété. » .

Euler et Legendre ont démontré ces théorémes 4 I'aide des nombres
complexes @ + by —1, a + &\ — 2, sans semettre en peine de justi-
fier cet emploi. Leur démonstration est complétée par notre
théoréme III (9), ot P'usage qu'ils ont fait de ces nombres com-
plexes est démontré légitime. Nous retrouverons ces théorémes de
Fermat comme cas particuliers dans la solution d’une question plus
générale dont nous allons nous occuper.

23. Désignons par » un nombre premier impair, et par ¢ P'un des
nombres 1, 2, 3, 4 ou 7, et proposons-nous de trouver toutes les solu-
tions entiéres de I’équation

() x4+ en?® =30,

en nous bornant toutefois 4 celles ot la valeur de 3 est impaire, quand

¢ = 7. Nous partagerons ces solulions en deux groupes, dont I’un ren-

fermera celles ou les deux nombres x et z sont premiers entre eux, et

Vautre celles o1 x est multiple de 7. Quand ¢ =1, 2 ou 3, z est néces-
Journ. de Math. (3¢ série), tome l. — OcropeE 1875, /f[l
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sairement impair, premier avec ¢, avec 1 et avec x, tant que les deux
nombres x et n sont premiers entre eux; comme d’ailleurs le théo-
réme III est applicable & ces valeurs de ¢, toutes les solutions du pre-
mier groupe sont données par les formules du n°9, d'oti 'on déduit

(2) ZFx=p(p*—3eg®), xw*=q(3p*—cqg®), z=p*+cq.

Si ¢ =4, outre les solutions en nombres impairs déterminées par les
formules (2), le premier groupe renferme aussi des solutions en nom-
bres pairs non divisibles par r. Pour les trouver, posons x=2x,,
z = 2z,; P'équation (1) divisée par (4) devient

]+ =223,
Or cette équation est résolue d’une maniére générale par les formules
— — —a
zy=f+g%, =x,Enty—1=0+V=1)(f+gy—1),

dans lesquelles fet g sont des nombres premiers entre eux, I'un pair
etI'autre impair. D’abord la formule z, = f % -+ g* donne toutes les va-
leurs convenables de z, ; ensuite pour chaque valeur particuliére de z,
on obtient toutes les représentations propres du produit 22* par la
forme x® -+ ¥, au moyen de la formule

%y —1=(14+y=1) (f—l—g\/—:l-)ax

en prenaut pour f et g toutes les solutions propres de la formule
z, = f* 4- g% car les valeurs de x, et de y sont impaires,et par consé-
quent leur rapport vérifie la congruence z* + r=o (mod. 2); de plus,
comme f etgrecoiventdes valeursliéesavec toutes lesracines de lacon-
gruence 3° + 1=o0(mod. z,) parla relation f — g f=0(mod. z,}, lesdi-
vers systémes de valeurs de x, et de y seront aussi liés respectivement
par la relation semblable x,=p (mod. z,) avec totes lesdiverses ra-
cines de la congruence 3%+ 1==o0(mod. z,); on le démontre comme au
n°9, en multipliant les deux membres de la formule par f— gy—1.
Si 'on tient compte du double signe == qu’on peut donner aux indé-
terminées, on a deux fois autant de représentations propres et diffé-
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rentes entre elles du produit 22° qu'il y a de solutions de la con-
gruence (3?4 1 ==0 (mod. z,); d’ailleurs le nombre des solutions de
cette congruence est le méme que celuides solutions de la congruence
u® 4 1=o (mod. 237). Donc, 4 cause des principes rappelés au n° 8,
notre formule donne toutes les représentations propres du produit 227,
lorsqu’on y substitue successivement toutes les solutions propres de
Péquation 5, = f*-+ g%. On en déduit les formules

Ex=(f+g)(f*—ifg+5")
Ent=(f—g) (f*+4fg+g), 2=/"+5"

dont la seconde permettra de déterminer les valeurs des deux nom-
bres fet g, et par suite celles de x, et de z,.
Comme f et g sont de parités différentes, si I'on pose f+g=p,
—§=1 les deux nombres p et ¢ seront impairs, et les formules pré-
cédentes deviendront

(B) Lax,=tx=p(p*—3¢3), E2n*=q{3p*—q¢*), 25,=z=p"+q".

Quand ¢ =7, les solutions du premier groupe sont données par les
formules (2) si le carré x* est pair, et par d’autres formules que nous
omettrons si, le carré a® étant impair, le nombre z est pair.

Ainsi celles des solutions de I'équation (1), ot les deux nombres x
et n sont premiers entre eux, seront complétement déterminées par
les formules (2), si ¢ désigne I'un des trois nombres 1, 2 ou 3; elles
seront déterminées par les formules (2) et (3) si ¢ égale 4; enfin, si ¢
égale 7, nous nous bornerons i chercher les solutions ou lecarré x® est
pair; celles de ces solutions oi1 & n’est pas multiple de n sont complé-
tement déterminées par les formules (2).

24%. Pour obtenir les solutions dn second groupe, celles ot & est
multiple de n, posons x=nP%, z=n%%, en désignant par Zet §
deux nombres entiers divisibles par n. De plus, pour ne pas trop
allonger la discussion, supposons 2 et ¢ premiers entre eux. L’équa-
tion proposée (1) prend la forme

n2BE2 ¢ en?— n1ge,

44..
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et elle n'est possible qu'autant que les deux plus petits des exposants
2«4, 23, 27 sont égaux. Le cas o les trois exposants sont égaux se
rameéne & celui oft n=1; car alors I'équation devient &4c= g3,
Mais cela n’a lieu que si & = 3X. Les solutions de cette forme se dé-
duiront de celles de ’équation & +- ¢ = &°, qui sera résolue plus bas,
en multipliant £ par n*, et { par #**. Nous pouvons donc supposer que
P'un des trois exposants 2, 23, 3y estplus grand que les deux autres.
Les solutions cherchées seront comprises dans les trois équations

(4) . nz((i-u)ez+c=§s, E“‘+cn"“‘3’= cs’ E’—i—c:n’*‘”?.

La premiére suppose o= 3, puisque F'on a 2a¢=23y. De plus elle

rentre comme cas particulier dans I'équation x*+ ¢=¢*, dont nous
allons immédiatement nous occuper.

23. Silon suppose n=r1, les deux nombres x et  seront néces-
sairement premiers entre eux, en sorte que toutes les solutions de
Péquation (1) seront comprises dans le .premier groupe, et se dédui-
‘'sent des formules (2) et (3), avec la restriction posée pour le cas out
¢ =7.Quand c =1, 2 ou 3, toutes ces solutions sont données par les
formules (2), dont la seconde exige gqu'on fasse

g=z=1, 3p*=cxt1, Etx=p(p*—3cq%),

ce qui est impossible si ¢ = 3. Dans le cas ot ¢=1, on doit faire
p=0, x=o0; et si c=2, on doit faire g==£1, p===1, ce qui
donne Z=ax =25, z=3. Donc : )

TriortmEe 1. — Dans toute la série des carrés 1, 4, 9, 16, 25,...,
il ren existe aucun qui devienne égal & un cube quand or: Uaugmente
d’une unité.

Tatortue 1. — Le seul cube qu’on puisse obtenir en ajoutant 2 d
un carré enlier est 27, qu’on oblient en ajoutant 2 @ 25. (FERMAT.)

Tasoriur I1I. — Aucun cube n'est égal & un carré entier augmenté
de trois unités.

Soit ¢ = /4. Les solutions en nombres impairs sont déterminées par
les formules (2), dont la seconde ¢(3p*— 4¢*)===1 n’admet que
les solutions p==1, g ===1, d’odl’on déduit x ===11, y=5. Les
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solutions en nombres pairs se déduisent des formules (3), dont la se-
conde g(3p*—g¢*) = =2 n’admet, en nombres impairs, que les solu-
tions p==-r1, g==c1, auxquelles correspondent x==+2, z=a2.
Douc :

Taforime IV. — Dans la suite indéfinie des carrés 1, 4, g, 16,
25,..., il v’y en a que deux qui, ajoutés & 4, fassent des cubes; ces
deux carrés sont 4 et 121, qui, ajoutés & 4, font respectivement les
deuz: cubes 8 et 125. (FERMAT.) ’

Seit ¢ =17, et supposons x pair. Toutes les conditions du théo-
réme III (9) se trouvant remplies, les solutions cherchées sont dé-
terminées par les formules (2). La seconde ¢(3p® — 7¢°)===1 étant
impossible, nous concluons :

Taeorime V. — Dans la suite indéfinie des carrés pairs, il 'en est
aucun qui, étant ajouté a 7, fasse un cube,

26. Supposons n>1 et non diviseur de ¢. Si « est multiple de 3,
outre les solutions ou le nombre x est premier avec r, et qui seront
déterminées par les formules (2) et (3), conformément 4 ce que nous
avons vu au n° 23, il y aura des solutions déduites de celles de 'équa-
tion &2+ c=1{°, en posant x =n* et z= n':zg. 1l pourra de plus y
avoir des solutions déterminées par la premiére des équations (4). Elle
ne différe de I'équation que nous venons de résoudre (5) qu’en ce que
I’on doit avoir x = n*#%. Comme r doit étre impair, elle est impos-
sible si c =1, 2 ou 3; elle n’est possible qu’en supposant e =+ 1,
et n=>5 ou 11, sic = 4. Enfin, quand ¢ =7 et qu'on exige que la va-
leur de x soit paire, il 0’y a aucune solution de ce genre.

Dans la suite, nous supposerons que l'exposant a est de 'une des
deux formes 311, 31+ 2, en sorte que toutes les solutions du se-
cond groupe se déduiront respectivement de celles des deux équa-
tions -

(3)
(6)

en faisant & = %%, z = 1®¢ pour la premiére, et x =nr§, z=n7¢

oSV

2 cn'z(o:—a))___.g:t’

-+
2y o= 11,

i3y
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pour la seconde. D'ailleurs la premiére suppose «>>3); il n’y a donc
pas lieu de la considérer si =1 oua. La seconde suppose que le
nombre premier 7 soit lni-méme de la forme x* +cy?.

Nous réduirons donc les solutions de 'équation (1) aux seules solu-
tions du premier groupe, si, supposant ¢ =1 ou 2, nous désignons
par n an nombre premier impair non diviseur de la formule 2* +¢, et
premier avec ¢. Cest ce que nous allons faire successivement pour les
diverses valeurs de c. '

97. Supposons que dans I'équation (1) on aite =1, e =1 ou 2, et
que 7 soit un nombre premier 4 -+ 3. Le nombre 7 sera non diviseur
de la formule x* + 1, en sorte que (26) toutes les solutions cherchées
devront se déduire des formules (2). La seconde de ces formules

= q(3p* — ¢°)
ne peut étre vérifiée en nombres premiers entre eux qu'en posat

(a\ - 'in“s 3P2=nzm—ls

s
o

(&) g==%1, IpP=1-+0n"

Prenons d’abord « = 1. Les équations (b) ne sont possibles qu’au-
tant que le nombre n est de I'une des formes g/ +- 2 ou 2710 — 1.1l faut,

n+1t . z .
soit un carré p®. Les valeurs de n qui

en outre, que le quotient

vérifient la derniére condition se déduiront de la formule = 3p*—1,
en donnant & p des valeurs paires 2, 4, 6,..., et en rejetant tous les
résultats qui ne sont pas des nombres premiers. En faisant p = 2, 4,
6, 8, 12, 14,..., on trouve les nombres premiers 11, 47, 107, 191,
431, 487,.... .

La solution (@) dépend de ’équation 3p* =n® — 1. Posons p = 2fg;
nous obtiendrons par décomposition

ntr=2f? axFi=6g,
n=f2+3g% Jf:-—3g*=1.
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Le signe choisi dans la derniére équation est commandé par ce fait, que
— 1 n'est pas résidu quadratique de 3. La premiére conséquence de
ces formules est que le nombre n doit étre de la forme 67+ 1 pour que
la solution (a) puisse exister. Mais cette condition n’est pas suffisante;
car toutes les valeurs positives de f et de g propresa vérifier I'équation
/*— 3g%*=1 se déduisent de la formule

,f +g\/§ = (2 +\/§)m’

en donnant & V'exposant m des valeurs entiéres et positives. En élevant
au carré les deux nombres de cette équation, on trouve

Fr3g2rofsB=n+pyB=(2+3)",

et ’'on en déduit

=" m (:I:z’zx) 2 3+ m{m -—:l)(r;z-;z)(m -3} 7,,,__‘443,_’_. .

mim +1)(m —2) s pa
1 2.3 74 3

»

(8){p=my 4+

+ a(m—1).. (;m—4}

YT T3 4.

i

Ainsi, dans le cas ot « = 1, aucune des solutions (@) ou (b) n’est pos-
sible si le nombre n n’est pas de I'une des trois formes 61 +1, 9l + 2,
170 —1. La solution (5) est seule possible si le nombre n est de I'une
des formes gl + 2, 27/ — 1. Au contraire la solution (a) est seule
possible si 7 est de la forme 67+ 1.

28. Or les nombres premiers 4!+ 3, qui ne sont d’aucune des
formes 61 +1, gl + 2, 271 —1, sont le nombre 3 et les nombres pre-
miers renfermés dans les cinq formules 10874 (23, 35, 59, 71, 95).
Nous avons ainsi deux théorémes analogues 4 ceux de Fermat.

Tusorime VI. — Aucun carré entier, ajouté & 9, ne fait un cube.

Tagorime VII. — Si orz désigne parn Uun des nombres premiers

compris dans les formules 1081+ (23, 35, 59, 71, 95), tels que 23,
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59, 71, 131, 169,..., il est impossible d’obtenir un cube en ajoutant
un carré entier au carré du nombre n.

Si le nombre 7 est de la forme 361411, la solution (b) est la seule
possible, et elle exige que n soit de la forme 12k*— 1. Or, au~-dessous
de 1000, les senls nombres premiers compris en méme temps dans les
deux formules 361 + 11, 12A*—1 somt 11, 47, 191, 587, qui cor-
respondent aux valeurs 1, 2, 4 et 7 de k. Pour tous les autres vombres
premiers 367 +- 11, inférieurs & 1000, Péquation x*+ n® = 2’ est im-
possible en nombres entiers. Ces nombres premicrs sont 83, 263, 407,
443, 479, 659, 839, 911, 947, au sujet desquels nous pouvons énon-
cer le théoréme suivant : ‘ ' :

Tagoriue VIIL. — Si lon désigne par n l'un des nombres premiers
83, 263, 407, 443, 479, 659, 839, 911, 947, il est impossible de trou-

ver un carré entier qui fasse un cube, lorsgw’on Uajoute au carrén®.

Si 7z est I'un des nombres 11, 47, 191, 587, U'équation &* + n* = 2*
v’admet, en nombres entiers et positifs, qu'une seule solution déter-
minée par les formules (2) et (b) : & = 2k(4k*— 3), z=1+ 4%,
n=—=12k*—1. Les solutions correspondantes sont:x = 2,2=2>,
n=11; x=>53, z=17, n=47; x=A4388, z=~05, n=191;
x = 2702, =197, n= 587. Nous pouvons donc énoncer les théo-
rémes suivants ;

Trrortme 1X. — Dans toute la série des carrés entiers 1, 4, 9,
16;..., il ®’y en a qilun seul qui, ajouté & 121, forme un cube : ce
carré est 4, qui fait le cube 125, quand on Uajoute & 121,

Trrforime X. — Si Uon cherche & former un cube en ajoutant un
carré entier aucarré 2209, on 'y parviendra que.d’une seule maniére,
savoir en ajoutant le carré aq04, ce qui fait 4913, cube de 17.

Treorime XI. — Za seule maniére d’obtenir un cube en ajoutant
ur carré entier aw nombre 36 481 est d’ajouter le carré 238144, ce qui
Sait 274,625, cube de 65.

Trtorkme X1I. — Le seul cube que l'on obtienne en ajoutant un

- carré entier aw carré de 587 est le cube de 197. '

Les nombres renfermés dans Ja formule 277 — 1 donneraient des
théorémes analogues, car les seuls de ces nombres qui soient en méme
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temps de la forme 124*— 1 sont, au-dessous de 1000, 107, 431, 971.
Le carré de chacun de ces trois nombres ne fzit qu'un seul cube quand
on lui ajoute successivement tous les carrés entiers. Les racines de ce
carré et de ce cube se déduisent des formules (2) et (6), comme nous
I'avons fait dans le cas précédent. Les autres nombres premiers com-
pris dans la formule 277 — 1 et inférieurs & 1000, savoir-53, 269, 539,
593, 647, 701, 8og, 863, donnent lieu 4 un théoréme semblable au
théoréme VIII. E

29. Si le nombre premier r est de la forme 12/t 7, 'équation
2%+ n* = z° n’admet pas de solution en nombres entiers, 4 moins que
le nombre 7 ne vérifie la premiére des formules (8), pour une valeur
convenablement choisie de ’exposant m. Dans-ce cas les solutions sont
données par les formules

*zx =p(p*—3nr®), z=p*+n’

ou les valeurs de p et de n doivent vérifier les formules (8) pour une
méme valeur de 'exposant m. En faisant m =1, 2, 3, on trouve

n =17, 97, 1351.

Laissant de ¢6té g7, qui est de la forme 127 + 1, nous concluons de ce
résultat que, pour tout nombre premier 127+ 7, inférieur 4 1350 et
différent de 7, I'équation x* + n® = 2z* est impossible. A la valeur
n =7 correspond la solution x = 524, 5 = 65. Donc :

Tatoreme XIII. — Si l’on désigne par n Uun des nombres premiers

.12l 7, inférieur & 1350 et différent de 7, tels que 19, 31, 43, 67,

79, 103, 127,..., il est impassible de faire un cube en ajoutant un
carré entier au carré n’.

Tagorime XIV. — Dans toute la série des carrés entiers, le carré
274 579 est le seul qui, ajouté & 49, fasse un cube.

30. Soit & = 2. L'équation 3p* =14-n* (27) est impossible, en
sorte que P'équation (1) n’admet pas d’autre solution entiére que celle
‘qui est déterminée par les équations (a) ¢ = = n?, 3p =n*—1. En
posant comme précédemment p= afg, on trouve par décomposition

nt4-1=2f% n*—i1=6g%, n'=f*+3g% f?— 3g*=1.
Journ, de Math. (3¢ série), tome I — Ocroere 1875. [15
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Le nombre n doit donc étre de la forme 67+-1; il sera donc de la
forme 127+ 7, puisqu'il doit étre en méme temps de la forme 4x + 3.
De plus son carré doit vérifier I'équation

w o, m(m—1) o om0 m—2)(m—3) s rans .
nt g P gna oy o 2l ) 3 ey

Comme- les carrés ne peuvent correspondre qu’aux valeurs paires
de m, on peut employer la formule suivante, ol p désigne un nombre
entier quelconque :

|72 =(onp+ 2L grp2 563

(9) <

( +P(P—1)1(2;.24)(1’—3)(97)1:—4(56)532_!_._“

On reconnait aisément que les trois premiéres valeurs de cette for-
mule ne sont pas des carrés; qu'a partir de la quatriéme la valeur de
serait supérieure & 20 00o. L'équation 2?4+ n* = z* n’admet donc pas
de solution entiére quand 7 désigne un nombre premier compris dans
la formule 127 + 7 et inférieur & 20 oco.

Tatorime XV. — Sil'on désigne par n un nombre premier 121+ 75
inférieur ¢ 20 000, tel que 19, 31, 43, 67, 79, 103,..., on ne trouvera
azcun carré entier qui, ajouté au bicarré n*, fasse un cube.

51. Quand n = 3, les équations (z) et (5) sont évidemment impos-
sibles; mais si ’on suppose en méme temps a = 2, P'équation

+£3=9¢(3p*—¢°)

peut se décomposer d'une troisiéme maniére, sans qu’il soit nécessaire
que p et g aient un facteur commun; on peut poser

g==*x3, 3p*—9g=3, p===2, ax=46, z=13.

Tutorine XVI. — Dans toute la série des carrés entiers, 2116 est le
seul qui fasse un cube, lorsqu'on l'ajoute au carré 81.

32. Soit ¢ =2; les non-diviseurs de la formule x*+ 2y? son’
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81+ 5 et 81 +- 7. Nous supposerons que 7 est un nombre premier de
Yune de ces deux formes, et que a = 1 ou 2, en sorte que toutes les
solutions entiéres de 1'équation x®+ n**== z* se déduiront (26) des
seules formules (2), qui deviennent, dans notre cas,

(2) =x=p(p*—6¢*), *£n*=q(3p*~2¢"), z=p"+2q.
La seconde se décompose de I'une des deux maniéres suivantes :

(a) q==n* 3p*=an®*+1,
(8) g==£1, 3p*=2+n~

Toutes les valeurs de p et de 2 propres 4 vérifier les équations (@) sont
données par les formules (11)

p=Si+ag, EriEay=a=(4y=a) (frgy=a)

Les nombres f et g devront vérifier la condition f* — 28> —4 /g =1;
on aura ensuite =72 = f? — 2 g* + 2fg = (f + g)*— 3g*. On conclut
de cetteformule que le nombre 7 doit étre résidu ou non-résidu quadra-
tique de 3, suivant qu'il est de la forme 87 + 5 ou dela forme 87+ 7.
Le nombre 7 doit done étre de 'une des deux formes 24( 13 ou
241+ 23. Si donc le nombre 7 est de 'une des deux formes 24+ 5
ou 241 + 17, 'équation 3p* = 2n**+1 est impossible, et I'équation
proposée n’admet pas d’autre solution entiére que celle qui est déter-
minée par les équations (b).

Si I'on suppose de plus @ =1, le nombre 2 devra vérifier I’équation
n =3p? — a pour une valeur entiére de p; en sorte que 'on aura

p=2i+1, n=13A(A-+1)+1L.

Le nombre n sera donc nécessairement de la forme 247+ 1. Donc :

Tasortme XVII. — Il est impossible de former un cube en ajoutant
un carré entier au double du carré d’un nombre premier 24145 ou
241+ 7.

33. Soit 2 = 2, et continuons & supposer que le nombre premier

45.
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n est de 'une des deux formes 24 + (5, 7). L’équation x* + 2n'=2%,
quand elle n’est pas impossible en nombres entiers, n’admet qu'une
seule solution, déterminée par les équations (b), dont la seconde
3p®=n*+ 2 est résolue d'une maniére générale (11) par les for-
mules .

p=f2+2g% E=nty—a=(0+y=2)(f+gV—2),
+n=6fg—1, (f+gf—3g=1

- Les solutions de la derniére équation, en se bornant a celles oi1 f est
- positif, sont données par la formule

frgEgyI=(2+y3)"

Pour chaque valeur entiére de 'exposant m, on obtient deux valeurs
de 2, en prenant alternativement la valeur positive et la valeur néga-
tive de g. Les plus petites valeurs de 7 sont 5, 19, 71, 265, 987, 2291,
3691, dont trois, 265,987, 2291, sont des nombres composés, et trois
autres, rg, 71, 3691, ne sont compris dans aucune des deux formes
241+ (5,7). Dong : '

Tarorime XVII. — i Uon désigne par n un nombre premier infé-
rieura 369o, compris dans Uune des deux formules 261+ 5, 241 +7,
sans &re égal a 5, tel que 7, 29, 53, 101, 103, 127, 149,..., on ne
pourra _former aucun cube en ajoutant un carré entier au double du
bicarré n*.

Quand n =5, I’équation proposée n’admet que la solution x =g,
2=11.0n a donc ce théoréme ¢

Taforime XIX. — Ern ajoutant 1250 au carré 81 on obtient un cube,
13315 mais il n'existe aucun carré entier, autre que 81, qui fasse un
cube lorsqu’on lui ajoute 1250, ' ‘

34. Seit ¢ = 3. Nous désignerons par » un nombre premier 65,
en sorte que, 7z étant non-diviseur de la formule x®-+ 32, toutes les
solutions entiéres de I'équation x* 4 3n** = 2* seront exprimées par
les formules (z), pourva que I'exposant « ne surpasse pas 2. Or la
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seconde de ces formules
+=n*=q3p*—3q%)

est évidemment impossible si 2 est différent de 3. Donc :

Tarorime XX. — Si aux carrés entiers 1, 4, 9, 16,... on ajoute
trois fois le carré ou le bicarré d’un nombre premier 61+ 5, aucune
des sommes nr’est égale & un cube. '

35. Laformule z®-+cy?=2* donne, pour les valeurs de c auxquelles
s’appliquent les théorémes VI et VII de la premiére Partie, des théo-
rémes semblables 4 ceux que nous venons de démontrer. Nous nous
bornerons 4 un petit nombre d’exemples.

1° Soit ¢ = 5. Désignons par n un nombre premier de I'une des
formes 20l + (171, 13, 17, 19) et cherchons toutes les solutions en-
tiéres de Péquation

~

(1) X+ 5.nt =12,

en 'y supposant & = I ou 2. Le nombre z sera nécessairement impair,
puisque son cube ‘doit étre de Pune des trois formes 87/4-(1,5,6),
dont la derniére, la seule qui soit paire, ne peut aucunement convenir
a un éube. De plus, x et z sont premiers entre eux; car, s'ils avaient
un diviseur commun, ce serait une puissance de 7. Posons x = nfE,
z = n'¢; comme cest < 3, ’équation (1) se raméne & la suivante :

£+ 5 = piY-20ys,

dans laquelle la différence 3 et 20 ne peut pas se réduire i zéro. Ceite
équation est évidemment impossible, puisque 7 est non-diviseur de la
formule x? + 5. Donc, dans toutes les solutions entiéres de 1'équation
proposée, z est impair et premier avec chacun des deux nombres x
et n. Ces solutions (14) seront donc déterminées par les formules

gt y— b= (p+gy—3),, z=p'+5¢%

(2) tx=p(p*—15¢®), Ewt=q(3p*—5¢).

23¢
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Or la derniére se décompose de I'une des deux maniéres suivantes :

{a) = =n% 3Ip*=5h¢*E1,
(&) : g=1==1, 3FpP=05¢"En"

La premiére (@) est toujours impossible, parce qu’on en déduirait
que 3 est résidu quadratique de 5. La seconde est impossible pour la
méme raison, si « est pair, ou si 2 est de I'une des formes 20l + 1,
20l +19. Donc:

- Tagorktme XXI. — Il est impossible de faire un cube en ajoutant
& um carré entier 5 fois le bicarré d’un nombre premier 20+ (11,
13, 17, 19) ou 5 fois le carré d'un nombre premier 20l + (11, 1g).

Si ¢ =1, et que le nombre premier n soit compris dans 'une des
deux formules 2074 (13, 17), il y a lien d’examiner si I’équation

3p*=5+n

est possible. Comme le nombre n est > 5, il faut prendre le signe su-
périeur. Posant donc p = 2], on aura n=12)*— 5. Cette valenr de
est nécessairement de la forme 4 + 3, ce quine peut s’accorder avec
aucune des denx formes supposées 20 I+ (13, 17). Donc ¢

Triorkme XXII. — Quon ajoute les carrés entiers 1, 4, 9, 16,...,
successivement & 5 fois le carré d’'un nombre premier 201+ 13, ou
20 [+ 17, aucune des sommes ne sera un cube.

Si I'on suppose n =1, les trois nombres x, n, z seront nécessaire-
ment premiers enire eux deux 4 deux; de plus z ne peut éire qu’un
nombre impair. Les solutions de I'équation (1) seront donc encore
exprimées par les formules (2), dont la seconde conduit 4 I'équation
3p* = 5 =1, qui est évidemment impossible. Donc:

Trforime XXIII. — Il est impossible de _faire un cube en ajoutant
5 unités & un carré entier.

36. On peut aussi remplacer le nombre premier # par un nombre
composé, pourvu que ce nombre ne soit divisible par aucun cube ou
par aucun nombre premier diviseur de la formule x* + cy?; alors, en
‘effet, les nombres x, 7, z seront nécessairement premiers entre eux
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deux 4 deux dans la formule x?+ cn® = z*. Si, de plus, on ne consi-
dére que des valeurs de ¢ qui nesoient pas de I'une des formes 41 ou
817, la valeur de z sera nécessairement impaire, en sorte que toutes
les solutions cherchées seront exprimées par les formules (2) du n® 235.
La seconde,

+n=q(3p*—cq*),

n’admettra qu’un nombre limité de solutions, et donnera lien 4 des
théorémes analogues aux précédeuts. Si le nombre 7 est multiple de 3
sans I'étre de g, si, de plus, il est premier avec ¢, il n’est pas nécessaire
d’exiger qu’il ne soit divisible par aucun cube. L'équation proposée
o’admet alors aucune solution. D’abord elle ne peut pas en admettre
en nombres premiers entre eux, puisque ces solutions sont données par
les formules (2), dont laseconde =n=¢(3p*— cq®) est évidemment
impossible quand # est divisible par 3 sans I'étre par g. Les solutions
ot les deux nombres 72 et x ne sont pas premiers entre eux doivent se
déduire de solutions en nombres premiers entre eux d’équations toutes
semblables. En effet, soit 6 le plus grand diviseur commun des deux
nombres 7 et x; posons x = fu, n = §m; I'équation proposée se ra-

L s . 3
méne 4 la suivante z* + cm?* = 3;» ot les deux nombres u et m sont pre-
miers entre eux. D'ailleurs, comme 6 ne renferme aucun diviseur de la
. P . . ——
formule x? + cy*, le quotient ;; doit étre premier avec 6, ce qui exige

que § soit un cube. Le nombre 0 ne sera donc pas divisible par 3. Les
solutions del’équation proposée, dans lesquelles x et » ont un diviseur
commun, se raménent donc aux solutions en nombres premiers entre
eux d’équations semblables z* - cm®= ¢*, ot mremplit les mémes con-
ditions que 7. Ces solutions n’existent donc pas. Pour chacune des va-
leurs convenables de ¢, on pourra énoncer un théoréme analogue aux
deux suivants :

Tasorsur XXIV. — Sile nombre n est multiple de 3, sans étre divi -
sible ni par g, ui par aucun facteur premier 41+ 1, on ne peul, ' former
aucun cube en ajoutant un carré entier aw carré n®.

TatoriME XXV. — Sile nombre n est multiple de 3, sans étre
divisible ni par 9, ni par 5, ni par un nombre premier de l’'une des
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formes 20l (1, 3, 7, 9), aucune des sommes obtenues en ajoutant
un carré entier au carré n*, multiplié par 5, r’est égale a un cube.

37. Avant de passer & d’antres applications, nous devous faire con-
naitre pour quelle raison nous avons dii écarter le cas o1 le nombre
n aurait comme facteur quelque diviseur de la formule x* +- ¢3*. Soit
n un diviseur premier de cette formule. L’équation x*+ cn®** = z3
peut admettre des solutions de la forme x = rfu, z=nYv, qui se
déduiront des solutions en nombres entiers et premiers entre eux de
P’équation

(5) o« -+ = 727‘.03.
Celles-ci se déduiront des formules

p=p*+cg®, tukty—c=(a+by=c)(p+gy—cf,

a’ -+ b%c = nk.

1l y aura autant de solutions que de maniéres différentes de vérifier en
nowmbres entiers p et g I'équation

bp(p*—3cg*) +aq(3p* — cg*) =+ 1.

Or, st'le premier membre de cette équation est un polynéme irréduc-
tible, il n’existe aucune méthode pour décider si elle est possible oui
ounon. On peut trouver toutes les solutions ot les nombres p et ¢ ne
surpassent pas une limite donnée; mais on ne peut pas affirmer qu’il
n’y aura pas d’autres solutions au dela de cette limite.

I1. — [MPOSSIBILITE DE QUELQUES EQUATIONS DE LA FORME X°+y°=az’.

38. Dans ootre Mémoire sur la décomposition d’'un nombre en-
tier A en une somme de deux cubes rationnels, nous avons considéré
le cas ol le nombre A ne contient aucun facteur de la forme 61+ 1.

La méthode que nous avons empfoyée n’est qu’une application de
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- notre théoréme IIT; nous nous sommes contenté alors d’indiquer la
démonstration que nous avons développée dans le présent Mémoire.

Le théoréme V (11) nous permet d’étendre ces recherches aux cas ou
le nombre donné renferme quelque facteur premier de la forme
61+ 1. Un petit nombre d’exemples suffiront pour faire connaitre la
méthode 4 suivre dans ces cas. Comme, dans ces exemples, le nombre
donné a n’est divisible par aucun cube, nous pourrons admettre que
les trois indéterminées x, y, z sont premiéres entre elles deux a deux;
de plus nous supposerons que, dans la solution considérée, la valeur
de z estla plus petite possible, de telle sorte que nous devons rejeter
comme impossible toute hypothése dans laquelle I’équation proposée
serait vérifiée, en égalant les indéterminées a des diviseurs de z.

Exemple 1.
(1) x® + yd =14.2%.
"abord le nombre z doit étre multiple de 3 ; car autrement I'équa-

tion proposée dannerait, suivant le module g, 'une des deux con-
gruences également impossibles

trti==%5, xi=:=x5 (mod.yg).
On aura donc I'une des deux décompositions suivantes :
(a) T +y = 14.9u% (z:‘y)2+3<xzr)2=v’,
(b) x+y= 294, (I:‘T) +3(T:r) =7,

Dans le premier cas, on conclut du théoréme III que P'on a

'r—l—‘r

=3 =(f+y—=3g)

=J/(f* - 9g*) +V—3.35(/* — g*);

d’ott
x+] =7.32 =3g(f* — g%, 7 =g(f*—g%).

Journ. de Math. (3¢ série), tome I. — Ocrosre 1875. 46
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Les trois facteurs g, f + g, f — g étant premiers entre eux, la der-
niére équation se décomposera de I'une des maniéres suivantes :

gt =g, f+rg=F [f—g=71"
f=g fEg=16 fFg=7"
La premiére décomposition doit étre rejetée, parce qu'on en déduit
I’équation ,
B+ (— 7P =142,
qui n’est autre que I'équation (), vérifiée en égalant les indéterminées
A des diviseurs de z. La seconde donne I’équation

753 —P== 203,

d’ott I'on conclurait que 2 est résidu cubique de 7, ce qui est faux.
Le systéme des équations (a) est donc inadmissible.
Le théoréme V nous apprend que la seconde des équations (b) est
résolue de la maniére la plus compléte au moyen de la formule
=) 3 L = (2 y =3) (f+ 8V = 3)

2

pourvu qu'on attribue aux nombres fet g toutes les valeurs entiéres
et premiéres entre elles, ’'une paire et 'autre impaire; en outre la
formule :

v=jf2+3g°

exige que le nombre f soit premier relativement 2 3.
Dans cet exemple et dans les suivants, nous poserons pour abréger

SUfP—og")=F, 3g(f*—5")=G,
et nous remarquerons, une fois pour toutes, que Yona
F==1 (mod.g), G=o (mod.9)

La formule précédente deviendra donc

“:J'_;. \/_.3’”_gfz(qu:3G)+\/—-3(2GiF),
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et ’on en déduira

x'gf = 3u®*=2G=F,

ce qui est impossible, puisque G est multiple de 3, tandis que le
nombre F ne Pest pas; donc les équations (b) sont impossibles. Donc :

Tatorime XXVI. — Le nombre 14 rest pas décomposable en une
somme de deusx cubes rationnels.

Exemple I1.
(2) x* 4 y® = ar1.z%.

39. La somme de deux cubes ne pouvant étre divisible par 3 sans
Pétre par g, il faut que le nombre z soit multiple de 3.

La décomposition de I’équation (2) donnera donc I'un des systémes
suivants : '

(a) x+y=".274®, 2*—x8+ =230
(b) x4y =274, x?— 2y + y? = 21.¢%.

Suivant que le nombre u sera pair ou impair, la seconde équation {(a)
se mettra sous 'une des formes

(57) +3(5%) =v =F+ 36"

2 6

de la premiére on déduit:

a0 . 3 .
2 =25 =0=3(f —¢),

3.0t =28(f* — g7

Le second membre étant composé de trois facteurs premiers entre
eux, 28, f+ g, f — g, le produit 3.7x® doit aussi se décomposer en
46..
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facteurs premiers entre eux. Or on ne peut faire que deux hypothéses:
ou bien F'un de ces facteurs est multiple de 3.7, ou bien I'un est mul-
tiple de 3 et un autre est multiple de 7. Dans le premier cas, on trouve
Péquation (2) vérifiée en attribuant aux indéterminées des valeurs
égales  des diviseurs de 3, ce qui est impossible. Dans le second, on
est ramené 2 la solution d’une équation de la forme

o+ 3% + 7y37=o, :

dans laquelle zzet 8 sont premiers & 7. On en conclurait que 3 est résidu

cubique de 7, ce qui est faux. _
Done, si le systéme (a) est possible, il faut que la somme x + ¥ soit
impaire. Dans ce cas, on a les deux équations

WIS

=T, 2xt;_-y=.(}, d’our 2_(,14_:__7-? =7.9u* =F +G, .
ce qui est impossible, F étant premier & 3, tandis que G est multiple
de g. Le systéme (@) est donc impossible. A

1l en est de méme du systeme (b), dont la deuxiéme équation s’écrit
sous I'une des deux formes

22 el = (a5 =,

suivant que la somme x + y est paire ou impaire. En vertn du théo-
réme IV, elles entrainent respectivement les deux équations

274 T3 IEL = (a2 T 3)(F+y=3.6),

L 4 =32 = (2= 3)(F+V = 3.6),
La premiére donne

U

— 2

x

+

Y

e}

=
I
Y]
2}
H
-

ce qui est impossible.
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La seconde entraine comme conséquence les deux équations

L —aFx36, 222

3 3 =2G =T,

d’ott

I3l =9.u’=(2F £3G) + (26 =F);

ce qui est impossible; car celte équation, réduite en congruence, sui-
vant le module g, donne le résultat absurde

2z=1=0 (mod.g)}.

L’équation proposée est donc impossible; en d’autres termes :

Trtortme XXVIL. — Le nombre 21 rest pas décomposable en unc
somune de deux cubes rationnels.

On démontrerait de la méme maniére I'impossibilité de résoudre en
nombres entiers I’équation

x4y = 196.2%

Eaxemple 111.
(3) : x4+ y* =38.5%

40. 1° Si z n’est pas multiple de 3, cette équation se décomposera
de I'une des maniéres suivantes :

(a) x+)’=38¢", (x:_‘r>2+3<x‘~'r.)2= v* =F? + 3G?, A

2 /s

(B) x + 3 = 218, (x_:f>2+ 3('2;‘7)2: 19v°=(4*+3)(F*+3G3).
Dans le premier cas-on a

22— gu = F=f(f— 08").

2

Comme les trois facteurs f, f+ 3g, f— 3g sont premiers entre
enx, la décomposition de celte équation n’aura lieu que de I'une des
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maniéres suivantes :
s =f; f+3g=F, [f—-38=71
@ =f, fE3g=19f fF3E=7

d’oti o déduit respectivement les deux équations
B+ P= 38c°, 19f°+ 7= 20,

La premiére doit étre rejetée, parc;e qu'elle ne différe pas de 'équa-
tion (3) vérifiée par des diviseurs de z. La seconde est impossible,
parce qu’on en déduit la conclusion fausse que 2 est résidu cubique
de 19. Le systéme (a) est donc impossible.

En appliquant le théoréme IV au systeme (b), on en déduit

2V =352 L =(4Fx3G) +y — 3(4G = F),

2 2

L = fFx36, 5L =4G=F,

d'ou

Ty =) __ —_ —+ 4 =

- F = ou y=3F—G(x4=3)
L’un des deux nombres &, ¥ serait donc multiple de 3; mais alors

I’équation proposée, réduite suivant le module g, donne la congruence

absurde
+1==*2 (mod.g).

Le systéme () est donc aussi impossible.
2° Supposons que le nombre z est multiple de 3, la décomposition
de I’équation proposée donne I'un des deux systemes

(@) x+y=18.198% f%—J:+\/—?):—”—;')._—Z-=F+\/'—-?).G,

®) x+y=18u, =L +y—3 ?—;'—y= (4=y=3)(F+y—3.G).

Dans le premier cas, on aurait I'équation
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dont la décomposition donne T'un des systémes
9t =g, f+g=0, [f—g=7,
=g [frg=19f fF5§=7
f — =380, 19f’ — vy =:k24"

d’ou

La premiere équanon doit étre rejetée, parce qu'elle ne différe de
lequatlon proposée qu’en ce que les nouvelles valeurs des indétermi-
nées 3, — 7, asont des diviseurs de z. La seconde est impossible, parce
qu'elle conduit 2 cette fausse conclusion que 2 serait résida cubique
de 19. Donc le systéme (a’) est impossible.

Le second systéme (&') conduit 3 ’équation impossible

-+ , g
=3 =46 =F=12g(f —g" 1 £f(f*—-38);
il est donc aussi impossible.

En réunissant les résultats obtenus 1° et 2°, nous voyons que ’équa-
tion proposée ne peut étre vérifiée ni en supposant z premier a 3, pi
en supposant z divisible par 3; elle est donc impossible. Donc:

Tasortime XX VUL — Le nombre 38 r’est pas decomposable en une
somme de deux cubes rationnels.

Exemple IV
(4) x4 yP=76.2%

44. D’abord z doit étre multiple de 3; car autrement cette équation
donnerait, suivant le module g, 'une des deux congruences impossibles

Hriti==4, =r1==x4 (mod.g).

Ainsi la décomposition de I'équation proposée donnera 'un des deux
systémes

(a) x+]‘=36.tgu" +\/+6I+Y—F+\/——3.G,

(b) x+y=136.u", +\/"_"’+” (4E=y=3)F+y—3.G).
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Le second donne Péquation impossible

a—’?: 6u*=4G £=F==%1 (mod.g).

Le premier conduit a I'équation

-y
6

=6.191° =G, 2.19¢°=g(f*—g*)
dont la décomposition donne 'un des systémes suivants :

2.190* =g, f+g= p°, f—g=');3’
20° =g, fErg=19f% [fFg=7"

On en déduit respectivement les deux équations
760 = +(— ), 19f° -7 ==+ 4,

dont la seconde estimpossible, parce qu’elle conduit 4 celte conclusion
fausse, que 4 est résidu cubique de 19; et la premiére doit étrerejetée,
parce qu'elle ne différe de I'équation proposée qu’en ce que les nou-
velles valeurs des indéterminées sont des diviseurs de z.

L’équation proposée est donc impossible.

Tarorime XXIX. — I est impossible de décomposer le nombre 76
en une somme de deux cubes rationnels.

Exemple V.
(5) h x* + y° = 39.2%

42. D'abord, comme la somme de deux cubes ne peut étre mul-
tiple de 3 sans1étre de g, le nombre z doit étre divisible par 3.

La résolution de I'équation proposée se trouve ainsi ramenée a celle
de I'un des deux systéemes

(@) x4+ y=27.13u%, x*— xy+ =23,
(&) x +y =2qu, x2—xj+72:39s:3.
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Suivant que 5 est pair ou impair, la deuxiéme équation (a) se raméne
a Pune des suivantes:

T T3 =F +(=3.6, L+{3EI=F+y36

Daus le premier cas on doit résoudre P'équation

.1:—;—7' = 9_321_‘:= 3g (fz__gz), 3'131‘::26()“2—32).

Or, en excluant les décompositions qui donnent des équations de méme
forme que la proposée, on trouve que I'on doit résoudre une équation

dela forme
3a*+ 130+ c* = o,

en attribuant aux indéterminéesa, b, ¢ des valeurs entiéres et premiéres
entre elles deux i deux; ce qui est impossible, car 3 n’est pas résidu

cubique de 13.
Dans le second on a les deux équations

2({z+y)
[

=F, 227G, dod =F+G =g,

? . 6

NI

ce qui est impossible. Le systéme () est donc impossible.
De méme le systéme (5) se raméne 2 'une des équations

I3 ‘f_g_f =(12y—3)(F + \/":3.@),

L (T3ESL o ey ) (F 4 v TI.C)

On déduit de la premiére

ztr - 9% — g £2F,
G g T =2,

6

ce qui estimpossible, G étant multiple de g et F ne I'étant pas.
Journ. de Math. (3¢ séris), tome L. — Novexsse 1875, 47

2%



370 LE P. PEPIN, S. T.

La seconde équation dounne les suivantes :

§=F$6G, zx;y=Gi2F;

d'onr
L= gut = (F66G)+ (G = 2F),

+1+a=o0 (med.g),

ce qui est absurde. Le systéme (5) est donc aussi impossible. Donc :

Tatonime XXX. — Le nombre 39 n'est pas décomposable en une
somme de deux cubes rationnels.

Exemple V1.
(6) x‘"‘+j3=57.z.3.

45. De méme que dans 'exemple précédent, et pour la méme rai-
son, le nombre z doit étre multiple de 3; de telle sorte qu’on déduira
de Péquation (5) I'un des deux systémes

(a) . x+y=27.194°, xX*—xy+yi=3¢,
(6) T+ y =271, x*—xy 4+ y*=3.19¢.

Nous allons démontrer qu'ils sont 'un et Pantre impossibles.
D’abord la somme x -+ 7 ne peut pas étre impaire; car alors on
déduirait du systéme (a) '

\

d'ou

%:F, 2z;y G F—i-G—z(x:_y) 9.1g9%°,

ce qui est impossible. Le systéme () donnerait I'équation

& y=3){F +y—36),
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T = [F 3G, 221 =[G=F; 6'y)=4GiF+4F¢3G;

9 =4G+ fFE=F33G==x=4=%=1 (mod.g)

ce qui est également impossible. La somme x -+ est donc paire, et
par suite les deux systémes («) et (b) se raménent respectivement aux
deux équations '

(@) ”:"'+\/?5”_g’=F+ V—36G,

() 2L+ y—=3TEL = (4F 5 36) + V=3 (4G =F).

2
La seconde donnerait I'équation impossible

+ 3
’”6 :%:4(}—_&1:;

on doit donc la rejeter. Quant a la premicre, elle donne V’équation
3.19w = 2g(/*— §"),
dont la décomposition raméne 'une des deux équations
gl =+, 3+ 1gff+y’=o,

dans lesquelles a, 3, y sont diviseurs de z et par conséquent de z; de
plus ces trois nombres sont premiers entre eux-deux a deux. La pre=
miére ne différant pas de I’équation proposée, on doit la rejeter. Quant
2 la seconde elle est impossible, parce qu'on en déduirait cette cou-
clusion fausse que 3 serait résidu cubique de 19.

Ainsi les deux systémes (a) et () sont impossibles, et par suite
Péquation proposée n’est pas résoluble en nombres entiers. Donc :

Tatorime XXXI. — Le nombre 57 r'est pas décomposable er une
somme de deux cubes rationnels.

47+
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44. Nous venons de rencontrer trois multiples de 19, qui ne peu-
vent passe décomposer en deux cubes rationnels, 38, 76, 57. Quant
au nowbre 19 lui-méme, on peut prévoir a priori qu'il est décompo-
sable. Il suffitde se rappeler le théoréme suivant, que nous avons donné
4 la fin du Mémoire cité : .

Z'out nombre A* + 3B? est décomposable en une somme de deux
cubes rationnels, lorsque Uun des trois nombres 2A, 3B == A est un
cube, ou que Uun des trois nombres 2B, A+ B est le triple d’un
cube. 7 : ,

En effet, 19 = 4>+ 3.1%; or le produit 2.4 est un cube,

D’ailleurs on vérifie sans peine que 'on a '

1g= 3% — 2% = (g)3 - (%)3 -

On démontrerait par la méme méthode I'impossibilité de décompo-
ser en deux cubes rationnels 'un des nombres 31, 93, g5, 190. Nous
ne nous arréterons pas sur ce sujet : les exemples qui précédent suffi-
ront pour montrer-de quelle maniére on doit appliquer les théo-
rémes ITI et V, en les combinant avec le principe de non-congruence
suivant le module g, ou suivant quelque module de la forme 61 -+ 1.




