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Mémoire sur le probléme des trois corps;

Par M. ALLEGRET,

Professeur de Mathématiques & Ia Faculté des Sciences de Clermont.

INTRODUCTION. -

L'étude analytique du mouvement de la Lune attirée 4 la fois par
la Terre et par le Soleil a donné, depuis prés de deux siécles,  cause
de ses difficultés, une grande célébrité au probléeme qui fait I'objet
de ce Mémoire. Il est trés-aisé, en plagant I'origine des coordonnées
au centre de gravité des trois astres ou de I'un d’eunx, de former un
systeme différentiel du douziéme ordre que quatre intégrales abaissent
au huitiéme. De nouvelles intégrations semblent ensuite nécessaires
pour approcher davantage de la solution rigoureuse; mais les efforts
tentés dans cette voie n’ont pas permis de répondre, au sujet des équa-
tions différentielles, & ce défi de Clairaut : « Jntégre maintenant qui
pourra ! » [*].

1l est bien remarquable cependant que, sans qu'il soit besoin de
recourir & ce moyen presque désespéré, on puisse notablement res-

- treindre le nombre et la difficulté des premiéres intégrations, par la
décomposition des équations différentielles du mouvement eu systémes
d’ordre inférieur, liés les uns aux autres.

Gest ainsi que Lagrange, dans le premier chapitre de 'Essai sur le
probléme des trois corps (couronné en 1772), et, plus tard, Jacobi
(Elimination des nceuds, 1842) sont parvenus i réduire la question au

[*] Réflecions sur le probléme des trois corps (Journal des Sgavants de 195g,
p. 576.)
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septiéme ‘ordre des différences et & une quadrature finale. Comme les

systémes différentiels cousidérés par ces denx illustres géomeétres ne

contiennent le temps que par sa différentielle, ils sont susceptibles

d’étre abaissés au sixiéme ordre, par 'élimination de cette variable

sous forme de quadrature, et tous les travaux postérieurs n’ont pas
" pu, depuis, diminuer davantage I'ordre des équations du probléme,
malgré quelques modifications de forme ou de méthode.

Dans la premiére Section de ce Mémoire, nous étendons la réduc-
tion précédente & un nombre quelconque de corps, n +1, soumis a
leurs attractions mutuelles. Nous monirons que I'ordre 67 des équa-
tions du mouvement peut toujours étre abaissé de 6 unités, Cest-&
dire de deux unités de plus que par la simple adjonction des ‘quatre
intégrales des aires et des forces vives.

Dans la Section suivante, aprés avoir rattaché les mémes équa-
tions & une autre aux dérivées partielles & 37 variables indépen-
dantes, nous éliminons deux des dérivées a I'aide de deux intégrales
transformées en équations aux dérivées partielles et compatibles avec
Ia premiére. Le probiéme est ainsi ramené a I'intégration d’un sys-
teme aux dérivées ordimaires d’ordre 6(n — 1), et cela d'une maniére
extrémement générale, sans qu’il soit besoin de faire un choix particu-
lier de variables ou de plans coordonnés. Quelques intégrales de ce
dernier systéme combinées entre elles et avec la quatriéme intégrale,
dontil n’a pas été fait usage, détermineraient, par le procédé connn, la
fonction caractéristique, 4 I'aide de laquelle la solution s’achéverait
enfin par de simples différentiations. ‘ .

Ceite méthode, appliquée au probléme des trois corps, n’exigerait
plus qu'une ou deux intégrales d’'un systéme canonique du sixiéme
ordre. '

Dans la troisiéme et la derniére section, nous proposons une réduc-
~ tion encore plus grande. Aprés avoir successivement annulé deux et
trois constantes des intégrales des aires,nous faisons voir que ces équa-
tions deviennent compatibles avec I'équation fondamentale et admet-
tent une solution singuliére & trois constantes arbitraires, laquelle
peut étre déduite de I'intégration d’un systéme différentiel du qua-
triéme ordre; et quoigue le nombre des constantes annulées soit supé-
rieur 3 deux, le mouvement conserve toute sa généralité, pourva
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qu’on ajoute 2 la fraction des forces certains termes conveénables que
nous apprenons a former. , :

Ces résultats intéressants paraissent avoir échappé & Jacobi [*], dont
la méthode d’intégration, telle qu’il 'a présentée dans son bean Mémoire
posthume Nova methodus, ne peut pas conduire, dans le probléme
des trois corps, 4 un abaissement inférieur au huitiéme ordre. Nous
donnons donc plus d’extension a cette nouvelle théorie en faisant
contribuer toute inlégrale connue, mais ‘prise d’une maniére res-
treinte, 4 une diminuation de deux unités dans P'ordre des équations.
La méthode que nous exposons convient & toutes les équations diffé-
rentielles qui, comme celles de la Dynamique, sont susceptibles
de dépendre d’une seule équation aux dérivées partielles, et cette
précieuse propriété procure d’autres avantages, notamment pour le
calcul approché des intégrales. Mais nous avons réservé ce dernier
sujet de nos recherches pour un Mémoire spécial, oi mous avons
Pintention d’examiner quelques points importants de la théorie de la
Lune.

_ SECTION PREMIERE.
DU MOUVEMENT DES CORPS LIBRES SOUMIS A LEURS ATTRACTIONS MUTUELLES.

CHAPITRE PREMIER.
EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT.
1. Lorsque plusieurs points matériels en nombre n -1 s'attirent

ou se repoussent mutuellement suivant une méme loi donnée, fonc-
tion de la distance, on peut faire abstraction d’'un mouvement général

{*1 Lillustre- géométre prussien s’est exprimé ainsi au § 56 de son Mémoire :
« Non omnibus casibus, quoties habetur integrale novum..... ordinem differentiatio-
» num duabas unitatibus deprimere licet. Ita non fit ut altero et tertio integrali quod
» principium arearum concernit, duas variabiles cum earum differentialibus eliminare
» liceat, ideoque guatuor unitatibus iste ordo deprimatur. » (Journal de Crelle,

t. LX.)
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rectiligne et uniforme du systéme et supposer le centre de gravité en
repos. Aprés avoir mené par ce point trois axes coordonnés rectangu-
laires de direction fixe, appelons p. la masse du premier mobile, &, v, &
ses coordonnées, et respectivement fu;, &, 94, {43 fay &ar Ny Gayeees
B> Ens My Gn J€s masses et les coordonnées des 7 autres corps. Désignons,
en outre, par p; et pyy la fonction dont la dérivée exprime la loi
d’attraction entre ., py et g, .

2, Les équations du mouvement seront, aprés avoir posé,

(x) U = (s -+ Papatoee+ Bnfn) + Zfta o prys
{ diE P11} d?y p1i) d. 0
P =% P~ 5%
d2E, U d?a, AU © dr, pY 1)
(2) Hfgt;‘:b—g;a &y Tith-D—n_,’ P-gjt.;z'b—a,
.......... 3 eeeterieteeig. ceelaveninny
d*, U di, U d*¢, 0

brgp =3’ Frge =8 P =%

3. Les coordonnées &, u, §,..., §, sont liées entre elles par les rela-
tions connues, relatives au centre de gravité,

=n - k=n" k=n
(3) zfl-kfk-'—“ o, 2,“1:"01:: o, 2 prlx=o.
k=o k=0 k=0 3

1l est facile d’éliminer trois des variables au moyen de ces équations
et de réduire le systéme différentiel (2) 4 37 équations du second
_ ordre. Les seconds membres perdent alors la propriété d’étre les
dérivées partielles de la fonction U; mais on peut éviter cet incon-
vénient par une substitution linéaire et en faisant usage des formules
connues de Lagrange. .
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CHAPITRE 1I.

REDUCTION DES EQUATIONS A I'ORDRE 672, PAR LA METHODE DE JACOEI.

4. Soient, par un changement de variables,

€ —ax + 6x, + ..+ AL,y
n=oay+8r, +...+ X0y,
E =az +63 4.4 Az
E =+ 6,2 et M Tpeys
M=)+ 8 7+t Fnus
Ci=a2 + 6,2 oo X2uy;
.......... e e}
b=+ 8, ...+ XyXp—y,
U= U} 6oy oo o A ¥ ety
Cn= 0,3+ 6,2 ...+ KyZp_ss

(4)

ot @,6,...;X;.x2; 0tny 6py-..; X, désignent n(n + 1) coefficients constants
€L Xy Lyy Ly ¥s Fiveeos Yty Zs Byyesey Znyy 372 nouvelles variables,
qui remplaceront les précédentes, pourvu que les coefficients de la
substitution soient assujettis aux 1 équations linéaires

k=n k=n k=n
(5) Zp.kak= g, ZF’-ka: 0,-..., Z[Lklkzo,
k=o k=0 =0

qui permettent de rendre identiques les équations (3), au moyen des
valeurs (4).

> . eca n
5. Nous ajouterons aux conditions (5) les nouvelles, en

nombre égal aux combinaisons deux & deux des 7 lettres «, 6, ..., A,
savoir

(r—1)
2

k=n - k=n k=n
(6) 2[1.‘-&;-6*: 0, 2}1}“}7];= Ogeeny Zp.kéklk=o.
k=o k=oa k=o

36

Jourr. de Matk. (3¢ séric), tome I. — Aour 1875.
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Ce qui donne identiquement

[resZelty e ]
(7) i |
S () () ()]

en faisant
k=n k=n ‘ k=n
/ 2 2 — 2
(8) m= 2 Pryy Wy = 2 PSiyeers Maoy = z peds
k=o k=o k=o

Par Papplication de la formule de Lagrange

T - __3(T+U)
) deg\ ~ dxk ?
2 (F)

il viendra ensuite, pour les équations du mouvement,

It . dz __ m ary __ U d*z 0
moE =% r & A&

m d2zy hl#) o 2y p1 4] dz, _ U

(9) Car T Var T P P
............... s eeerreienneinees ey

d*z,, O dy, _ U dz,_, _ U _

R e e R TR L " I T

systéme semblable A (2), qui comprend trois équations de moins, et
ot la valeur (1) de U est transformée par les substitutions (4). C'est
la transformation que Jacobi a fait connaitre dans son Mémoire sur
¥’ Elimination des nceuds dans le probléme des trois corps.
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CHAPITRE IIIL.

D'UNE SIMPLIFICATION APPORTEE AUX FORMULES PRECEDENTES.

6. Le nombre des coefficients indéterminés qui entrent dans (4) est
n(n 4 1) et celui des conditions (5) et (6) est égal én(”T_H)- Silon

observe qu’on peut multiplier par z facteurs quelconques les va-
riables x, x,,..., &,_,, et respectivement aussi ¥, ¥ige-or Fnet3 %1 %1400y
2,1, ce qui revient & multiplier par les facteurs inverses tous les coeffi-
cients correspondants oy, &, ..., A: des substitations, il ne restera plus

nire—1 see e s = 7.
que —(—2——) conditions arbitraires. Nous en disposerons en écrivant les

substitutions (4) sous forme triangulaire, et en doublant la premiére
ligue de n termes. :

Nous avons ainsi été conduit &4 un théoréme intéressant, qui nous
parait ajouter un perfectionnement 3 la méthode de Jacobi. Les coef-
ficients précédents prennent alors une signification géométrique qui
fait disparaitre toute indétermination des formules considérées.

7. Désignons, pour cela, par G, le centre de gravité des deux pre-
miers corps A, A,, puis par G, le cenire des trois premiers A, A,, A,,...
et enfin par G, le centre de gravité des n —+1 corps A, A,,..., A,.
Soient, de plus, &, 7, 2; X4, 15 Biy-re5 Tnoss Fre1y Zn_s les projec-
tions sur les axes coordonnés des longucurs AA,, G,A,,...; C,_,A,,
et faisons '

14

¢ =p,
- Gy = [ s
Go == [~ Py =+ Pay

P teveay

(10)

k=n

Crn= [ -+ 24 L e P = 2[“*'

=0

8. On trouvera pour valeurs des coordonnées &, n, §,..., £,, 1,, [

prises par rapport au centre de gravité G,, les expressions linéaires
36..
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suivantes :

g =—ﬂx—y—?x4"&x2—”'—&‘xn—n
] Gz 03 Ga
a
gl = '—x—&xl—l‘_‘r“_"'_'{ixn—n
Gy G2 s a;
Gy Ya (3
= —y = gt — = Xy
52 6, 1 @ 2 . n—it
([I) 4]
, = R -0 —_— e —— e
%3 o3 2 & n—%%
seeses e svarneenbns s o s s escsenea.aveoen y
T2
| — XLy o= —Xp_
Elll Ga—t n—2 n—11
Gpn—t
E,; = Lp—ye

On formera, de méme, deux systémes semblables par rapport aux
“deux autres axes coordonnés.

Appelons maintenant 7, ryy.ees Frey les distances précédentes AA,,
GyAs,...; Go_yA,: Oy la distance des deux points pr, p, et A, celle
de pi & G,. Faisons, de plus,

=g — g &,... = EBa
(12) m=G=y My 0y 0t My = Op -
On vérifiera aisément les identités géométriques
k=n KF=n k=n k=n—1
T 2 2 __ . 5
=3 Dmpdie= Dpbi= X mi;
k=0 K=o k=o k=0

par suite aussi I'équation analogue (7). Ainsi les substitutions (1),
comme les précédentes (4), feront prendre aux équations du mouve-
ment la forme (g), aprés le changement préalable de I'expression (1)
de U.

CHAPITRE 1V.

FONCTION PERTURBATRICE. — APPLICATION AT PROBLEME DES TROIS GORPS.

9. Dans la théorie des planétes on devra faire p = o égale 4 la masse
du Soleil, et g, égale i celle de la planéte dont on veut étudier le mou-
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vement; fLy, Ms,..., b, Seront les autres masses dans I'ordre de leur in-
fluence perturbatrice & I'égard de la premiére planéte p,. De cette ma-
niére les quantités auxiliaires m, m,,..., m,_, différeront trés-peu des

IASSES [Lyy [Logeery iy A
Les équations du mouvement de la planéte considérée seront

m &z 0 m dy U d'z _ JU
ar - ar 3y’ df T
Dans ’hypothése de l'attraction newtonienne, U contiendra le pre-

mier terme important

o P B
PR =55

qui donne le mouvement elliptique de la planéte.

10. La fonction perturbatrice U’ sera, aprés avoir retranché de U
ce premier terme, et en continuant de faire usage des formules (11),

U= pes

2 2 2" ;7
[(gese) e () (5]
gy ay ay

BEs

[(ﬂx—l—-{—‘zx(—l—l&)—l‘»--]
gy G

4+ daen

Nle

+ Pra
2 2
F(ﬂx'*"liz'xl—i-.u-l-xu—l) +(ﬂf+&yi+’."+fn—l> +<&z+&zl+l"+zn—l
| \& G, oy [8 A G2
+ Ll +...
B o 2 ] 2 « 7z
[ el
X # gt e
o o- = 2 2 2772
(——.7:+—- .z‘l+...+x,,_.) -+ (.) -~ ( . ) ]
L Gy G2 :
o+ F1tn o
» . e 2 2
f — =z e Ty ) ..
. Oy Gz

)1
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14. Le développement en série de U’ qui comprend 2(n—1)
termes n’offre pas beaucoup plus de difficultés que dans la méthode
ordinaire. Les inégalités dues aux perturbations conserveront la méme
forme; mais les arguments devront étre corrigés, et ne seront plus
des multiples des élongations réelles des astres. Les positions de ces
derniers devront étre préalablement madifiées par de petites équations
analogues aux parallaxes, 4 cause de I'éloignement du centre primitif A
(ici, du Soleil) des divers points Gy, G3y.-es Gry-

42. Pour appliquer cette méthode a la Lune, on devra faire n= 2
et [, [ty [12 Tespectivement égales aux masses de la Terre, de la Lune
et du Soleil. Les formules précédentes deviendront dans ce cas

; e

\U': l
[d )z 2 .2 ol . ]z

— -\ rf4r{-t——rrcosn
(14) ) [(F"‘I"l ! [ Sl !
. ’ + Papea .

® LI o ap B

i r- re— rr, cos

i [(F'H‘t) R m]

en désignant par r, r, les distances

AN, =22 247, G As=Vyai+yi+3i

définies comme ci-dessus, et par o I'angle des directions correspon-
it

Btm

les équations du mouvement de la Lune troublée par le Soleil seront

dantes. Si 'on fait, dans les premiéres des équations (9), m=

. A P ] 4
E—({L—l—p.f) a‘;(;) -+ p % ; gt
(y-—l—fz,) r2 +y.—lzj‘u-| 1-'rcosm+(:§-—_';l ) ]
({5) Y iy
2 1

1

( d )3.1: 21 nr 27
+ r2— ——r,rcosw A
B [ L optm v + (p—l—p:)]
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et deux autres équations semblables qu’on obtient par le changement
dexen yetensz. '

Le calcul des perturbations de la Lune dépendra donc du dévelop-
pement connu de ’expression

(r} + a?r®*+ 20rr cos w) 1,

ou il faudrait ensuite tenir compte des valeurs approchées de r, r, et
des.cesinus des multiples de » en fonction du temps, et remplacer
. 3 " ®
successivement « par et par — ——.
P g o b ptp

Dans le cas ou le probléme devrait étre traité en toute rigueur,
comme nous le supposerons dans la suite de ce Mémoire, les six équa-

tions dua mouvement se réduniraient &

. &z U dry U, @z - U
(16) " T M Ty METag
d&rx, 0 &y, U atz, U

—_—— = M, —- - —— T —
Mg T MaE Ty M T

el Pon aurait

(17) U=%+U,
(:8) m=py o= (B ) pei

en donnant & U la valear (14). Il importe de remarquer que la fone-
tion U dépendra ici uniquement des trois variables p, g, [, savoir :

. —_— 1 p2 —_—
(z9) p=ir, g=1ir}, l=rr,cosu,

et nous aurons occasion d’utiliser plus tard cette propriété.
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CHAPITRE V.

FORME DES INTEGRALES CONNUES.

13. On déduit facilement des équations (9), .

k=n—-1
2 mk( d.x‘k»ﬂ- dfk"l" (pz‘dzk) au, .

k=0

et, en intégrant,

o {E w8 ]

qui est l’e’quation des forces vives, oi I désigne une constante ar-
bitraire.

14. Les équations (2) donnent aussi

&
2 P& (’“" Sk aE d;k)

k=0

7;2 Pz (Ck Lk Ekif:)
=20
k=nr

&z A5
ZP/: (gk - ﬂkz{)

k=0

et, par ]a substitution des expressions (4) et en ayant egard aux rela-
tions (5). (6) et (8), il viendra

k=n—1

0, "

ll

I

0,

. drzg 2y
2 my (7"-(7[ — Zk—l_i;’) = 0,
k=0 )
k=n—1 .
dixy Az
2 m"(z"ii"‘ w G) = o,
=0
k=n—1

d’zy
2’""( — i db’) =0
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d’ot: résultent, par de nouvelles intégrations, les trois intégrales dites
des aires :

=n—3
dz dyy
2 m,,(}",, "‘l—t‘ —— Zp dll.) =A.,
k=0 . ‘-
- k=n—1 i &
’ "k Tk
(a1) 4 > 'mk(zk'g; — X E)'—"'B’
- k=0 -
k=n—1 & dz '
Yk k
2 m,,(xk—a-; — Y« TI) =_.
V- k=0 i

Les équations (20) et (21) sont, sous une forme un pen différente,
quatre intégrales bien connues.

CHAPITRE VI

DETERMINATION DE DEUX NOUVELLES INTEGRALES.

15. Par un changement d’axes coordonnés, on peut rendre nulles
les deux premiéres constantes A et B des équations (21). 11 suffit, pour
" cela, de choisir pour I'un des plans coordonnés le plar invariable du
systéme, ou celui qui correspond au maximum des aires dans le mou-
vement considéré.

Projetons sur ce plan les droites menées de origine aux points
Xy ¥y B3 T4y Fas Tusorsh Lnots Fnis Znoiy €6 désignons pars, s, 5z,...,
Snety Uy U @y U Wgyeeey B Wpy les longueurs des projections
obienues et les angles qu’elles font respectivement avec I'axe des z,
de sorte que &, ®;...,0p—y SONt les angles que font avec s les autres

projections s, S35++-5 Spt-

16. Ajoutons,membre 4 membre, les deux premiéres équations (21)
ainsi modifiées, aprés avoir multiplié la premiére par — y— 1, et in-
troduit la base e des logarithmes népériens. 11 viendra

k=n—1 d
- i -y dzg I
> om g 2 = [setson ¥ 7] — 317;8(”"’“‘/—7 =o0
k=0
Journ. de Matk. (3¢ série), tome I, — Aour 1875.

37

19
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oa, en divisant par e“Y=', et supposant en outre v, == 0,

k=n—1

ds| de do
(22) 2 €0k V=1 [z,,—zf——sk t +skzk(dt —‘) -——IJ— o.
k=0

D’un autre cbté, la troisiéme intégrale des aires (21) devient, par ce
changement de variables,

k=p—1
du dor
(23) _ 2 mks,?(dt dt) G,
etl’on en tire
—=n—1
C— 2 mksk
d =
(24) ) "7[‘; = k;n—ix
> myst
k=0

17. Si 'on substitue cette valeur de dans (22) et qu'on décom-

pose ensuite en deux I'équation résultante, en égalant a zéro les par-
ties réelles et imaginaires, on trouvera

k=n—1t
i d‘s‘k d
2 my ZLZ — -S'L—d;' CcOoS (x)k'—Z/,Sk—- sin oy
k=1 .
k=n—1 d
g d Ok
k=n—t C— zmkskjt
+ 2 ;:51.%; Si0 1 —_ =o,
k=t , 2 mk-f%.-
k=1
25 k=n-—1
(%) 0 (7 5P sing
2 m, f;Zr. d 2 coswy L~ St .
k=n—1 d
dop
k=n—1 C— 2 msE —- ar
+( Y, mnzcosoy T =o0.

k=0 » 2 mksi
k=90
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18. L’équation des forces vives (20) deviendra de méme

=n-

1 ds,;. 2 JZ!.- 2 9 du {Imk 2 .
3 s (@) (@) +t Era) =0
k=0

: . e e di . .
ou, aprés la substitution de la valeur (24) de 7;—;, et, toutes réductions

faites,
: k=n-1 d 2 I 2 a 2
L il i 2 [ 2ok
Z zml‘[(dt> -+ (dt) + 5k ( dt> ]
k=0 : .
. k=n—1 d 2
, ook
(26) G — < > st -E>
-+ /:=::—1i =U— H.
2 3 ms}
k=0

i

1l importe de remarquer que la variable z n’entre pas dans les trois
derniéres équations, non plus que dans la fonction des forces U.

19. Nous transformerons les équations du mouvement, dans le
systéme des nouvelles variables, au moyen des formules de Lagrange.

En posant

el ] 2ol @ ()

et, en considérant maintenant C comme une constante particuliére

donnée, nous formerons ainsi les 37 — 1 équations différentielles du
37..
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second ordre

#z__ W ds _ U dz, _ 30

G A R i
4 T _d(T+U) d d __¥(T+0U)
e [ds\ T o5 B Ztads,_‘_— dspy

y dt dtr

d_3T __¥T+U) 4 T _3T+T)
;’;a dog - Ju : ’ dr 3 do,_; - ey .
Y\ dr | )

20. Pour abaisser ces équations au premier ordre, nous introduirons
3n — 1 variables auxiliaires, savoir

dz dz, d,
) £ 1 t — it
2z -—m;—tw %, =m, Z T 2,y == My, 7
ds . ds, . © dSe
(27) .s’=m‘-1;, s, =my et S,,_i-':"),,_;——d-l—a
v do r — dﬁ’u—i
1= ‘J—a"-a @, 4= ar ?
ce qui donne
- k=n—1
— s 12
T= 2 2mg (s +
k=0 ’
- k=n—1 2
2 2,7
(28) | F=n—1 C “( 2 msiol
I k=t
-+ 2 ~g M SEOP + —mm ’
k=% 2 Z mlsg
k=0

et pour les équations du mouvement

df- W ds, U oy _ U
a3 dc o5 ] &t e’
(7g) {4 NUEXT) &, THT) sy _ }T+T)
9 dat — ds 2 Tde T s, e a7 sy !
‘ 4T YT+U] ~ : d I _ HT+T)
dede, — dw. 7 @dmy dwen
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en exprimant U en fonction des mémes variables s, s,..; 2,3,...,
Bpogyeee} Oyy Wgyeney Wuoy, €t prenant pour T 'expression (28). Ces
derniéres, jointes a (27), forment un systéme complet, d’ordre 6 — 2,
entre le temps £ et les 6# — 2 variables

By Bygeeey Bpeyy Sy Spgeeey Spogi Wy Bgyeeny Wpyj

g 7 ; ¥ ’ . 3 2 I
By Zyseeny Bpys Sy Spyeens S5 O, Wggeeey Wo_y.

Mais on peut en éliminer immédiatement ¢, et réduire ainsi le systéme
46n — 3 équations du premier ordre entre les 672 — a derniéres va-
riables. Les relations {25) et (26) fourniront trois intégrales et abais-
seront, par suite, Pordre 4 62 — 6, ou 4 celui qui correspond au
mouvement de z — 1 points, mais dans le cas ot la conservation des
forces vives n’a plus lieu.

21. Aprés avoir intégré complétement le systéme formé par (a7)
et (29), réduit par I’élimination du temps et i Faide des intégrales
connues (25) et (26), les variables s'exprimeront toutes au moyen
d’une d’entre elles, o, par exemple, et la solution s’achévera par deux
quadratures, savoir :

(30) t—to:_—f%",’—‘,

k=n—1
C — 2 mkS; b.)'k
k=1 dey
(31) U — uy== —maT
1

E Mz sy,
k=0

en désignant par ¢, et x, deux nouvelles constantes arbitraires.

[y

22. Jacobi a signalé comme immédiate au n® 22 du Mémoire latin,
sur la Théorie du nouveaw multiplicateur (Journal de Crelle, t. XXIX,
p. 259), la détermination du temps par une derniére quadrature, et il
s'exprime ainsi : « Ultimam integrationem, qua t per coordinatas ex-
primalur, quadraturis absolvi, res erat nota et sponte patens. »

Nous observerons, toutefois, que Jintégrale (30) n’est pas plus ici

19%
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la derniére que (31), et il n’y a pas lieu, il semble, au point de vue de
Pintégration rigoureuse, d’établir eotre les denx intégrales un ordre
de prééminence. En les considérant simultanément, comme nous
venons de le faire, on effectue stirement deux intégrations, dans le
sens méme du géométre prussien. Or, dans som Mémoire Sur Uéli-
mination des noeuds, Jacobi s’était borné A dire : « Les intégrales
connues n'étant qu'an nombre de quatre, on pourra dire que lon a
fait une intégration de plus dans le systéme du monde. »

SECTION DEUXIEME.

FORME CANONIQUE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET DES INTEGRALES.

CHAPITRE PREMIER.

AUTRE METHODE D’ INTEGRATION.

23. Aprés avoir mis les équations du mouvement de n +1 points
sous la forme (g) (n® 8), savoir :

d*x U dz, _ U

(1) moE= Mg T

nous poseron’s

’ dx | (l]’ ' — ll.?'n.-. r — dz,,_.
(2) X =1m a’ J = "l;};""’ F 1= Mp—y ~ar 2, = My_y et

ce qui permet d’écrire ainsi les quatre intégrales connues

" i=n—1 .
(3) U— Y - (xf 4P+ ) =H,
|
(4) Y (rE—my)=A

N i=0
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i=n—1
(5) ) Z (mx; — x:%) = B,
(6) 3 (xyi—gix) =Gy

et de donner aux équations (1) la forme canonique

dz' _ dy M dd
& = ey & 2’
dz M dr _ JH & JH
P7E a — ¥ =¥
(7) RO . Ceeneeeas ,
dz,_, M  dyp_, M di,_,_
dr  dm_ Tdr o e T d&
dea_s 3 dya M &, __
de T “‘”;1—1’ dt b_)';l__i’ de ~ - bz'n__i’

oit H désigne le premier membre de I'équation (3).

24. Les équations (7) sont précisément celles qui serviraient 4 I'in-
tégration de I'équation aux dérivées partielles (3), ou, sans égard aux
relations (2), on supposerait, & nouveau,

‘ x’=a—§, J":EE Z’:—a—s'a
dz Ay ] 0z

(8) ceerans ceeeeey e,

95 ; ] ' 28

,
X = _ ——— —_—

P et Ly T Tt b}’n—l, Zn—1 azu—l’

en représentant par S une fonction de 3 variables «, 7,..., z,_, et de

3n—1 constantes arbitraires, non compris la constante H et celle qui

s'ajoute 2 S. S est donc unesolution compléte de ’équation (3) 2 3 va-

riables indépendantes, qui satisfera identiquement 4 cette équation.

25. D’aprés une théorie connue, les constantes qui entreront dans S
sont celles des intégrales mémes de (7), mais choisies de maniére que
deux quelconques d’entre elles, f et g par exemple, donnent I'iden-
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tité nécessaire et suffisante [Nova methodus (Journal de Crelle,
tome LX)].

i=n—1 -

ple= B (Y ¥

" [ﬁg]*é(axiazz 3, 37
T e v v v,
W dgl Yidyrs dmdz 2 dm ?

et si ’on connaissait 3z — 1 intégrales de (7), distinctes de H, satisfai-
sant deux 4 deux a cette condition, on en déduirait facilement ensuite
les valeurs des dérivées &', ¥,..., %,_, €t, par suite, la fonction § par
une quadrature. En égalant 2 de nouvelles constantes arbitraires les
dérivées partielles de S par rapport aux 3z — 1 constantes quiy en-

trent, et ¥ A £,— ¢ (t désignant Ia constante arbitraire du temps), on

H
obtiendra les 37 intégrales finies du probléme, avec 62 constantes ar-

bitraires, parmi lesquelles H.

CHAPITRE II.

DETERMINATION DE TROIS INTEGRALES CANONIQUES.

26. La condition essentielle [f,g] = o est toujours remplie lors-
qu'on prend pour 'une des intégrales H ou (3). Si 'on différentie,
en effet, I'autre intégrale, par rapport au temps, et que I'on remplace
les dérivées des variables par leurs valenrs (7), il vient identiquement
[H,g] =o, par suite de la disparition des constantes. Il est donc
inutile d’appliquer le caractére discriminant (g) aux combinaisons
binaires ot entre H, que nous prendrons pour premiére intégrale
canonique, et nous lui adjoindrons pour seconde intégrale canonique
Pune quelconque des intégrales des aires, par exemple I'équation (6)
ou C.

97. Avant de procéder 4 la recherche d’une nouvelle intégrale
canonique, nous devons faire observer que la constante H, de méme
que C ou toute autre constante canonique, peut figurer 4 titre de
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de simple constante particuliére ou dtre remplacée; 4 volonté, par sa
valeur en fonction des variables dans le premier membre de toute
intégrale de (7) qu'on voudra considérer.

En appelant F et G ce que deviennent les fonctions f et g, aprés
qu’on aura remplacé les constantes canoniques , §,...,C, H par leurs
valeurs données en fonction des seunles variables x, Fyeres By

» on
aura, en effet, identiquement

[F,G] = [fig] + [, 6] (£ ¥ — L ) + ...

dax 08 96 da
RN ) fdg g
(IO} . -+ [R,H](xm—ﬁa—a) cae
¥z ¥
( ) +[“,C]('St—zb_(j—ma_a)+”i

et, par suite, .
Gy [F, 6] =[£ 4],
i cause des identités

[, 6]=[a, H]=[&,C]l=...=o,

auxquelles donnent lien, denx 4 deux, les intégrales canoniques
&y..., Get H.

28. Les intégrales (4) et (5), dont nous n’avons pas fait usage, ne
remplissent plus la condition (g), car on a

(12) - [A,B]=C,
de méme que
(x3) [B,C]=A et [GA]=B.

On ne peut donc prendre ni A ni B pour nouvelles intégrales cano-
Journ. de Math. (3 série), tome I. — Szeraumax 1875, 38
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niques 4 adjoindre sux précédentes H et €; mais si I'on fait

i=pn—2

. ) ' A f=n-x | 2

i=o0 =0

en appelant K une neuvelle eonstante arbitraire, cette intégrale de (7)
sera distincte 2 Ia fois de G et dé H.
Nous aurons d’abord évidemment (1° 26)

[H,K] =o,
et, d’autre part, par. lappheahon de la formule (10) du numéro pré-
cédent, il viendra

K. JC K G
[K,C]=[A, CJ(m—mz)

K DC K )C
Ainsi les deux conditions A
(15) [H,K]=0 et [K,C]=0

seront identiquement remplies et K sera la troisiéme intégrale cano-
nique qu’il est permis d’adjoindre aux précédentes H et C.

29. Si I'on rapproche lidentité¢ (g) des, ¢quations différentielles
qu'il faudrait établir pour intégrer les équations

J=a, g=§,

ott « et 8 désignent deux constantes arbitraires et f et g deux fonctions
intégrales du systéme (7), on sassure aisément que les intégrales
canoniques, qui définissent la fonction S, sont toutes, de méme que H,
satisfaites par les mémes dérivées partielles (8). Ainsi S est une solu-
tion commune & 37n équations distinctes, aux dérivées partielles du
premier ordre, correspondant aux intégrales canoniques H, G, K,...,
et i toutes celles qu'on en déduit par des combinaisons quelconques.
La proposition réciproque, généralement vraie lorsqu’on considére
des solutions complétes, ne P'est plus pour des solutions singuliéres de
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Véquation (3), qui peavent satisfaire en méme temps > des mtegrales
non canoniques particuliéres de (7), ol les constantes seraient nulles;
mais nous ne nous occuperons d’abord dans cette Section que du cas
ordinaire ou la solution § est compleéte.

CHAPITRE IIL.

NOUVELLE REDUCTION DE SIX UNITES DANS L'ORDRE DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ET CONSEQUENCES QUI EN RESTULTENT.

30. Si, conformément i la remarque précédente, on élimine entre
les trois intégrales canoniques, H,C et K, deux quelconques des
3n variables &', &'\ voeey Xy Y5 V9o s z,,_,, par exemple y' et 2',
on pourra supposer ensuite que la premiére 2 est determmée en fomc-
tion des 67 — 5 autres, savoir :

7 ! ! I 4 r
L S S TR IT DI Lns+ Vn-tsBp—tse-3 PN ATY TR L y3Y 1t Prs

et traiter 7 et z, de méme que G, H et K, comme des constantes parti-
culiéres dans I’équation aux dérivées parnelles, ou n’entreront plus
alors les dérivées de S par rapport 4y et & z.

Par ¥ apphcdtlon de la méthode connue, Vintégration de cette der-
niéve équation, qui dépend toujours, comme l’equatwn (3), de celle
du systéme (7) aux dérivées ordinaires, se raméne,  cause de la dis-
parition des dérivées y’ et 2/, 4 l'intégration du nouveau systéme cano-
nique de 'ordre 61 — 6, savoir:

dd, .Y dy, Az’ ad, pr
dz = dz a_y.’ dz ¥z
an __ W dn__ . d
dr %) 4z~ - ¥, dz ¥, ?
(16) e reeetesasiny  axeeeeeanirey  ceensecaineny
dar,_, _ pYd dz ¥ dE, Az’
dz T e ’ df;x-—x - b]’,‘_;j dz — 33, ’
dz, ., . dx’ oy _ pr4 dopy dz!
\ = W, Tde ¥, A& ¥,

38..
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Ces derniéres équations sont d'un ordre inférieur de six unités &
celui des équations (7) 11 faudra néanmoins s’assurer, conformément
4 1a-méthode exposée an Chapitre V de notre Mémoire sur I'Intégra-
tion des équations aux dérivées partlelles du premier ordre (p. 251),
que les intégrales de (16) sont communes 4 (7) ou conviennent au pro-
bléme, ce qui pent exiger quelques nouvelles intégrations auxiliaires
plus ou moins pembles. Ainsi, si Pon obtenait une premiére inté-
grale (@) de (16), qui ne fiit pas en méme temps une intégrale de (7),
on devrait remplacer « par une fonction inconnue de y et de z. En
différentiant, par rapport 4 toutes les variables, et en tenant compte
des équations (7) et des valeurs de H, C, K, il faudra que les variables
¥ et z s’éliminent naturellement. On devra donc obtenir une équation

linéaire et du premier ordre entre ,b_ﬁ, =y 7 et z, dont Pintégration
Iy =

dépendra, au plus, du second ordre des différences ordinaires. Toutes
les intégrales de (16) se déduisant immédiatement des solations S, qui,
en nombre infini, sont communes 4 H, G et K, il est naturel d’admettre :
réciproquement qu’'en général la constante « de toute intégrale de (16)
correspondra, aprés la détermination d’une fonction particuliére de
¥ et de 2, & la constante arbitraire d’une autre intégrale de (7). Si
néanmoins, et exceptionnellement, les conditions dont nous venons de
parler ne pouvaient pas étre remplies, la méthode cessant d’étre apph-
cable, il faudrait rejeter comme superflue 'intégrale de (16) qui n’au-
rait plus sa correspondante dans (7) ou dans le probléme actuel.

31. Rappelonsle parti avantageux que Yon aurait a tirer, en outre;,
de lintégralee, commune 4 (16) et 2 (7). En la combinant avec les in-
tégrales non cdnoniques A et B, et en égalant & une constante arbi--

traire P'expression .
[¢, A] ou [a, B],

on aura, en général, une autre intégrale de (7). L’intégra]e o fournirait
ainsi de nouvelles intégrales susceptibles, de méme, de donner nais-
sance 4 d’autres. Dans le cas de = 2, oudu probleme destrois corps,
une ou deux intégrales communes & (16) et & (7), jointes aux quatre
connues, formeraient un nombre qui parait suffisant, a. cause de la
possibilité de les combiner entre elles, comme il vient d’étre dit.
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SECTLON TROISIEME. "

REDUCTION DU PROBLEME DES TROIS CORPS AU QUATRIEME ORDRE
ET A LA FORME CANONIQUE.

CHAPITRE PREMIER.

DES SOLUTIOXS SIKGULIﬁRES DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

32. La théorie exposée dans la Section précédente fait dépendre,
comme on a vu, la solution du probléme des trois corps, abstraction
faite de quelques difficultés secondaires, de I'intégration de six équa-
tions différentielles du premier ordre, analogues i celles par lesquelles
on exprimerait le mouvement d'un point matériel libre, lorsque Ia
conservation des forces vives n’a pas lieu. ‘

Mais on n’a eu besoin de faire intervenir, dans la nouvelle solu-
tion, que trois des intégrales connues, savoir: H, C et K, et I'on a laissé
arbitraires les plans coordonnés, et, au fond, aussi la nature des va-
riables qui déterminent la position des corps. Il y a donc lieu d’espérer
qu’en utilisant toutes les intégrales, et choisissant convenablement les
plans coordonnés, ainsi que les variables du probléme, on approchera
davantage encore de la solution. Nous croyons y étre parvenu, en ex-
primant lesintégralesaumoyen des dérivées partielles d'une méme fonc-
tion, qui ne renfermerait plus, comme précédemment, six, mais seule-
ment trois eonstantes arbitraires, et serait une solutior singuliére de
Péquation fondamentale, 4 six variables indépendantes, dont dépend
le probléme. '

33. Nous mettrons cette derniére sous la forme (3)dun°23
(0 T—p@+y st = L@+ 5 =H,

ot nous ferons, comme plué haut, et en changeant les variables x, a
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et s, etg yet,

Les équations du probléme étant écrites sous la forme canonique

dz' W dy b &y U
3) T N WSy @ T W
\ dv -0 4y U dt U

@ s Ty aT T w

les intégrales finies du probléme seront, lorsqu’on suppose que S
est une solution quelconque compléte de (1),

; 28 , 08 a8 28
4 L_'=“1 E:@"'" 5"":'5'7 ﬁzto_‘ta

da
en désignant par @, 6,7, ¢, &, H les six constantes qui entrent dans S
(non compris la constante additive), et par ', §',..., ¢ et £, six autres
constantes arbitraires conjuguées. '

34. Supposons maintenant nulles denx de ces derniéres, par
exemple 0’ et ¢, o

. s ,
£ 5% —_— == = 0.
‘53 5 = O o )

?

o

Nous tirerons de ces deux équations les valeurs de ¢ et ¢ des fonctions
de x, 7...., § et des antres constantes &, §, 7 et H. La substitution de
8 et ¢ dans la solution précédente S la transforme en S,, et les équa-
tions (2) et (4) continueront 3 étre des intégrales du probléme des
trois corps, en y changeant Sen §,, mais elles sont compatibles avec (5),
ce qui restreint un peu la généralité de V'intégration.

On aura, en effet,

3%, 25 IS Sk _ S _
Sz~ 0z ¥z Tk &
2 2% _25 28  8xk_8_
Jo T dx T dedn da Xt

P T I 5
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2 cause des conditions (5), et aprés avoir effectué le changement de §
en S,. Ainsi les identités (2) seront encore satisfaites, et, d'un autre
coté, les équations
" ., 8 _ . 3,
(61 "% =5 5=7
pouvant étre regardées comme des combinaisons particuliéres des in-
tégrales précédentes (4) et (5), seront aussi des intégrales du probléme
des trois corps. ‘

35. 1l importe de remarquer que ces solutions singuliéres modifient
heaucoup la théorie que nous avons rappelée et appliquée dans la Sec-
tion précédente. Ainsi la solution S, & quatre constantes arbitraires,
que nous venons de définir, satisfait identiquement aux six équations
qu’on obtient, en en prenant les diverses dérivées partielles. On peut
done former, par suite, un systéme de six intégrales de (3), dont
quatre, résolues par rapport aux constantes a, 6, y et 3, sant de la
forme :

(7) Si=a, fo=F6, JSi=1 fi=9,

tandis que les deux derniéres, ol n’entrerait aucune eonstante arbi-
traire, seraient .

(8) . f;’-——o' fé”:o'-

Si I'on applique le caractére discriminant [ f;, fi] = o aux six fonc-
tions intégrales, sans constantes, désignées par Jis fas-ey fo» et prises
deux 4 deux, on obtiendra encore quinze identités; mais il faut ex-
pressément, pour cela, tenir compte des deux relations (8). Récipro-
quement, ces conditions seraient suffisantes, en général, pour que
'ensemble des intégrales (7) et (8) définit fa solution singuliére S, cor-
respondant aux intégrales finies (6) du systéme (3 ). Les équations (6,
(7) et (8) forment dix intégrales, et il ne resterait plus que les deux
derniéres  trouver pour résoudre complétement le probléme actuel.

Ces propositions s’étendent évidemment au cas ou la solation sin-
guliére renfermerait moins de constantes arbitraires et correspondrait,
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en méme temps, 2 in plus petit nombre d'intégrales de (3). Elles s’éta-
blissent facilement, en suivant la marche que nous avons adoptée au
Chapitre III de notre Mémoire Sur lintégration des équations aux dé-
rivées partielles. (Poir aussi les n* 33 et 34 du méme Mémoire,

page 259.)

' CHAPITRE II.

NOUVELLE ETUDE DU PROBLEME DES TROIS CORBRPS, EN RAPPORTANT
LE MOUVEMENT AU PLAN INVARIABLE DU SYSTEME.

36. Nous transformerons maintenant I’équation (1}, au moyen des
variables dont nous avons déja fait usage dans la premiére Section,
lesquelles sont liées aux précédentes.x, 7, 2, §, n et parles formules

(9) x=scosu, y=ssinu; E=g¢ cos(u—+w), =0 sin(z-+ o),
et leurs inverses

za—yE
ZEyn

(10) s*=x*+ y?, *=E+1%; tangu—za tangw = —

11 est bien visible que la fonction U ne depend que des cmq variables
"8, 6,7, § et a.

~ Appelons &, ', o' et ' les denvees partielles de S, solution de ( )
par rapport 4 s, o, © et z. Ces nouvelles variables seront lides 2 ', ¥
g’ et u' par les équations

_ ez Bn
s’.._x"—a—;-i— +§’ "5
Ceesseeeeananans cebevanan creeenns
. d ’ ,
u x’ +J/a +§ 32
et
x’=s’§—i+ ’a’+m —-+u ——a

sessetosassseressnccscnacsoneey

o2,

/| --—‘S’ +°" + 9 I
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- 37. En appliquant ces formules aux équations (g) et (10), il
viendra . ' ' : ’
= T T3

(.z’—i—y’)’ - (Ez_*_ﬂ: z

- 2 SI—E’:—{:—yy—,, a’:.E.E’_*-_,ml.
“ G)”—: gnl__ﬂgl, -ul: .z‘}‘"—jx'-*-gﬂ'—— ns‘

(r1)

et

(A

o — et o .
s, J =S siny— — P Cos g

x'=s"cosu-+

(12) . ,
? &=g"cos(w—+u)— %Sin (0-+u), v'=0'sin(w-+u)-+ %’- cos(w -+-&).

38. On aura, en outre,

o —u'\?
’

xlﬂ_!_jln =S’2 -+ (

72

2 2 3 d
2+ 9 =g + =
xy'— yE = s{0o'sinw +% cosa )

[
7 4

o — W
s

E_y’—-nx'=a(ssina)+ cosm)-

39. La substitation des valeurs (12) dans (1) transformera cette
derniére en ’

! l\2 79
(14) U__‘z_‘m_[sm_l_zm_!_(m :u) ]-i(a”+§"+%)=ﬂ;

et, comme la variable z n’entre dans cette équation que par sa diffé-
rentielle, il suffit pour la faire disparaitre de poser

(15) §=Cu+V,
ou encore
(16) ‘ ) u=0C,
Journ. de Math. (3¢ série), tome I. — Serreusrz 1875, 39

20
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en désignant par C une constante arbitraire et par V une fonction
inconnue qui ne dépend, de méme que U, que des cinq variables s,
Gy %y § et o.

I’équation (r4) devient, par suite,

PR P 3 o' —C\*]_ 1 2 O\ __

(17) U m[s +z’+( - ) 2#(0, +§ -+ )_H,

en continuant & désigner par &', ¢/, 7, ' et & les dérivées partielles de
la fonction V. R

40. La derniére des équations (1 1) montre que C est précisément
P'une des constantes des aires, et si on la considére, de méme que H,
comme une constante particuliére de (17), le probléme des trois corps
se raménera 4 'intégration du systéme canonique du huitiéme ordre

ds* . ?_w_' ﬁ _ dot  d . de de! _ 2a’
8 do ¥ de b,b', do ~ % de %k’
(I ) ds - p. P4 doe ! dz . dof d _ do’
do ¥ de ¥ da 3 7 Y

ot &’ est donné en fonction des neuf variables s, o, % g, 8., etao,
au moyen de (17).

44. Formons maintenant I’expression
2’ — 22+ §8 — §g+  — (g Ahatd —ng),

qui, égalée a une constante arbitraire, est une intégrale du probleme
Si nous sapposenscettegonstante nulle, il viendra, par le changement
de variables (9) et (1a) et aps la division par le facteur commun

cosu 4\ — 1 sin %,

I
z5' — 8% + cos 0 (?,'c’— 0'§’) — gi sine

— cosqn + sinw ({a - m‘,")] 0.
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Le changement de signe de y — 1 dennera uneautreintégrale, et U'on
en déduira sans difficulté les deux intégrales particuliéres

(s "o t = , , zu
sz’ — zs')sine + =—-cosw ) o'+ —cosw =0,
a

. 4
. (¥ —Cd')sinw + (;- gcosm) ' — ‘1:— =o.

Or la variable z n’entre pas sous forme finie dans ces derniéres, et la
relation #’ = C permet de I'éliminer complétement. On obtient ainsi

(19) (sz'— zs')sinew -+ (é— écos w) o' - %’;cosm =P =o,

( ’ " o z & , Cz__ A
(20) (a'§-§€)smm+(;—;cosw)m——-;-__Q_o,

en désignant, pour abréger, par P et Q les premiers membres de ces
deux équations. Ce sont la deux intégrales particuliéres de (18) qui
réduisent le probléme des trois corps au sixiéme ordre. Cette méthode
ne différe de celle qui a été exposée dans la premiére Section que par
la forme canonique (18) donnée maintenant aux équations diffé-
rentielles.

42. Conformément a Ia théorie rappelée au Chapitre précédent, il
est naturel d’essayer de faire servir les équations (19) et (20) 4 une
nouvelle réduction de I’équation aux dérivées partielles (17), en pre-
nant pour V une solution singuliére, 4 deux constantes arbitraires,
outre C, H et la constante additive.

En faisant les opérations indiquées par le symbole [...], relative-
ment aux dix variables s, g,..., &', il viendra d’abord identiquement

(21) [H9P] =0, [H,Q];:O,

a cause des conditions P = Q = o, et en remarquant que U dépend
uniquement des trois bindmes s* + 2%, ¢® 7%, socosw +3z8. .
1k faudrait encore qu’on eut aussi

{22) [P, Q] = 0.
39.
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Mais on s’assure qu’on. a, en sapposant toujours P =Q = o,

I22Q - 3P2Q aP2Q 2P 3Q
bsbs’ T ' 7""3';5“_:—3‘;73—'—-05106).

Ainsi la constante C doit étre nulle pour que les conditions (21) et
(22) soient remplies  la fois et pour que les équations (r7), {i9) et
(20 ), aux dérivées partielles, soient compatibles et satisfaites par une
méme fonction V des cinq variables s, ¢; 3, 8 et o. :

43. Dans cette hypothése, ces équations deviennent

(23) U-?;—m(s”+z"+";——'f)——(o"+g'= “=m;

(s2'— zs')sinw + E_Zcosa)a =o,

[\ = s ° -
(24) . N z & _

— &' =o,
(68’ —gojsin @ - | —Zcosw Ja =0

etl'élimination de z’ et {’ transforme la premlere équation en -

U_———(.s”—&-——)——zy(c”—i: )
(25) m[m smm—i—( cosm——%) m’]ﬂ
( W[‘;aqmm+(ccosm—-) ] =H.

L’intégration de cette nouvelle équation,-qui ne renferme plus que les
trois - variables s, ¢ et @, dépendra uniquement de celle du systéme-
aux dérivées ordinaires du quaméme ordre

6 ds’_Bm’.fi_é_nL’. & % do_
(2 }~;~ T s da d) de 3 da T3’

oti Pon donnerait 2 o' sa valeur tirée de {25). Les-intégrales de (26),
convenablement choisies, devraient appartenlr au probléme des trois
corps ainsi restreint.
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CHAPITRE III.

NOUVELLES SIMPLIFICATIONS DANS LE CAS PARTICULIER OU LES CONSTANTES
DES ATRES SONT NULLES.

44. Les équations (25) et (26) sont susceptibles de prendre une
forme moins compliquée. Remarquons d’abord que chacune des
équations linéaires (24) s'intégre rigoureusement. La premiére donne
lieu, en effet, aux équations simunltanées '

dz —ds sosinnde
—_— s ey
° s z st — z0Co5w

et, en y considérant ¢ et § comme deux constantes, on obtient sans
peine les deux intégrales

=s*+22 et 6=128+ sccosw;

YV doit donc étre une fonction de ces deux bindmes, et, en intégrant
de méme la seconde équation (24), on reconnait que la fonction V dé-
pend uniquement des trois bindmes §? +3?, 0® + §* et 25+ secos v
ou encore des trois trindmes :

2+ i+ 22, B9+ et xE+yv-+zf
dans le systéme des variables primitives x, y, 3, £ v et §.

4%5. Nous changerons la signification des variables s, ¢ et @, et nous
supposerons maintenant que ces lettres expriment deux cOtés et I'angle
compris du triangle des trois corps. Nous aurons ainsi

S=x+y2+22, P=E4n*+? socoso=xE+yu+3L
et, si nous introduisons, en méme temps, les variables conjuguées,

AV . AV IV
. ! &« ’ '4
(2 ) s'= 3 G—'—_—D——u” @ __-—a—;,



310 ALLEGRET.

il y aura, entre les variables &, 7,..., ¢’ et les nouvelles, les relations

;. ' Eo'
x == 4 = cotm —
o '
= ‘Z(s +—c0tm) LA
s § STSilw
z ' <24
-[s —I——cotm ——
. s 5 So SINw
(28) . E ’
'— ¢+ 9-cotc.) -,
[ 3 g sSGSine
7 o o’
=-(a+—-cotm) Jr .,
a o scsin®
' ze
§’=§(o"+—cotw) - —
[ a Scsine

Ces derniéres démontrent a posteriori la possibilité de rendre iden-
tiques 4 la fois les équations

x],_fx,_[— Enl__ ,ng/ —_ 0’
(29) vy — 2y’ +ql—En'=o,
t 22 — 22+ L8 — & =o,

qui sont une conséquence immédiate des équations (28).

46. Sil'on porte les valeurs (28) dans l’ équation (1), elle prendra
cette forme plus simple

(30) U;ffi;ﬁ_f(’_’_+_’_)zﬂ,

ol n'entrent plus que les trois variables s, g et w, et les dérivées par-
tielles de V par rapport 4 ces derniéres. V dépendra donc, aprés avoir
résolu Péquation (30), par rapport i », des deux seules intégrales du
systéme canonique du quatriéme ordre

ds ' da" ' ds d! da '

B =W TN e d

Lorsqu’on aura déterminé V avec deux constantes arbitraires « et §,
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on en déduira les trois intégrales finies du probléme

(32) W, W, W
/ "o % n T
qui feront connaitre, 4 chaque instant, s, et , ot les éléments du
triangle formé par les trois corps.

47. Les coordonnées finies x, y, z, &, v et §, rapportées a trois
axes fixes arbitraires, sont exprimables au moyen de trois angles ¢,
v et ¢ qui détermineraient la position du triangle dans ’espace, et qu’il
faut joindre 4 5, o et @. Or les quatre intégrales des aires et des forces
vives fournissent quatre équations du premier ordre, entre le temps ¢
et les variables ¢, ¢, et v oti 'une d’elles ¢, celle du neeud, n’entrera
o Y

? o ;
7 €t 5> on obtiendra

donc une équation du premier ordre en v, et de la méme maniére une
autre en ¢. Eufin I'angle ¢ sera donné par une quadrature finale.

que par sa différentielle. Aprés élimination de o,

CHAPITRE 1V.

DU CAS OU LE MOUVEMENT A LIEU DANS UN PLAN
ET DU PROBLEME GENERAL.

48. Pour étendre la solution précédente au cas ordinaire ou les aires
ne sont plus nulles, nous commencerons par supposer que les trois
corps se meuvent dans un méme plan.

Aprés avoir tracé dans ce plan un premier axe fixe OX, nous imagi-
nerons un second axe mobile OE faisant, avec le premier, un angle
variable y, de telle sorte que la somme des aires relatives, comptées &
partir de cette droite, soit constamment nulle.

Soient u, 0, s et ¢ les angles et les rayons vecteurs qui fixent les po-
sitions des mobiles m et p par rapport 4 OX, et soient de plus ' et ¢
les angles de ces rayons vecteurs avec I'axe mobile OE; on aura,
d’aprés notre convention,

du’ 2,48
& TR F =0

(33) ms?
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d’ot1 Pon tire, en introduisant I'angle 0 =6’ — &/ = .0 —u,

(34) dw po? t_i_c:\ di _  ms®  do
T T mshpe dt’ & ms-tpe dt

L’expression T de Ja demi-somme des forces vives sera

_m[ fds\? dy  du el fds\? dy d9’ 2
T—:[(z)“ dz+d,)]+5[(a?)+“ ( arral

ou, apres substitution des valeurs (34),

65) T 2302 () o o (2] (3] ] s ()

Comme ¥, de méme que #, 6, «’ et &', n’entre pasdans U, etque ces va-
riables ne figurent dans T que par leurs différentielles, le mouvement
est parfaitement défini par le systéme des quatre variables s, ¢, et x,
auxquelles il faudra joindre ultérieurement les relations différen-
tielles (34). Les formules de Lagrange peuvent donc ‘étre appliquées
4 Pexpression (35) de T, qui est homogéne, et du second degré par

ds .
rapport & ~ f En posant, avec Hamilton,

do
dtdt
T -, 3 T, T ,

-

T
@
de/

on formera ensuite I’équation CoT e

(37) ‘ﬁ_i’.’__.ﬂ'_""_"(__‘__,_.'_> __2

am  2p 2 \ms*  pe? 2(ms*+pa®)

(36) =,

analogue a (30), ot &, &, o et X pourront étre remplacés par les
dérivées partielles, suwant s, a, o et Y, d'une méme fonction caracte-
rlsthue S. = 7 R . .

49. Si V'on fait maintenant

(38) ’ ) X = G,
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et

(39) S§=Cx+V;

attendu que y n’est pas dans U, I’équation (37) deviendra, en chan-
geantSenV,

(40) [U—.*m_]_i_f;“f(L+L>=H,

2(ms* + po’)

dont Iintégration, comme celle de (30), dépend du quatriéme ordre
des différences ordinaires.

Le probléme que nous examinons rentre donc dans celui qui a été
résolu au Chapitre III, aprés avoir retranché de la fonction des

C?

Lorsqu’on aura obtenu la solation compléte V de (40), avec les
constantes arbitraires « et 8, les trois intégrales finies du probléme
seront

forces 17 le terme

oV , Y v
(41) e = a——6-=€’, SE= fo—£;

on aura, d’ailleurs, par une quadrature finale,
v=u-+y ou 0=6+y,
au moyen de I'intégrale C des aires, ou encorée

wm X [WE o xVa oo _
(42) v'= ) VT )W X7 ms +pat KT 3@

et toutes les variables seront ainsi exprimées en fonctions da temps.

50. Pour traiter, de la méme maniére, le probléme général, nous
tracerons encore, dans le plan dua triangle des trois corps, une droite
mobile, 4 partir de laquelle la somme des aires décrites par les rayons
§ et ¢ soit nulle, et nous représenterons la vitesse de rotation de cette

ligne, dans ce plan, par g—f- Supposons que les deux corps mobiles

Journ. de Math. (3¢ série), tome I. — Servessre 1875. 4o
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soient animés de vitesses quelconques perpendiculaires au méme plan,
outre celles qui produisent la déformation continue du triangle des
trois corps. En faisant abstraction de ces derniéres, le triangle passera
de sa position a la position infiniment voisine par une rotation instan-
tande autour d’une droite particuliére située dans le plan du triangle.
On peut évidemment décomposer cette rotation en deux, l'une g{

dirigée suivant le coté s du triangle, et l'auntre o suivant OII, menée

perpendiculairement i ce coté, dans le plan du triangle des trois corps.
Les nouvelles variables p et = seront représentées, de méme que X, par
les longueurs de deux lignes courbes convenables, tracées sur une
sphére dont le centre est en O, et dont le rayon est égal & l'unité.
L'expression T de la demi-somme des forces vives du mouvement des
deux corps m et p deviendra, par suite,

_ mf(ds\* o[ dy , du'\? 2 dn)z

r=2[(5) o (FrF) e (@) ]
(4 [ (2 Y siora ()
+2{<dt) +aNErE) TIO\%)

{ dw\ 2
2 nnc?
—“+ G°CoSs" » (.',df) %

[

odi, en tenant compte des relations (34) qui subsistent,

dt 2 dt 2 de | .
+ I ; ds\3 " de\2  m psta® [ de\?
Z’: n dr o dr - ms?*-i- ya’ E‘. :

Comme les variables y, &, p, de méme que les précédentes &' et &,
n’entrent dans T que sous forme de différentielles, le mouvement est
amené, comme plus haut, 3 dépendre des trois seules variables s, ¢

et ». Sil'on fait :

T— ms’—:yu-‘ (_d_x)‘-'+ ms® -+ po? 08’0 (d:t_)* + pelsin®e (ﬁlﬁ)z

(43) g

. oT . d| T . do
’ 2 302 £ ' — 2 2 2 .
(44) p _——a—dp__‘uo- sino—5 @ = = (ms® + ps? cos® o) ="
dt dt
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on joindra ces variables aux précédentes (36) pour former I'équation

Plz q,lz

[U— 2 (msz ~pd’)  2paisinfe | 2 (ms'- polcose)
2 12 r2
_L_L_iG“b%=&

(45)

ou s',¢", ', y', p’ et &’ sont les dérivées partielles de la fonction caracté-
ristique S. Posons, comme ci-dessus,

(46) X=C, p=F, o=6
et
{47) §$=Cy+Fp+ Gw +V,

en désignant par C; F et G trois constantes arbitraires. Le mouvement
sera déterminé par I'intégration de (30) o il suffira de remplacer Ia
fonetion U par
C! FZ G!
T3 (ms ;- pey 2paisinie  2{ms-k polcosiw)

Les six intégrales finies du probléme deviendront, en appelant « et §
les constantes arbitraires de V, et «, G 1 Xo2 Pos Bo €t £, 5iX autres con-
stantes,

v Vs
‘ |e== F=6 F=t—t
(48) jawv w_ v
(=2 F=r—p G=n—s=

dont les trois premiéres feront connaitre tous les éléments du triangle
des trois corps en fonction de C, F, G et 2.

51. Les constantes arbitraires C, F et G ne sont ici autre chose,
comme il est bien facile de s’en assurer, que le double des sommes des
aires prises par rapport au plan du triangle des trois corps et 2 deux
plans perpendiculaires au coté s et 4 la droite perpendiculaire OTI. Ces
quantités sont, on le voit, exprimables, sous forme finie, 4 Paide des

fo..
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constantes des aires relatives 4 trois plans coordonnés rectangulaires
invariables, et des angles ¢, ¢ et v qui fixent dans I'espace la position
variable du triangle des trois corps, savoir, ¢ 'angle du nceud, ¢ Fin-
clinaison sur le plan fixe (du maximum des aires); et 'angle v du cotés
avec la ligne des noeuds; et ces quantités C, F et G sont, par suite, tout
2 fait indépendantes des variables s, ¢ et ® qui entrent seules, sous
forme finie et sous forme différentielle, dans (45). Lorsque les éléments
du triangle des trois corps seront connus, au moyen de la solution
singuliére V et des trois premiéres équations (48), on devra faire varier
les angles ¢, ¢ et v, ainsi que les fonctions désignées par G, F et G, et
Pon déterminera finalement ces angles comme il a été dit au n°® 47, par
les équations des aires et des forces vives. Le probléme sera ainsi résolu
dans toute sa généralité.

52. On voitdonc qu’en ajoutant 4 la fonction des forces U quelques
termes fort simples, oti n’entrent que les éléments mémes du triangle
des trois corps, le probléme sera rendu identique & celui que nous
avons considéré dans les deux Chapitres précédents, ou les constantes

des aires ont été supposées nulles. En écartant quelques difficultés se-
condaires, le probléme qu'il reste 4 résoudre devient semblable 4 celui
du mouvement d’'un point unique assujetti 4 se mouvoir sur un plan: Le
temps, remplacé ici par la variable angulaire @, est renfermé explicite-
ment, il est vrai, dans la fonctiorrconnue des forces; mais les équations
du mouvement ont la forme canonique. .



