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Mémoire sur l'intégration des équations aux dérivées partielles

du premier ordre;

s

Par M. ALLEGRET,

Professeur a Ia Faculté des Sciences de Clermont.

CHAPITRE PREMIER.

REDUCTION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES A DES EQUATIONS
AUX DERIVEES ORDINAIRES.

4. Soit
(') f(xa Xyg Lageesy Xn3 Fis Vaseeos }’n) =a

une équation aux dérivées partielles du premier-ordre, entre la fonc-
lion inconnue x, les n variables indépendantes x,, x,,..., x,, la con-
stante arbitraire a et les dérivées partielles

__ __ o= _
(2) O Y A

Nous considérerons x, de méme que ¥, ¥as..., ¥ry COMmMe 2 +I
fonctions inconnues des n variables x,, 2,,..., 2, et de z nouvelles
constantes arbitraires a,, @,,..., @, jointes i la premiére @, et nous
nous proposerons de déterminer ces fonctions de telle sorte qu’elles
satisfassent identiquement et 4 la fois aux équations (1) et (2).

_ La premiére fonction, x, sera ce que Lagrange a appelé une solu-
tion compléte de I'équation fondamentale (x).

2. Différentions successivement (1) par rapport aux z variables x,,
Zgy--.5 Lny €t €n tenant compte de la condition connue '

(3) e e
dap T Ix
Journ. de Math. (3¢ série), tome I. — Jumxer 1875. 31

16



2f2 . ’ ALLEGRET.

il viendra

F@) @)+ () B+ (ra) 2 ..+f'(yn)a-ﬁ =o0,

S (xa) + 1) 2+ f( .7’4) +f (J‘z) by?‘*' ‘*‘f'(]’n)a‘i%:(”
(B){ oevrerenn Cererenas Ceretttensansisecnnnnananss Creveceasmisrrane s
F@on) @) a7 ) G S ) L ”y"-' et f ) Lt = o,

S(@n) - f (@) S () o S () § “f"+ S (fn)b—”—o

Ainsi, chacune des fonctions y,, Fareery Jn satisfait & une équation
linéaire aux dérivées partielles ot les autres fonctions n’entrent que
sous forme finie.

3. Si donc on applique 4 chacune des®équations (4) la méthode
d’intégration ordinaire, on s’assurera, sans difficulté, que les  fonc-

tons %, ¥as-esy Jn sOBL déterminées par r intégrales du systeme'
unique de V'ordre 22 —1,

dr o aya — dys S dyn
@) +nSz) " @) +5fl@) S (@) +rf(@) " @)+ 5f ()
__—dzy  —dz, —dz; _ wdz,
TP P Pl T P

ou, de méme que dans les équations (4), on suppose x remplacé par-
tout par sa valeur tirée de (1).

4. On évitera cette derniére substitution si Pon ajouté aux précé-
dents rapports le nouveau
—dz
7 )+ (Fah bt Iaf (n)

et qu’on considére ensuite (1) comme une intégrale des équations dif-
férentielles ainsi complétées.
Faisons, pour abréger,

(5) ,‘P=—[Yif'(ff)'*‘faf'(fz)+---+.7’r:f'(J’n)]
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et le systéme différentiel & intégrer sera

PZ = flm) i f (e PE=f (@) + i f (@

(6) PLe — f1(2) + 7o f (),

dz, ' dz, rr dz, ,ro
E=_f(.74)’ Pd—z='—f (.72)7"'7 P_d—z-'=—f (]ﬂ)7

L’équation (1) en sera une premiére intégrale, avec @ pour constante
arbitraire. Il résulte des recherches de Pfaff, continnées par Jacobi et
Cauchy, que le probléme proposé est toujours possible et dépend uni-
quement de I'intégration des équations (6), et nous prendrons 14 notre
point de départ. (Poir le Mémoire allemand de Jacobi Sur Uintégra-
tion des équations aux différences partielles, Journal de Crelle,
t. XVII, ou la traduction francaise, Journal de Mathématiques, 1*® sé-
rie, t. IIL.)

B. Sans effectuer complétement cette intégration, nous supposerons
maintenant qu'on puisse adjoindre 4 (1) # autres intégrales de (6),
telles que

a, =f;(.‘l.‘, XLy Xggeeey Lnj 711]‘27"'7,711)’
[22% =f2(x7 Lyy Hageney X3 fuj’:a--w]'n),

----- R R R R R A N R AR R

a, =f;z(xs Lyy Layseey L3 Vs Vaseers fn)

(7)

Les équations (1) et (7) détermineront les z -+ 1 fonctions x, 7,
F2yees ¥n3 mais elles ne correspondront & une méme solution com-
pléte‘ que si les valeurs obtenues y,, 7,..., ¥» satisfont aux équa-
tions (2) et, en outre, deux a deux, 4 la condition générale (3). Cette
méthode d’intégration donne lien 4 une discussion délicate qui est
Pobjet principal du beau Mémoire posthume de Jacobi : Nova metho-
dus equationes differentiales partiales... integrandi (Journal de Crelle,
t. LX).

Nous allons essayer, par une autre voie, d’établir les points essen-

tiels de cette théorie.
31..



244 ALLEGRET.

CHAPITRE DEUXIEME.

DETERMINATION DES INTEGRALES DU SYSTEME AUX DERIVEES ORDINAIRES
AU MOYEN D’UNE SOLUTION COMPLETE DE L’EQUATION FONDAMEN-
TALE A¥X D_ERIVEES PARTIELLES.

6. Nous remarquerons d’abord que, si les équations (1) et (7) défi-
nissaient une méme solution compléte, les n — 1 derniéres intégrales
de (6) s’en déduiraient immédiatement. 1} suffirait, pour cela, d’écrire

; . da dz '

8 =11 b bt
(8) da, ~ day” 'ba,."b"bz' : bny
- >
en désignant par b,, b,,..., b,, n constantes arbitraires dont on n’a 2
considérer que les rapports, ce qui permet de donner i 'une de ces
constantes une valeur particuliére quelconque, par exemple 'unité.

7. Pour le prouver, nous écrirons ainsi les équations (8)

dx 6+2 T 62+ e AR
., 4+ s+ . n+
@ Eeew, Eoee, Eoge

en désignant par e la base des logarithmes népériens, par x une fonc-
tion particuliére et par 6, 6,,..., 6, les logarithmes des constantes
précédentes b,, b,,..., b,.

Ces derniéres équations détermineront toutes les 7 -+ 1 quantités
Zyy Lgyeesy Xy €L X en fonction de 'une d’elles que nous prendrons
pour variable indépendante unique.

.8. Nous éliminerons les nouvelles constantes, en différentiant loga-
rithmiquement les équations (g), ce qui donne

pig] Ar2 n 3., __
Sz.dx, +'37‘d1'2+. .o 3a, d.'l',‘— Ed)\,

: e o2 A =
(IO) de, -+ a—a,liz'g—l—‘ .o 32; dx,,_ 3z, dl,
L R

2 22 ).

\ da, da,

bfz hr -
CZZQ -+ 5;:6&”3'4‘.. .-F'Sz:titn.—-
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D’autre part, en différentiant 'identité (1) par rapport aux constantes
@yy Agys. sy By il vient

Wopi(y) b 2 () et *f’(yn)=—§-2f'{x),

oy | BT O+ S ) o S = (),

B fr ()b L () e e ok B2 f e =— o (2)-

Par la comparaison des équations linéaires (10) et (11}, on trouve

({2) -—-dz, —dx, ——d:z:,__ . —dz, d\ X
Fo) = Foa  Fle " Flm) 7@

9. Sil'on différentie de nouveau (1) par rapport aux &,y &sy..ey Lny
et qu'on tienne compte des relations (3) ainsi que des valeurs de

L )s ' (Fa)s-ees J' () tivées-de-(12), on obtiendra

,fl(x‘) +7. S (x) =f"(x) ('b—;ljqu—bz:d;—l- "'b—z:H)
._f:(x) dfx
et de méme

Sl yaf (@) =@ Loees S (@) +guf (@) =f (2) 22

d’ott il suit
(13 AN i S, M.
) FETir @ e e @) F e @ @)

Si donc on fait,

. F{e).dz
(8 A== [T ff () F

les équations (6) seront vérifiées par (8) ou {g) qui en sont des inté-
grales, ainsi que nous voulions le démontrer. (#oir le Mémoire de

Jacobi déja cité, § 10.)

168
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CHAPITRE TROISIEME.

DES CONDITIONS AUXQUELLES SONT ASSUJETTIES LES INTEGRALES
QUI DEFINISSENT UNE MEME SOLUTION COMPLETE.

10. L’une quelconque fi des intégrales (7), que nous supposons
définir une solution compléte, doit évidemment donner lien & un
systéme différentiel analogue & (6), savoir: '

dy, , . dy, ’
Pk}}%=fk(x4)+71fk(x)a..-, PkTJ.;-': x (n) +70f 5 (),

65 o o
Pk%=_ ’(.7'4)7---7 Pkidzf:"‘ k(fn)a
on l’onapose
(16)  Pe=—(rfu() + 7 Se(rd) F o Ay fi (1a)s

et les équations (1) et (7) seront encore (7z--1) intégrales de ce nou-
veau systéme.

11. Différentions par rapport i x celle des équations (7) ou entre
la fonction fy et remplacons les dérivées des autres variables par leurs
valeurs (13), il viendra, aprés la substitution (16) de Py, l'identité

S @) fe(rd)—So () fule)

'*"f;e (xz)f,k(,}’z)_f;k (fz)]uk (.1‘2) ..

S5 (2[5 () =S5 () (%a)

+ 1 L5 (®) [ () — e () fe (%)]

+ 72 [f5 (@) fo (72 = fx () e (®)]+...

+ I (Ss2fe Yu— T PoSex) =0,
et cette identité est manifeste lorsque 'une des deux fonctions f; ou
[ se confond avec f, et 'autre avec une intégrale de (6).

(17) {

42. En omettant les n relations ol enire la fonction f, les inté-

(r—1)

grales (7) combinées, deus 4 deux; fourniront = autres iden-
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tités (17) Je dls, reclproquement, que si ces derniéres existent entre
n intégrales convenablement choxsws (7) les relahons (2) et (3) s’en-
suivront nécessairement.

Pour le démontrer, différentions par rapport & ay J'identité

f= iy

que noussupposerons apparlenir aux groupes (7) et(1), et ot nousrem-
placerons &, 74y ¥ 240042 ¥ par les valeurs qu’on en tire. Aprés avoir
multiplié par 1+ (r¥) (i et i’ désignant deux indices quelconques qui
peuvent méme étre nuls), et ajouté membre & membre les équations
oblenues en donnant successivement A k' ses diverses valeurs depuis 1
jusqu’a n, il viendra :

[ @)+ st @] £ )
[t A @ i) o i)+ S A ) )
+f PO [Bf )+ B )t B ()]
N R T A AR S ACAY

....................................................

+ S )| B Sfelr) + ——f' (72) ot L fi () [= 0

153. Permutons ensuite, I'un dans Vautre, les indices Z et 7/, et re-
tranchons, membre & membre, les équations. On trouvera, en tenant
compte des relations identiques (17) et aprés quelques réductions faciles,

U (=) ) = rfe @] (55 =)
HUH @A) =i )] (&-7)

) =S (52 — 7v)

=n k'=n

+ 3 3 L Ui ) £ (e 0l (e —35) =

k=t k=i
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Si Pon donne maintenant aux indices 7 et ¢ leurs diverses -valeurs,

on formera un nombre ———- n( +1) d’é équations linéaires et homogénes-par
rapport aux bindémes

’

dz dz dz

b'_x:—)'n 5;;"".72"'-7 D_z-,:—']""
et )

e W

Yz dm dmy dm ) dap day

‘en nombre égal 4 celui des équations. Ces bindmes sontdonc nuls, et les
conditions (2) et (3) seront remplies, en admettant que le déterminant
des équations précédentes ne soit pas identiquement nul, ou ne de-
vienne pas tel, comme conséquence de quelques-unes des équations
(1) et (7), ourles constantes auraient des valeurs données non arbitraires,
ce qui ne peut avoir lieu que dans certains cas trés-particuliers que
nous excluons formellement. Les conditions (17) suffisent donc, en
général, pour que le systéme formé par les équations (1) et (7) four-
nisse une solution compléte x de I’équation proposée (1).

_ 44. Nous ferons
' Vet Wi ViV Vi Y
(8) Unfel= 2 (a—x, i 0e) + E«f (5 e =):

Dans les applications 4 la dynamique, x n’entre pas dans les fonc-
tions £, f1,...,f»; et 'on a simplement

i?n b b ) b
o -SR-S

On voit, d’aprés ce qui précéde, que, pour que le systéme des inté-
grales (7) corresponde a une solution compléte de (1), il faut et il

( 1)

conditions

[fuSfil=o

soient identiqguement remplies pour toutes les combinaisons possibles,
deux i deux, entre les indices différents ket &',

suffit que les 2
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CHAPITRE QUATRIEME. .

FORMATION DE NOUVELLES INTEGRALES AU MOYEN DE DEUX PREMIZRES.

15. Soient

(20) .ﬁ(xaxi;xzy-'-, xn?fu]'ny---afn)=“n
fz(x’ Lyy Lazeess xn?]'n]zg---:]’n) = ay

deux intégrales quelconques de (6). Lorsque la condition [ f;, fa] =0
n'est pas identiquement satisfaite, les deux intégrales ne font pas
partie du groupe canronique qui définit une méme solution compléte,
‘mais il est trés-remarquable que V'expression [f,, f;] est identique-
ment constante, ou encore que, égalée 4 une constante arbitraire, elle
donne nécessairement une intégrale de (6), de sorte que, si la nou-
velle fonction n’est pas une combinaison particuliére des fonctions
/1 et fa, elle fournit une intégrale distincte des précédentes.

Cette troisiéme intégrale, combinée avec les premiéres, donnerait de
méme une quatriéme intégrale, et ainsi de suite jusqu’a I’épuisement
de toutes les intégrales de (6), qui se déduiraient, par ce calcul facile,
des deux premiéres (20).

16. Cette curieuse propriété a été découverte par Jacobi, qui a
ensuite reconnu qu’elle est une conséquence immédiate d’un théoréme
autrefois démontré par Poisson, dans un Mémoire Sur la variation des
arbitraires (XV* Cahier de I'Ecole Polytechunique, p. 281). Ce dernier
géométre avait, en effet, formé, au moyen des intégrales des pro-
blémes de Mécanique, certaines expressions, analogues aux précé-
dentes et indépendantes du temps. En les égalant, selon la remarque
de Jacobi, & une constante arbitraire, elles peuvent donc fournir de
nouvelles intégrales, et la vérification du théoréme n’offre d’autre
difficulté que la longueur des calculs. Celui que nous venons d’énoncer
ne différe que par la forme de celui de Poisson et de Jacobi, ou, du
moins, s’y rattache de trés-pres.

Journ, de Matk. (3 série), tome I. — Juuree 1875, 32 i
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17. Pour le montrer, nous transformerons I'équation (1) en posant
(21) z = xt,

et en désignant par £ une nouvelle variable et par z une nouvelle fone-
tion.Nous désignerons, de plus, par z,, 2s,.., 2, les dérivées de z par
rapport aux variables x,, s,..., %5, de sorte qu’on aura

2z % _ 2 %
(22) x =3 Fi= g Fa=gaeee Fn=7
L’équation (1) deviendra
(23) Sl 2,y Xasees s, =a
Rk § Rk 2 TRy 27 £

48. On déduit de (23), par la méthode précédente, le systéme aux
différences ordinaires analogues & (6)

dz, dz dz, b_.z: o ode, Bi

i T = d U ET Y
2 .

(=4) do_ 2w de_ Do dn__ 2

. m a@ o wmT? & T

en donnant 3 x sa valeur tirée de (23). Cette derniére forme est
appelée canonique.

19. Soient maintenant « et § deux intégrales du systéme simul-
tané (24) ou
& = @(Xys Layerey Lnj Ziy Bay-rey By L),

8 = §(&yy Xgyeery X Byy Bageesy Znr £)3

on aura, d’aprés le théoréme de Poisson et de Jacobi, que nous venons
de rappeler ci-dessus,

i=n

da 38 da 08
(25) [, €]=25§37,-_37a,-57.;=c°n5t2;

i=1x
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comme d’ailleurs, en désignant par («) et (€) ce que deviennent les
fonctions a et 6, dans le systéme primitif des variables en x, x,,...,
L3 Viseees Yy O @ :

2 _1a) Ao 13w e xd(e)
%t %t . £y
3 _13(6) 6 __1d(6) 6 _ 1(6)
z, ¢ ]‘l, bz,_tby,’ ¥ T Tz,
da __ d(a) 2(a) da _da) . e
dz, 2= +7 e T dzy Az, nm’
2 __2(6) (8) % _ 3(8) (8)
Yo o dm TN Y S T am Ty

La substitution de ces valeurs dans (25) donnera ensnite
[@,6] = %[(oc), (6)] = const.

Mais, puisque £ n’entre ni dans (a) ni dans (), 'expression [(«), (6)]
est encore égale 4 une constante arbitraire ou fournit une intégrale
de (6), de méme que (a) et (8). Le théoréme de Poisson rentre immé-
diatement, comme cas particulier, dans le ndtre, lorsqu’on suppose

.fl(x):O’ f;(x)=07--'7 f',,(-x‘)=0,

ou que la fonction inconnue x n’entre pas explicitement dans les
intégrales considérées. ~

CHAPITRE CINQUIEME

EXPOSE D'UNE NOUVELEE METHODE D’INTEGRATION DES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE.
N E
20. Aprés avoir établi les relations qui existent entre une solution
compléte de (1) et les intégrales du systéme (6), nous allons mainte-
nant faire connaitre le parti qu’on en peut tirer pour effectuer la pre-
32.
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miére intégration, ou tout an moins pour en diminuer le plus possible
la difficulté.
Supposons d’abord qu’on ait une ‘premiére intégrale

(26) Py Xyy Lgyeses Xns ,Tiifaa---;]n) = ay

des équations (6), différente de (r). Comme la condition

[fig]l=0

sera ici identiquément satisfaite, les équations (1) et (26) feront partie
d’un systéme canonique correspondant 2 une méme solution com-
pléte ot entreront les constantes & et a,. Nous tirerons de (1)

(27) T =‘Pl(x7xﬂx21"',xn;fnfz'i"wfm“)
et nous porterons cette valeur dans (26), qui deviendra
(28) } j;(xrrnmza---, Xy fg,]‘;,....., Ins a) = a,,

et la fonction considérée x est encore une solution compléte de cetie
derniére équation par rapport aux n — 1 variables

Xgy Lyyeery Tny

qui se déduit de la précédente eny considérant simplement a, a, et «,
comme des constantes particuliéres, et @, as,..., 2, comme les con-
stantes arbitraires de la nouvelle solution.

21. L’'équation aux dérivées partielles (28) donnera un systéme
de 2 (n — 1) équations correspondantes aux dérivées ordinaires, ayant
pour intégrales celles du premier systéme (6), & I'exception de (1) qui
a servi a I'élimination de y, et d’une intégrale dérivée de la solution x

\ . dar ) .
et ol entreraient 5;— et la constante b, (voir n° 6).
L

Ainsi, si 'on pose

(a9)  Pim — [yafi(ra) £ 7afilrs) ot ruf il
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et qu’on établisse les équations différentielles
d 2 r 73 - d n (4 !
P, d%_.:fi (#2) +yafi(@)sees Py ',{;=fx(xn) + Infi{%)

(30)
P, = —fi(r:); B =—filra),
les intégrales de ce second systéme seraient connues si toutes celles du
premier (6) avaient été préalablement déterminées. _
Mais, réciproquement aussi, on peut faire en sorte que toute inté-
grale (a) de (30), ot la constante arbitraire () est une fonction quel-
conque de x,, satisfasse en méme temps au systéme (6), en ayant
recours, au besoin, 4 P'intégration d’une équation auxiliaire du pre-

. d. <
mier ordre entre « et 'JE + Nous admettrons expressément que toutes
3

les intégrales du systéme (30) que nous aurons 4 considérer remplis-
sent cetle condition essentielle, et nous écarterons, comme inutiles,
les autres. Les constantes arbitraires des intégrales employées devront
donc pouvoir étre assujetties & des équatiens linéaires aux dérivées
partielles qui permettront de substituer ensuite a ces comstantes des
fonctions convenables. Soient a,, as,..., a, les (n — 1) nouvelles inté-
grales de (30) qui déterminent une méme solution compléte x de (28);
on aura d’abord, puisque nos intégrales satisfont au systéme (6),

[a, ar] = o,
et, en outre, 4 cause des conditions dont nous venons de parler,

[a,, a;] =0, [a,a,]=0, [as a]=o,....

Le probléme de Pintégration sera ainsi ramené & celui de I'équa-
tion (28).

22. La réduction du systéme (6) a (30) peut encore étre appliquée
au dernier systéme, dont une nouvelle intégrale permettra, de méme,
de diminuer d’une unité le nombre des variables indépendantes de la
solution compléte et de deux unités I'ordre des équations différen-
tielles. On formera ainsi, de proche en proche, des systémes de plus
en plus réduits dont les intégrales devront satisfaire & tous ceux qui
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précédent, et les valeurs suivantes :

yi=% (x,.x,, Lgyeaey Lnj Yas Vaseres I a)v
(31\ F2= ¥ (X, Xyy Xayeery Xns ¥z Yarees Yry & a,),
l - -

e e css e s s e s s ertissanetrsecstannsrasstssacteoncsay

fn::“pn(x’ TLyy Lgyresy Xny By Byyeeey an—l)’

déduites de 7 intégrales consécutives, correspondront aux dérivées
partielles -

f (x, Lygevey Xni Faaeees )",,) =a,
(32) Ji( @y Ziyeees Tn Jzreeer I a) = a,

P R R R N R R R RN NS

ﬁl—l(x’ XLygerey Tpj Yny By Bygeses @) = G-

La derniére des équations (3r)et (32) est une équation ordinaire
du premier ordre qui donnera par une intégration finale

(33) $=‘Pn(x{1 Layerey Xns d? Ay Zageeny au)’

ou la solution compléte cherchée. Cette valeur, toutes les auntres con-
ditions étant supposées remplies, rendra identique les équations (31x)
et (32), et le théoréme du n° 6 fera connaitre les (n —1) derniéres
intégrales de (6), dont (32) et (33) sont les (r + 1) premiéres.

93%. Les calculs seraient beaucoup abrégés si 'on pouvait obtenir
a la fois plusieurs intégrales canoniques du systéme (6), ou satisfaisant,
deux 4 deux, 2 la condition (n° 14)

C L fil=o

On éliminerait entre ces i intégrales et 1'équation (1) les i variables
F1s Fareens iy €t Von arriverait ainsi tout de suite 4 Péquation

(34) f;(a—'; Xy Eogeers Xn Viaas Vieaseoos Fnd Gy Bayeeey ax'—l) =&,

en désignant par @, ..., @; les constantes des i intégrales consi-
dérées. ' '
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24. Remarquons que toute combinaison des intégrales canoniques
S fis--es fir danslaquelle entrent Z + 1 constantes arbitraires, fournit
toujours une équation canonique lorsqu’on remplace une ou plusiears
des constantes par leurs valeurs en fonction des variables.

Soient, en effet, O, et @y ce que deviennent deux intégrales quel-
conques ¢y et gy, aprés cette substitution de quelques-unes des con-
stantes @, @y,..., a; par leurs valeurs f, f,;..., f;. On aura identique-
ment

' doi dgi _ dpt dgr
(90901 = low 001 11,132 32— 32 3)

ot dor _ dok dgw
+[far Sl (aaga,z—; Sag dag

Hrreereneaeas i,
et, 4 cause des identités,

[fiSi]l =S Se] = = 0;

la formule précédente devient
(35) [Ph Bu] = [prr Ox]-

Ainsi 'on peut traiter, dans les intégrales, les constantes canoniques
comme des constantes particuliéres, ou les remplacer, a volonté, par
les fonctions connues dont elles expriment la valeur.

CHAPITRE SIXIEME.

DU CAS OU LA FONCTION INCONNUE N ENTRE DANS L EQUATION
A INTEGRER QUE PAR SES DERIVEES PARTIELLES.

25. Lorsque x n’entre pas explicitement dans (1), cette derniére
sera alors

{(36) S 21y Xageres L3 Fys Vageors V) = Q.
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Les équations (6) se simplifient beaucoup et deviennent

dn_ W dn W G W
3 dz, ba:,’ de,  dz, dx, dza
(37) T A .
Im ¥ dm o s dm O

en prenant pour y, la valeur tirée de (36) en fonction des 27— 1
variables &,, Xayeees Ty Vs F2r-ves Tue

La forme (37) est précisément celle des équations de la Dynamique,
quand on lear applique la transformation d’Hamilton. :

26. D’aprés ce qui a été dit dans le Chapitre précédent, il suffira de
déterminer successivement n— 1 intégrales de (37), en réduisant de
deux unités,é.chaqueintégration, Pordre du systéme différentiel, et
n’introdnisant que des intégrales satisfaisant aux systémes réduits et &
tous les précédents. La derniére intégrale sera '

- (12 Xayerrs Lny Y3 Gy Bazzyeses @pa) = Apy
ou, enrésolvant par rapporti y,,
© ¥n=Ya(L1s Layerrs T @y Byy Bageery Gy )-
o e : . Az e
Cette équation du premier ordre, ol ¥, == 5— est intégrable, et don-
T
nera x par la quadrature

= ap+ [ wndin;

27. Sil'on fait abstraction d’une fonction déterminée des autres va-
riables et constantes, on voit que la nouvelle constante a, n’entre
dans x que par voie d'addition. Les z — 1 derniéres intégrales de (37)
deviendront ici (n° 6)

dz dz dx

S =b, o bayeney Yo = Op~1y
attendu qu’on a
- hEd
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28. En Dynamique, I'équation (36) prend ordinairement la forme

Az . S dx dx dx
(38) 3;=f<x“x2,...,x,,; Sa'_..’b_z:""’é?,‘)’

ott le temps £ n’entre pas dans le second membre. Pour ramener celte
derniére 4 la précédente, il suffit de poser, en désignant par @ une con-

stante arbitraire,
(39) : rx=at+§,

et I"équation (38) devient identique (36), en faisant

dx bl o i )
(40) 2 = 5 =T Pyt vl £

Cette équation (36) n'est autre que Vintégrale des forces vives dans
le systéme différentiel de 'ordre 27 qui correspond a I’équation aux

dérivées partielles (38), savoir :

dr_ ¥ dn_ ¥ & ¥
Z = Sz A& U & T )
(41) de, N dm_ ¥ 1 dn_ ¥
=y & wT @ T Ty

et par la substitution (39) le systéme (41) est ramené & (37) ou a
Tordre 2n — 2. Liintégrale conjuguée a &, (g—z= b) ou i celle des
- forces vives deviendra

1
5= =—(t—"),
en désignant par Z, la constante arbitraire du temps.
29. Plus généralement encore, si I'on proposait d’intégrer I'équa-

tion

‘P(xu XLaseeey Xr3 1y 1)’2’---a]'k)=q’ (Hprrs Lrenyeors Lni bt J'k-»-m---,)'n),
33

Journ. de BMath. {3¢ série), tome I. — Aovr 1875,

17
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dont (38) n’est qu’un cas particulier, on poserait
1 ) -

9 (Z4y Xgaeeny xl:i]’u]’zs-“s]"k) =4a,

U] (xlr+n Lrrareers Ln _yk+uflr+2s---7)’n) =a,

etYon intégrerait séparément ces deux équations aux dérivéespartielles.
La premiére donnerait une solution & k—1r constantes et la seconde
une aatre & n— k — 1 constantes différentes. En ajoutant les deux'solu-
tions et en plus une nouvelle constante arbitraire, on obtiendra lasolu-

»

tion compléte de I'équation considérée.

30. Observons que la méthode d’intégration développée dans ces .
deux derniers Chapitres n'est qu'une généralisation ‘de celle que
Lagrange a exposée daus la Théoriedes  fonctions analytiques (premiére
Partie, Chap. XVI, n® ga et 93), pour le cas de denx variables indé-
pendantes. Aprés avoir formé un systéme identique 4 (6), illustre
géométre raméne ensuite I'intégration au premier ordre par un pro-
cédé qui ne différe pas, au fond, du notre, et demande une intégrale
unique du systéme (6), ici réduit au troisiéme ordre. Lagrange s’est
aussi beaucoup préoccupé du role des deux antres intégrales dece der-
nier systéme, dont une parait superflue. 1l dit & ce sujet (XX Legon
sur le Calcul des fonctions, édit. de 1806, p. 386) : « Cette-difficulté,
je Pavoue, m'a longtemps tourmenté. » '

D'aprés ce qu'on a vu, il suffirait de déterminer alors deux inté-
grales f, f;, par la condition d’identité i

LS fil=o0,

et la troisi¢me s'en déduirait ensuite par de simples différentiations;
mais ces liens si remarquables entre les intégrales de (6) ont éié mis
en évidence avec la plus grande généralité par Jacobi, qui, aprés avoir
rapproché la belle découverte d’Hamilton en Dynamique des résultats -
obtenus précédemment par Lagrange et Pfaff, a fait faire ainsi des
progrés considérables 4 cette partie du Calculintégral.

4
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CHAPITRE SEPTIEME

DE L’INTEGRALE GENERALE ET DES SOLUTIONS SINGULIERES.

?

31. Aprés avoir déterminé I'intégrale compléte
(42) k=T (X, Lpyeery T’ @y Bys Base oy a,)

de Iéquation (1), si 'on remplace I'une des constantes arbitraires,
a, par exemple, par une fonction quelconque des autres,

(43) an=X(an Qogeeey an)9

on pourra supposer ensuite que ces derniéres @,, da. sy Gny devien-
nent des fonctions de 2,, Laye.., L, déterminées par. les équations

. F,(a‘)+xl(aq)F'((l,,)=o‘,
(44) F (@) + 1 (@) Fan) = o,

...... €sseceessesnr s rsacan oy

F (a,,_,.) + X (@ny ) F' (@) = 0.

52. Les dérivées parlielles de & conserveront la méme forme, et
V'on aura, A cause des conditions (44),

(45) 3 W ()

La valeur de x, fournie par les substitutions précédentes, satisfera
donc aux mémes équations aux dérivées partielles que (42). Ce sera
une solution de I’équation (1) avec une fonction arbitraire y de n—1
quantités, ou ce que Lagrange a appelé une solution générale de cette
équation. .

33..
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33. Autrement encore, posons
(46) F(a,)=o0, F{a,)=o,..., Fla;))=o,

puis éliminons a,, a.,..., @; entre ces derniéres et (42), la nouvelle va-
leur de 2 ne renfermera plus que 7 — i constantes arbitraires, et con-
tinuera A satisfaire & I’équation (1) et aux mémes équations aux déri-
vées partielles que la solution compléte précédente (42). Observons
toutefois que, si 'on prend les  dérivées partielles de la premiére va-
leur de ¢ (42), puis qu'on résolve les équations obtenues par rapport
aux constantes arbitraires, on formera avec (42) unsystéme canonique
de n4- 1 équations satisfaisant, deux 2 deux, aux conditions

[@s, av]=o.

11 n’en est plus de méme de la solution définie par I'ensemble des
équations (42) et (46) et que j'appellerai, avec quelques auteurs,
singuliére. Elle correspond bien encore 4 r-- 1 équations aux dérivées
partielles 2 » — i constantes arbitraires, telles que

(47) a=f, @&=fi “n—i':j;z—i
et

(48) : o ﬁﬁ_i+,, o =ﬂ—i+29-~-1 o =f(1’

ot les derniéres, en nombre i, ne contiennent plus de constantes arbi-
traires; mais, quoique toutes ces équations soient des intégrales de (6),
elles ne satisferont plus, en général, identiquement & la condition
[ fis f¥]=0o, et ]a théorie précédente est ici en défaut, comme il est
facile de s’en assurer.
34. Par des combinaisons préalables faites entre les mémes équa-
tions, on peut regarder, néanmoins, les premiéres (47) comme canc-
- niques et remplissant, deux i deux, la condition [ f;, fv] = o, etles
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i derniéres (48) comme provenant de I'dlimination de @,_;,,, @p_traye.s
a,, entre les  intégrales canoniquesde (6)

(49) C Opeiet = Pniets A2 == Qni42ye0ey  Bn==Pp,

et leurs conjuguées non canoniques (n° 6)

(50) 0= dz 0= dz O—-Dﬁ'
- aax—i-ﬂ, - aan—i+z, - an,

d’ou les autres constantes seraient éliminées au moyen des premiéres
intégrales (47). De la sorte, les équations (48) remplaceront les 2i in-
tégrales (49) et (50) du systéme (6), et la méthode du Chapitre V de-
vient applicable aux i -+ 1 équations aux dérivées partielles

a=,f7 °=f;z-i+|7 0=f;z—i+2a---: 0=f;u

qui sont compatibles, bien que le caractére discriminant n’ait plus lien
entre ces équations prises deux i deux. Les expressions [ f;, /] appli-
quées aux équations (48) ne peuvent fournir cependant que des combi-
naisons des mémes équations et sont, par suite, susceptibles de deve-
nir identiquement nulles, aprés substitution de la solution singuliére
considérée. Si donc on suppose que les derniéres équations (48)
soient connues, et que, de plus, les conditions nécessaires dont nous
venons de parler soient remplies, on éliminera entre (48) et (1), comme
plus haut, les dérivées partielles 7,, 7,..., 7;, et Pon formera une
équation unique aux variables x;,, Xz0)..., 2,, dont Pintégration
dépendra d’un systéme aux dérivées ordinaires d’ordre 2n — 2i,
ayant pour intégrales les » — Z + 1 équations canoniques (47). Ces
derniéres seront communes 4 ce dernier systéme et au premier (6),
conjointement avec les intégrales particuliéres (48). Par la méthode
exposée dans ce Mémoire, les I intégrales non canoniques (48)
pourront ainsi servir, en général, i abaisser I'ordre du systéme (6)
de 27 unités, et la détermination de la solution singuliére corres-
pondante ne demandera, au plus, que des intégrations auxiliaires
d’ordre i (n> 21 et 22), comme dans le cas des solutions complétes,

17n
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lorsqu’on donne i premiéres intégrales canoniques. En différentiant
ensuite par rapport aux constantes la solution singuliére obtenue,
on formera, par le procédé du Chapitre 11, de nouvelles intégrales
restreintes de (6) au nombre de r—i-+ 1. Enfin la méme solu-
tion & 7 — i constantes arbitraires fourniraif, comme au n° 31, d’au-
tres intégrales de I'équation (x) ol entrerait une fonction arbitraire de
n—i—1 quantités. ' :



