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Mémoire sur des formules de perturbation;

Par M. Esmue MATHIEU.

Poisson, aprés avoir donné ses formules générales de perturbation
daus le XVe Cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique, les applique
au mouvement d’un corps solide qui tourne autour d’un point fixe et
sur lequel n’agissent que des forces perturbatrices; il trouve ainsi,
page 336, des formules toutes semblables i celles qui sont relatives &
la perturbation du mouvemerit d’une planéte ou plus généralement du
mouvement d’un point attiré par un centre fixe. Dans ces formules,
les constantes relatives au plan de Vorbite sont remplacées par celles
qui déterminent la position du plan dit invariable, qui est fixe quand
le corps n’est sollicité par aucune force, mais qui se déplace par suite
dela perturbation. : :

La parfaite analogie de deux systémes de formules provenant de
questions si différentes a attiré I'attention de Jacobi (tome 111 de ses
OEuvres, p. 279). Aprés avoir embrassé, par une méme analyse, les
deux problémes précédents, pour montrer qu’ils sont réductibles aux
quadratures, il montre que les six constantes arbitraires, devenues va-
‘riables par les perturbations, satisfont & six équations canonigques. Il
développe ensuite seulement les calculs indiqués, pour le point attiré
par un centre fixe, et trouve la signification des deux constantes con-
juguées, I'une & 'axe du plan invariable et T'autre 4 la projection de
cet axe sur une perpendiculaire A un plan fixe pris pour plan des x, 7;
mais, si ’on-applique ces mémes calculs au mouvement d’un corps so-
lide autour d’un point fize, on est conduit i des opérations beaucoup
plus compliquées que ne le nécessite la question en elle-méme, et il
parait difficile, en suivant cette marche, de déterminer la signification
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de ces deux constantes. D'ailleurs méme la démonstration obtenue
ainsi cessant d’étre la méme que pour le premier probléme, il n’y au-
rait plus de raison de la préférer a celle qui a été donnée par Poisson.

D’aprés cela, il m’a semblé utile, pour la philosophie de la science,
de chercher 4 démontrer entiérement, par la méme analyse, les deux
systémes de formules de perturbation, et, en cherchant & reconnaitre

_quels sont les liens communs aux deux questions, je suis arrivé 4 un
théoréme général qui renferme la démonstration de ces denx systémes
de formules.

Imagmons un systeme de points matériels pour Jequel aient heu le
principe des forces vives et les trois intégrales des aires. Quoique la

 position relative des pomts du systéme varie, on peut se représenter 4
chaque instant ce systéme et les trois axes principaux d’inertie qui y
sont relatifs et qui passent par l'origine des coordonnées. Désignons
sous le nom d’éguateur le plan qui passera par deux de ces axes prin-
cipaux, et considérons la trace A de Péquateur sur le plan invariable;
désignons par ¢ Pangle de cette trace A avec une droite fixe menée
par Porigine dans le plan invariable; Porigine de angle ¢ étant arbi-
traire, on peut regarder ¢ comme Sajoutant 2 une constante arbi-
traire — g. - ' - :

Appelons ligne des neeuds la trace du plan invariable sur le plan
fixe des a2, y. Désignons par « la Iongitude du nceud comptée 3 partir
d’une droite fixe tracée par Porigne des coordonnées dans fe plan
des z, y, par & la constante des forces vives, par kI'axe du plan inva-
riable, par f la projection de cet axe sur l'axe des z, et par t la con-
stante qui s’ajoute au temps £.

Convenons maintenant de compter Fangle ¢ 4 partir de la ligne des
nceuds, alors g désignera aussi Ia distance angulaire d’un point fixe
du plan invariable  cette ligne de nceuds.

Enfin- supposons que les équations différentielles du probléme
soient intégrées et que I'on veuille rechercher comment les équations
du mouvement doivent éire modifiées, quand, aux -forces que l’on a
examindes, il s'ajoute des forces perturbatrices; exprimons la fonc-
tion perturbatrice & au moyen de ¢ et des constantes arbifraires parmi
lesquelles se trouvent %, 3, k, t, a, g. Alors toutes les constantes de-

viendront variables par suite de la perturbation,, et les valeurs va-
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riables des six quantités précédentes satisferont aux six équations ca-
noniques suivantes :

dh do  dz do

=& & &
dz __do 4 do
(@) EEH wT &
dik _do dg_ da
TR x T @

Ces équations canoniques ne permettent pas de déterminer, en gé-
néral, les six quantités £, 7,..., parce que Q renfermne, outre ces quan-
tités, encore d’autres éléments. Mais ¢es six quantités sont enliérement
déterminées par ces équations dans les deux problémes dont nous
avons déja parlé. Dans le cas d’un corps attiré par un centre fixe, le
plan invariable devient celui de I'orbite, et 'on pent prendre pour g la
distance du périhélie au neend ascendant; on a ainsi des formules qui
se transforment immédiatement en celles que les astronomes em-
pleient. Dans le cas d’un corps solide qui tourne autour d’un point
fixe, sollicité seulement par des forces perturbatrices, on a des for-
mules quireviennent i celles de Poisson, citées ci-dessus. Enfin, daos le
cas le plus général, si les six éléments %, 7,... varient lrés-peu, on pourra
les calculer avec une grande approximation, pendant un temps assez
considérable, i I'aide de quadratures déduites de ces formules. Sup-
posons, par exemple, qu’un corps, en s'approchant de notre systéme
planétaire, vienne i le troubler, les formules (@) permettront de cal-
culer le déplacement du-plan invariable.

Rappel de queléue.f principes.

4. Désignons par q,, 4s,..., ¢ les variables qui détermineunt la po-
sition d’un systéme de points matériels; posons

dq, dq. 7

r r
=90 ZF =%

et exprimons la demi-force vive T du systéme au moyende q,, ¢,,..., ¢»

Journ, de Matk. {3¢ série), tome . — Jux 1875. 24
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et de leurs dérivées par rapport au temps ¢; puis posons

4T dT- ' dT
TP =P g =P

enfin désignous par U la fonction de forces, et posons T — U = H.
Si u, v sont deux fonctions quelconques des variables g;, p;, on re-
présente d’ordinaire par le symbole [, ¢] expression

due de du do du dv
dgiap Cdpan T a4
de dv du do du -dv
T dmdn T g

§'il n’existe aucune relation entre les n variables ¢;, et qu'on les rem-
place par  autres variables également propres 4 déterminer la position
du systéme, l’expressmn [z, v] ne change pas de valeur.

Supposons ensuite qu’il existe entre les 7 variables g; les requahons
de condition ‘

(v fi=o, fimop.., fi=o,

qui expriment des liaisons entre les points du systéme, et posons

Sreo=[/0 H], f;fx-z: [f;7 H},..., f:-'r: [.f;a H]:

les variables.q;, g... ., §, peuvent s’exprimer au moyen de n —r va-
riables seulement Q,, Q.,..., Qu. ¢t T peut s’exprimer au moyen
de ces mémes variables et de leurs dérivées Q, Q,,.... Posons, en gé~-
néral, :

Les fonctions , ¢ peuvent s’exprimer au moyen des variables Q;, P;,
et I'on peut former I’expression, analogue 4 [z, ¢],

i=n—r

du dv du do
2 \aq, 75— v, @)’

i=o0
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que nous représenterons par [z, ¢, Alors on a
(2) [, 0] = [#, 0 + po fi + pafo oot panfoc)s
[45 fas. - . €tant donnés par les 2r équations renfermées dans celle-ci :

(B) Ukl + Lo il oo [fors filpar = [fis 9)s

ou Fon doit donner & i les valeurs 1, 2,..., 2r. (Poir mon Mémoire
sur les équations différentielles canoniques de la Mécanique, n° 20,
tome précédent de ce Journal, p. 304.)

2. Dans tout ce qui suivra, nous imaginerons un systéme de points
matériels, pour lequel aient lieu le principe des forces vives et les trois
intégrales des aires. Ces quatre intégrales ont lieu pour un systéme de
points libres qui s’attirent ou se repoussent mutuellement; mais elles
ont lieu plus généralement pour un systéme de points, soumis 4 une
fonction de forces qui ne change pas par le mouvement des axes de coor-
données autour de I'origine et assujettis & des liaisons, pourvu que les

-€équations qui les représentent subsistent par le méme mouvement des
axes de coordonnées. Les liaisons satisferont effectivement  cette con-
dition, quand les points seront liés entre eux et i l'origine, mais ne
seront liés & rien qui soit situé en dehors de I'origine ou du systéme
de points; ¢’est ce qui a lieu en particulier pour un corps solide, qui
ne peut que tourner autour de Porigine.

8l s'agit d’appliquer ces quatre intégrales au systéme planétaire, il
faudra prendre pour l'origine des coordonnées le centre de gravité du
systéme, lequel a un mouvement rectiligne et uniforme.

Désignons par x;, ¥, 7; généralement les coordonnées rectangulaires
d’un point, dont la masse est m;, et par x;, 7, 7 leurs dérivées par
rapport & £; nous aurons pour les trois équations des aires

¢r=Em y: % — z;y:) = const.,
@2= Zmy;( z; &, — x;2; ) = const.,
os=232m{x;y; — yix;) = const.

24..
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Si I'on forme les trois expressions

[Pz @51 [9sn .1 [‘Pu 215

en'prenant pour les quantités g, les variables Lir I B et par suite, -
pour les quantités p. les expressions m; x,, my;, m;z ,on trouve fa-
cilement

[‘Pza ‘Pa] = @y, [?3: ?l] = Q2 [‘PH ‘Pi] = @s.

Imaginons ensuite qu’on exprime les fonctions ¢,, 9, 95 au moyen
des 2(n — r) variables Q;, P;, entre lesquelles b ’existent pas d’équa-
tions de condition, et examinons les trois expressions

[p2r 01y [0y L1592

Désignons par ¢ une fonction quelconque des variables g;, p;; en ap-~
pliquant la formule (2), nous aurons :

(4) [97 ga) = [ 9o+ pifi+ pafo bt parfarls

[a; fayee-y for étant donnés par les 2r équations renfermées dans
celle-ci: ' )

(5) U St Lol batot Ui £liwr=Lfo 2],

ou s est susceptlble des valeurs 1, 2,..., 27,

Si s n'est pas plus grand que r, la fonction f, desngne le premier
membre d’'une des équations (1); elle ne dépend que des variables ¢,
ou x;, i, %i, et I'on trouve facilement

Us o] = S r ).

Or, par hypothése, Péquation f;=o0 ne doit pas changer par le
mouvement de rotation du systéme de coordonnees autour de I'axe
des z, et il en résulte

af. df.
Z(x‘df Ytd—z)"—*_oi :
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on a dong, si s n’est pas plus grand que r,

(6) [Jfor 9s] = 0.

Je dis ensuite que cette équation a également lieu si s est > r. En effet,
on a l'identité bien connue et facile & vérifier

[[H, f:Js @s] + [[9s> H], fi] + [[fo 9a], H]=o0.

Si s est supposé n’étre pas plus grand que r, on a I'équation (6); et
puisque ¢, = const. est une intégrale du probléme, on a [H, ¢,] = o;
donc le deuxiéme et le troisiéme terme de P'identité sont nuls et elle

devient
[fr+:7 ‘I:s] = 0.

On a donc enfin 'équation (6) pour s =1, 2,...,2r.

Il résulte de 12 que les seconds membres des équations (5) sont nuls;
donc on satisfera & ces équations en prenant 1, fis,.. , o, tous égaux
a zéro, et équation (4) se réduit a '

[¢; 2s1" = [¢s 255

en particulier, en faisant ¢ = ¢,, on aura la premiére des trois for-
mules

[92 9:]' = [925 9s]s [93, 941 = [2as @u]s [P1202] =[945 2],

et les deux autres s’en déduisent par analogie. On a donc aussi les for-
mules suivantes:

[?2, %]' = @4, [?3, ?4]"‘—‘ Pay [‘Pn ‘Pz],’-‘—' s,

données par Jacobi (Nova metkodus, etc., § 51, tome 1II de ses
CEuvres, p. 234). ; -

Analogie entre deux problémes.

3. Le probléme du mouvement d’un point attiré par un centre fixe
et celui du mouvement, autour d'un point fixe, d'un corps solide gui
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n’est sollicité par aucune force, ont été traités par Jacobi, & Paide d'une
méme analyse que je vais rappeler ( Nova methodus, § 66).

Dans ces deux problémes on a le principe des forces vives et les trois
intégrales des aires; car les liaisons dans le second probléme satisfont
a la condition expliquée au commencement du n° 2. De plus, les deux
problémes ne dépendent que de trois coordonnées ¢, g2, ¢s-

Soit :
' H=T-U=h%

I'équation des forces vives, % désignant une constante, et soient, comme

ci-dessus,
¢, = const., @, = const., ¢= const.

les trois équations des aires. D’aprés la fin du numéro précédent, on
a, par rapport aux trois variables ¢,, g», s, et leurs conjuguées p,,
P=» Pss les trois équations

(1) [pss9]=01 [0201]=02 [P0 02]=0

Posons-
L= yg*+9i + ¢}

nous aurons les trois équations
[H,¢]=o0, [H,L]=o, [¢,L]=0,
les deux premiéres ayant lieu parce que

@ =const., L = const.

sont deux intégrales, et la troisiéme se déduisant des équations (1).
Posons les trois équations

(2) H=Fh o¢=a, L=k,

h, a, # étant des constantes arbitraires. Par I'origine nous ménerons
une normale au plan invariable, et nous porterons, a partir de ce point,
sur cette droite une longueur égale A £, que nous appellerons'axe du
plan invariable; alors a désignera la projection de 'axe du plan inva-
riable sur I'axe des z. : - '
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D’aprés un théoréme connu, si I'on tire py, p,, p, des trois équa-
- 1
tions (2) et qu'on pose

V = [ (pidq. + p.dq. + pdq,).
les trois intégrales finies sont '

. dav av av
(3) - G=thn =5, =1,

7, b, I désignant trois nouvelles constantes. Supposons ensuite qu’on
introduise des forces perturbatrices et que la fonction perturbatrice
soit désignée par Q; les six constantes précédentes deviendront va-
riables, et, d’aprés un théoréme connu, on déduit des équations (3)
que ces six quantilés, devenues variables, sont données par les équa-
tions suivantes :

di _do | da__do dk __do
& de’ T &b’ de — di’
de _ dae db _ do dl da
Z= T a & " da A &

Jacobi montre ensuite que, dans le probléme du mouvement d’un
point attiré vers un centre fixe, — b représente la longitude du neeud
ascendant de I'orbite sur un plan fixe (qui est supposé le plan des x, y),
et que Ireprésente la distance angulaire du périhélie & ce nceud ; mais
pour le second probléme, oti le calcul de la fonction V devient plus
compliqué, il ne détermine pas la signification géométrique de ces
deux constantes. Je vais m’occuper de la détermination de ces deux
constantes dans ces deux problémes, en employant la méme analyse
et en résolvant un probléme plus général.

Formule qui donne la trace de Uéquateur, d’un systéme de points
en mouvement, sur le plan invariable.

4. Considérons le systéme de points défini au n° 2, et qui comprend
un systéme de points entiérement libre. Représentons-nous 4 chaque
mstant ce systéme et les trois axes principaux qui y sont relatifs et
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qui passent par le point O, origine des coordonnées; enfin désignons
sous le nom d’équateur un plan mené par deux des trois axes prin-
cipaux.

Pour le systéme en question, nous avons le principe des forces vives
et les trois intégrales des aires; par conséquent il existe un plan inva-
riable, c'est-a-dire un plan du maximum des aires qui est fixe.

Outre le systéme fixe de coordonnées rectangulaires des x, 7, 2,
qui passe par le point O, imaginons un second systéme rectangulaire
des ', ', 7, les axes des &', ' étant menés suivant les deux axes prm-
cipaux situés dans le plan de 'équateur, et Vaxe des z" étant mené sui-
vant le troisiéme axe principal.

Désignons généralement par m la masse du pomt dont les coordon-
nées sont x, ¥, z dans le premler systéme et &', 7's 2 dans le second;
nous aurons, d’aprés les propriétés des axes principaux, les trois équa-
tions ot le signe sommatoire 2 se rapporte a toutes les masses m

Smx'y'=o0, Zmy'z=o, Smz 2’ =0,

et Pon passe du premier systéme de coordonnées au second par les
formules

x=ax' + by +cz,

y=dadx+by+ 7,

z =a"x'+ by'+ "2
a, b, c,... étant les cosinus des angles des axes des x, y, z avec ceux
des x', 7', 2. Désignons : 1° par ¢ I’angle compris entre I'axe des x et
la frace du plan des x', 7' sur le plan des &, y; 2° par ¢ I'angle de
cette trace avec I'axe des x'; 3° par ¢ Vinclinaison du plan des x', »’
sur le plan des'x, ¥, on aura les formules connues

a = — cosf sine sing -+ cosc cosg,
b = — cos@ sing cosp — coso sing, .
¢ = sinfsing;
‘= cosf cosc sing + sing cosg,
b= cosfcosocosg — sing sing,
¢'== — sinfcosz;

a’=sinfsing, b= sinfcosy, "= cosf.
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Si ensuite nous posons

cdb + c'db + ¢"db” = pdt,
ade + a'dec’ + a’dc” = qdt,
bda + b da’ + b"da’ = rdt,

nous déduirons des valeurs de a, b, c,... les trois équations

pdt =sing sinf do + cosgdf,
(1 ' qdt = cosg sinfds — singdd,
) rdt = dy + cosfdo;

pdt, qdt, rdt représentent les rotations instantanées que doit subir le
systéme des axes des x’, y’, z’-autour de chacun de ces trois axes,
pour qu’il vienne i la position infiniment voisine qu’il doit en effet
" occuper au bout de I'instant dt. ‘ ,
Désignons par u, ¢, w les vitesses relatives du point (x, ¥, z) par
rapport aux axes principaux, en sorte que I'on ait
dz dy dz

— — l_ ”___
Uu=agta ey

__ g dx , dr » dz
[4 —b—‘?t-+b Z’--i-b p i

_ . d=z r dy i .
W—C'E+C :l?-l—f z

Prenons maintenant pour plan des x, y le plan invariable; alors,
en projetant I'axe £ du plan invariable, qui est dirigé suivant Paxe
des z, sur les axes des x’, »’, #’, on aura facilement

Sm(y'w—zv )=ksinfsing,
(2) Sm(zu —ax'w)= ksin0cosgp,
' | Sm{zx'y — y'u)=kcosf.
Des équations (1) on déduit

(3) sin?f do = sing sin 0 pd# + cosg sinf ¢dt,

Journ. de Math. (3° série), toma T, — Jumv 1875.
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et de la troisiéme équation (2)

sin®0 = X (K — (Sm(x'v — y'u))?).

La quantité- (x'v — "z)dEt représente I'aire infiniment petite, décrite
par la projection de la masse m dans le plan de I'équateur pendant
Pinstant d¢; posons

Sm(x'y -—]'u) == oy

& représente deux fois la somme des masses multipliées par la vitesse
aréolaire de leurs projeetions, et 'on déduit de I’équation (3) la for-
maule

- . — _pﬁsmzp sind -~ g4 cosg sind
(4) de — kdt,

qui donne le mouvement de la trace de I'équateur sur le plan inva- .
riable.

Nous allons donner une autre forme au numératenr de la formule (4)-
Nous avons les trois équations

Smy'zZ =0, Zmzx'=o, Emx'y' =o;

au bout de I'instant d¢, les axes des &', ', z ont changé de position, .
mais ils sont restés des axes principaux; on adonc, en différentiant les
trois équations précedenles,

$2m_7'717+2mz’ =0, Zmz +2ma: d—z-—o,
( me'ﬁ—:--me]’?;: o.

En différentiant les expressions de x, 7, 2,0n a

(5)

dr ___,da db , de dz* /
= +fz+w—w+a7+ﬁ +c—,
dy dab'

dz’
=z +y—+d ‘ +a —+F—+’z

,da"

&’
.1:———+ e +a" +b’ +cdz
&= Jﬂ 7+ dr i
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et en se reportant aux expressions des composantes z, ¢, w de la vi-
tesse, suivant les axes des «’, 3, 2’ '

u=qz’_——ry’+€d§'7 V

dy’
dr’

v =rx'— pz'+
, ,  dz’
w=py'—qx'+ s
~ On auara done
Zm(j'w—z’o) = Zm (py”—q.r’j’+y’% — X'y + pzt—7 %)
' , , a2 4
=p2m(z’+j’)+2m(j’7zt—-z % ;
.on a de méme -

St sw)mg Znlons £+ Zn(s% )

On déduit des formules (2)

kEsing sing = AP'*'Z’"(]J% _ Z'%),

ksinf cosp = Bq +Zm(z' %’—x’%),

en posant
Em(z*+ y*)=A, Zm(x*+ 2*)="B.

En substituant ces expressions dans la formule (4) et en ayant égard
aux équations (5), on a la formule

, , dz’
Ap'+Bg+2 Jmlpy'—ga)—
ki_‘kz

(6) de = kdt,
qui détermine le mouvement de la ligne des nceuds du plan de I'équa-

teur sur le plan invariable.
25
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Sur des relations qui existent entre six éléments des intégrales.

5. On comprend facilement que on puisse déterminer, d’abord en
fonction de £, toutes les quantités renfermées dans le second membre
de I’équation (6); donc, en désignant par g une consiante arbitraire,
on pourra poser que ¢ — g est égal & Vintégrale du second membre.
Au reste, il n’est pas indispensable de connaitre la formule (6) pour se
représenter la constante g. En effet, en prenant ¢ pour une des incon-
nues du probléme, nous devrons dans les intégrales trouver ¢ ajouté
A une constante — g; car, de méme que £ est ajouté a une constante T
dans ces intégrales, parce que les formules du mouvement ne doivent
pas dépendre de Porigine prise pour ¢, de méme, lorigine de Iangle ¢
étant arbitraire, ¢ doit s'ajouter A une constante arbitraire.

Désignons par 7 linclinaison du plan invariable sur un plan fixe,
qu’'on peut prendre pour plan des x, y d’un syst¢me d’axes rectangu-
Taires, dont V’origine est toujours au point Q. Désignons par 5f3, 38
1, lasomme des masses multipliées par les projections des aires qu’elles
décrivent dans I'unité de temps, respectivement sur le plan des =, 7,
des ¥, 2, des z, x. Soit « la longitude du nceud -du plan invariable sur
le plan fixe des x, y; enfin désignons, comme ci-dessus, par k la
constante de ’équation des forces vives, par 7 la constante qui s'ajoute
au temps ¢ et par £ la grandeur de I'axe du plan invariable.

Nous allons examiner des relations existant entré &, 3, &, 7, &, g.

1° L'équation L =k du n° 3 étant une intégrale qui ne renferme
pas t, on a, comme on sait, [H, L] = o, ce qui peut s'écrire '

K=o,
en imaginant k, k remplacés par les fonctions des variables ¢;, p; qui

leur sont égales.
2° De méme on a, puisque ¢ = { est une intégrale,

[% B]= o3
on a pour la méme raison les deux autres intégrales

[hs il =0, [ fa]=o:
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3° Lalongitude « du ncend du plan invariable est constante; donc,
si 'on suppose « exprimé au moyen des variables g;, p;, 'équation

o = const.

est une intégrale; par suiteon a
[2, ] =o0.
On le voit encore comme il suit. Menons I’axe des x suivant I'origine

. . . T i
des longitudes et I'axe des y suivant la longitude -3 mous aurons, en

projetant Paxe du plan invariable sur les axes des x et des 7,

—

Bi=ksinysing, .= —ksinycose,
et par suvite
tanga=—& da= @_%E_;_g_dﬁ

[&, «] = 5‘:—_%?[7{’ B:]— gf_ﬁ‘j—g[l” Bi]=o.

4° Prouvons que l'ona

(B, —e]=1.

En effet on a

[6, 2] =gl [B, Bl — riigs [6, 1]
Or on a, d'aprés la fin da e 2,
[B: B.]=—Bu [Bs Bi]=Bss
B a]=—1.
5° 12équation [g, L] = o, trouvée au n° 3, peut s¥écrire

[B, k]=o.
Al.k’ a] = E‘,—I_TS—: (B4 [£, Ba] — pz'[k’ B

on a done.

6° Ona
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or, de memequona[k £]= o, on a aussi {4, ﬁ ]=0,{#%, @z]—o'
donc

. [k, a]=o.
7° Je dis que l'on a

[lz -:]—-I, [r,ﬁ].—o, [r,k]_o, [1,a]=o.'

En effet, en général, pour un probleme quelconque de Dynamique,
dans lequel ont lieu les trois intégrales des aives et l'intégrale des
forces vives, on peut imaginer un systéme de 7 intégrales du premier
ordre, résolues par rapport aux constantes arbitraires 2, fyy.e.s:fipyy

(1)- H=k4, H«':k_n Hy=lyy.... B y=byy,

dontla premiere sera Pintégrale des forces vives, la deuxiéme 'équa-
tion des aires pour le plan des 2, y, en sorte que la constante £, est

égale B, etla troisiéme I'dquation L = k£, en sorte que &, est égal 4 &,
tous les premiers membres des équations (1) satisfaisant,.d’aprés un -

théoréme de M. Liouville, anx ”(”:I) conditions renfermées dans la
formule

[H,‘, H,] =0,

ol i, s désignent deux quelconques des-nombres o, 1, 2,...,7 — I.
Alors, sil'on tire desn equauons (1) les quantités p;, pa,-.., p, en fonc-
tion de ¢,; ¢2.-+ g €L qu’on les substitue dans Pexpression

V = [(pdg+ psdga-t...+ Prdqs),
on aura les ihtégrales finies

av dv dav av

E:’t'l‘?: ;;-—ln s lzv---:db'——tn—n
et les quantités
' hy k=8, hy=Fkyeoy ltny,
(2) =1, 1 1 i
. 0 =T, 15 2 3eccy b
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forment un systéme d’éléments canoniques, c’est-a-dire satisfaisant aux
équations

[ho Bl =0, [lLl=o, [hxl]=0, [h;L]l=1,

i, s étant susceptibles des valeurs o, 1, 2,...,7 —1, mais différents
entie eux. On a donc, en particulier, les trois équations a démontrer

[#,7]=1, [t B]l=0o, [mi]l=o.

Je dis qu'on a aussi [t, z]= o. En effet, puisque I'on a [7, f] =0,
guel que soit d’ailleurs le choix que 'on ait fait des variables ¢;, p; on

a de méme
[v,fi]=0, [r B.l=0;

et, comme on a tangu = — i;—‘, il en résulte

[z, 2] =o0.

La quantité /, n’est pas nécessairement égale & — «, mais elle peut
étre prise égale. En effet, si nous posons-

{,= fonct. (“’ hay Byyerrs Buis oy Ly ln—l)a
' nous aurons

[, U]l= g,

dll di, dl

[ﬁ, 2]+ [ﬁ,]z]—l—...
o LB L =1+‘”' 18, L] +-.

- et,commeona [3, h,] =o, [,6, L,] =o,..., il en résulte

AT

dl,

BLl=%Bad=-%

ensuite, 3, /, étant deux éléments conjugués, on a [, ;] =1, donc

dl,

Z=—1 e 1= — a -+ fonct.(hyy bgy. .. bsy Ly, . )5

la fonction du second membre est arbitraire; on peut la prendre égale
4 zéro, et alorson a [,= — a.
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6. Je vais maintenant démontrer que I'élément I, du systéme (2)
d’éiéments canoniques peut étre pris égal a g.

‘Imaginons une sphére dont le centre soit a l'origine des coordon-
nées; elle est coupée par le plan des x, y suivant le grand cercle DB,
par le plan invariable suivant le grand cercle CA, enfin par 'équateur
suivant le grand cercle AB. -

Convenans que 'on compte I'arc ¢ défini aun® 4 A partir du point G,
alors on aura CA = o; si D est le point & partir duquel on compte les
longitudes, on a DC = «. Désignons I'arc CB par y ; enfin sur le grand
cercle CA prenons, & partir du point C, CP égal a g.

L’angle aigu ACB représente I'inclinaison y; supposonsles longitudes
comptées positivement de C vers B, alors sur la figure « est positif. Dans
le cas ou le grand cercle CA représente Yorbite d’une planéte dont G
est le noeud ascendant, on a I’habitude de compter. positivement les
longitudes sur I'orbite, dans le sens de la fleche; nous supposerons
qu'on fasse de méme ici; d’aprés la figure, en ayant égard au signe, il
faudra donc faire CP = — g, g étant négatif, et 'on aura

PA=g—g.

Supposons que le plan des &, y tourne autour de la ligne des neeuds,
jusqu’a ce qu’il vienne coincider avec le plan invariable; & la limite,
Pinclinaison 7 sera nulle et § = & cosy deviendra égal a &; Iarc CB
ou  desiendra égal 2 GA ou g, et, si I'on suppose qu’a la limite PC est
égal & DG, ce qui est permis, on aura aussi & la limite g = — a; or
B, — u sont constamment deux éléments conjugués : donc 4 la limite £,
g son} également deux éléments conjugués; par conséquent I'élément /,
du tableau (2) peut étre pris égal 2 g, pour cette limite.

Ainsi on a I, = g, quand le plan des &, y est venu coincider avec le
plan invariable, et je dis maintemant que I, peut étre pris égal 2 g,
quelle que soit la position du plan des x, y mené par le point origine.

Les éléments A;, ; du tableau (2) forment un systéme d’éléments
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canoniques, dont les six premiers sont

bozb, bl=ﬁ$ 772::/51

=1, l,=—a, I

Désignons par %; , l; ce que deviennent les éléments %;, I;, quand le
plan des &, y, aprés avoir tourné autour de la ligne des nceuds, vient
a coincider avec le plan invariable; nous aurons

Fo=th, E,=k,

Ly=1, l=g,

les éléments %, I, s’étant confondus avec %,, 0.

Les deux quantités 8, « sont suffisantes pour déterminer la position
du plan invariable, qui passe par I'origine, par rapport aux axes de
coordonnées. Donc on peut regarder ks, L, k., L,,... comme indépen-
dants de la position du plan invariable par rapport 2 ces axes, et par
suite, lorsque le plan des x, y, aprés avoir tourné autour de la ligne
des nceuds, aura coincidé avec le plan invariable, on peut supposer que
ks, by By, L, . . . vestent les mémes ou quion a

Hy=ly Ky=k,...,

T "y
lz= 23 l3=l:n-";~

donc, réciproquement, si 1'on a d’abord calculé les éléments %,, Z,,
Ky, ls,. .., on pourra les prendre pour les éléments h,, I, &y, Iy, . ..
et, en particulier, puisqu’on a /;, = g, on a également

L=g.

7. On a donc enfin le théoréme suivant :

« Supposons un probléme de Dynamique pour lequel le principe
» des forces vives et les trois intégrales des aires aient lieu. Désignons
» par £ la constante du principe des forces vives, par k& la grandeur de
» I'axe du plan invariable, par « la longitude de la trace ¢ du plan in-
» variable sur un plan fixe, par 8 la projection de & sur la normale &
» ce plan fixe, par 7 la constante qui s’ajoute au temps £ par I'intégra-

Journ. de Matkh. (3¢ série), tome k. — Juix 1875. 26
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» tion, enfin par g la distance angulaire du nceud ¢ & un point fize du
» grand cercle déterminé par le plan invariable sur la sphére dont le
» centre est 2 'origine. Alors les six quantités

* ha ﬁ! ky )

Ta - a, g

» forment trois couples d'éléments cananiques conjugués; c’est-a-dire
.» qu'ils satisfont aux quinze équations suivantes :

) (7, ] =1, B, —eal=1, [k gl=1

[k, Bl=0, [k, al=0, [hk]=0, [kg]l=0
[z, B]=0, [% z] =0, [z, E] =0 [z, 5]l=0o,
[B, k] =0, [B gl=o0, {x kl=o0, [z, gl=o.

Sur-des _formules de perturbation.

8. Supposons -que l'on soit parvenu 3 intégrer les équations diffé-
rentielles d’un probléme de Mécanique, dans lequel ont lieu le principe
des forces vives et les trois intégrales des aires. Concevons ensuite que
T'on ajoute aux forces du probléme précédent des forces perturbatrices;
désignons par Q la fonction perturbatrice; alors on passe des équations
différentielles canoniques du probléme précédent

dg_ 4H dp_ 4E
x= e @ a@
dp, 4 dp; __dH
T T &

2 celles du probléme actuel, eny changeant UenU+-QouHen H—Q;
Q est une fonction des quantités ¢;, p; et, en remplacant les g;, p; par
les valeurs résultant des intégrations, on aura Q exprimé au moyen de
t et des constantes, )

" b B By By Baees B
: . T, —% gy bss Liyeees ) .
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Dans le second probléme on conserve la méme forme aux expres-
sions des g;, p; que dans le premier, mais les constantes (1) qui y sont
renfermées sont alors considérées comme des éléments variables, et,
d’aprés un théoréme connu, ces éléments satisfont 2 un systeme d’é-
quations différentielles canoniques; dont je ne marque que les six pre-
mieres -

dk - da dr_ daa
dar & T dk’
dp do . dx . do
(2) EE = -d:, Ft' = ‘-[E’
dk .da dg . do
Z= @ & &

Ces six équations ne permettent pas, en général, de déterminer les six

quantités

R, B, &
(3) ’ gr’ —% &

parce que Q renferme, outre ces quantités, encore 6n — 6 éléments va-
riables

(4)

590y ln—iv-

t 37 b&""7 hlz—t'r
L, 1t

Toutefois, si toutes ces quantités varient trés-lentement, on pourra
calculer les éléments (3) avec une grande approximation, pendant un
temps assez considérable, 4 P'aide de quadratures. :

T n'est pas indispensable que les 6z — 6 constantes qu’ilfaat ajouter
aux six constantes (3), pour obtenir toutes les constantes arbitraires
des intégrales, forment un systéme d’éléments canoniques; il suffit évi-
demment, pour appliquer les équations (2), que Q soit exprimé au
moyen des six éléments (3) et de 67 — 6 autres éléments qui sofent
fonctions des éléments (4), sans étre fonctions des éléments (3). En dé-
signant donc par s un quelconque de ces nouveaux éléments, it devra

satisfaire i ces six équations

[&,s]=o0, [t,s]=0, [B,s]=0, [&s]=0, [k sl=o, [g,s]=0;3
a6..
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la premiére exprime que s est indépendant de 7 conjugué a h, la
deuxiéme que s estindépendant de &, etc.

La constante r ne se tronve dans Q que par £ -+, ef, sans quon
soit obligé 4 aucune attention pour la détermination des 6n — 6 der-
niéres constantes, elles seront indépendantes de 7, de sorte qu’on aura
la premiére des équations (a) '

dh  da
(5) i

sans connaitre les éléments’ caponiques (4). En effet, désignons les
2rn — 1 constantes qui restent aprés 7 et qui entrent dans O par a,,
@y, .. . Azyy; d'aprés une formule générale connue, on a

do
day,

- dk d dQ.
ﬁ‘:[k’ r]-£ '*5‘[7‘,“:]%""" +[% @on ]

Or, a,, @a,..., @sn_; 6tant indépendants de T,ona
[hya,] =0, ,[h’ a,] =o,...,

et il reste bien Péquation (5). C'est une formule donnée pour la pre-
miére fois par Lagrange, et qu'on trouve dans sa Mecanique analy-
tique (section V, § 3).

Sil’on examine le mouvement du systéme par rapport au plan inva-
riable, les 27— 2 constantesqu’on obtiendra par les intégrations seront
indépendantes de B, o:; on en peut encore conclure la deuxiéme ligne
des formules (2) )

g __ do -dx-_do
(6) T T de de = d_p- k]

sans étre obligé de connaitre les éléments (4). -

Pour étudier le mouvement du systéme quand la fonction de forces
est simplement U, nous pouvons examiner le mouvement relatif du
systéme par rapport au plan mobile de I'équateur, ensuite le mouve-
ment du plan de 'équateur, et enfin sa trace sur le plan invariable au
moyen de la formule (6) du n® 4 (c’est une marche de calcul que je
me propose d’exposer dans un autre article). La derniére constante
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"introduite par la derniére formule est g, et toutes les constantes obte-
nues auparavant par les intégrations sont évidemment indépendantes
de g. Donc, sans connaitre les éléments (4), on. pourra, quand on
ajoutera aux forces d’abord existantes des forces perturbatrices, poser
la cinquiéme des équations (2)

(7) . dk dQ.

qui déterminera la variation de .

9. Pour donner une application des formules précédentes, sup-
posous, par exemple, qu'un corps, en s’approchant de notre sys-
téme planétaire, vienne 4 le troubler; alors an prendra pour l'origine
des coordonnées le centre de gravité du systéme dont le mouvement
est rectiligne et uniforme, et I'on sait que le principe des forces vives
et les trois intégrales des aires ont lien par rapport & ce point. Les
formules (6) et (7) permettront de calculer le déplacement du plan
invariable; en effet, au moyen de ces formules, on peut calculer 1a va-
riation de la longitude « du plan invariable et celles de % et 8; par
suite on peut calculer aussi la variation de I'inclinaison ¢ du plan in-
variable donnée par la formule

cos y :%

Remarquons une quantité qui mérite d’étre considérée; c’est la rota-
tion élémentaire du plan invariable autour de son axe, que je dési-
gnerai par dg’. Si le neeud du plan invariable sur le plan fixe était
immobile, on aurait évidemment dg’ = dg; mais, ce neeud étant mo-
bile, on peut considérer, dans le probléme du mouvement troublg, le
plan invariable comme ayant dans le temps d¢ un premier mouve-
ment de rotation autour de son intersection avec sa position infini-
ment voisine et un second mouvement autour del'axe de ce plan, que
nous avons désigné par dg’. Alors on trouve, par la considération
géométrique la plus facile,

dg' = dg + cosydoe;
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d’aprés les équations (2) on a

- da
aQ 1 da
da—a—p-dt-————'ksinya; H

on en conclut donc, pour la vitesse angulaire du plan invariable av- -
tour de son axe due 4 la perturbation,

dt dk ksiny dy

10. Arrivons enfin anx deux problémes dont ’analogie m’'a fourni
’occasion de ce Mémoire: Dans ces deux problémes, le systéme est
fixé par trois coordonnées seulement. Les variables g;, p;, se réduisent
& qur gar §ss P2 P> Pa- Les constantes arbitraires (1) se réduisent aux
six premiéres, et sont entiérement déterminées par le systéme des
équations{2). |

> Dans le cas d’un corps solide qui tourne autour d’un point fixe,
et qui n’est sollicité que par des forces perturbatrices, on a les équa-
tions (2), qui se changent trés-aisément en celles gque Poisson a don-
nées (Journal de UEcole Polytechnique, XV° Cahier, p. 336).

5° Dans le cas d’un corps attiré par un centre fixe, le plan inva-
riable devient celuf de I'orbite, I'équateur un plan quelconque passant
par le rayon vecteur mené du’ corps au centre fixe; la quantité que
jai désignée par o représente Pangle compris entre la ligne des nceuds
et le rayon vecteur; g est la distance angulaire au nceud d’un point
fixe quelconque de l'orbite, lequel est ensuite censé se mouvoir en
vertu de la perturbation. Mais je dis que 'on peut aussi prendre
pour g la distance angulaire du périhélie 2 la ligne des noeuds, et que
les éléments troublés seront encore fournis par les équations (2).

Faisons pour ce probléme le calcul indiqué au n° 3, avec la simpli-
fication qui résulte de la supposition que les coordonnées se rappor-
tent au plan de Vorbite; ce qui les réduit 4 deux seulement.:

Formons les deux équations de ce numéro

H=4%, L=¥&;
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en désignant par r le rayon vecteur, et prenant la masse du corps
égale a I'unité, nous trouverons facilement qu’elles se réduisent aux

deux suivantes: .
(Z—:)z-i- r? (%)2— aU = 24,
r ?:' =k.
En représentant par 1’ et ¢’ les deux dérivées der et g,ona
. ar_ ar .,
p=g; =1, p=g=1d,

et ces deux équations deviennent

T pi ;,pgzsz + 2k,

I'expression V == {(p,dq, + p,dq,) devient
V.—.ko‘—:—j:\/nU—l— 2lz—§dr,

p étant une constante, et 'on aura les deux intégrales finies

v av
(a) , m=ETT =8

qui peuvent s’écrire

f" rdr
tt1= —_——>
o V2Urq-2kr?— 42
. c__f’ kdr

L RV PPy Ty £

(8)

Si, au lien de prendre pour p une valeur constante déterminée et indé-
pendante de £, k, on prend pour g la valeur minimum de r, laguelle

satisfait & 'équation, out U est fonction de r,

(¢) aU+2k— 5 =o,
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les deux équations () se confondront encore avec les équations (5).
En effet, quand on prend pour p une quantité dépendante de Z, &, les
seconds membres des équations (&) doivent, en général, étre augmen-
tés de nouveaux termes; mais ces termes ont pour facteur

V/2U1 -+ ﬂk _ ga

U, étant le résultat de la substitution de p 2 la place de rdans U, et,
par conséquent, ils s’annulent si p est racine de Péquation (c).
En faisant r = p dans les deux équations (5}, on a

c=g, t=—71,

c’est-2-dire que g représente la distance angulairg du périhélie au nceud
et — 7 le temps du passage de Pastre au périhélie.

Nous voyons donc que les intégrales sont exactement les mémes
quand on prend pour g la distance angulaire du noeud, ou aun point
fize du plan de P’orbite ou au périhélie. -l est évident qu’il en sera de
méme pour un systéme plus général de coordonnées ot I'on aura trois
intégrales

dv

av av
(d) =t BT m T

dk
au lieu de deux seulement.
Donc enfin les six équations canoniques ( 2), relatives au mouvement
troublé, qui se déduisent des trois équations (d), subsistent encore, en
prenant pour g la distance du nceud au périhélie, et pour — 7 le temps
du passage de T'astre & ce point. Ainsi 'on voit que le périhélie a le
méme mouvement angulaire qu'un point du plan de I'orbite regardé
comme fixe dans le mouvement non troublé.
Les formules (2) se transforment d’ailleurs trés-aisément en celles
que les astronomes ont coutume d’employer pour calculer les pertur-
bations d’une planéte. ' '



