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DEPLACEMENT FINI QUELCONQUE D'UNE FIGURE, ETC. 141

Sur le déplacement fini quelconque d’une figure
de forme invariable (suite);

Paz M. Cmnm;s BRISSE,

Répétiteur a PEcole Polytechnique, Agrégé de I'Université.

V. DEPLACEMENT D'UNE FIGURE SPHERIQUE SUR LA SPHERE, —
DEPLACEMENT D'UN CORFS SOLIDE RETENU PAR UN POINT FIXE.

89. « Quand une figure sphérique éprouve un déplacement fini
quelconque sur la sphére, il existe toujours deuzx points de la figure,
diamétralement opposés, qui se retrouvent, aprés le déplacement, dans
leur position primitive, comme si la figure edit simplement tourné autour
du diamétre qui joint ces points.- »

Il n’y a qu’a reproduire la démonstration du premier Mémoire en
substituant aux droites des arcs de grand cercle.

60. « En d’autres termes :

» Quand un corps retenu par un point fixe éprouve un déplacement
Jini quelconque, il existe toujours une certaine droite passant par le
point fixe, qui aprés le déplacement se retrouve dans sa position primi-
tive, comme si le corps avait éprouye une simple rotation autour de cette
droite restée fixe.

» On peut encore dire que :

» Quand deux corps égaux, placés d'une maniére quelconque dans
Uespace, ont un point commun (c’est-a-dire un point qui, considéré
comme appartenant & Uun des deux corps, soit lui-méme son komo-
logue dans Uautre), ils ont une infinité d’ autres points communs situés
tous sur une méme droite. »
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Composition de deux rotations d’un corps autour de deux axes
qui se rencontrent.

61. « Quandun corps retenu parun point fixe O éprouve deuz ro-
tations successives autour de deux axes OA, OB, dont le second est dé-
placé par la premiére rotation, Uaxe OX. de la rotation résultante
(autour duquel il edt suffi de faire tourner le corps pour U'amener dans
sa nouvelle position) fait avec OA et OB un angle triédre tel, que des
deux angles diédres qui ont ces droites pour arétes, le premier est égal
& la demi-rotation autour de OA, et le second & la demi-rotation autour
de OB prise en sens contraire.

» Quant & la rotation résultante (autour de OX), elle est égale au
double du supplément de Uangle diédre qui @ OX pour aréte dans
I’angle triédre. » ' '

Considérons une sphére de centre O et de rayon quelconque;
soient A et B (fig. 27) les extrémités des axes. Par une premiére ro-
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tation 2, B vient en B,; par une seconde rotation 2 8 de méme sens,

“A vient en A,, de sorte qu’en définitive AB est venu en A,B,. On aura
Jaxe de la rotation résultante OX, d’aprés ce qui a été dit, en menant
deux arcs de grand cercle, 'un perpendiculaire 4 AA,, 'autre 4 BB,,
qui seront tous deux bissecteurs des angles réspectifs : la rotation
totale a pour valeur BXB,, elle est le double du supplément de AXB;
BAX est égal & et ABX & f3 en toarnant en sens contraire.

62. « Appelons A, B, X les trois angles diédres; on a, entre ces
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angles et Uangle plan des deux axes OA, OB,

cosX = — cosA cosB + sinA sinB cos(OA, OB).

_ Par conséquent, en apgelant Qet o les rotatzons autour de OA et OB,
et (Q, o) Uangle de ces deux axes, .

cosX = — cos{Q cosfw + sin{Qsinfw cos(, o). »

Clest la formule fondamentale de la Trigonométrie sphérique appli-
quée au triangle sphérique ABX.

« Soit U la rotation resultarzte (autour de U'axe X); on a, comme il
vient d’étre dit, '

U=3(:80°~X), ou X = 180°—{U, cosX = — cosiU.
Par suite,
cos;U = cos{Qcosia — siniQsinte cos(Q, m)

Telle est Uexpression de la rotation résultante de deux rotations suc-
cessives O, o.

» 8%, dans le triangle splzerzque AXB, orzabaisse di sommet X surle
coté opposé AB un arc perpendiculaire p, on a, comme on sait,

sinX sinp = sinA sinBsinAB,
on
sinfUsinp = sin{Qsinfwsin(Q, o). »
. Le triangle rectangle ainsi formé nous donne
sinp = sin A simAX,
et la proportion des sinus appliquée au triangle ABX

smAB

sinAX = si B

d’ou résulte la formule indiquée.
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VI. DEPLACEMENT D'UN CORPS SOLIDE LIBRE DANS L’ESPACE.

.

. 83. « Quand deux corps égaux V, V' sont placés d’une maniére
quelcongue dans Uespace, par chaque point de Uun on peut mener une
droite telle, que son homologue dans Uautre corps Iui est paralléle et di-
rigée dans le méme sens ; toutes les droites ainsi mendes sont paralléles
entre elles. »

On sait qu’on peut amener V en V/par un mouvement hélicoidal au-
tour d’un certain axe XX'. Soient « et &’ deux points correspondants;
par ces deux points menons des paralléles 2 XX', nous aurons les
droites dont il est question. - ,

6%. « 1l suit de la que : ]
» Tout déplacement d’un corps solide dans Uespace peut s'effectuer
d’une infinité de maniéres, aw moyen d’une translation suivie d’une ro-

tation autour d'une droite fixe. . _—
» La translation est égale et paralléle au déplacement effectif dun

point du corps pris arbitrairement.

- 65. » Quand deux corps égaux sont placés d’une maniére quel-
conque dans UVespace, il existe toujours une droite qui, considérée
comme apparienant aw premier Corps, coincide en direction avec
son homologue dans le second corps. :

- » Nous appellerons cette droite aze central commun aux deux corps.

66. » Liexistence de cette droite forme la propriéié la plus impor-
tante dans la théorie du déplacement d’un corps solide; elle donne
Jien immédiatement 3 cette conséquence :

» Tout déplacement d’un corps solide dans Uespace peut s'effectuer
par une rotation autour d’une droite qui glisse sur elle-méme.

+ » Ce mouvement est semblable & celui d’une vis dans son écrou;
par conséquent on peut dire que : , '

v Tout déplacement d’un corps dans Pespace peut s’effectuer au
moyen d'une vis & laquelle e corps serait fixé.
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~ » Nous verrons plus loin comment on détermine la position de 1’axe
et le pas de la vis, quand les positions que doivent prendre trois points
du corps sont données.
» Lorsque nous considérerons deux corps égaux, au point de vue
du déplacement de l'un d’eux, nous appellerons leur axe central
commun axe central de rotation.

67. » Les plans menés par axe central et par deux points homo-
logues quelcongues de deux corps égaux font entre eux un angle de
grandeur constante et toujours dans le méme sens de rotation;

» Et la projection orthogonale de la corde qui joint deux points ho-
mologues quelconques des deux corps, sur U'azxe central, est de gran-
deur constante.

» Cette projection, que nous désignerons par E, est la quantité de
glissement de I'axe central sur lui-méme; et Pangle constant formé
autour de cet axe, que nous désignerons par U, exprime la rotation
du corps autour de I’axze central. .

68. » Si I’on considére dans deux corps égaux V, V' deux droites
homologues L, L', on pourra, au moyen d’une rotation autour d’une
certaine droite fixe A, amener la droite L sur I/, de maniére que les
points homologues des deux droites coincident (47); et ensuite, par
une rotation autour de L, faire coincider les deux corps. Donc:

» Tout déplacement d’un corps dans Uespace peut s'effectuer, d’une
infinité de maniéres, au moyen de deux rotations successives autour
de deux droites.

» L’une de ces droites peut éire prise arbitrairement ; nous verrons
plus loin comment 'autre se détermine, et comment on détermine
aussi la grandeur des rotations 4 effectuer autour-des deux droites. »

Des cordes qui joignent deux a deux les points ?zomologues
de deux corps égauc.

69. « Sila corde AN, qui joint deux points homologues A, A’ des
deuzx corps V, V', est considérée comme appartenant & Uun des deux

Journ., de Math. (3¢ série), tome I. — AvriL 1875, I9
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corps, son homologue dans U'autre corps est aussi une corde, et ces
deux droites se rencontrent. -

» Réciproquement, quand devce droites homologues-se rencontrent,
chacune d’elles est une corde. »

Considérons AA' comme appartenant au premier corps; I’homo-
logue de A dans le second corps est A’, ’homologue de A’ est A”; la
droite homologue de AA’ est A’A” : c’est une corde, car A” est dans le
second corps I'nomologue A’ du premier, et ces deux droites se ren-
contrent puisqu’elles ont A’ commun,

Soit A’ le point de renconire de deux droites homologues L et L5
A’ considéré comme appartenant au second corps a pour homologue
un point A du premier corps situé sur L; A’ considéré comme appar-
tenant au premier corps a pour homologue un point A” situé sur L' :
donc L et I’ sont des cordes.

70. « La droite dintersection de deu plans ﬁomologue.s' P, P est
toujours une corde.

» Réciproquement, parune corde on peut tozgour.s mener deuzx plans -
komologues, et deux seulement. »

* Considérons D*sintersection des deux plans, comme appartenant au
* second corps : elle a pour homologue une droite D située sur P; soit @
le point de rencontre de D et D’; a considéré comme appartenant au
premier corps a pour homologue un point &' du second corps situé
sur D' : donc D’ est une corde. . .

Soit une corde IV, je la considére comme appartenant au second
corps : elle a pour homologue dans le premier une droite D qui la
rencontre (69); je la considére commejappartenant au premier : elle a
pour homologue daus le second une droite D” qui la rencontre : les
plans DD, D'D” sont donc homologues, et ce sont les seals.

71. « Quand deux droites komologues se rencontrent, et sont par
conséquent dewx cordes (69), leur droite milieu est aussi une corde. »
Soient A, A’, A” les trois points que I’'on connait déja; AA’ et A'A”
sont homologuesj; la droite milieu passe par le milieu de AA’ et de A’A”;

mais ces milieux sont homologues : donc la droite milieu est une
corde.
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72. « Quand deux cordes AA', BB' se rencontrent, les droites AB,
A’B’ sont aussi des cordes. » )

De ce que AA’, BB’ se rencontrent, il résulte que AB et A’B’ se ren-
contrent aussi; mais ce sont des droites homologues : donc (69) ce
sont des cordes. '

73. « Quand ladroite d’intersection de deux plans homologues P, P’
rencontre la droite d’intersection de deux autres plans homologuesQ,Q’,
la droite d’intersection des denx plansP, Q et celle des deux plans P',Q’
sont deux cordes. »

La droite d’intersection des deux plans P, Q et celle des deux
plans ¥/, Q' sont deux droites homologues. La droite d’intersection des
plans P, P’ et la droite d'intersection des plans Q, Q' sont dans un
méme plan. La droite d’intersection des deux plans P, Q rencontre
celle des deux plans P, P/, puisqu’elles sont toutes deux dansle plan P;
elle rencontre aussi celles des plans Q, Q' : elle est donc dans leur
plan; on en dirait autant de I'intersection de P’, Q' : donc nos droites
homologues se rencontrent, donc (69) ce sont, deux cordes.

74. « Quand les cordes qui joignent deuzx & dewx des points homo-
logues de deux corps sont situdes dans un méme plan, elles enveloppent
une parabole; et les points des deux corps auxquels appartiennent ces
cordes sont situés sur deux droites tangentes & cette courbe. »

Soient A, B, C, A, B’y C’ des points des deux corps satisfaisant 4 la
question; si A, B et C ne sont pas en ligne droite, ils déterminent un
plan. Soit P ce plan, il a pour homologue le plan P’ des points A’, B, C)
et, d’aprés I'énoncé, ces deux plans coincident. Soit I le point de ren-
contrs avec I'axe central, jaméne le premier corps sur le second par
une rotation suivie d’une translation : dans la rotation I reste fixe,
dans la translation il se déplace; donc P et P’ ne peuvent pas coin-
cider; donc les points dont il est question ne peuvent étre qu’en ligne
droite. :

La éroite des points A, B, C et celle des points A, B/, ¢ sont dans
un méme plan, elles sont d'aillears homologues : donc (8) les cordes
qui joignent leurs points homologues enveloppent une parabole tan-
gente aux droites ABG, A'B'C.

19..
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On a vu que par une corde on _peut toujours mener deux plans
homologues et deux senlement : nous pourrons done dire que, si Fon
prend des plans du premier corps qui rencontrent leurs homologues
du second suivant des droites situées dans un plan donne, toutes ces
droites envelopperont une parabole. g

75, « Quand les cordes qui joignent deux a deua des points Fomo-
logues des deux corps passent par un méme point, ces cordes sont les
arétes d’un cone du second ordre; et les points des deux corps sont
situés sur deux courbes a double courbure du. troisiéme ordre.

» Toute droite menée par deux points de Pune de ces courbes est
une corde. »
. Yai démontré ce théorém‘e dans mon premier Mémoire.

Soient M le point; A et B deux points de la premiére courbe du troi-
siéme ordre, A’ et B’ leurs homologues sur la seconde; AA’ et BB se
rencontrent en M : donc AB et A’B’ se rencontrent; mais ce sont des.
droites homologues : donc ce sont des cordes. :

Direction et grandeur d’une corde dont le poznt miliew est donné.

76. « Nous appellerons corde relative 2 un point la corde qui a
ce pomt pour milieu.

» La corde relative ¢ un point est narmale a la perpendtculazre
abaissée de ce point sur Uaxe central. >

Soient A et A’ deux points homologues, et o leur point milieu,
AA’ est une corde du cylindre qui a pour axe P'axe central : donc le
théoréme est démontré..

77. « Soit a le point milien d’une corde AA', on a, quant & la direc-
tion. de cette corde, en appelant X Uaxe central et r la distance du

point a & cet axe,
) ' reangtU.

tang(al, X) = —2—;

et, quant & la grandeur de la corde,

—)
—_— 21 1
aA =r*tang® iU + {E*. »
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La fig. 28 donne

A! tangiU
tang(aA,X) = %g = 'L?]‘s’—,

et .
aA = r? tang?4U + LE%

78. « Connaissant trois cordes quelconques AA’, BB’ et CC’, on

détermine la corde relative & un point m, ainsi :

» Soient a, b, ¢ les milieuz des trois cordes ; on méne par ces points
les plans normaux aucx cordes respectives. Les traces des deux premiers

Fre. a8.

weremen S
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sur le plan mab se rencontrent en un point i par lequel passera le plan
normal & la corde cherchée mené par son milieu m (49). On deétermine
de méme sur le plan mac un point i’ par lequel passera le méme plan
rormal. Ceplan est donc déterming, et, par suite, la corde cherchée MM’
Dest aussi, du moins en direction. _

» Pourdéterminer les deux points homologues M, M' sur cette droite,
on la considére comme appartenant au premier corps, et Uon chercke
son homologue. dans le second corps; celle-ci rencontrera la corde en
son point M qui appartient au second corps; et, prenant sur la corde
mM = mM’, on a le point M du premier corps.

» Autrement : Les projections orthogonales de la demi-corde mM
sur les droites ma et mb sont égales & celles des demi-cordes aA, bB
sur ces mémes droites, respectivement (46, 3°). D'ok s'ensuit la déter-
mination. du point M. » :

11 suffit de regarder la fig. 29.

10%
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Propriétés relatives & deux droites homologues.

79. « Deux droites homologues sont également éloignées de L'axe
central, et _font des angles égaux avec cet axe. »

Soient L et 1/ ces deux droites; jaméne L sur L’ par une rotation
autour de I’axe central, qui n’altére ni ’angle ni la distance, et par une
translation qui n’altére rien non plus : donc le théoréme est démontré.

80. « Par un point del'espace on peut toujours mener deux: dioites
Lomologues D, D'. Chacune de ces droites est une corde.

» La droite D appartenant & la premiére _ﬁgure est la droite qui
]omt le point donné, considéré comme appartenant a la seconde figure,
¢ son homologue dans la premiére figure; et la droite 1 de la seconde
figure est celle qui joint le point donné, considéré comme appartenant
& la premiére figure, & son homologue dans la deuxiéme figure.

81. » Si, par chaque point d’une droite 1., on méne les deux droites
homologues D, D' qui se rencontrent en ce point, les droites D du pre-
mier corps forment-un paraboloide hyperbolique qui passe par la
droite L, et par la droite qui correspond dans le premier corps a ceite
droite L. considérée comme appartenant au second corps. »

Soit @' Ie point ou D rencontre L; &’ considéré comme appartenant
au second corps a pour homologue a du premier corps situé sur D
et sur L, homologue de L dans le premier corps: donc la surface en-
gendrée par D contient L,; mais (46, 1°) les cordes, telles que aa/,
sont paralléles 4 un méme plan : donc la surface est un paraboloide
hyperbolique.

« Pareillement les droites D' du second corps forment un pambo-
loide qui passe par la droite L et par la droite qui correspond dans le
second corps & cette droite L considérée comme appartenant au premier
corps.

» CAs PARTICULIER. — i la droite L est Uintersection de deux plans
homologues, les deux droites homologues qu'on peut mener par chaque
point de cette droite sont situées dans les deux plans, respectivement ;
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et les deux paraboloides deviennent des paraboles situces dans ces
deux plans (74). »

82. « Si, par chaque point d’une droite quelconque L, on méne les
deux droites homologues qui passent par ce point, lesquelles déter-
minent un plan : )

». 1° Tous les plans ainsi déterminés enveloppent une développable
du quatriéme ordre ; ‘

» 2° Par un point quelconque on peut mener trois plans tangents a
cette surface ;

» 3° Chacun de ces plans coupe la surface suivant une parabole. »

Considérous L (fig. 30) comme appartenant 4 la seconde figure,
elle aura pour homologue dans la premiére L,, et, considérée comme

appartenant 4 la premiére, elle aura pour homologue dans la se-
conde L,. Soient a, a,, a, trois points correspondants; le parabo-
loide de LL, n’est autre que le paraboloide de LL,, qui a tourné d’un
certain angle autour de A (46, 4°); la droite aa, est l'intersection de
deux plans homologues.

On sait par les propriétés des surfaces du second ordre que les
plans, tels que a,aa,, enveloppent une développable du quatriéme
degré, 4 laquelle on ne pent mener que trois plans tangents par un
point, et que chacun de ces plans la coupe suivant une parabole.

83. « Cas parTICULIER. — Si lIa droite L est I'intersection de deux
plans homologues, le théoreme prend cet énoncé :

» Si, par chague point de la droite d’intersection L de deux plans ho-
mologues, on méne deux droites homologues, lesquelles sont situées dans
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ces plans, respectivement (81), et enveloppent deux paraboles tan-
gentes & la droite L, le plan de deux droites enveloppe une dévelop-
pable du quatriéme ordre. »

Foirles n°® BY et 56.

84. « Par chacune des cordes qui joignent les points homologues
de deuz droites homologues L, L' passent deux plans homologues :

» 1° Ces plans enveloppent deux développables du quatriéme ordre;;

» 2° La droite d’intersection de deux de ces plans, appartenant a
un méme corps, est une corde. »

Foir le n° 82.

83. « i, autour de deuzx droites homologues L, 1!, on fait tourner
deux plans homologues, leur droite d’intersection engendre un hyper-
boloide. » )

En effet, les deux faisceaux de plans sont homographiques, L et L/
sont deux génératrices de I'autre systéme.

« CAs PARTICULIER. — St les deux droites homologues L, L' se ren-
contrent, la droite d'intersection des deux plans homologues décrit un
céne du second ordre. ’

86. » Quand deux plans homologues doivent avoir leur droite d’in-
tersection sur un plan fixe : .

» 1° Cette droite enveloppe une parabole;

» 2° Les deux plans enveloppent deux développables du quatrieme
ordre. » .

On a vu (70) que la droite d’intersection de deux plans homo-
logues est une corde, (74) que les cordes situées dans un plan enve-
loppent une parabole.

Si Pon suppose (82) que L et L, tournent jusqu’a étre dans un méme
plan, aa, devient la droite dont il est ici question, et les deux plans
enveloppent deux développables du quatriéme ordre.

87. « Il existe toujours dans un plan quelconque Q deux droites
homologues D, Y. Chacune de ces droites est une corde. '
» La droite D appartenunt & la premiére figure est Uintersection du
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plan Q, considéré comme appartenant & la seconde figure, par son ho-
mologue dans la premiére figure; et la droite D' de la seconde figure
est Uintersection du méme plan Q, considéré comme appartenant é la
premicre figure, par son homologue dans la seconde figure. »

Ces deux droites homologues se rencontrent : donc (69) chacune
d’elles est une corde. '

88. « Quand plusieurs plans passent par une méme droite L, il
existe dans chacun d’eux un systéme de deux droites komologues D, D/
appartenant respectivement aux deux corps :

» 1° Les droites D du premier corps forment un kyperboloide, et les
droites D' du second corps un second hyperboloide ;

» 2° Les deux droites homologues D, D contenues dans chaque plan
se rencontrent en un point ; et le lieu de tous ces points est une courbe
a double courbure du troisiéme ordre; )

» 3° Par une droite quelconque on peut mener quatre plans tan-
gents a cette courbe, de sorte que la développable dont cette courbe
est Uaréte de rebroussement est du quatriéme ordre. »

Soit P un plan passant par L; soient L, la position correspondant 4 L
dans la premiére figure, et P, la position correspondant 4 P; P, passe
par L, ; mais D est 'intersection de P et de P, : on retombe donc sur le
n° 85.

SoitL, la position correspondant 4 L dans la seconde figure ; hyper-
boloide des droites D passe par L et L, celui des droites D' par L et L,:
ces deux surfaces ayant une génératrice commune se coupent done
suivant une courbe du troisiéme ordre, lieu des points de rencontre
des droites D et D".

On sait qu’a cette courbe du troisi¢éme ordre on ne peut mener que
quatre plans tangents par une droite. Or, quand un plan sera tangent,
il contiendra une caractéristique de la surface: il n’y a donc que quatre
caractéristiques qui rencontrent la droite; en d’autres termes, la droite
ne rencontre la surface qu’en quatre points : donc le théoréme est dé-
montré.

« OBSERVATION. — i la droite L. est une corde, les deuz hyperbo-
loides deviennent des cones du second ordre. »

Journ. de Matk. (3¢ série), tome I. — Ma1 1875, 20
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En effet, dans ce cas, L et L, se rencontrent en un point, et P'inter-
_ section de P et P, passe par ¢e point.

89. « Si, autour de deux points homologues, on fait tourner deux
droites homologues D, O, qui se rencontrent :

» 1° Chacune des deu.x: droites décrit un-cone du second ordre;

» 2° Leur point de rencontre décrit une courbe & double courbure
du troisidme ordre; ,

» 3¢ Toute droite qui sSappuie en deux points sur cette courbe est
une corde. »

Soient a,; a, deux points homologues- alors a, a, est une corde, et
Pon retombe sur I'observation du n® 88.

Ces deux cones ayant une génératrice commune ,4., le reste de
P'intersection qui est le lien cherché est une courbe 4 double courbure
du troisiéme ordre.

Enfin il 0y a qu’a se reporter au n° 78 pour la derniére partie de
I’énoncé.

90. « Si, autour de deux points homologues, on fait tourner deux
plans komologues, leur droite d’intersection s’appuie, dans toutes ses
positions, en deux pomts (réels ou imaginaires), sur la courbe & double
courbure du troisiéme ordre, lieu des points d’intersection des droites
homologues tournant autour des deux points fizes. »

Soient a,, a, les deux points; menons deux plans homologues P,
P,; il s’agit de chercher combien il y a de droites homologues issues
de 2, qui rencontrent celles issues de a, en des poinis situés sur l'in-
tersection de P, et P,. Or toutes les droites issues de &, qui rencontrent
celles issues de a, sont (89) sur un céne du second degré : donc il n’y
en a que deux, et les deux points ainsi obtenus sont sur la courbe du
troisiéme ordre.

« Réciproquement : ZToute droite qui s’appuie en deux poinls sur
cette courbe est Uintersection de deux plans homologues qui passent,
respectivement, par les deux points fixes. » :

Car ces plans contiennent, respectivement, deux droites homologues.

91. « Quand deux plans komologues tournent autour de deux
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droites homologues, leur droite d’intersection est une corde, et los deux
points homologues situés sur cette droite sont sur deuzx courbes & double
courbure du troisiéme ordre. » '

La droite d’intersection de deux plans homologues (70) est toujours
une corde. De plus (88, 2°), si D est cette intersection, D, son homo-
logue dans la premiére figure, ces droites sont les seules dans Ie plan
mené par une des droites, celle de la premiére figure; donc leur point
de rencontre est une courbe & double courbure du troisiéme ordre.

92. « Angle de deux droites homologues D, D' :
sin (D, D) =sin{ Usin(D, X). »

Je méne par un point O (fig. 371) de 'axe central des paralléles a D
et 4 IV, et je prends OD = ODY, ID est perpendiculaire 2 OX. On a

ID = ODsin(D,X), £DD'=IDsiniU = ODsini(D, D),

d’ou
sin (D, D') = sin{ U sin(D, X).

93. « Angle qu’un plan paralléle a deux droites homologues D, D'
Jait avec Uaxe central :

tang(DD’, X} = cos U tang (D, X). »
On a (fig. 31)

tang (DD, X) = = IDcos:T

10 = ODoos(D,X) = cos1U tang(D, X).

94. « Direction dans U’espace d’un plan paralléle & deux droites
komologues. '

» La trace d’un tel plan sur un plan H, perpendiculaire & Uaxe cen-
tral, est perpendiculaire & la bissectrice de l'angle que font les projec-
tions sur le plan H des droites qui mesurent les plus courtes distances de
Uaxe ceniral aux deuz droites homologues. »

Les plus courtes distances sont en projection perpendiculaires 2 ID
20..
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et & ID' et leur bissectrice est perpendlculalre 42 IK : done le théoréme

est démontré. .
« Cette trace et ’angle que le plan demandé faitavec 'axecentral (93)

déterminent la direction de ce plan.

95. » Plus courte distance de deux droites homologues D, D.

» La droite D est déterminée de position par sa plus courte distance r
i P’axe central, et par P'angle (D, X) qu'elle fait avec cet axe. Soit y sa
plus courte distance 4 la droite homologue I'; on 2

__2rsin{U-+ Ecos{Utang(D, 'X)
1 + tang}(D,X) cos’{U

Je ne fais d’abord subir 3 D que la rotation; soient alors T et T’

Fre. 31. Fre. 32.
. D' .
>G’ T
T D
] X
Py AY
1 T

(fig- 32) les traces de deux plans paralleles 4D et &4 D' menés respec-
tivement par chacune de ces droites, on a :

CC'= 2rsinlU.

7 abaisse maintenant T’ parallélement 2 lni-mémede la quantité E; T'se
déplace de maniére que CC' augmente d’une quantité C'¢’, telle que

&Y = tang(DD, X), CC¢'= E tang(DDY, X),

d’ou
CC"= 2rsiniU -+ Ecos{U tang(D, X).
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Soit ¥ la plus courte distance des deux plans; on a

, 7 =CC’ cos(DIY, X),
d’ou ,
__ 2rsin{U--Ecos{Utang(D, X)
V1 + tangi(D, X) cos’ {0

« Le numérateur du second membre exprime la distance de deux
droites paralléles, lesquelles sont les traces, sur un plan perpendiculaire
i I'axe central, des deux plans menés par les deux droites D, D’ paral-
lélement & ces droites; et le dénominateur est le sinus de I'inclinaison
de ces plans sur le plan perpendiculaire 4 Faxe central.

96. » ijecﬁon orthogonale d’une corde AA’, qui joint les points
homologues des deux: droites D, D' sur la droite milieu A :

2p tangL1U sin(A, X) 4+ Ecos(A, X),

p étant la distance de la droite miliew A & Uaxe central. »

Soit C (fig. 33) le pied de la plus courte distance de D et de X;
toutes les cordes (46, 3°) ont méme projection sur A. Considérons, par

-

Fic. 33.

exemple, CC'. La droite milieu A passe par le milieu I de CC/, elle est
d’ailleurs dans un plan paralléle 2D et D’; par conséquent, p = OA est
sa plus courte distance & 'axe. Au lieu de projeter CC/, projetons le
contour €C,C’, nous aurons

CC;sin(A, X) + C,C'cos(A, X);
mais
, %: tang{U, CC,=z2ptang;U, C,C=E,
d’ou : :
2p tang1Usin(A, X) + Ecos(A, X).
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Propriétés relatives a deux plans homobgues,

97. « Deux plans homologues font des angles égaux avec U'axe
central, et le segment qu'ils interceptent sur cet axe est de grandeur
constante et égal au glissement de cet axe sur lui-méme. »

Cela est évident. .

98. « On avu que la droite d’intersection de deux plans homologues
est une corde; et, réciproquement, que par une: corde AA’ on peut
toujours mener un systéme de deux plans homologues, et un seul (70).

» Tl existe entre la corde etles deux plans cette relation :

» Le produit d’une corde par la tangente du demi-angle des deux
plans homologues dont cette corde est Uintersection est constant.
» De sorte quion a

- AA'tangi(P,P') = EtangiU. »
' Je méne par un point de Paxe X (fig. 34) des plans paralléles aux

Fie. 34

N

deux plans hoinologues: XA et XA’ sont leurs lignes de plus grande
pente; jabaisse d’'un point O quelconque les perpendiculaires OP
et OF', et j'ai '

PP — 26?’2(1 ~— cosx), A_K'z = 2622(1 — cosTU),

PP\ __ [OP\*? 1—cosz XP\? XP OA\* 1—cosz ..
N =\5) —==IT5)° (55 7=x) =— =5 =cos’a.
AA 0A/ 1—cosU XA \OP XA 1—cosU
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Soit D Vintersection des deux plans, D’ son homologue dans la se-
conde figure; un de nos plans est paralléle & ces deux droites homo-
logues : donc (93) -
- tang & = cos+U tang(D, X);

mais (77) .
rtang-
tang(D, X) = %i, ’

d’ou

tango =758850 costa = ,——,—:If—z-—,———

—:'E E - r? s U
Ona .
z
2
ztang’s 2 tang?{U
I— COSZx =—-——$a 1—cosU —"—‘-ms
-+ tang’-z- 7 5z
d’ou
z ,
B tngyU 1E:
r -+ tang? z 1-+tang*tU +E - rsin?3 U
et enfin
L L .
tang 2= kg U tang L (P, P).
2 Jrtang?tU - LE?

Mais on a (77)
ak =r tang® LU + LE?, AN =4 (r* tang®*$U -+ {E2),

d’oit
AA’tang (P, P’) = Etang { U.

« CororAIRE. — On conclut de 1 que : Le plus grand angle que
puissent faire entre eux deux plans correspondants a lieu quand ces
plans passent par Uaxe central. »

Cela se conclut plus naturellement de P'expression de tangz que

dela derniére égalité; car alors, r étant nul, AA’ passe par I'axe, et en
outre, d’aprés ’expression de tang (D, X), se confond avec lui : donc
les deux plans passent par I'axe.
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99. « Angle de deux plans homologues, er fonction de la distance
de leur droite d'intersection ¢ Uaxe central. ‘

» Soit r cette distance; il suffit de remplacer AA’, dans I'expression
précédente, par son expression en fonction de 7 (77); il vient

tangé(P, P') ___ _3EtanglU

- JrPang iU+-IE
Cete expression a été trouvée directement au numéro précédent.

100. « Angle de deux plans komologues en fonction de leur incli-
naison sur Uaxe central :

. sini (P, P')=sin3U cos(P, X). »

On a (98) '

1—cosz cos?e
1—cosU _ = 4
ou
s‘m’z . . -
— epc? s A eiod
—g = cos’a, sini(P, P') =siniUcos(P, X).
sin? Py - .

401. « Relation entre Uinclinaison de deux plans Izomologues sur
U axe central et la distance de leur droite d’intersection & cet axe :

rtang(P, X)sinfU = l—; »
On a (98) . ’

tanga = —;
g IE ’

d’ou
- reot(P,X)siniU=4{E.

102. « Si, autour de deux droites Izomologues L,I,on ﬁzzt tourner
deux plans homologues P, P’ :

» 1° La droite d’intersection de ces deux plans est une corde (70)
et engendre un kyperboloide (85);

» 2° Les dewx points homologues A, A’ des deux corps, situés sur cette
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corde, décrivent deux courbes & double courbure du troisiéme ordre (91);

» 3° Le point miliew a de la corde AA' décrit aussi une courbe &
double courbure du troisiéme ordre;

» 4° Le plan normal & cette corde, mené par son miliew a, enveloppe
une deéveloppable du quatriéme ordre. »

Nous démontrerons plus loin que le corps milien est homographique
au corps donné, d’ott il résulte que le lieu du point 4 est homogra-
phique au lieu du point A : donc il ne peut étre coupé par un plan en
plus de trois points; donc c’est une courbe  double courbure du
troisiéme ordre.

Le plan normal 4 la corde AA’, mené par son milieu, enveloppe une
développable corrélative de la courbe du troisi¢me ordre, c’est-a-dire
une développable du quatriéme ordre.

103. « Quand des plans du premier corps rencontrent leurs homo-
logues du second corps, suivant des droites situées dans un méme plan
quelconque:

» 1°.Cesplans enveloppent une développable du quatriéme ordre (86);

» 2° Leurs foyers sont sur une courbe & double courbure du troisiéme
-ordre; _ :
~ » 3° Les normales & ces plans, mendes par leurs foyers, forment un
cone du second ordre. »

La suite des foyers de la premiére série de plans forme une courbe &
chacun des points de laquelle correspond un plan. La courbe en ques-
tion a donc pour corrélative une développable du quatriéme ordre :
donc elle est une courbe a double courbure du troisi¢éme ordre.

Soient Q le plan surlequel sont lesintersections desplans homologues,
P I'un de ces plans, F son foyer. Le plan P coupe le plan Q suivant une
droite L, et a pour normale en F une droite N : donc la droite N pas-
sant par F correspond la droite L située dans le plan P, donc la figure
formée par la droite N est corrélative de celle formée par la droite L.
Or toutes celles-ci sont dans un méme plan : donc toutes les autres
passent par un méme point, donc elles forment un cone.

Le plan Q est tangent 4 la développable : done son foyer, qui lui cor-
respond, et qui est le sommet du céne, est sur la courbe du troisiéme
ordre, donc le cone est da second ordre.

Journ. de Math. (3% série), tome 1. — Marx 1875. 21

11
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" Corps miliew relatif & deux corps égaux.

104. « Les milieux des cordes AA’, BB, .. qui joignent les points
homologiies des deux corps V, V’ forment un troisiéme corps que nous
appellerons corps miliew relatif aux deux corps éganx V, V'.

» Ce corps milicu est homographigue & chacun des dewb_ corps
vV, V., »

A chaque point du corps v correspond un point du corps milieu, et
& chaque plan du corps V (49) correspond un plan du corps milieu :
donc les deux corps sont homographiques.

105. « Or peut donner au corps miliew relatif & deux corps égaux
Y, V' un méuvement infiniment petit dans lequel ses points a, b, ... au-
ront leurs trajectoires dirigées suivant les cordes AA, BF', ... dont ces
points sont les milieux ; -

» L'axe de rotation qui glisse sur luz—méme, dans ce mouvement in-
finiment petit, est axe central commun aux deux corpsV, V';

» Et le rapport entre la rotation o autour de cet axe et sa transla-

tion L est
tang;U
1E

h‘le

de sorte qu'on a
0= eténg%U et h=¢LiE,

¢ étant une constante infiniment petite prise arbitrairement. »

Projetons sur un plan perpendiculaire 4 Paxe de la vis; le milieu de
la droite qui joint deux points homologues dans ’espace se projettera

Fic. 35.

[7“\&
/
®

en I (fig. 35), milieu de AA’. IO étant perpendiculaire & AA’, les di-
rections des déplacements sont bien perpendiculaires aux rayons vec-
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teurs. Toutes les hélices décrites dans le déplacement infiniment petit
doivent avoir méme pas. Or les droites données sont des tangentes a
ces hélices, et P'on sait que Pinclinaison d’une tangente sur I'horizon est
donnée par la formule ‘ o

tan m""-—{z—'
BE= oar

L’inclinaison est ici

tange = GAsne’
mais :
Ol = OAcosw =17
donc .
. T®E
tanga = ————= fange,
artangoe 25T
’ TE .
Le pas étant égal & nge est donc constant, et par suite le déplacement

indiqué est possible.
Dans la notation de énoncé, une élévation % correspond 4 une ro-

TE

tation o ici une élévation correspond i une rotation 27 : on a

tangw
donc &
©__ 2% o _ tangi;U
ETTRE 0 R LE
tang 2 U

On peut donc écrire
o =ctangiU, k=:¢4E,
¢ étant une constante arbitraire infiniment petite.
106. « I’élément aa' que décrit, dans le mouvement ir_zﬁnfment petit,

. ure . AN
chaque point a du corps milieu, est & la demi-corde aA (= -2—) dans
le rapport constant e.

» Ainsi }
AN
o aad'=ce.ah=¢e¢—
ou -
. aad’ __ k&
AA T E

2X..
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» Il résulte de li, d’aprés Uexpression de AA' (717), que

i/ E
ad = E ritang®iU +

r étant la plus courte distance de la corde AA' & Uaxe central. »

aa' et aA, étant sur la méme droite, sont entre elles comme leurs pro-
jections % et £ E sur I'axe central : on a donc
“ad kR AN ad  h

— (S —_— —_ e
=¢ ad’=taA=c¢— g

'E')

et, en remplacant dans 43&3, il vient

. i a1 B
aa' = x5 r? tang ?U +7

107. « La notion de ce corps milien, qui peut prendre un mouve-
ment infiniment petit dans lequel ses trajectoires sont dirigées suivant
les cordes dont les points de ce corps sont les milieux, conduit a de
nombreuses propriétés relatives au déplacement fini d'un corps dans
Vespace; ces propriétés se concluent de celles du déplacement infini-
ment petit, question plus facile 4 traiter.

108. » Soient deuz droites homologues L, L' et leur droite miliew A;
les plans, menés par les différents points de cette droite A normalement
aux cordes qui ont leurs milieux en ces points, passent tous par une
méme droite X (46).

» Cette droite \ et la droite miliew A sorit deux axes conjugués de
rotation dans le mouvement infiniment petit du corps milieu. »

En effet, ces deux droites sont conjuguées : il n’y a alors qu'a se re-
porter au n° 6 du premier Mémoire. :

109. « 1l résulte de 1a que: 7

» 8i la droite \ est regardée comme droite miliew de deux droites
komologues 1, U, les plans menés par ses différents points, normalement
aux cordes qui ont leurs milieux er ces points, passeront tous par la
droite A, »
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Car ) et A sont deux droites conjuguées. Il suffit de prouver qu’on
peut trouver deux droites telles que [ et /. Or prenons deux plans
homologues P et P/ et leur plan milien II, il coupera X en un point
qu'on reliera par des sécantes aux milieux a, b, ¢, relatifs & trois
points A, B, C du plan P, ce qui permettra de trouver son correspon-
dant sur P et sur P’ : on aura donc un pointde [ et de ’, on en cher-
chera un second, et [ et I’ seront déterminées.

110. « Ainsi les deux droites A et A, que P'on a & considérer dans
le déplacement fini d’un corps, jouissent de propriétés réciproques.

» Nous reviendrons plus loin (122 et suiv.) sur les propriétés aux-
quelles ces deux droites donnent lieu.

411. » Dans un plan donné 11 se trouvent deux droites homologues
L, I’ et un point ¥ autour duguel on peut faire tourner une des droites
pour U'amener sur Uautre. Ce point T est le foyer du plan (49).

» Sil’on considére le plan I1 comme plan milieu relatif & deux plans
homologues ®, P, le point F sera le foyer de ce plan dans le mouvement
infiniment petit que peut prendre le corps miliew [*].

Car la droite AA’ qui passe par ce point a la direction del’'élément aa’,
et est perpendiculaire au plan II.

142. » Les droites homologues L, I/, situdes dans le plan I, sont les
intersections de ce plan par les deux plans homologues P, P' (50).

» La caractéristique du plan 11, dans le mouvement infiniment
petit[*], est la droite miliew A des deux droites Ly L'\ »

Car les cordes correspondant aux points de ces droites sont situées
dans le plan II. ‘

113. « La perpendiculaire abaissée du foyer du plan II sur cette
droite milieu passe par le point de concours des deux droites L, L'. Or,

[*] « Propriétés géométriques relatives au ement infiniment petit d’un corps
salide libre dans Uespace. (Voir Comptes rendus, t. XVI, p. 1420, année 1843.) »
[*] « Zbid. » '

114#
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si Pon considére le mouvement infiniment petit, cette perpendiculaire
passe par I'axe central de rotation. Donc, en général : :

» La droite qui joint le foyer d’un plan au point de concours des deux
droites homologues situées dans ce plan rencontre Uaxe central et lui
est perpendiculaire. » .

Pour la premiére partie, il n’y a qu’ se reporter & (49, a2°), et pour
la denxiéme au premier-Mémoire (4) : on conclut alors la troisiéme.

11 reste seulement 4 faire voir que, par les droites homologues, on
peut mener des plans homologues ayant pour plan milieu le plan
donné, ce qui n'offre aucune difficulté. ' '

A44. « Tous les plans YL menés par une droite dornée D ont leurs
Joyers sur une méme droite. »

Clest le théoréme des droites conjuguées, démontré dans le premier
Mémoire (5). :

" 445. « Les droites homologues situdes dans chacun de ces plans
Jorment deux kyperboloides, et leur point d’intersection décrit une
courbe & double courbure du troisiéme ordre. » - B '
On a démontré (premier Mémoire, n° 14) que, si plusieurs plans pas-
sent par une méme droite, leurs caractéristiques forment un hyperbo-
loide & une nappe, et (112) que la caractéristique du plan II est ladroite
miliea des deux droites L et I/ ; donc toutes ces droites milieu forment
un hyperboloide qui appartient au corps milieu. Or (104) le corps
milieu est homographique aux deux autres, dont les droites L et les
drotes 1/ forment deux hyperboloides. Toutes ces droites rencontrant -
la droite D autour de laquelle pivotent les plans II, cette droite fait
partie des deux hyperboloides : donc le reste de leur intersection ou
le lieu des points d’intersection des droites L et L’ décrit une courbe
4 double courbuare du troisi¢me ordre,

116. « Les points ois ces droites sont rencontrées par leur droite
milieu décrivent aussi deux courbes & double courbure du troisiéme
ordre. v : A

Car les droites milieu forment un hyperboloide qui admet aussi D
pour génératrice. .
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117. « Tous les plans menés par un méme point O ont leurs jbjers
sur un méme plan; ce plan passe par ce point O et est perpendiculaire
& la corde dont ce point est le miliew. »

En effet leurs foyers sont sur le plan normal 2 la trajectoire du point.
Le point ayant sa trajectoire normale au plan est le foyer du plan.

118. « Quand la corde qui a son miliex en un point d’une droite
donnée D est perpendiculaire & cette droite, foutes les autres cordes
qui ont leur milieu en d’autres points de la droite sont aussi perpendi-
culaires & cette droite. » : .

Toutes les autres cordes qui ont leurs milieux en des points deDont
pour extrémités deux droites L et 1, "aprés les propriétés du corps
milieu; on retombe donc sur le n° 48.

Proprictés relatives aw systéme de deux rotations conjuguées.

419. « Le déplacement d’un corps V, que on veut transporter
en V', peut se faire, comme nous P’avons vu (68), par deux rotations
successives autour des deux droites différentes A et L, dont une est
prise arbitrairement. La premiére rotation, autour de 1, améne la
droite L dua corps sur son homologue L, ¢’est-a-dire dans sa position
définitive, et la seconde rotation, qui se fait autour de cette droite L
ainsi placée en L, fait coincider les deux corps.

» Ce sont les rotations autour de ces deux droites A et L que nous
appellerons rotations conjuguées, et ces deux droites seront dites axes

conjugués de rotation.

120. » Voici comment on détermine une de ces droites quand
Pautre est donunée : ,

» 1° Si la droite L est donnée, ainsi que son homologue 1/ sur la-
quelle on doit L’amener, soit A leur droite milieu : les plans menés par
les points de cette droite normalement aux cordes AA', BB/, ..., qui
ont leurs miliewx en ces points, passent tous par une méme droite \ qui
est la droite cherchée. » -

Cela résulte de (46, 6°).
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« 2° 8i Cest la droite ) qui est donnée, on méne par deux de ses
points les plans normaux aux cordes qui ont leurs milieux en ces
points; la droite d'intersection de ces plans est la droite milicu A. des
deusx droites L, L'. Celles-ci seront donc déterminées.

» Cela résulte de la considération du corps milien relatif aux deux
corps V, V' et du mouvement infiniment petit que Pon peut donner 4 ce
corps, comme il a été dit (405). Dans ce mouvement infiniment petit,
les deux droites X et A sont deux axes conjugués de rotation (120).»

Cela résulte aussi du n° 109.

121. « La projection orthogonale de la droite qui mesure la plus
courte distance des deux axes conjugués L et )\ sur Uaxe central est
de grandeur constante et égale & la demi-translation de cet axe sur
lui-méme. »

On a vu (108) que dans le mouvement infiniment petit du corps
miliea, ou les trajectoires des points de A ( fig. 36) seraient dirigées

Frc. 36.

suivant AA’,..., les droites A et A sont conjuguées, et (103) que I'axe
de rotation glissant, dans ce mouvement, est I'axe central commun
aux deux corps. On sait (46, 5°) que Ia est la plus courte distance
dedet A, et (premier Mémoire, n° 9) que cette plus courte distance
est perpendlculalre a Taxe central. La projection de A = LAA’ sur
Paxe central est, d’une part, $E; elle est, d’autre part, égale i la pro-
jection du contour Ale, qui se réduit ainsi 4 la pro]ecnon de AL ce
qui démontre le théoreme.

122. « Si l'une des denx droltes conjuguées A, \ tourne autourd’un
point fixe, Uautre se meut dans le plan normal é la trajectoire de ce
point. (Comptes rendus, t. XV1, p. 1423.)
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» On en conclut que :

» 8 lun des axes conjugués L et ) tourne autour d'un point fixe,
Uautre reste dans un méme plarn. » -

Si c’est A, A se meut dans un plan, et par suite L daus le plan homo-
graphique 4 celui-la.

Si c’est L, X se meut dans le plan normal & la trajectoire du
point.

123. « La droite qui mesure la plus courte distance entre la droite X
et la droite milieu A relative aux deux 1. et 1. rencontre U'axe cen-
tral X et lui est perpendiculaire. »

Clest ce que jai établi (121).

124. « L'une des deux droites \ et A. étant prise arbitrairement,
Uautre est déterminée de position an moyen des deuzx relations
iE 1 iE I

r= fang iU tang(A, X) BR= tang1U tang(}, X)

dans lesquelles R et r sont les distances des deux droites A et ) & Uaxe
central. »

Reportons-nous au n°® 77 : « est ici appelé «. Le plan mené par «
perpendiculairement & AA’ passe par A : donc I« est perpendiculaire

4 AA’; ) et AA’ sont perpendiculaires : donc
. I

‘ tang(aA,X) = g LX)’
d’ou

’ iE b3 .
B = gt tang(h; %)’

on aurait de méme
{E I

p—a T

tangiU tang(4, X) )

425. « Expression des projections orthogonales des cordes AA’,
BB, ..., qui joignent les points homologues de deux droites L, U sur la
droite milieu A. :

AA’cos(AA’, A) = 2[R tang£Usin(A, X) + LE cos(A, X)]. »

Etabli déja au n° 96.

Journ. de Math. (3° série), tome I. — Mar 1875, a2
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126. « Expression de la rotation O autour de la droite 3, néces-
saire pour placer la droite L sur son homologue 1!,

{EtangiU .
rtanglUsin(d, X) + $E cos(}y X)’

tangiO =

r est la plus courte distance de la droite A & Uaxe ventral X. »
En se reportant i la fig. 36, on a

LAA LAA
10724 _
: tang30 =5~ = v’
ou (124)
t 10 = LAAS _ 1AA"sin(3, X) tang 10 \
angsU = + SE cos(y, X)  rtangiUsin(}, X} 4+ +Ecos(, X)'
tang1 U sin(}, X)
mais
sin (), X) = cos{AA’, X)
et : .
. AA'cos(AA, X)=E:
donc

1E tangiU
rtangiUsin(}, X) -+ LE cos(3, X)

tang10 =

127. « Le dénominateur du second membre exprime la projection
orthogonale sur la droite X des cordes qui ont leurs milieux sur cette
droite (125); par conséquent, on peut dire que :

» La tangente de la demi-rotation autour d’une droite, multipliée
par la projection orthogonale, sur cette droite, d’une corde ayant son
milien en un point de la droite, donne un produit constant, égal a
EtangiU.

128. » Relations entre les deux rotations O et Q autour de deux
droites \ et L par lesquelles on effectue le déplacement d’un corps :

cosiU = cosi0 cosiQ — sin10siniQ cos(}, L),

et
siniUsin(X, AL) = sin{O sin{Q sin(}, L).
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(x, i_I:) désigne Uangle quun plan paraliéle aux deux axes de rota-
tion fait avec U'axe central X. » _

Par un point de P'espace, je méne des paralléles 4 A, L, I/ et 4 la
droite X' du second corps correspondant a la droite A du premier; puis
je coupe le tout par une sphére. Soient A le point de A, B le point de L,
B, le point de I/, X le point de I'axe central obtenus ainsi; j'ai alors
la fig. 27, et rien n’est changé quant 4 la grandeur des rotations : donc

cos+U = cos£0 cosiQ — sinLOsiniQ cos(, L)
et ‘ .
siniU sinp = sin10 siniQsin(}, L);

p est Vangle que fait 'aze central avec le plan de ’arc AB; on a donc

P= (X: E)s
d’ou
siniUsin(X, AL) = sin10 sin{Q sin(}, L).

129. « Le sinus de cet angle est égal au cosinus de I'angle que la
droite qui mesure la plus courte distance des deux axes de rotation
fait avec 'axe central. Soit II cette droite. Sa projection sur P'axe X est
égale A LE (121) : on a donc o

Il sin(X, XA) = LE,
et I'équation précédente devient
1EsiniU = O sin(}, L) sinO sin%Q.

» Elle exprime que :

» Le produit des sinus des demi-rotations autour de deux axes con-
jugués, multiplié par le sinus de Uangle de ces deux axes et par leur
plus courte distance, forme un produit constant. »

Le sinus de I'angle (X, AL) est égal au cosinus de l'angle que fait
Paxe X avec une droite perpendiculaire au plan (AL); or Al, plus
courte distance de A et L, est une pareille droite.

22..
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130. « Par conséquent :

» Si Lon porte sur deux axes de rotation conjugues, tels que L et },
des lignes proportionnelles aux sinus des demi-rotations autour de ces
axes , le tétraédre construit sur ces lignes aura son volume con-
stant. » _ )

Reportons-nous au premier Mémoire (21). Soit BC la plus courte
distance ou II, soit CD = sin{Q, AB = sin£0; nous aurons

- surfaceBCD = 41T sin{Q.
La hauteur aura pour valear
sintOsin(}, L),
et le volume du tétraédre éera
1M sin(}, L) sinLOsin{Q,

c’est-a-dire constant. .

Propriétés diverses, relatives aux cordes qui joigvz‘ent-les points
homologues et aux: droites d’intersection des plans homologues.

A34. « 1l résulte de la seconde partie du théoréme (67) que :

_» Si par un point fixe O on méne des droites Oa, Ob,... égales et
paralleles & toutes les cordes AA’, BY',... qui joignent deux & deux les
points homologues de deux corps, les extrémités de ces cordes sont
sur un méme plan perpendiculaire & Uaxe central commun aux deux
corps. ' ' '

» Et, si Uon ne considére que les cordes qui joignent les points ho-
mologues de deux droites homologues, les extrémités des droites Oa,
0b,... sont sur une méme droite. »

En effet, on sait (46, 1°) que Og, 0b,... sont paralléles 2 un méme
plan.

132. « Quand deux plans homologues tournent autour de deux
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points fixes, leur droite d’intersection, qui est toujours une corde (70),
a ses extrémités sur deux courbes du troisiéme ordre. »

Soient A et B’ les deux points fixes; P et P les plans homologues
qui y passent. P’ homologue de P renferme A’ homologue de A, et P
homologue de P’ renferme B homologue de B’ : les deux plans tournent
donc autour de deux droites homologues, et par suite (102, 2°) les
points homologues des deux corps situés sur leur intersection décrivent
deux courbes 4 double courbure du troisiéme ordre.

3

133. « Par chacune des droites qui joignent les points homologues
de deuzx plans homologues passent deux plans homologues (70);

» Ces plans sont tangents & deux surfaces de la troisitme classe,
c’est-a-dire & deux surfaces & chacune desquelles on peut mener trois
Plans tangents par une méme droite, »

Soit AB (fig. 37) cette droite; je vais démontrer qu’il n’y peut passer
que trois plans. Soient m et m’ deux points homologues des deux
plans.

FiG. 37.

Considérons mm’ comme appartenant a la seconde figure ; soit mp son
homologue dans la premiére. Le plan mm'y est un des plans tangents
a la surface dont il est question; par hypothése, il passe par AB.
Or (88), quand plusieurs plans passent par une droite, il existe dans
chacun d’eux un seul systéme de droites homologues mm’, mp, et
leur point de rencontre décrit une courbe 4 double courbure du troi-
siéme ordre. Il 'y aura donc sur Pun des plans que trois points m,
par suite que trois plans mAB, ce qu'il fallait démontrer.

434. « Quand des cordes AA', BP,... sappuient sur une droite
donnéeD, les poinis A, B,... et A", B,..., qi’elles joignent deuzx ¢ deux,
sont situés sur deux hyperboloides a une nappe, qui ont un point
commun silué a Uinfini sur Uaxe central. »
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Par cette droite menons un plan quelconque; on sait (88) que les
points homologues des deux corps situés dans ce plan sont sur deux
droites, qui engendrent deux hyperboloides ayant D pour génératrice
commune. Par cette droite menons un plan parallé}eA 3 I'axe central
ce plan, considéré comme appartenant soit  la premiére, soit ala
seconde figure, a pour homologues (97) des plans paralléles & I'axe
central : donc les droites homologues contenues dans ce plan sont
paralléles. Or (88) le point de rencontre de deux pareilles droites
homologues appartient aux deux hyperboloides : donc ils ont un point
commun situé 2 I'infini sur I'axe central.

135. « Cas parricunier. — La droite Dest a l'infini :

» Quand des cordes sont paralléles & un méme plan, leurs extre-
mités sont les points de deux plans homologues paralléles ¢ U'axe
central. » : . . .

En effet, nos deux hyperboloides ont une génératrice commune Da
Pinfini : donc ce sont deux plans paralléles; ils ont de plus un point 4
Pinfini sur 'axe céntral : donc ils lui sont paralléles. Ils étaient homo-
logues : donc leurs plans sont homologues.

136. « Les points d’un plan du premier corps, tels que les cordes
qui les unissent & leurs homologues dans le deuzxiéme corps s’appuient
sur une méme droite donnée, sont situés sur une conique;

» Et ces cordes formentune surface réglée du quatriéme ordre (38). »

Car ce sont les intersections de deux hyperboloides homologues par
deux plans homologues.

137. « Le lieu des points du premier corps, tels que les droites qui
les unissent & leurs homologues s’appuient sur deux droites données
dans Uespace, sont sur une courbe a double courbure du quatriéme
ordre, & laquelle on peut mener kuit plans tangents par une méme
droite ;

» Cette courbe a une asymptote paralléle & Uaxe central ;

» Et les droites qui joignent les points de cette courbe a leurs ho-
mologues dans le second corps forment une surface réglée du septieme
ordre. »
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D’aprés le n° 134, ces points sont 4 P'intersection de deux hyperbo-
loides, ’est-a-dire sur une courbe du quatriéme ordre. Ces deux hy-
perboloides ont & I'infini un point commun sur I'axe central. Les denx
plans tangents en ce point sont paralléles a I'axe central ; donc leur in-
tersection, paralléle 4 'axe central, est asymptote de la courbe gauche.
On sait d’ailleurs que, par une droite, on peut mener huit plans tan-
gents & une pareille courbe.

Les deux courbes dans les deux corps sont égales, et 'on démontre-
rait, par un procédé analogue 4 celui du n°® 58, que la surface lien
des droites qui joignent leurs points homologues est d’ordre 2m ; mais
ces courbes ont un point commun 4 l'infini : le degré s’abaisse donc 4
2m—1=r1.- ’ )

138. « Les plans du premier corps qui rencontrent leurs homo-
logues suivant des droites qui s’appuient sur une droite donnée L' sont
Lous tangents & un paraboloide kyperbolique.

» Ce paraboloide passe par la droite 1/ et par la droite L qui est,
dans le premier corps, ’homologue de 1.’ considérée comme apparte-

- nant au second corps. »

Soient &’ ( fig. 38) un point de L, et (81)D et D les deux droites
homologues qui passent par ce point. Le plan DI du premicr corps

Fie. 38.

f

rencontrera son homologue du second suivant D’ et satisfera 2 la ques-
tion. Or il passe par aa’, qui engendre un paraboloide, admettant L
- et L' pour génératrices : donc il est tangent 4 ce paraboloide, et le
théoréme est démontré.

139. « Si, autour de deux points homologues, on Jait tourner
dexx plans homologues, de maniére que leur droite d’intersection s’ap-
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puie sur une droite L', ces plans enveloppent deux cones du second
ordre. » '
En effet, tous ces plans sont tangents 3 un paraboloide et passent
par un point; donc ils enveloppent un cdne circonscrit au parabo-
loide, c’est-a-dire du second ordre. ‘

140. « Quand des plans du premier corps rencontrent leurs homo-
logues suivant des droites qui s'appuient sur deux droites fixes don-
ndes, ces plans enveloppent une développable du huitiéme ordre et de la
quatriéme classe, Cest-a-dire & laquelle on peut mener quatre plans
tangents par un méme point.

» Cette développable a un plan tangent a I'infini;

» Et les droites suivant lesquelles les plans du premier corps
rencontrent leurs homologues forment une surface réglée du septiéme
ordre. » o 7

Ce théoréme est textuellement le corrélatif du théoréme dun® 437..

14A. « Les cordes qui joignent les points komologues de deux courbes
égales d’ordre m, & double courbure, ‘placées d’une maniére quel-
conque dans 'espace, forment une surface réglée de Uordre 2m, qui a
. génératrices (réelles ou imaginaires) situées a Dinfini.

» Les paralléles aux génératrices de cette surface, menées par un
méme point, forment un cone d’ordre m. :

» Si les deux courbes d’ordre m ont un point commun, cest-c~
dire un point qui, considéré comme appartenant & la premiére, est lui-
méme.son homologue dans la seconde, la surface réglée est de Uordre
2m—1I.» .

Ces théorémes se démontrent comme ceux du n° 19 et du n°® 58.

142. « On conclut de 12 que:

» Quand une courbe & double courbure d’ordre m éprouve un mou-
vement infiniment petit dans Uespace, les trajectoires de ses points sont
dirigées suivant les génératrices d’une surface réglée de Uordre am, et
sont paralléles aux arétes d’un céne d'ordrem;

» Bt si le mouvement de la courbe est une simple rotation. autour
d’un de ses points, la surface réglée est de Uordre am — 1.
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143. » Quand deux surfaces développables de la classe m (c'est-a-
dire qui admettent m plans tangents passant par un méme point) sont
Placées d’une maniére quelconque dans espace, les droites d’inter-
section de leurs plans tangents homologues forment une surface réglée
d’ordre 2m;

» Et ces droites sont paralléles aux arétes d’un cone qui est aussi
d’ordre am.

» Siles deux de’velbppables ont un plan commun, c’est-d-dire un
plan qui, considéré comme appartenant & la premiére, est lui-méme son
homologue dans la seconde, la surface réglée est de Uordre am — 1. »

Ce théoréme est le corrélatif du théoréme du n°® 1441.

144. « On conclut de la que :

» Quand une développable de la classe m éprouve un mouvement
infimiment petit, les caractéristiues de tous ses plans tangents [*]
Jorment une surface réglée d’ordre 2m;

» Et ces droites sont paralléles aux arétes d’un céne qui est aussi
d’ordre 2m.

145. » Des cordes qui joignent les points homologues de deux
plans homologues, il n’y en a qu'une qui se trouve située dans un plan
donné. »

Soient A et B’ les intersections des plans homologues par le plan
donné; je cherche A" homologue de A, qui coupe B’ en un point : donc
le théoréme est démontré.

146. « Des droites d’intersection de deux plans lzomologues tour-
nant autour de deux points lzomologues il n’y en a quune qui passe
par un point donné. »

Soient « le point donné, @, son homologue dans la premiére figure,
a, son homologue dans la seconde, m, et m, les deux points homo-
logues donnés; les deux plans aa, m, et aa,m sont les deux seuls sa-
tisfaisant 4 la question : donc le théoréme est démontré.

(1) « Voir Comptes rendus, t. XVI, p. 1420. »
Journ. de Matk. (3¢ série), tome I. — Mar185. 23

12
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Construction de I'axe central commun & deux corps égauz.

147. « Pour déterminer I’axe central, il suffit de connaitre trois cou-
ples de points homologues des deux.corps. Soient donc A, B, C trois
points du premier corps, et A’, B/, C' les trois points homologues du
second corps. Soient @, b, ¢ les milieux des trois cordes AA’, BF,
CC'. La droite ab, que nous appellerons A, est la droite miliea des
deux droites homologues AB, A’B'. Les plans menés par les points @, b -
normalement aux deux cordes AA’, BB, respectivement, se coupent
suivant une droite A (46, 4°). La droite sur laquelle se mesure la plus
courte distance des deux droites A et Arencontre 'axe central cherché
et lui est perpendiculaire (123). , ‘

» Lés deux cordes AA’ et CC’ donnent lien de méme 4 une autre
droite qui rencontre I’axe central et lui est perpendiculaire. Ges deux
droites déterminent I'axe central, qui n’est autre que la droite sur la-
quelle se mesure leur plus courte distance.

» Ainsi le probléme est résolu.

448. » Autrement. Que par un point O de I'espace on méne des
droites Oa, O3, Oyégales et paralléles aux trois cordes AA’, BB/, CC';
le plan des trois points «, 8, y sera perpendiculaire 4 I'axe central,
parce que les projections orthogonales des trois cordes sur cet axe sont
égales (67). Ainsi la direction de I'axe central est déterminée.

» La recherche de la position de cet axe se réduit 4 celle de deux
points homologues qui soient situés sur une perpendiculaire au plan
afy; car cette perpendiculaire sera évidemment I'axe central.

» On.cherchera les deux points satisfaisant & cette condition, situés
dans les plans des deux triangles ABC, A’B'C'. A cet effet, il suffit de
projeter orthogonalement les deux triangles sur le plan «fy : leurs pro-
jections sont deux triangles égaux, et le point central de ces triangles
estla projection: des deux points demandés; conséquemment, c’est par
ce point que passe I’axe central des deux corps.

» Cette construction dérive immédiatement de Ia démonstration
méme de V'existence de I'axe central.
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449. » Elle donne lieu, dans ses applications, & deux remarques.

» Premiérement, il peut arriver que les trois cordes AA’, BB/, CC
soient paralléles & un méme plan, auquel cas les trois points &, B,y
se trouvent sur une méme droite, et ne déterminent plus le plan per-
pendiculaire 3 I'axe central. Tl semblerait donc que la constraction
est en défaunt.

» Mais il suffit d’observer que dans ce cas elle n’est pas nécessaire,
parce que la direction de I’axe central se trouve déterminée immédia-
tement par les données mémes de la question; car, les trois cordes AA,
BB, CC’ étant paralléles 2 un méme plan, il en résulte que les deux
plans. homologues ABC, A’B'C’ sont paralléles & I’axe central (135);
c’est-a-dire que leur droite d’intersaction détermine la direction de
cet axe.

» La seconde remarque se rapporte au cas du mouvement infini~
ment petit. La construction, tant de la direction que de la position ab-
solue de I'axe central, qui devient I’axe instantané de rotation, subsiste
théoriquement ; mais elle n’est pas, en général, d’une application pra-
tique, par la raison que, dans la plupart des questions de la théorie des
machines, on pourra bien ne pas connaitre les vitesses mémes des trois
points donnés A, B, C, représentées ici par les trajectoires infiniment
petites de ces points, mais senlement les directions de ces vitesses, qui,
en effet, suffisent pour déterminer le mouvement infiniment petit du
corps. II faut donc savoir déterminer la position de Paxe central au
moyen de ces directions seules, de méme que sur le plan les direc-
tions des trajectoires de deux points de la figure en mouvement suffi-
sent pour déterminer le centre instantané de rotation.

» A cet égard, notre premiére construction satisfait pleinement 2 Ja
question, théoriquement et pratiquement, car on n’y fait usage que
des directions des trajectoires de trois points du corps en mouvement. »

Construction de la vis avec laquelle on peut transporter un corps d’'une
position donnée dans une autre position déterminée par trois
points.

130. « Soient A, B, C trois points du corps, et A', B’; C’ les positions

que doivent prendre ces points dans la nouvelle position du corps.
23..
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» On détermine I'axe central comme il vient d’étre dit; ce sera I'axe
de la vis.

» Qu’on prenne sur cet axe deux points homologues quelconques,
Jeur distance E sera la quantité de glissement de I’axe sur lui-méme;
et enfin qu’on prenne deux plans homologues quelconques passant
par I'axe eentral, leur angle U sera'angle de rotation correspondant
au glissement E.

». Par conséquent, sil’on appelle H le pas de la vis, on aura
g 360° E.3600 7

g H=—5

» Si 'on veut diminuer le pas de la vis pour diminuer la force qui
la mettra en mouvement, on fera faire 3 Ia vis plusieurs révolutions,
en nombre 7, plus une rotation U; et alors le pas de la vis sera

E.360

H= 7.360+U

»




