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LAV LLTAR LU LAY ! AL

ETUDE D'UN SYSTEME DE RAYONS;

Par M. L. PAINVIN.

4. L’étude des systémes de rayons (ou congruences de droiies) peut
étre faite 2 deux points de vue: il y a ce qu'on pourrait appeler la
Géomeétrie infinitésimale des systémes de rayons, inaugurée surtout par
Hamilton ( Zransactions of the royal Irish Academy, t. XVI), conti-
nuée par M. Kummer, dans un beau Mémoire analytique (Journal de
Crelle, t. 57, ou Nouvelles Annales, 1860, 1861, 1862), reprise der-
niérement et complétée par M. Mannheim (Journal de Mathémati-
ques, 1872, p. 109); dans cette Géométrie, on considére un des rayons
du systéme et tous ceux qui lui sont infiniment voisins, et formant ce
qu’on nomime un pinceau de droites, et 'on étudie les propriétés de
ces pinceaux sans avoir égard i V'ordre ni 4 la classe du systéme de
rayons.

1l y a, en second lieu, la Géometrie finie des systémes de rayons, o
Yon considére I’ensemble de tous les rayons d'un systéme d’ordre et
de classe déterminés, et ou I'on étudie les propriétés d’ensemble ;
Kummer s’est également occupé de ce genre de recherches, et, dans
un Mémoire fort remarquable (Jcadémie des Sciences de Berlin, 1866),
il a fait une étude approfondie des sytemes de rayons du premier et du
second ordre.

Le Mémoire actuel a pour objet un systéme particulier de rayons

“de quatriéme ordre et de quatriéme classe, qui se présente dans le
complexe du second ordre dont je me suis précédemment occupé. Ce
genre de questions est assez nouveau pour que Iétude d'un systéme

de rayons, méme particulier, offre quelque intérét; d’ailleurs ce n’est
8

Tome XIX (3° série). — Fevaer 1874.
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que la continuation et le complément des recherches antérieures que
j ai faites sur un complexe du second ordre, ayant des rapports intimes
avec les surfaces hc~~focales du second ordre et avec la surface des
ondes.

Yenvisagerai ce systéme de rayons au dovible point de vue que j’ai
défini en commencant.

§ L. — DETERMINATION DES FOYERS, PLANS FOCAUX, ETC.

2. Lorsque le cone (C) du complexe étudié précédemment ( Nou-
velles Annales, t. X1, 2° série, p. 49, 97, 202, etc.; 1872) se réduit &
un systéme de deux plans, la droite d’intersection des deux plans est
une droite particuliére du complexe touchant la surface A; je donne-
rai & ces droites le nom de droites limites. L'ensemble de toutes les
droites limites constitue un systéme de rayons, ou encore une con-
gruence de droites; chacune des droites est déterminée lorsqu’on
I’assujettit & passer par un point arbitrairement choisi.

Les coordonnées x, y, z d’un point quelconque d’une droite.limite
ou d’un rayor du systéme sont définies par les équations suivantes :

. A
.1‘ —_— xo - a2+ Pz»
b}
. J
(1) (R) 17 =20 b*—%—opz
_ Az,
5 = Zy + ‘-'2+P2

ou

{2) ciaiys=I(p}— b")(p.+5%),
l a3 b} 55 = (p} — ¢*)(p+ ¢*);

(V1 erms= (ot =) (pat- ),

X est un paramétre arbitraire; x,, ¥, 3, sont lescoordonnées du point
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ot le rayon (R) touche la surface A; p, p,, p, sont les paramétres des
trois surfaces homofocales passant par le point (x,, ¥,, %,); premier
Mémoire, n° [[12]], loc. ciz.

Dans ce qui suit, je renfermerai dans un double crochet [[ ]] les
numéros de renvoi & mon premier Mémoire : Etude d’un complexe du
second ordre ( Nouvelles Annales, t. XI, 1872).

On sait qu’en général les droites d’un systéme de rayons touchent
deux surfaces ou deux nappes d’une méme surface. Les points du
rayon ou a lieu le contact se nomment les foyers de ce rayon (Kum-
mer); les surfaces touchées sont dites les surfaces focales du systéme
de rayons (il pent arriver que les surfaces focales se réduisent a des
courbes rencontrées par tous les rayons du systéme : ce sont alors des
courbes focales); les plans tangents aux surfaces focales aux points ou
elles sont touchées par un méme rayon sont dits les plans focaux de

ce rayon.
Je vais chercher d’abord les foyers, les plans focaux, etc.,d’unrayon
quelconque du systéme (R), défini par les équations (1).

3. Nous adopterons les notations suivantes, dont plusieurs ont déja
été employées :

A=b+c? (ai=b—c (e=a*+b*+c?,
(1°) < B =c*+a?, {bi=c*—a?, {g=a’b’+b’c*+c’a’,
' C =a®+b%, \c2=a*—0b% \h=a%bc?
o |2 et PNkl
D,=(p}—a’)(p —b) (o1 —c")=pi(pi+8) —(epi+A)";
) 3 E =0, (p}+g) + (epi + &),
UF = pi(p+g) + palepi + A).

(3) ¢

(3°

1l faudra avoir égard aussi aux relations (28), {29), (30) et (31)
du n° [[13]]; de la et d’aprés les valeurs (2) de x,, yo, 2, et les
égalités (23), n° [[11]], on déduit plusieurs identités que je vais
grouper ici; elles nous seront souvent utiles et permettront de faire ra-

pidement les calculs qui seront indiqués dans ce qui suit. Voici ces
8‘ .
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relations :

(1°) x5+ i+ 25 =¢€+ p
(2°) Axj+Byh+Czi =g+ pl,
(3°)

3°) bctxl+ c*atyi+ absi="Fk — plp,,
o z i 2
(4) az+pz+b’+92+c2+{h—l,
(50) x5 i z; :Pg—ﬁ,
(a2+ Fi)’ (b2+ Pz)'l (cz_l_Pz)'.' D
Al By? Cz2
6° o J o
(6°) @—4-p  b4-p, Aty 0
2 2 2 2 2
0 Ty Jo Zy _(92_{’1)2_(F+P?E)
(7 ) (a2+pz)3+(b’+92)3+(0"'+p:)3_ Dt !
(Bbis) { o0y 2 g 5
(8°) P:_a;"*",:_b;'*'ﬁ_ci—of
23 7 z2? B
) G=aF v T E—er B
(100) z§(a*+pa)? + 7363 4-p,) z:(ci__l_Pz)z:_ (p2-+p2)E +2P1F’
(pi—a') (pi—8&)y ~ (pi—e')? D,
a? b2 c? a’b?e?
(Io), Pa"l‘ﬂ'a2 Pz'!‘ibz—l-f’z"l:cz:_ ‘D' ‘
oy @ B & @b+
(2 ) P':_ai Pz__.b& -+ P?_ci - D, 4
oD
{ N a2 bzcz —_—
ey o B d T
: (Fz+ az)z (P-’-+ bz)z (P?_*_ez)z_ D2

Remarque. A un systeme de valeurs quelconques données aux pa-
ramétres p? et p, correspondent huit droites appartenant au systéme
de rayons défini par les équations (1) et (2); ces huit rayons forment
quatre groupes de droites paralléles et sont situés sous un méme hyper- -
boloide (H), dont ’équation est

(4) @) Frhar 2ty S B =,
1

—a pi—& pi—¢'

4. Si a, 3, 7 sont les cosinus des angles que le rayon (1) fait avec
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les axes, on aura

« B Vi 1
(5) — ] == = =
To Jo % + p2—Pi
at--pp  bP-py P4 p? \/ D

en tenant compte de la relation (3 bis), (5°).

Nous rappellerons aussi que le rayon (1), qui touche la surface A
au point (x,, 7, 2,), la rencontre encore en deux points qui sont dé-
terminés a I'aide de V'équation (33), un° [[13]], laquelle donne, eu
égard aux notations (3), aprés avoir supprimé le facteur 2?, qui cor-
respond au point (x,, ¥4, %),

F+pE+ 2E)+ BB Pz,

Or, si I'on désigne par r la distance du point (x, y, z) au point
(%0s Yor %)y O a

X =xg+ar, y=y,+fr, z=3z,+yr;

c’est-a-dire, en ayant égard aux équations (1) et (5),

2 ___ 2 D
6 r:+l\/u ou l:-i—r\/——,'
(6) D’ pr—pt’

T
nous avons adopté le signe + devant le radical ‘/ P’—DP—’ : le choix

était d’ailleurs arbitraire; » représente plus ou moins la distance du
point (x, 7, 2) au point (&, 7o, %), suivant que le point (x, 7, z) se
trouve sur Ja demi-droite comptée a partir du point (x,, 7,, 2z, ) et dé-
finie par les équations (5), ou sur son prolongement.

Si I'on remplace A par la valeur (6) dans I’équation qui précéde, il
vient

- D F
(7) r2+2\/mr+(ﬁ+p2)=o;

2 t

l’équation (7) donne les distances r,, ry du point (X0 Yoy 20) aux
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deus: points o le rayon (1), tangent en (X,, Yo, %) @ la surfacelA,
rencontre. encore cette surface.
De cette équation on conclut

. D F
(7bl-$‘) r‘—l—rz:_z\/p—i——pf, 1'47'2=E‘ i~ P23

ce qui fournit une signification géométrique trés-simple des expres-

sions
D F
= \ET P

5. Nous allons maintenant chercher les foyers du rayon (R),
c'est-a-dire les points ol il est rencontré par des rayons infiniment
voisins.

Les coordonnées &,, ¥, % du point de départ du rayon, ainsi que
les cosinus «, 8, 7 des angles qu’il fait avec les axes, sont des fonctions
des deux parameétres p,, p,, arbitraires et indépendants, définies par
les équations (2) et (5).

Soient 2, ¥, z les coordonnées du point ot le rayon (R) est ren-
contré par un rayon infiniment voisin, on aura

(8) x—xo;_y—-yo:z—-zo:p’

an Yo %

@—+p  b-pr

et p. est alors, non plus une quantité arbitraire comme X dans les
équations (1), mais une fonction déterminée des paramétres p, et p,.
Ces égalités donnent

Ty

Yo — % .
x=x0+p.a2+92, ]:]"o—l—pb—,_—i_—‘;) Z—-Zo—!—p.#;;,

si I’on différentie ces équations en faisant varier arbitrairement p, et p,,
x, ¥, z ne varient pas, puisque ce sont les coordonnées du point de
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rencontre du rayon (R) avec un rayon infiniment voisin ; on a donc

dx,+ pd —— a2+p + a’—l-u - dp. = o,
(9) [bo—l—fl‘dbz_l_n +bz;’:
dz, + pd ———— dy =o.

Cz—l—P C’+Pz

Ajoutons ces derniéres équations, aprés les avoir multipliées respec-

a? b+ p, -
+Pzg b2 -~ £, ¢} — f2
e Jo “0

, il vient

tivement par a?

i <a1"+mdxo+l) 2 dy, + c3- _{'Pzdzo)
&y T 2z
(10) ¢

b*t-0, 0 o €k %y
+p.( g m g pplheg B 2Py B 3:0;

a4 P2 Jo b'+ 4] < cz—i'“ﬁz,-

puis, entre-ces mémes équations, éliminons p. et dp.; on a

dxod—-— o
a‘—+p, @-+p,
(11) dy,d Jo 2~ o.
0 52+~p._. [)“-!—pz
dz, d — B
¢ - Po c -i—p;.

I’équation (11) donne la condition pour que le rayon (R) soit ren-
contré par un rayon infiniment voisin, et I’équation (10) fournit la
valeur correspondante de p.

L’équation (11) développée devient

{ Lo .
’ a*—+p, (6{,1"0 d c? + dzo d b+ pz)
4

(11 bis) % (dzo d a,_{_“ez — dogd 74?,)

ol

-+ = 0.

¢+ py (d'to b2 +p (lz—f" 02>
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Or on déduit des équations (2)

dxo— P{ dPl -+ ﬁ‘z—z"dpm

(r2) ‘{70-— PadP; -+ :c' g dP27
2= i

( dzO - Pz bz PI dP4 -+ :—ab_z' dp27

To 1 _ Px'—a‘
‘ altp, T bletay p‘dp‘ 2bcizy (@4 pa )dp2,

. ! Fo 1 pi—b*
(12616') dbx_|_P2—c2a::y pidpl —20 aiyo(bz+9)dp2’
5 pi—¢*
e TR P et

De la résulte

(dyyd——— — dzod 2

A4 p, b4 py
N S 2 (p1— b ) {p — ) N
(3) § =1+ apaym P~ @ v rab  pe ) P

(P _bs (pz—l—cz) (P —8‘)({)2—!—52
MRS Jo%[ ai(p:+07) 3 (pat+ ) A]p‘dp‘d‘"“’s

Si I'on substitue les valeurs (13) dans I'équation (11 &is), il vient,
aprés avoir multiplié par &, ¥, 2, et supprimé le facteur a} b} ¢, eten
ayant égard aux notations (3),

2 1.2 z5 a z,
( : dp (a’+pz + bz—l—Pz + C’—I-pz)
D, ( x; )
— s T dp’
4D \pi—a Pn_ P2 Pz

I

35| B2 = Bt 3 (62 — ) a5

ot = e PP — et = ) o]
+ [(91 @)(ps+a*) — (pi —a*) (p2+ ]

Az Bys Cz; _
—D (a”l”fz —i.- b2+91+02+ Pz)gp‘dpidp2) =0
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Si maintenant on remarque que

(pi— &) (pe+c*)* — (p} — ¢*) (pa + 022
= —at[20]p. + A(p] +p}) + 26°c?p,],

et si 'on a égard aux relations (3 &is), ’égalité précédente se réduit a
pidp?——5[2p3 pale+po)-+(p2-+p2)(g+p2) +2palh—p3pa)lpiclp i dp.=o,

ou enfin 3
(14) 2Dp,dp? — (F + p,E) dp, dp, = o.
6. L’équation (14) donne les deux solutions

; () dpy=o,
1 F 2 B
(%) (2°) pudp, == dp..
Pour la premiére des solutions (15), I’équation (10) donne, en

tenant compte des valeurs (12) pour dp, = o,

222 .2
ajbici

2D 93
d’ou il résulte par les équations (8)
X=XToy J=Jos =&=Z2g-

Ainsi nous trouvons, comme premier foyer f,, le poiut de départ
(Xos Y os %) du rayon D, c’est-a-dire le point o1 il touche la surface A;
la surface A est donc une premiére surface focale; ce qui devait étre,
d’aprés les propriétés démontrées dans le premier Mémoire.

Considérons maintenant la seconde des solutions (15), savoir

o F i
(2) Pld{’4= _:l; sz-

Tome XIX (a¢ séris). — Feévmer 1874. 9
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Calculons d’abord la valeur de . fournie par I'équation (10), sans intro-
duire ancune hypothése. Ayons égard aux valeurs (12) et (12 bis), et
remarquons que

ai{a*+p)f  al(@+p) ab? el T
- F] - i

H2 a2 2 — ot 1~1 2 gy
i &y pi—a (py— &)
af o 2 2( 2 : 2

”((a +Pz)__ a, , a:(;ol_'a‘) ™ s
bicias pr—a biciz; a—p.

I'équation (ro) devient

aibicipidps o= v + 1 (Pndm}:;{lﬂp— S lps X )=0,

a*-tp;

ou enfin, en ayant égard aux relations (3 bis) : (g°), (1°), (2°)':
(3°) p [f—D dps — pydlp, (p3 + g)] —Ep,dp, = o.
En ;'emplagant maintenant p, dp, pa.r la valeur (2°), il vient
Dy — (o7 + 8)(F - paB)] = B(F + p,B);
mais, d’aprés les relations (3), on a
D, = p}(p} + 8 — (ep} + A",
Fo-po B=(p] + p3)(p} + ) -+ 2pa(epi -1 )3
par conséquent
D, - (F + p.E)(p} -+ g) = — pi(pi + 8)*
— 2p2(p} +g)(epi + k) — (epi -+ h)* =~ E*;

on a donc définitivement

¥ . B
(16) p=—

Si nous désignons par x,, 74, 2, les coordonnées du second foyer f,,
par & sa distance au point (&, 7,, %) qui est le premier foyer f,, les
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équations (8) et (6) donnent alors, en y remplacant p. par sa valeur (16),

. Zn F \ . . Fo F .
Ty Lo =" GO \E + P2)’ v = Fo= "7 i \E )
~ Z, F
Sy — By = o e g Pl)’
~n__ F+pBE o) —p)
- E D

ou encore
Y = .r,._a"E—F R _rn_'b’E—F 7 — z CCE—F
(r7; T d [ AL b~ pa B Tv T c’—l—f—); [

Si I'on remarque que, d’aprés les formules (30), n° [[15]], on a
a’E — F = — (p} — a*)(p}+ Ap. -+ 0°¢?),
les valeurs (17) de x,, 7, %, peuvent s’écrire sous cette aulre forme

' z,(p; — @) (p} + Apa+ b*¢%)
Ly = - e e

- - [ E

: 2 - Folo? —07) (pi + Bp. -+ c’a?)
(7 05) (=TT R
- Z-u"pf—(‘f\ rf'_':z"!—CPa <4- b7

j T e 5 E ?

7. Nous avons ainsi ce premier théoréme :

3

Tutorime . — Sur chaque rayon il y a deux FoYERs f, et f13 i p,
et g, sont les valewrs des paramétres qui déterminent ce riyon, {es
coordonnées xy, ¥, 2, du premier foyer f, sont définies par les cquations

[ it = (o~ a')(ps + @

‘ 22,9 7,2 5 72\
(%) ' . cralyd ={p7— b)(p. + 17},
' ab?zl = (p} — ¢"){po + )

les coordonnées x,, ¥ ., %, du second foyer f, sout donndes par les cqret-
9
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tions

! = T a2_§ =__.1.'0(Pf—a‘)(pf—i—Ap,+ bicz),
YT+, E {(a*+ p.)E
0 o (g B\ __ rolpt—8)pl +Bp:+-c'a?)
(18) (2 ) J1= b+ g, (b E) - (b*+ p) E ?
g B (gr B\ aei— ¢)(pi+Cptart)
1 Cz‘l"f‘: E (ez+P2)E

les quantités E et F étant définies par les égalités (3).
La distance & des deux foyers est donnée par la_formule

F -+ 0, E i —p?
(30) o= — EP \/2DPn;

et si vy, ry sont les distances du foyer f, anx deux points ot le rayon
rencontre la surface A, on a

(40) r,+r2=—2\/'—2-D—2y I‘,I‘2=E+p2.

pz—p E
Pour les foyers f, la surrace rocarLE est la surface A déjé renconirée
et étudiée dans le premier Mémoire ; pour les foyers f, la SURFACE FOCALE
est une certaine surface que je désignerai par 3. Les rayons (R) tou-
chent tous les surfaces A et 3.

On pourrait obtenir ’équation de la surface £ en éliminant p, et p,
entre les équations (18) (2°); nous la trouverons plus loin par une
méthode beaucoup plus simple. 7

Remarque 1. — Le paramétre p, devra varier entre des limites diffé-
rentes suivant que le point (x,, ¥,, z,) appartient 4 la nappe inférieure
ou & la nappe supérieure de la surface A; et d’aprés les formules (23)
et (24), (3°), n° [[11]], et les inégalités (14), u® [[5]], on a

pour la nappe supérieure

‘—62<92<_02§

pour la nappe inférieure

""a2<P2<"“'b2-
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Remarque I1. — 1l a été convenu que, dans toutes les formules qui

pr e
précédent, le radical \/ -’—T)—El doit étre pris avec une valeur absolue

positive, lorsque cette valeur est réelle.

8. Les équations (3°) et (4°) du groupe (18) donnent

De 14 ce second théoréme :

Tatorime I1. — Entre la distance 0 des deux foyers et les distances
ryy 1y du foyer f, aux points ot le rayon rencontre la premiére focale A,
on a la relation simple

2 1 T
(19) 6”\:;1‘"!‘72

c’est-a-dire que les deux foyers f,, f, et les deux points R,, R, ou le
rayon (R) coupe la surface A forment un systéme harmonique.

9. Nous allons nous occuper, en second lien, de la recherche des
plans focaux relatifs au rayon (R), c'est-A-dire des plans renfermant
le rayon (R) et I'un ou I'autre des rayons qui le rencontrent.

Ce plan devant contenir le rayon (R) passera par le point (x,, 75 %)
et sera paralléle a la direction dont les cosinus sont proportionnels 4

Ty Yo 2

3 pi——s ; si on l'assujettit en outre a étre paralléle au
a*-t- gy bz+p2 - p,

rayon infiniment voisin ——>— 4- d ———,--., son équation sera
a*-- p; a*+-p,
x ¥ z I,
Iy Yo Z; L
Ty Jo 2 ‘: o
1 bz_;_ 2 o ’
a’~+- py T P2 - p2
x, 2
L] (l Yo __-_o__._ 0 !
H

a4~ p, b*+-p, - p,
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ou '
=&y VY=o 2%
Ty Jeo 2,
a’=-pa b+ gy c+p |= 0
&g Jo 2,
a'+ p, b2+ py d - py

ou enfin

Jo % % Ja
(x - x") (1;2_;_ 02 d Eei-pr Cpy dbz"" Pz)

. Zq Tp &y %o
(1) + (=70 (c’_-{—_(: (la‘—i— P @ pa dc’-i— Pz)
, T ¥ Yo Z
g d-Te_ _ [ %o ) = o.
+ (Z zo) (a-_»__:__ PZ bQ_I_ Pz bz_u[_ Pz ¢ a2+ P? (8]

Or des égalités (12 bis) on tire

A d A& Yo
b*+ P2 -~ 2: ¢4 P2 b+ (&

— A d — I Dl a® -+ pa .
- a?bfcfyozop‘ b 2a2blcly,s, D pl—at P23

P’équation (1°) devient alors

Pl"‘”‘

‘ AP* dp, + o5 S8 92)

D b* 4+ p,
= I Bp« dp+ o5 g dps)

Dt i+ py ‘ D,
| -+ 2z, (Cp, dp, + 2D __PC‘ dp2)= (&8 +e3)pido — 55({(’2'

Pour le foyer f,, on a, d’apreés la premiére des équations (15),
dp, =03

I'équation (20) devient alors

2
(21)  (Fo) Txo:g_}_-‘h ]Z}’o = +zz.£.,—':"’ | 1==o0.
t
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Pour le foyer f,, on a, d’aprés la seconde des éqnations (15),

F o E
pidp, =~ dp,

et I’équation (20) devient
:x'xo[A (F + poE) 4+ (0 po)(p] — B*) (07— ¢)] + 7Fol o] +220] -]
= (g -+~ pI)(F + p,E) -- D3
mais on coustate aisément que
A(F 1 pE) -+ (8 + po) (p2 — B*) (p2 — ¢*) = E(p'f + Ap, + D2¢?),
(& +pi)(F + p,B) — D, = E?,

et 1’on a définitivement

] 1 - b%c?) -1 2.+ Bp., -+ cia?
(22) (F,) { .Z‘-To(pi—f"APz—i be ) .7:70(?1 pa Cia )

+- 22y (p? + Cp, -+ a*b?; =E.

Le plan (F,), (22), touche la surface A au point f,, comme cela ré-
sulte évidemment de I’équation (27), n° [[12]].

Quant au plan F,, il touche la surface = au point f,. En effet, des
formules (18}, (2°), on tire

dx, = ( ——F-)d‘x" I dyy=..., dz =

E a“—-p,_a‘-.&«pz E’

si 'on substitue les valeurs x, + dx,, ¥, + dy,, 2, + dz,, au lieu de
x, ¥, 2z, dans 'équation (21) du plan F,, il vient

¥ Pg—*—(lz a,
2 LsXo ‘—— J-Z (a ) ——a‘da-'—i-p
a? -+ p2

"dEZau—p, P 413

or cette quantité est nulle, quels que soient dp, et dp,, car, si I'on a
égard aux valeurs (18}, (2°), et (12 bis), elle se réduit &

B P([ (papi+epi+gpath)—(pt-+eppi-+gpi+ hP2)]+‘
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ou
pdp (o F o\
D, (F E E)’

donc le plan F, touche en f, la surface . ,
Remarquons enfin que le plan (F,) est osculateur en f, a la courbe
définie sur la surface A par I'équation

dp, = o,

et que le plan F, est osculateur en f; & la courbe définie sur la surface =
par I'éguation

Pldpa-—- +l§z dP2- .

" En effet, considérons, par exemple, le cas
dp, =0 ou p,= const.;

lorsqu’un rayon infiniment voisin du rayon (R) (ou f, ) vient couper
celni-ci en f;, ce rayon décrit un élément de surface développable
ayant pour aréte de rebroussement la courbe p, = const.; le plan (F,),
passant par (R) et paralléle au rayon infiniment voisin, devient, a la
limite, tangent 4 la surface développable le long de £, f;, et par consé-
quent osculateur en f, 4 'aréte de rebroussement. De plus, ce méme
plan, contenant les rayons f, f; et f; M, respectivement tangents a la
surface 2 en f, et M,, deviendra, & la limite, tangent & la surface 2
en f,, puisque la sécante f; M, devient tangente en f,.

1l en sera de méme pour le plan (F,), lequel sera osculateur en f, et
touchera A en f,.

Ainsi :

Tr¥orime UL — Les »LANs FocaUx relatifs au rayon (p,, p,) ont
respectivement pour équations

1
- b2
(Fy) - (Io) XXy :z + %o Pz : 5T -’Zof:L +I1=o0,

(23) xxo(pi—kAp,—%- b? c?) +]_}'o(p1+ Bp,+ c*a®)

IF ()
\ l) (2) + 22, (pf—-}- Cp2+a262)=E.
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Le plan focal (F,), correspondant au Joyer f,, touche la surface 3
en f, et est osculateur en f, ¢ la courbe que le rayon touckhe sur la sur-
Jace A, courbe dgfinie par I’ équation

(30) dPl = 0;

le plan focal (F,), correspondant au Joyer f,, touche la surface A en So
et est osculateur en f, & la courbe que le rayon touche sur la surface 3,
courbe définie par I'éguation

o F 4 p,E
(4 ) £ dPl = 2];) dP2~

Ajoutons que le plan focal (F,) touche Ihyperboloide (H), n°[3, au
point (x,, 7o, %)

10. Désignons par U,, V,, W, et U,, V,, W, les coordonnées des
plans (F,) et (F,); ona

: Uo=—-xo£;%:f,

(Fo) V°:—V}’o%j_.—§;,

W,= — 3, f%’
(24) < U, =, p_’,_—l_—A_{;;-g:ﬂ,
(Fy) (v, = ¥ Pf_‘*‘?pE,_-kizﬁz’
W,= z, Pf‘i"C%_!_azb;-’

Si I'on transporte ces valeurs dans les formules (18), (2°), on trouve

U_T V_V W_W

Ly Ty ’ J Jo 2 Zy
Donec :

TatoriMe IV. — Si @y, y,, 2, €£ 2,, ¥,y 3, sont les coordonnées des
Joyers f, et f,, situés sur un méme rayon (R); si U,, Vo, W, sont les
Tome XIX (3¢ séric), ~— Fevaier 1874. mn
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coordonnées du plan focal (F,) osculateur en f, et touchant ln swface p>
enf,, et que U,, V,, W, soient les coordonnées du plan focal (F,) oscu-
lateur en f, et touchant la surface A en f,, on a, entre ces éléments,
la correspondance trés-simple

Y zl__zo.

m_m o N
(25) -0 VOV, W, W,

U, T,

11. Calculons encore I'angle 6 des deux plans focaux (F,) et (F,).
D’aprés les équations (23), on a

E.z:§ P"; (p, -+ Ap, + b°¢)
(x°) cosf = o ;

a’J— 02
\/2 2 (@ a‘;’ VEz2(p2 + Aps -+ B2 2)?

mais on trouve, en ayant égard aux relations (3 bis) et aux rela-
tions (30), n° [[13]]
DR (p -+ Aps +b2c?) = p} —p1>

a’-l-P)’ _(pi +pl)E+2pF
2‘”0 D,

Zwd(pt+Ap+ 0 = By (F—aE)[E-+A (] — D))
=—E(p; —pl)-

De 14 résulte

DI(P§ —'Pf)

2 —
(26) 008*0 = FFiT 1 E + 2T’

d’ou ’on déduit encore

(F -+ PnE)’

(27) S0t = g ) E+ o)

12. Kummer a démontré les propriétés suivantes relatives aux sys-
témes de rayons : ’
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1° Les pieds des plus courtes distances d’un rayon a tous les rayons
infiniment wvoisins qui [’entourent se trouvent tous sur un segment dé-
terminé du rayon; les extrémités de ce segment sont nommeées POINTS
ivrres. (Kommer, Nouvelles Annales , t. X1X, p. 369, année 1860.)

2° Le point milieu de la distance des foyers coincide avec le point
milieu di segment déterminé par les deux points-limites ; ce point mi-
lieu a été nommé le centre du rayon. (Kummer, Nouvelles Annales,
t. XX, p. 257, année 1861.)

3° La distance focale est égale a la distance des points limites,
multiplice par les sinus de Uangle que font entre eux les plans jocauzx.
(Kummer, Nouvelles Annales, t. XX, p. 260.)

13. Nous avons désigné par ¢ la distance des deux foyers; en re-
présentant par 2d la distance des deux points limites, on aura, d’apres
la troisiéme des propositions qui précédent,

0 = 2d sinf;

et, d’aprés les formules (18, 3°) et (27), il vient

F—+p.E F+oB  /p;—ol
== e 2
VE{p +p3) B+ 2p,F

E D

ou, en réduisant,

= o
(28) 2d=-——\/ -L—D—E—P—v(p%—!—pg)E-i—sz.
Si [ et [, sont les distances des points limites au foyer f;, on a -

[—1,= ad,

et, d’apres la proposition (2°)

d’ou 'on déduit

Q..
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En remplacant dans cette derniére égalité ad et ¢ par leurs valeurs
(28) et (18, 3°), il vient

F-+oE .,-—n i—p!
(29) 2l=— El_ ” —\/P DE (Pt'i—P2)E+2P2F

Si 'on veut introduire la quantité X, qui figure dans les équations
du rayon, il faut avoir égard & la relation (6) et remplacer I par

Vil id
5 ce qui donne

. F4+pE (el +p3)B +20F
(30) 2k = — B \/————-—E .

D’apres cela, eu égard aux équations (1), nous avons :

Tafortme V. — Les coordonnédes x', y', 2’ des poinTs LIMITES sont
définies par les équations

(31) X,

Y =.7.0 b'.'_l__P

Z
2 . 71,7
C+?2

S xl:xo—i—%)‘”

Z =z, +

ot \' est une quelconque des racines de ’équation

2, F+pB P—plE
(32) A SR A~ =,

Les distances 1 des points limites au foyer f, seront données par
Uéquation

2 92—9. F+PzE pi—p; FPP—piB*
(33) l +V L+ 5 - =o.

Si d est la demi-distance des points limites, et si T, et ry sont les dis-
tances du foyer f, aux points ot le rayon rencontre la surface A, on a
encore

(34) 2t ),

(71 + 1)
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L’équation de la surface décrite par les points limites s’ obtiendrait
en éliminant p,, p, et X entre les quatre équations (31) et (32), aprés
y avoir remplacé x,, y,, 2z, par leurs valeurs (2).

14. La recherche des foyers, n® 5 et 6, nous conduit en méme
temps aux équations des courbes que les rayons doivent toucher sur
chaque surface focale.

Surface focale A.

Pour les foyers f;, lesquels appartiennent 4 la surface A, on a
dp,=o0, ou p,= const.;

donc, pour la courbe p1+ = const., il y a un rayon infiniment voisin
de R, qui rencontre R (aux infiniment petits du second ordre preés);
el, par suite, lorsque le rayon R se déplace pour venir coincider avec
ce rayon infiniment voisin, il le fait en touchant la courbe p+ = const.
Réciproquement, si le rayon R se déplace en touchant une courbe tra-
cée sur la surface A, on devra avoir dp, = o, puisque alors il rencontre
le rayon infiniment voisin.

D’ailleurs, pour les points de la surface A, on a, s'il s'agit, par
exemple, de la nappe supérieure, p, = — p,, (23), n° [[14]]; donc les
courbes p, = const. sont des lignes de courbure de la surface (ps), et
ces lignes de courbure seront de systemes différents pour (p, ) lorsqu’on
passera d’une nappe & une autre sur la surface A, n° [[11]].

Ajoutons que les rayons du systéme ne peuvent jamais étre des tan-
gentes principales pour la surface A.

Voici comment on peut démontrer cette derniére proposition :

Les coordonnces x,, 7,, 2, d’'un point quelconque de la surface A
peuvent étre considérées comme des fonctions, définies par les équa-
tions (2), des paramétres arbitraires p, et p,; d’aprés cela, sil’on pose

X — drods,  dy, dz,
O dp, dp,  dp; dp,’
(1°) [ Y, = Bodn  dndr,
. dpl dpz dp, dP‘
__dzydy,  dxydy,

°T dpidp  dpdp,
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les équations de la normale en (%, 5o, %) 2 la surface A seront

x—Ty __ ¥—Yo T— 5

U V ——
(2°) X, 1, 7
ou
( x =1, + pXq,

(3°) F=2 o+ pYo,
z =2z, + phy;

car, si 'on remplace x,, o, 7, par leurs valeurs (2) dans 'équation
A = o0, on a une identité en p, et p,; par suite,

ads,  ddy | dsdn_,
dz, dp, dy, dp, dzy dp, ~
dA dx, da dr, dA dz, -
" i T =

d’on1 il résulte
dA dA
-'7;; —dE) dz,

X, Y, %’

ce qui conduit immédiatement aux équations {2°) de la normale.
Si la normale (3°) est rencontrée par la normale infiniment voi-
sine, on devra avoir
dxy+ p.dX, + X,dp. =0,
dy,+pdY, + Y,du=o,
dzy + p dZy + Zy dp =03

en éliminant p. et dy, il vient

dx, dX, X, |
(4°) dy, dY, Y, ! =o.
dsy dZ, Z, |

Or, si le rayon (R) est une tangente principale en (x,, ¥, %) & la sur-
face A, il doit d’abord toucher une courbe tracée sur cette surface, et
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I’on aura, d’apreés ce qui précéde, dp, =o; 'équation de condition (4°)
devient alors
z.r., dX,

d;); dp, X 0 l
dy, dY
0} CA N —
(5 ) dpz dpz YO o
dz, dZ,
CTPz —l-lp_—z ZO !

En ayant égard aux valeurs (1°) de X, Y,, Z,, cette derniére équa-
tion pourra s’écrire

d*a, Ay d?z,\ (drydxy,  dy,dy, dz,dz,)
Xo 57 +Y, T 4z, T2 (S e )
(60) < 0 dp3 ¢ dp3 0 dp;, dpy dpy * dp,dp,  dp, dp, —0

d*z, dy, d?z, dr \*  [dy,\? dz,\?
o (X" dp.dp, +¥o s L0 d.“ldP=) [(@) - (a’—ez> + (sz) ]

Or on tire des équations (2)

x dz, __ pi(a*-+p) dzy, _ p
®dp, ~ bict ’ o dp.dp, — 2bfcf,
(7°) , dzy __ pi— S 2,2
oG = amie Xeana s (PIH Ap 8.

....................................................

On constate immédiatement que
dedey | dyody, | dody
dp dp: * dpdp T dpidp

ce qui est d’ailleurs visible & priori; et I'égalité (6°), & vérifier, devient,
aprés la substitution des valeurs (7°) et quelques réductions immé-
diates,

(8°) aibici(pi —e3) =o-

Or la supposition p? = p? donne des points doubles de la surface A.
Ainsi les rayons du systéme ne peuvent pas étre des tangentes prin-
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cipales de la surface Aj; et, par conséquent, les courbes touchées sur
cette surface par les rayons du systéme ne peuvent pas étre des lignes
de courbure de A.

Nous avons donc cette proposition :

Tasorime VI. — Les rayons du systéme forment une série de déve-
loppables déterminées par les tangenies aux courbes p, = const.; ces
courbes, intersections de la surface A avec les ellipsoides homofo-
caux p, = const., sont des lignes de courbure pour les ellipsoides (p.);
elles seront d’une certaine espéce quand il sagira de la nappe supe-
rieure de A, et d’une autre espéce quand on passera & la nappe infé-
rieure ; mais elles ne sont pas des lignes de courbure pour la surface A.

Les rayons du systéme ne sont jamais des tangentes principales pour
la surface A. :

15. Les surfaces développables, engendrées par les rayons du sys-
téme, sont osculatrices 4 des courbes gauches du quatriéme ordre,
intersection de deux surfaces homofocales du second ordre, telles que

gpo=r et py=—r,

r étant une constante. Ces surfaces développables sont du huitiéme
ordre et de douziéme classe ; elles possédent donc les propriétés géné-
rales appartenant a cette variété de développables, propriétés signalées
par MM. Chasles, Cayley, Salmon (Comptes rendus, t. LIV; 1862, etc.).

Cependant il n’est pas sans intérét de chercher, dans le cas actuel,
les équations, soit ponctuelles, soit tangentielles de ces surfaces déve-
loppables, qui présentent ici des singularités qu’elles n’ont pas dans le
cas général.

Cherchons d’abord les éguations tangentielles.

Le plan osculateur en (x4, ¥, 2) 2 la courbe p, = r, touchée par
les rayons du systéme, est le plan focal correspondant au foyer f,, et,
d’aprés I'équation (23, 1°), ses coordonnées u, v, w seront, aprés avoir
faitp, =r,

p ¢
b

p: + @*
rt—at

(35) U= —%x, ’ sz"jo"—’ w=—2

r—ct
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on a, en ouire,

( b2cta = (r*—a')(a* +pa),
\

(35 bis) j clairi = (r* —8%)(5* =~ pa)y
Latbizg =(rt—ct) (¢ +pa).

On obtiendra les équations de la développable en éliminant p.,
Xoy Yoy B, entre ces six équations. Remplacons d’abord, dans les
équations (35), &, 7y, %, par leurs valeurs (35 bis), et posons, pour un
instant,

(1°) U=(rr—a")u?, V=(*-—-05b")e?, W=(r*—c')n?

il vient
‘ a2biciU =a?(pl + 3a®p} + 3a*p. + a°),
a?b2ciV =b3(p3 + 3b%p3 +3b*p, + b°),
abiciW=c3(p} + 3c*p3 + 3¢’ p. +c*);

(2°)

pre——

il s"agit d’éliminer p, entre les trois équations (2°).

Ajoutons les équations (2°); ajoutons-les encore aprés les avoir res-
pectivement multipliées par A, B, C, puis par b%c?, c*a?, a*b*; nous
les remplacerons alors par le systéme suivant, relations (28), n° [13]:

‘ —30.=U+V+-W-e,
(3v) 3p2=AU+BV+CW g,
a — 3 =0 U+ Ca?V+ a?B* W+ .

En désignant, pour un instant, par M, N, P les seconds membres des
équations (3°), on a ’

— BPJZI\I, 3p§::: N, _Pz._:P;
d’ott 'on conclut

M N . )
p=—g BT R

Tome XIX {a¢® série). — Mazrs 1874.
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ce qui donne les égalités de rapports

(4°) TTES N

d’ou résultent les trois équations

(4°bis) M?—3N=0, MN—gP=0, N*--3MP=o.

En remplacant M, N, P et U, V, W par leurs valeurs, on voit que
la développable exige, pour étre définie complétement, sans solutions
étrangeres, les trois dguations tangentielles (4°).

Ces équations nous montrent que la développable est de douziéme
classe.

Remarque. — Si I'on veut étudier plus complétement cette dévelop-
pable, il sera préférable de conserver p, comme variable indépen-
dante, et de définir les coordonnées d’un quelconque de ses plans
tangents par les équations
(P4

36) b2e2ut — (a® = p,)° c2a? ¢? =
( 1414 A g’ 1% R P T

— (07—!—92)3
- (rt—¢ ‘

25200y
albiw

Cherchons, en second lieu, I'dquation ponctuelle de cette déve-
loppable.

Les équations d’un rayon touchant la courbe p, = r seront données
par les équations (1) et (2), ot 'on introduira ’hypothése p, = r; on
a ainsi

o= oy + 2,
at - p,
(37) J==Jo+ b—”—
. +Pi
z2 = 3z, + Azo 5
c? - pp

(37 bis) ciaiyye= (1 -- ') (6 -i- pa),

L’équation de la développable engendrée s’obtiendra en éliminant
Zy» Yer Bor by po entre ces six équations. )



PURES ET APPLIQUEES. 83
Si I'on pose A -+ p, = p, les équations (37) donnent

@ 4o, 1)~—p ¢ - py
Xy — ————~ frasind 2 — 7
0 ae—(—y.x’ Jo = f’ % c’—{—y.z’

substituons ces valeurs dans les équations (37 bis), il vient

( (@°+ @)+ (@ +p5) X == 0,
(x (8 + ) + (8 + ) Y =0,
(¢ p) + (¢ +p2) Z =0

en posant pour un instant

bie? . at HH
(20) :atl__,".':’x’ Y: ,.2]’ Z:ct,__,.Tzzz'
Des équations (1°) on déduit, en éliminant p,,
(30) (+p)+ X (B -+p)P+6Y (- p)E et
X = Y = Z ;

on conclut de 13, en comparant ces rapports,

pP(Z—-Y)+ 2p(0*Z - *Y) - O*Z —~ Y 4 aYZ
p2(X—Z) -+ 2p(c*X — a2Z) - X — a'Z b;ZX == 0.

I’élimination de p. est maintenant facile; si 'on remplace X, Y, Z
par leurs valeurs (2°) et qu’on pose

'O =at(a’ 1)yt 4 b (b - r?) Bt
A '2 7-2 ‘32
. pd (i p2y 2 4.2 . oan A
: ci((’ ey (af szt ,_ﬂ,.:)’
(38) ¥ =a%a’(a’ - r*) y*z* - b2 0% (b7 - xt
2.2 K b2 c’.:r’ . catyt | aﬁbfzz\
=efetict — )ty —~ rameri iy v S St e bl L
f oz 42 3

Pk (e )

IL..
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K= (@ — %) (B — 1) (¢' — %),
I'équation de la surface développable est

(39) @* + 4PY = o.

Nous devons encore remarquer que les coordonnées d’un point
quelconque de la surface développable s’expriment en fonction des
deux paramétres arbitraires p. et p, par les formules suivantes :

n rt—af (a* 4 ."')2 o 72— bf (bz L. !,‘\2 0 r?—ct (¢ -~ y_)z

4 = X == ———— Z
(4o) bici a4 p cZar bimp 0 alb? ¢ ufa

Ces derniéres formules résultent des égalités (1°) et (2°).

I’équation (39) met en évidence plusieurs propriéiés de cette déve-
loppable, qui est du huitiéme ordre et de la douziéme classe.

1° L'origine, c’est-d-dire le centre de P'ellipsoide donné, est un
point quadruple quadriplanaire isolé; car les quatre plans tangents en
ce point sont imaginaires.

2° Le cone des directions asymptotiques, ou cone directeur de la
surface développable, est -

(41) at(a* —r?)y2z® + bi(b* — r¥) 222" +ci(c' — r?)aty’® = o;

lorsqu’on fait varier r, c’est-a-dire lorsqu’on change l'aréte de re-
broussement de la développable, les cones (41) passent constamment
par les trois axes O.x, Oy, Oz, qui sont des arétes doubles, et par les
quatre droites imaginaires

Az? Byt Cz
(42) aZ —t b? :?

L

Ces quatre directions ont un role particulier dans le systéme de
rayons; remarquons de suite que, si 'on considére une de ces direc-
tions, par exemple

@

it |

2 b
vA' T yB G

-
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il y a une infinité de rayons paralléles 4 cette direction; tous ces
rayons sont situés dans le plan

(43) a, A+ b, yyB+¢,2YC=o.

De 14 nous concluons :

Trtortme VII. — Les surfaces développables, engendrées par les
rayons du systéme touchant les courbes déterminées -sur la surface A
par les ellipsoides p, = const., sont des développables du huitiéme
ordre et de douzieme classe; elles possédent, au centre O de la sur-
Jace A, un point quadruple isolé quadriplanaire. Ces développables
constituent un premier groupement naturel des rayons du systéme.

Les cones directeurs de ces développables ont les axes Ox, Oy, Oz
pour droites doubles, et, en outre, passent tous par les quatre droites
JSixes imaginaires

(42) ATt =

Surface focale 3.

16. Pour les foyers f,, lesquels appartiennent & la surface que nous
avons nommée 3, on a (théoréme III), n° [9],

F--0,E

2.p¢df dp,
p,({p‘ - - 2D dpz ou ikt o f

(pi+e3)(pitg)t2plepi-h)  pirepi-rgph

dont 'intégrale est

5 D
(44) 9(p1s p2) = p1 — 05 + o one = ©

Sia cette équation (44) on joint les équations (18), n® 7, on aura,
par I’élimination de p, et p,, deux équations en x,, y,, 5, qui déter-
mineront une courbe tracée sur la surface focale =; désignons cette

courbe par G;.
Pour la courbe Cg, il y a un rayon infiniment voisin de R qui ren-
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contre R (aux infiniment petits du second ordre prés), et, par consé-
quent, lorsque le rayon R se déplace pour venir coincider avec ce
rayon infiniment voisin, il le fait en touchant la courbe Cg; récipro-
quement, sile rayon R se déplace en touchant une courbe tracée
sur la surface S, on devra avoir ¢(p,, p.) = 0, puisque alors il doit
rencontrer le rayon infiniment voisin.

Le plan osculateur en (%5 715 %1) & la courbe G, touchée par les
rayons du syst¢me, est le plan focal correspondant au foyer Jis €t
d’aprés I'équation (23] (2°), ses coordonnées sont

(i +Apt b :4+Bp,t-cia? : Cputa?b?
(15) wm AR o Bt e, st

Zoy ¥oy B Ayant toujours les valeurs (2), n® 2; seulement p, et p, sont

ici liées par la relation (44).
Si Pon désigne par & la valeur de la constante arbitraire qui entre

dans I'équation (44), qu'on ait égard aux valeurs (2), 2 la relation (44),
et qu’on pose

k—e kF—e k—e
(46) mom g B PE RS

on trouve, aprés Iélimination de p, et p,, entre (4), (44) et (45) -

o

b2 pw® —cin VP =1,
mu® - alpw? =1, dou mu’+ ny* + pw* = o,

(47)

—— P,
o
[ “ Rl S

Q

ne? - bimilt =1.

Les équations (47), qui forment un systéme de dewx équations dis-
tinctes , sont les équations de la développable engendrée par les rayons
du systéme qui touchent la courbe C,.

Cette surface est de quatriéme classe et de huitiéme ordre; les quatre
équations (47) définissent ses quatre lignes nodales.

Pour déterminer 'aréte de rebroussement, ¢’est-2-dire la courbe G,
je me servirai des formules que jai établies dans mon Mémoire sur la
détermination de I’ aréte de rebroussement d’une surface développable
définie par ses équations tangentielles (Journal de Mathématiques pures
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et appliquées, année 1872, p. 187); on trouve ainsi, pour les coordon-
nées x, y, z d'un point quelconque de P'aréte de rebroussement,

X .o - "226‘_156:12u3?
\ - voiciu
(48) y o e ated,

i

R 2 22 ho oyt
= pPazbiwt

k est une constante arbitraire déterminant une courbe individuelle G,
et la surface développable osculatrice correspondante; m, n, p sont
définis par les égalités (46); les variables u, v, w sont liées par les
équations (47), qui forment un systéme de deux équations distinctes.

Pour obtenir le lieu des courbes C,, c’est-a-dire la seconde surface
focale 3, il suffit d’éliminer m, n, p, u, v, w, k entre les huit équa-
tions (46), (47), (48); le calcul n’offre pas de difficultés sérieuses, et
Poun arrive bien ainsi, comme nous I'avons fait, & I'équation de la
surface focale X, que nous retrouverons plus loin par une méthode
beaucoup plus simple.

17. Nous résumerons dans la proposition suivante les propriétés
fondamentales établies dans ce premier paragraphe :

Tratortme VIII. — Le systéme de rayons que nous étudions admet
deux surfaces focales distinctes: A (premitre surface focale) et S
(seconde surface focale). (Théoréme I, n° 7.)

Considérons un rayon quelconque (R} du systéme et ses deuzx foyers f,
et f, qui sont les points ot il touche respectivement les deux surfaces
focales A et 3; les rayons du systéme touchent, sur la surface A, les
courbes définies par I’équation

dp,==0 om p, = const;
et, sur la surface 2, les courbes définies par 'équation

D

' -

F -+ PaE d - .
p2~+const.

prdps = —5"—dpy on g} - p}

Le plan focal correspondant au foyer f; touche la surface focale s
en f, et est osculateur en f, & la courbe que les rayons du systéme
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touchent sur A et qui passe par fy; le plan focal correspondant au
foyer f, touche la surface focale A en fo et est osculateur en f, & la
courbe que les rayons du systéme touchent sur = et qui passe par f;.
(Théoréme III, n° 9.)

Les surfaces développables engendrées par les rayons du systeme
touchant les courbes déterminées sur la surface A par les surfaces
py = const. sont des développables du huitiéme ordre et de douziéme
classe (théoréme VIIL, n° 15); les plans tangents & cette développable
touchent en méme temps la seconde surface focale 3.

Les surfaces développables engendrées par les rayons du systéme
touchant les courbes déterminées sur la surface 3 par les surfaces

pt —ps+ m = o sont des développables du huitieme ordre et
de quatriéme classe (n° 16); les plans tangents & cette développable
touchent en méme temps la premiére surface focale A. Les quatre lignes
nodales de ces derniéres surfaces sont dans les plans x = 0, y = 0,
z = o, t = o [équations (47)]-

Ajoutons cette remarque que :

Les rayons du systéme étudié ne peuvent pas étre les normales a

une méme surface. _
_ Cette proposition se démontre immédiatement et de plusieurs ma-

" niéres.
§ II. — DETERMINATION DES SURFACES FOCALES. DISCUSSION.

18. Les droites qui composent le systéme de rayons que nous étu-
dions sont définies par les équations '

lx:xo_l_)\ﬂ’-;pz, b2ecaxt = (p2 LAY

\ ( 1€y ()_(Pi —fa )([L +P2)’
() {r=re+ighs (2 jelalyi=(ei—b) (5 +pa);

L = 2y + Ao ajbizg = (pi — ¢*)(c® +pa);s

v 0 &+ po’

Zoy ¥os %o SODL les coordonnées du point oti le rayon touche la sur-
face A, ou premiére surface focale; c'est le premier foyer f.
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Cherchons d’abord les rayons qui passent par un point (x; ¥, #)
arbitrairement donné; pour cela, nous déterminerons les cbnes ayant
pour sommet commun le point donné et qui se coupent suivant les
rayons cherchés.

Les équations d’un rayon peuvent s’écrire

vy — Bz =qy' —B7,

.7':]"-;-' P‘ﬁ’ d’oti (3 bis) S oz — YL 7t oy - v,
z == 2 -+ P 7 ﬁx—ay:ﬁx'ma]-'.

La droite (3) appartient d’abord au cone du complexze ayant son
sommet au point (x', 1, z'), c’est-d-dire, d’apres équation (4), [[n°® 4]],
au cone

3 2

(%) S (y'z -2'y) +(Fx— x'z) - (xX'y — y'x)
ol = Alx—xP+B(y—y)+C(z— 2

En remplacant x, 7, z par leurs valeurs (3), cette derniére équation
deviendra

(5) (' — Be) 4 (uz' — &)+ (Ba' — ay’)* = Aa® + B* + Oy

Les équations {3 bis), qui représentent le rayon (1), devront étre véri-
fides par les valeurs (1) de x, 75 % quel que soit }, ce qui donne

770 —B% =7y —F2,
(Io) t az, —YXo= 24 _"Yx'7
Bxo—ayo=Px —ay';

(29) 2= TP
alai+p)  B(b*+ps) y(e’+ps)

3

en substituant les valeurs (2°) de &, ¥, 2, dans les égalités (1°), nous
obtenons

(@ifr-0=17 - B2,
(3°) ! b2y 0 = az — 9%,

( c2afl.0==8a'—ay"

Si I’on multiplie ces derniéres équations par x', 7', 2’ et u’on ajoute,
P ’ ;

Tome XIX (2¢ gérie). — Mans 1874, 12
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on a la seconde équation suivante entre ¢, f3, vE
{3 D ol . 3 a L~ S
(6) azx’'fy - biy'ye = eizafi - o.

Ainsi :
Tatorine IX. — Les rayons du systéme menés par le point (x', ', 2')
arbitrairement choisi sont définis par les deuzx équations

2ol Py 1 2 g0l . 2,0 —_
aix' Gy + by yo + ciz'afi = o,

T Y G- B (a— yaor (Ba— oy A BB G,

et les équations du rayon sont

| = x'-+ pa, " 1y — Bz=yy —B7,
{7 bis) y=y-+pp, ou oz —qx=oaz - yx,
Lz g by { B — ay = Bx'— ay’,

[+ étant une constante arbitraire. 7
En remplagant o, §, vy par les valeurs déduites des équations (7 bis),
les équations () s'écriront

‘ vy =) (z—2) = biy'(s— ) (x — )
(8) ~+ciz(@ —x')(yr—y') = o,
) (7’2 — 29+ (2 — 23)* + (xy — 7' )

Les rayons du systéme passant par le point (x', y', 2') sont les inter-
sections des deux cones (8) ayant lenr sommet en ce point. La seconde
des équations (8) représente le cone du complexe ayant son sommet au
point (', y's &) la premiére des équations (8) représente le céne sur
lequel sont les norinales menées du point (', y', z) & Uellipsoide
Y ? ?

2? -2 z? . . ,

e —‘Z; A+ = — 1==0, ou encorc le céne sur lequel sont situées les
droites qui, passant par le point (x', y', 2), sont en méme temps per-
pendiculaires a leurs conjuguces par rapport ¢ ce méme ellipsoide.

Remarque. — Le point (&', y', #') étant donné, les inconnues «, f3, y
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seront données par les équations (7); la quantité § aura pour valeur
(9) 62 (atB2y? +- bivPal - et B) = Aa® +BJ* + Cy%;

les quantités p, et p,, correspondant au rayon («, 3, 7), seront four-
nies par les équations

pa(Aa® - B2 - Cp?) = — (Aa?e® =- BB*f* - Ce*y?),

(ro) pi(atfry® s~ biya® + cta®f5?)
=ata'fy - B0 et - el a5

. 14
Les coordonnées du foyer f, seront alors

Ty o Jo Za 4.
(xr) zla+p,) B0 +p)  v(F4p) %

celles du foyer f; et des points limites seront ensuite fournies par les
équations (18) et (31) du premier paragraphe.

19. Cherchons, en second lieu, les rayons du systéme qui se trou-
vent dans un plan donné (¢/, ¢, ).

Nous pouvons écrire les équations tangentielles d’une droite quel-
conque située dans le plan donné (/, ¢, w') sous la forme suivante :

w—u' o—o ar-— o'

(12) —g N T

et si ’'on pose
(13) U=y —w'ffy, V=wo —uy, W=uf va,

les équations ponctuelles de cette méme droite seront

Vz —Wy==d,
{12 bis) cWa Uz ¥,
U;l - Va == '/'

Ecrivons que cette droite est un rayon, c’est-i-dire que les équa-
12..
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tions (12 bis) sont vérifiées, quel que soit A, par les valeurs (1) de
x,¥y,Z;0na '

( Vi’-o _Wfﬂ: “’7

7 A Ly — Jo == 2 =
(1) { Wag-- Uzp =, (29 Tla+p) Vortp)  Wie+p) o

Uye —Vx, =73
En transportant les valeurs (2°) dans les égalités (1°), il vient

ea?VWe - &, [ 2522 UVW =Y,
(3°) {eb2WU=—p, dou (4 ? 2elatUVW =y,
ec?UV =~ o5 eajbiUVW? = o'f3.

Ajoutons les équations (4°) respectivement multipliées par a2u/, 53¢/,
¢3w, nous trouvons

(r4) AUy + By + W =o;

c’est 12 une premiére relation que doivent vérifier les quantités &', 8, .
D’ailleurs la droite doit toucher la conique (') du complexe située

dans le plan («/, ¢/, w'); on a done, d’aprés 'équation (3), [[n° 3]],

A(Yw — w'o) + B(wu — 'w)? + C(e'v — v'u)?
=(u--u)P+ (v — VP + (w—w)

(15)

On peut introduire, dans cette équation (15), les quantités o, &', v,
en y remplacant u, ¢, w par les valeurs (12); on trouve ainsi

(16) AWy —wBP+BWo—u/y)-+C'f — va') o 2+ B2 g2

On a donc cette seconde proposition :

" Tatortmr X.— Les rayons du systéme situés dans le plan(u', ', w")
arbitrairement choisis sont définis par les deax équations

(l%l"ﬁ’.y'_*_ 5%017:a(+ Cf wlalﬁl = o,
AWy — W B P+ B —uy ot G — VoY= e+ oy,

(17}
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et les équations du rayon sont

(18) = —~ A ; =" :; ®  (équations tangentielles),
Vs — W)" ooz GC’, H
(18 bis) ¢ Wae—— Uz ==f, ; (équations ponctuelles),

( Uy —Vx=y,

U, V, W étant définis par les égaliiés (13).
En remplagant o', (3, par leurs valeurs (18), les équations (i7)
s’écriront
g aju(v — o) (w —w) + b3 (w—-w){u— o)

+ciw'(u-— uw) (v —¢)=o,
¢
( (V' —w'0)2+ B(W u— u'w)+C(&'v— ¢ 1)’

=(u—u)+(v— v+ (w—w)

Les rayons du systéme situés dans le plan donné (', ¢, w') sont les
tangentes communes aux deux coniques (19). La seconde des équa-
tions (19) représente la conique du complexe situde dans le plan
(2, o', w'); la premiére de ces équations définit la conique que doivent
toucher toutes les droites situdes dans le plan (), v, w'), qui sont en
méme temps perpendiculaires a leurs conjuguées par rapport & Uellip-

¥? z
SOZdBE F—A_c_.;“l-:o-

Remarque. — Le plan (&, ¢/, w') étant donné, les inconnues o', 3, '
seront déterminées par les équations (17); la yuantité ¢ sera donnée
par I’équation

(20)  E#(afVEW?4- BIW2U? + ¢ UPVE) = &2 4 2 4 72,
ou U, V, W ont les valeurs (13).

Les parametres p, et p,, correspondant au rayon («/, ', 7'), seront
fournis par les relations

{ p2(AU* 4+ BV®+ CW?) + a?AU® 4- b°BV? 4 ¢*CW* = o,
(21) { p3{ai VW2 + b5 W2U2 + c5U2V?)
| =a*ai VW2 B BEW2U2 - ¢ UP VY,
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les coordonnées du foyer f, seront alors

Zy Jo %y
22 = = o= 3
( ) U(a*+p} V(b -+pa) W(e +p2)’

les formules (18) et (31) du premier paragraphe donneront ensuite les
coordonnées du second foyer et celles des points limites.

20. Les équations (7) et (17) mettent en évidence cette double pro-
position : )

TrsorsME X1, — Par un point arbitrairement choist passent quatre
rayons du systéme; dans un plan arbitrairement choisi se trouvent
quatre rayons du systéme. Le systéme des rayons en question est donc
du quatriéme ordre et de la quatriéme classe.

1l importe maintenant de discuter la situation de ces rayons suivant
la position du point d’ot ils sont issus ou du plan qui les contient.

1° Rayons passant par un point donné.

21. Les directions («, f3, y) des rayons passant par le point donné
(x', 7,2 sont déterminées par les deux équations (théoréme IX, n° 18)

[ aix' By + biy'ye +ciFof =o,
(23) | @?(y?-r 2% —A)+ (=% + 2" —B) + " + 57 —C)
— 27’3 fiy — 222" ye — 22’y 0l = 0.

Pour discuter les solutions que fournissent les équations (23), nous
assimilerons ces deux équations, homogénes en «, 3, v, a celles de
deux coniques; «, {3, y seront les coordonnées variables. Remarquons
de snite que la seconde des équations (23) n’est autre que I'ensemble
des termes du second degré de I'équation du cdne (C) du complexe
n°[[6]], ot I'on mettrait «, 8, y au lieu de x, y, 7, et &', 7/, z au lieu
de xy, ¥o; Zo-

L’équation générale des coniques passant par les points communs



PURES ET APPLIQUEES. 95

aux coniques (23) est

(2 { @y B — &)+ B 2t - B) £ a7 — )

7
—2(y'F+haix)Bp—2 Za 10}y qa— 2@y - hets)ef=o0,
et I'équation en X correspondante est

72 . 73 . o VAN § S 2 7 — { ant ,.,:.. 2 A
Y4z — A (x'y" -+ heiz) (2 - Xb2y")
—{y'x'+Aciz) F*--x?*—B — (7’7 -+ draix” | == o,

— (g2’ +Ab}y") —(y'& -+ ralx’) x*--y?-—-c
ou, en développant et supprimant les accents de x’, 3/, =/,
(25) 2a2bicixyz)’ + O) 4+ A = o,
aprés avoir posé
[ O=aly?s® 4 biF x5 ctxty — (Aatat - Bbiyt - Cefs?,

(26) { A= (x*-+ y*+ 2*)(Az*+ By* — Cz*)
—[A(B + C)x* + B(C + A)y* -+ G(A <+ B)z*] + ABC.

Nous poserons encore
(27) 2= 0% + ayalbictay*2A.

Toute la discussion repose sur la nature des racines de I'équation
en A.

22. Avant d’aborder 'examen des différents cas, nous devons faire
plusieurs remarques.
Remarque I. — Lorsque X = 0 est une racine de I’équation (25
?
’équation (24), qui représente le systéme des sécantes communes aux
deux coniques (23), se réduit 2 la seconde des équations (23); or le
q ) }
premier membre de cette équation (23) n’est autre que 'ensemble des
termes du second degré de l'équation du coéne du complexe, et cet
Lo} ?
ensemble de termes représente :
Un cone proprement dit, si (x, ¥, z) n’est pas un point de la sur-

face A;
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Un systéme de deux plans distincts, si (x, 7, z) est un point dela
surface A; '

Un systéme de deux plans coincidents, si (a, y, 3) esl un point
double de A.

Il résulte de 1a que, pour A = o, I'’équation (24) ne représentera
jamais un systéme de deux droites coincidentes, 4 moins que le point
(z, ¥, z) ne soit un point double de la surface A.

Remarque I1. — La courbe du seiziéme ordre

9:0, 'A:0

est imaginaire, sanf aux points doubles réels de A.
Remarque II1. — La surface =, dont I'équation est

(28) 3=0 4+ 27alblicix’y?2*A = o,

et qui doit jouer un role important, puisqu’elle est la deuziéme sur-

face focale du systéme, comme nous allons le voir, posséde un grand

nombre de propriétés; nous énoncerons de suite les suivantes :
“Tatorime XII. — La surface = est du douziéme ordre et de douziéme

classe. :
Lorigine O est un point sextuple pour lequel I'équation du cone

tangent est

i

* (29) a,(Aa,2*)% + b, (Bb,]’2)%+ Cq (Cc‘zﬂ)%"_—_-. 0.

-Le céne des directions asymptotiques se compose de trois cones con-
Jondus avec le cone ‘ ‘

(30) C aly@+ bigat+ ety = o.
- La surface = touche la surface A suivant la courbe (imaginaire)
@ = 0, A == 07

et les tangentes inflexionnelles de A (ou asymptotes de 1 ‘indicatrice)
aux différents points. de ceite courbe sont également des tangentes
inflexionnelles pour Z.
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Les quatre courbes planes (la derniére est a Uinfini)

O el P

®=o0, |(O=0,

i ==o0,
®=0

z = o,

6 =o,

sont des courbes doubles pour la surface 2, et les tangentes proprement
dites & la surface en chacun des points de la courbe considérce sont
dans le plan méme de la courbe.

Le plan polaire d’un point quelconque (%, ¥, ), par rapport a la
surface 3, passe toujours par le point ot les plans polaires de (x, y, z),
par rapport aux surfaces © et A, se rencontrent avec le plan polaire du
méme point (x, y, z) par rapport au tétraédre (x=o0, y =0, =0, t=0),
¢ == o représentant le plan de Uinfini.

Les coordonnées d’un point quelconque de la surface 3 sont données,
en fonction des deux paramétres arbitraires p, et p,, par les formules

(v 7)

an(; — ') (ph -+ Aps o+ B°67)

X — — (az — Pg) .
( _ __ ylpl — &) (pi + Bp. + ¢a)
(32) y= T )
I z(p? — ) (p? + Cp. + a*$?)
T (@ +p)E ’

b2 cix: = (p — a')(a* + pa),
ctatyy = (p} — b*) (B + pa)s
a2b? 22 = (p? — ') (¢* + p2)s
E = py(p} + ) +epi + k.

Leplan tangent en ce point est déterminé par I’équation (théorémeITI)

a4 p, &+ p» ct+p -
(33) XX, ;Jz____ﬁ‘- - ¥ ;T:% + 3%, ——-—Pz_c: 4 1=o0.
1 1 1

a
Toutes les parties de cette proposition s'établissent aisément; pour

plusieurs d’entre elles, il suffit d'écrire les équations du plan polaire

etde la quadrique polaire d’un point par rapporta la surface =.
g 13

Tome XIX (2¢ série). — Mars 1874.
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23. Nous pouvons passer maintenant 2 Uexamen des différents cas
qui peuvent se présenter d’aprés la nature des racines de I'équa-
tion (25).

PrEMIER GAS ¢ A.Z™>o0. .

L’équation (25) en A ayant alors ses trois racines réelles, les coni-
ques (23) se coupent en quatre points réels ou en quatre points ima-
ginaires.

DeoxikMe css ¢ A.X > o.

I’équation (25) en X ayant une seule racine réelle, les coniques (23)
se coupent en deux points réels et deux points imaginaires.
Par conséquent :

TueorimE XIII. — 87 A.Z <o, les quatre rayons passant par le
point (x, y, z) sont ou tous quatre réels ow tous quatre imaginaires;
si A.2> o, parmi les quatre rgyons passant par le point (x, ¥, ),
deux sont réels et les dewx autres imaginaires.

TROISIEME CAS ¢! A.Z—o0.

L’équation (25) en A admet alors une racine double, et les deux
coniques (23) sont ou simplement tangentes ou doublement tangentes,
suivant que le systéme (24) des sécantes communes correspondant 2
la racine double se compose de deux droites distinctes ou de deux
droites coincidentes.

Le cas actuel donne lieu 4 deux hypothéses :

1° A = 0. — L’équation (25) a deux racines nulles; les deux co-
niques (23) sont donc tangentes, et elles le sont en un seul point, car
le systéme des sécantes (24) se compose de deux droites distinctes
(remarque I, n° 22). Ainsi : ‘

TaroriME XIV. — Parmi les quatre rayons qui sont issus de chaque
point M de la surface A, il y en a deux qui se confondent avec celui
qui touche la surface A en M; les deux autres rayons sont distincts
entre eux et distincts du premier, ils touchent la nappe de A'sur laquelle
ne se trouve pas le point M; ils sont donc réels ou imaginaires, suivant
que le point M appartient & la nappe supérieure ou & la nappe inférieure.

La surface A est la PREMIERE SURFACE FOCALE du systéme de rayons.
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Pour les points de la surface A, le céne du complexe se réduit &
deux plans dont Uintersection est précisément le double rayon tou-
chant A en ce point, n° [[9]].

2° Z=o0. — L'équation (25) a encore deux racines égales, et 'équa-
tion (24) représente, en général, deux droites distinctes; ainsi, parmi
les rayons issus du point (, Y1 %), il y en a deux qui coincident. Le
cone du complexe, ayant son sommet au point (x, ¥, z), touche la
surface A en un certain point; car les quatre rayons issus d’un point
appartiennent au céne du complexe ayant son sommet en ce point, et
ce sont les seules génératrices du céne qui touchent A; or, si deux de
ces génératrices viennent se confondre, le céue deviendra évidemment
tangent au point ou cette double droite touche A.

Si 'on exprime que I'équation (24) représente deux droites con-
fondues, on obtient alors un systéme de relations équivalant 3 deux
équations distinctes, qui définissent une courbe tracée sur la surface Z;
le cone du complexe, ayant son sommet en un quelconque des points
de cette courbe, touche la surface A en deux points. Ainsi :

Tatorime XV. — La surface = est le licu des points d’ot partent
devx rayons confondus; elle est donc la SECONDE SURFACE FOCALE dit
systéme de rayons.

Mais cette derniére surface a, par rapport au comprExk, un role
différent de celui de la premiére; car, pour les points de 3, les cones
du complexe sont des cones proprement dits ; ces cones touchent alors
la surface A en un point. Il y a, en outre, sur la surface 3 une courbe
liew des sommets des cones du complexe qui touchent en deux points
la surface A.

QUATRIEME €AS @ A=—0, @ = 0.

L’équation (25) admet alors trois racines nulles; les deux coni-
ques (23) ont trois de leurs points d’intersection confondus, et trois
seulement d’aprés la remarque I, n° 22. Pour les points de la courbe
(A =0, ® = 0), trois des rayons issus coincident et le quatriéme est
distinct; en ces points, le triple rayon est une tangente inflexionnclic
pour les surfaces A et 3. ‘

En effet, les coordonnées x,, 7,, 3, d'un point quelconque de la
' ‘ 13..
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surface A sont, n° [[11]],

bicixi==(p} —a*)(a® + p.),

ciaiys=(pi -- 6") (6" +ps),

aibi z5 = (pi — ¢")(¢* -+ p2),
et si 'on substitue ces valeurs dans 'expression (26) de ©, on trouve
(34) € = — (F -+ p,E);

or ceci est précisément le coefficient de A* dans I’équation (33) du
n°[[13]]. De I résulte la propriété énoncée. On constate encore, a
Vaide de la formule (18), 3°, n° 7, que les deux foyers coincident.
Donc :

Takorime XVI. — La courbe (imaginaire) A = 0, © = o est le lieu
des points pour lesquels trois des rayons issus coincident ; elle est aussi
le lien des points pour lesquels les rayons sont des tangentes inflexion-
nelles pour les deux surfaces A et 3. Le cone du comple.z'e, ayant son
sommet en un de ces points, se réduit a deux plans distincts.

24. 1l nous reste maintenant 4 étudier les points singuliers du sys-
téme de rayons, c’est-a-dire la distribution des rayons correspondant
aux points remarquables des surfaces focales.

Les formules établies précédemment donnent immédiatement la
réponse & cette question; pour abréger, nous supprimerons les détails
de ce calcul, qui n’offre pas la plus légére difficulté; nous nous con-
tenterons d’énoncer les résultats auxquels il conduit.

Takorime XVII. — 1° Lorsque le point M(x, y, z) se trouve sur
une des courbes doubles (a distance finie)

2= o,
O=o

x=0, |{y=o0,
| @ =o0, 3@-‘:0,

de la surface 3, parmi les rayons issus de ce point, trois se confondent
avec une des tangentes menées de ce point a Uellipse section de la sur-
JaceA parle plan de la courbe double ; le quatrzeme rayon est la seconde
tangente a cette méme ellipse.
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Les points limites du rayon correspondant & la solution triple coin-
cident respectivement avec les foyers relatifs & ce rayon.

Le céne du complexe ayant pour sommet le point M touche la sur-
Jace A au point ot elle est touchée par le triple rayon; le plan tangent
est perpendiculaire au plan de symeétrie qui renferme la courbe double
consideéree.

2° Pour les points situés sur la courbe double plane & Uinfini
(=0, ® =0) de la surface 3, les quatre rayons issus d’un de ces
points sont & Uinfini et situés dans les plans asymptotes du cylindre
du complexce correspondant au point considéré ; trois de ces rayons se
trouvent dans le plan asymplote, qui est en méme temps tangent au
cone (2 + y* +- 2* = o) des directions asymptotiques de la sphére.

3° 8i Uon considére un point & Uinfini sur une direction quelconque
(@0 Boy 7s), parmi les rayons issus de ce point, deuzx sont toujours a
Uinfini; les deux autres sont & distance finie situés dans le plan

2 2 2
atlzx by elz
cose, cos B, €057,

=0,
et touchent la sphére
x* 4+ y* + 2> = A cos®ay, + B cos®f3, + Ccos?y,.

4° Pour chacun des points doubles, & distance Jinie, de la surface A
(lesquels points doubles sont situds sur les courbes doubles & distance
Jinie de la surface 3), il y a une infinité de rayons du systéme issus de
Ce point; ces rayons sont situés dans un méme plan, qui touche le céne
tangent a la surface A au point double considéré.
5° Pour chacun des points doubles & Uinfini sur A [lesquels appar-
tiennent a la courbe double (¢ = o, ® = o) de 3] et dont les directions
sont les intersections des deux cénes

x* -+ 7 + 2 =o0,
Ax® +-By?+ Cz® = o,

.7'2 22
e T= — 9

2 2
b c;

ou (35 bis)

l—ah\[ :i’

(35)

il y a une infinité de rayons du systéme issus de ce point; ces rayons
sont situés dans un méme plan, qui touche le-céne (ac* -+ ¥? -+ 7%= o)

»
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suivant la direction considérée. Les droites (35 bis) appartiennent éga-
lement au céne des directions asymptotiques de la surface =, savoir :

(36) aty?z® + biz*x® 4 cixty® == 0,

et le cone (36) touche le premier des cones (35) suivant les quatre
droites (35 bis).

6° Pour chacun des points & Uinfini situés sur les directions asym-
ptotigues communes aux surfaces A et 3 et distinctes des précédentes,
lesquelles directions sont les intersections des deuzx cones

AJ-‘2 -4 B.}’ﬂ = C.ag == 0, . A2 Byg Cz’
(37) o (37 bis) = T

aty*z* bt e+l yi=o,

il y a une infinité de rayons du systéme issus de ce point; ces rayons
sont situés dans un méme plan, qui touche le céne (A x*+-By*+Cz*=o0)
suivant la direction considérée. Les droites (37 bis) appartiennent éga-
lement au céne tangent & la surface 3 en son point sextuple, savoir :

i

. ,
(38) a,(Aa, x*)* + b, (Bb,y*)* + ¢,(Ce, zi‘)fj =0,
et le cone (38) touche le premier des cones (37) suivant les quatre
droites (37 bis).

7o Pour le point sextuple de 2, il y a une infinité de rayons issus de ce
point ; ces rayons forment le cone dusecond ordre (Ax*+B y2+Czi=o0).

Remarquons que les deux cénes (35) constituent le cone des direc-
tions asymptotiques de la surface A. '

8° Pour les points a Uinfini sur les axes Ox, Oy, Oz, il y a une
infinité de rayons issus de chacun de ces points; ces rayons forment un
cylindre de révolution. 7

Ainsi, pour le point & Uinfini sur Ox, les rayons - forment le cylindre
¥? 1 22 — A = o, dont la trace est le cercle section de la surface A
par le plan yOz.
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2° Rayons situcs dans un plan donné.

25. On a vu, n° 19, que les rayons («, ', ¥'), situés dans un plan
donné (#', ¢, w"), sont déterminés par les deux équations
9 K 9 p q
s [l.‘;) ul@lnll - bi,) 0’7’1’—%- C%W’C(’{BI — O,
(39) a?(Bw 4+ Co'? — 1) -+ B2(Ca’® + Aw'® — 1)
+ PHAYV? - B — 1) — 2 A0 B
—2Bw'u'y o’ — 2Cu'v'ed’ B’ = o.

Pour discuter les solutions fournies par les équations (3g), nous
assimilerons ces deux équations, homogénes en «, 7, 7, & celles de
deux coniques; o, [, / seront les coordonnées variables.

L’équation générale des coniques passant par les points communs
aux coniques (3g) est

a*(Bw' + Go? — 1) + B2 (Cu® + Aw'? — 1)
(40) 4+ 72(Av? + Bu" —1) — 2 (Av'w’ + Xaiu )@y
—2(Bw'u'+- 2030 )y d — 2(Ce'v' ++ hetew') ' B = o,

et 'équation en A correspondante sera, aprés avoir supprimé les accents
de o, ¢, o',

Bw?+Co* -1 — (Cuw + Ae2w) — (Bwu -1- Ab20)
~(Bou +2dciw) Cu*+Aw?—1 — (Aow+ral) | == o,
— (Bwau--2b30) — (Avw + Aalu) Ao - But—1 !

ou, en développant,

(41) 2a?b%C%uVH')\3 ~- 04 A% - A, == 0.

Nous avons posé

‘ 0, = Aato*w?4-Bbiw?u?+4- Colu?o*— (abu?-1- bt v? - ch?),

i Ay == (6® - 0 - ) (BCr® - CAo®-i- ABw?)

(42)
I —[(B -+ C)u? + (C ~- A)o? + (A --B)w?] 41,
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et nous poserons encore
(43) 3, =0} + 27 atbicturviw?A,.

On a vu, n° [[22]], que A, = o est I'équation tangentielle de la
surface A; c’est 'enveloppe des plans pour lesquels les coniques (T')
du comprExE se réduisent 2 deux points, et Ja surface A est le lieu de
ces points.

96. Avant d’aborder ces discussions, nous ferons plusieurs re-
marques.

Remarque I. — Lorsque A= o est une racine de I'équation (41),
I’équation (40), qui représente le systéme des sécantes communes aux
deux coniques {39), se réduit A la seconde des équations (39), laquelle
n’est autre que la conique (') du complexe n° [[15]], si I'on y rem-
place &, 3, ¥ par les différences u —u', ¢ —¢', w—w'. Or cet ensemble
de termes représente :

Une conique proprement dite, si le plan (/, ¢/, w') ne touche pas
la surface A, (ou A);

Un systéme de deux points distincts, si le plan (&, o', w') touche la
surface A3 '

Deux points coincidents, si le plan (', o', w') est un plan tangent
double de A,.

1l résulte de I3 que, pour A =o, l'équation (4o) ne représentera
jamais deux droites coincidentes, & moins que (&, ¢, w') ne soit un
plan tangent double de A,. :

Remarque II. — La surface 3,, dont I'équation est

43 3, =03 +aatbictu*Pw’A, =0
74:04€, ’

et qui n’est autre que la seconde surface focale =, comme nous le ver-
rons plus loin, posséde les propriétés suivantes : .

Turorime XVII. — La surface 3,, qui w'est autre que la seconde
surface focale 2, est de douziéme classe.

Le plan de Vinfini est un plan sextuple pour lequel la courbe de
contact est

(44) a, (ay u2)? + by (b, 9*)

Lo L
3 ey(c, w?) = o.
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Les équations tangentielles du céne, touchant la surface =, (ou 3)
en son point sextuple a Uorigine O, sont

(45) r=o, Aaiv*w®+ Bbiw®u® -+ Ccluv®=o.

La surface 3, (ou X) touche la surface A, (ou A) suivant la courbe
de contact avec A, de la développable circonscrite aux deux surfaces
0, =0, A, =o0. : )

Les trois cylindres

(46) j

U =0, ¢ = 0, == 0, r=o,

et le cone
@4 =0 94 =

e|=0, ®‘=0’

\
sont des cylindres circonscrits doubles pour la surface 3,; la courbe
de contact avec la surface 3, de chaque plan tangent se réduit & deusx
points confondus a Uinfini sur la direction des génératrices du cylindre;
pour le céne, la courbe de contact avec la surface 3, de chaque plan
tangent se réduit & deuzx points confondus avec Uorigine; Cest le
cone (45) tangent au point sextuple.

Le point palaire d’un plan quelconque (1, v, w), par rapport & la
surface Z,, est toujours dans le plan qui passe par les points polaires
du méme plan (u, v, w) par rapport aux surfaces ©,, A,, et au té-
traédre (=0, v =0, w = o0, r=o0).

Les coordonnées d’un plan tangent quelconque a la surface 3, sont
données en fonction des paramétres p, et p, par les formules (théo-
réme I1I)

ll:—xopf at’ P B2 e%a? == (p2 — af 2,
teixd = (p — a')(a® -+ pa),

(47) § v =~ oy ok j ciaiys=(p] = b')(6* + pa)y

P
e lamm=(r (e,
W= 2 Pz — C‘,
1

Les coordonnées du point de contact seront fournies par les for-
mules (18), n° 7.

27. Examinons maintenant les différents cas qui peuvent se pré-
senter d’apreés la nature des racines de I'équation (41).

Tome XIX (2° série). — Mans 1874 I 4
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PremMir cas : A3, <7 0.

L'équation (41) en X ayant ses trois racines réelles, les deux coni-
ques (39) se coupent en quatre points réels ou en quatre points ima-
ginaires.

DeuxIEME cas : A X% - 0.

L’équation (41) ayant une seule racine réelle, les deux coniques (39)
se coupent en deux points réels et deux points imaginaires.
Par conséquent :

TatoriME XIX. — Si A,.Z, <J o, les quatre rayons situés dans le
plan (u, v, w) seront ou tous quatre réels ou tous quatre imaginaires;
s Ay .3, > 0, parmi les quatre rayons, situés dans le plan (u, v, w),
deux seront réels et les deux autres imaginaires.

TroI1sIEME cas : A;.3,=-o.

L’équation (41) admet alors une racine double, et les deux coni-
ques (3g) seront ou simplement tangentes, ou doublement tangentes,
suivant que lc systéme (40) des sécantes communes se compose de
deux droites distinctes ou de deux droites coincidentes.

Le cas actuel comprend deux hypothéses :

1° A, = o. — L’équation (41) a deux racines nulles, les coni-
ques (39) sont donc tangentes; d’ailleurs elles le sont en un seul
point, car, d’aprés la remarque 1, n° 26, le systéme (4o0) des sécantes
communes se compose de deux droites distinctes. Ainsi :

Tratorime XX. — Dans chaque plan tangent & la surface A, qui
nest autre que la surface A, il y a deux rayons confondus avec celui
qui la touche au point de contact du plan tangent; les deux autres
rayons sont distincts entre eux et distincts du premier; ils touchent
la nappe de A, que ne touche pas le plan considéré; ils sont donc réels
ou imaginaires, suivant que ce plan touche la nappe inférieure ou la
nappe supérieure de A.

Pour les plans tangents & la surface A, la conigue (T') du coMPLEXE
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se réduit & deux poinis situés aux points ou le double rayon ren-
conire A.

2° 3, = 0. — L’équation en A (41) admet encore deux racines
égales, et I'équation (40) représente, en général, deux droites dis-
tinctes; donc deux des rayons situés dans le plan considéré viennent
coincider; la conique du complexe, située dans ce plan, est une co-
nique proprement dite, et elle est osculatrice en un point de la sur-
face A. En effet, les quatre rayons situés dans ce plan touchent la
conique I' aux points ot cette derniére touche la section de la surface A
par le plan considéré; or, si deux de ces tangentes viennent & coin-
cider, quatre des points d’intersection de la conique I" avec la surface A
viennent se confondre avec le point ou cette double droite touche A.
Le plan en question est donc osculateur en ce point 4 la courbe touchée
sur A par le double rayon, et il doit toucher la surface =, puisqu’il est
le plan focal du rayon (théoréme III). La surface 2, n’est donc autre
que la surface =.

Pour qu’il y ait deux couples de rayons confondus, il faut écrire
que I’équation (40) représente deux droites confondues; on obtient
ainsi un systéme équivalant 4 deux relations distinctes qui définissent
une surface développable.

De la:

Tatortme XXI. — La surface =,, qui n’est autre que la surface 3,
est Uenveloppe des plans dans lesquels deux rayons du systéme vien—-
nent coincider; la conique (T') du complexe, située dans un de ces
plans, est osculatrice en un point de la surface A, le contact est du
troisiéme ordre; les coniques du complexe, situées dans ces plans, sont
des coniques proprement dites. Il y a en outre une développable cir-
conscrite a la surface X, dont les plans renferment des coniques du
complexe bi-osculatrices a la surface A.

QUATRIEME CAS : d; == 0, ©; === 0.

L’équation (41) admet alors trois racines nulles; les coniques (3g)
ont trois de leurs points d’intersection confondus, et irois seulement ;
donc :

Tagorime XXII. — La développable (A, = o, ©, == 0) est Penve-

4.
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loppe des plans pour lesquels trois des rayons qui y sont contenus vien-
nent coincider, et trois seulement. Les coniques du complexe, situées
dans ces plans, se réduisent a deux points distincts.

28. 1l nous reste 4 étudier les plans singuliers du systéme des rayons,
c’est-a-dire la distribution des rayons correspondant aux plans remar-
quables des surfaces focales.

Les calculs n’offrant aucune difficulté, nous abrégerons en ne faisant
qu’énoncer les résultats qu’on obtient.

Tarorime XXIII. — Lorsque le plan (u, v, w) touche un des cy-
lindres doubles

u=o, =0, ( W=0,
E‘)’ =0, @, :0, 6’ = 0,

de la surface 3, parmi les quatre rayons situés dans ce plan, trois se
confondent avec une paralléle aux génératrices du cylindre ; cette
droite rencontre le cercle section de la surface A par le plan de sy-
meétrie perpendiculaire au cylindre; le quatriéme rayon, également
paralléle aux génératrices du cylindre, passe par le point ou le plan _
(%, v, w) rencontre encore le cercle ci-dessus désigné. La conique (T')
du complexe passe par le premier de ces points.

Le premier foyer coincide avec le point ot le triple rayon rencontre
le cercle; le second foyer est a Uinfini sur la génératrice de contact
du plan (u, v, w) avec le cylindre double ; les points limites sont a
Uinfini. ,

2° Pour chacun des plans tangents doubles de la surface A, les-
quels sont aussi des plans doubles de la surface 2, il y a une infinité
derayons de systéme situés dans ce plan; ces rayons sont tous issus
du point ot le plan considéré touche le cercle section de la surface A,
par le plan de symétrie perpendiculaire au plan tangent double.

3° Pourle plan sextuple de 3, il y a une infinité de rayons du sys-
téme situés dans ce plan; ces rayons enveloppent le cercle imaginaire
del'infini (u® + v* + w* = o); la surface A est touchée suivant ce cerele
par le cone asymptote d’une sphére concentrique.

4° Pour les plans touchant le céne double (r = o, ©, = o) de la sur-
Jace Z (lequel cone est le cone tangent a = en son point sextuple), les
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quatre rayons du systéme, situés dans un de ces plans, passent par
Porigine ; trois d’entre eux se confondent avec une des intersections de
ce plan avec le céne

(48) Ax* + By* + Cz* = o;

Uautre rayon est la seconde intersection.

5¢ Si lon considére un plan quelconque passant par 1 ‘origine, parmi
les rayons situés dans ce plan, denx sont issus de Uorigine et appar-
tiennent au cone (48); les deux autres sont paralléles.

6° Pour les plans passant par Uorigine et définis par les équations

u? p? w?

(49) ATET

lesquels plans touchent a la fois les cones des directions asy mptotiques
des surfaces A et Z, savoir:

o o w? 2
(5o) S=f=F=o0, (atu)s +(b20)f + (c2w)f =o,
ily a une infinité de rayons du systéme; et si l'on considére le plan
(++aiy + by, + ¢,) par exemple, tous ces rayons sont paralléles a la
direction= = = =.
@ b, €y

7° Pour les plans touchant & la fois les cones des directions asym-

ptotiques de la swface A, savoir :
u? p? w?

(51) Wt twi=0, ~+z+g

== O,
il y a une infinité de rayons situés dans le plan considéré et paralléles
a Uune des directions

Az2 By* C2

@ T b T el

On retrouve ainsi plusieurs des propriétés énoncées dans le théo-
reme XVII.
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99. Nous terminerons cette discussion par une remarque intéres-
sante relative aux surfaces A, A,, ©, 0, 3, 3,, qui jouent un role
important dans toute cette étude..

TrroritmE XXIV. — Sil’on considére les surfaces

A (@4 gt e 2) (x4 By + G2
\ —[A B-!—C)x-J—B(C+A)_7'~~—C(A -+- B) z2*] + ABC,
Ay == (w* + ¢* + w?) (BCw? + CA¢® -+ ABw?)

(5‘2 )
—[(B-+C)u?+(C + A)o*+ (&--B)w 1+,

53 ( @ =at y*z-+bizx*+cta® y* — (Aa} x*+Bb} y° +-Cei ),
(53) 0, -=Aatv*w? --Bbt w?u® 4-Cel u*v* — (atu® + bto* -~ i),
1 1 i i i

3 =0 - 27albtcta? 57 A
(54)% 7 i¥1™1 .y

3, = 03 - 2a7alt bict PP wtA,,

on remarque que si L’on pose

{ —_—px\/K,
I B Faa AY LY I
(55) % 9 =-pyVB, ou p'= g
\ W=1p3% VG,

on a identiquement, eu égard aux relations (55),
(56) A, =p% A, 0, =p%0, I =p"%

D’ailleurs les éguations (55) définissent le plan polaire (u, v, w) du
point (x, ¥, 5) par rapport & I’ELLIPSOIDE DIRECTEUR

(57) 2* JA + 72 yB + 22 JC = yABC.
Les surfaces A et A, © et ©,, 3 et 3, sont donc polaires réciproques

U'une de Uautre par rapport & Uellipsoide (57).
Comme les surfaces A et A, sont identiques, il en résulte qu'une des
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nappes de la surface A est la polaire réciproque de ’autre par rapport
a cet ellipsoide (cest une propriété connue).
La méme propriété a liew pour la surface =.

30. On appelle rayon double, dans un systéme d’ordre m, un rayon
tel, que d’un quelconque de ses poinis on ne peut que (/m — 2) rayons
distincts du rayon considéré.

On constate trés-aisément que :

Le systéme de rayons étudié ne posséde pas de rAYONS DOUBLES.
31. Une droite passant par un point (a’, y’, z’) et de direction
(«, B, 7) sera représentée par les équations

oy — Bz =1, ey B,
(58) oz ~ qx=@, ou (59) s m=az — ya',
f - ay =, s par—ap,

x, 7, & étant les coordonnées variables.
La droite peut étre définie par les six quantités o, 3,7, A, pr, v, entre
lesquelles on a la relation unique :

(60) ah -+ B -y = 0;

ce sont, d’apres Pliicker, les coordonncées de la droite.
On voit alors, par les équations (7), n° 18, que:

Les six coordonnées o, f3, 7, k, 1, v d’un rayon quelconque du sys-
téme étudié seront lides par les Troxs relations

‘ ok -+ {3{! + =0,
(61) A* - p® -yt =z Aat - BfEE - G,
acon i [)“"ﬁfj. - (;2’\/9 = 0.

Ceci permet d’étudier, 4 un autre point de vue, ce systéme de
rayons.

Nous nous contenterons d’énoncer les propositions suivantes, trés-
faciles & démontrer :
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Turorime XXV. — Le nombre des rayons du systéme rencontrant
deusx droites fixes est égal & huit.

La surface engendrée par les rayons du systéme, s appuyant sur une
droite fixe donnée D,, est une surface réglée du huitiéme ordre; la
droite fixe D, est une droite quadruple pour la surface; tout plan
passant par D, coupe la surface suivant quatre autres droites.



