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PURES ET APPLIQUÉES. 425 

De la détermination, sous forme intégrable, des équations des 

courbes dont le rayon de courbure et le rayon de torsion sont 

liés par une relation donnée quelconque; 

PAR M H. MOLEVS. 

1. Nous nous proposons de montrer que, par un choix convenable 
de la variable indépendante, on peut toujours ramener aux quadra-
tures la détermination des courbes dont les rayons de courbure et de 
torsion sont des fonctions données de cette variable ; et cette re-
cherche comprendra celle des courbes dont les deux rayons sont liés 
par une relation dounée quelconque, car à cette relation on n'aura 
qu'à joindre une autre relation, prise arbitrairement entre ces rayons 
et la variable indépendante, ce qui déterminera le rayon de courbure 
et le rayon de torsion en fonction de la même variable. 

Considérons une courbe quelconque rapportée à trois axes rectan-
gulaires, et désignons par ε son angle de contingence, par ω son angle 
de torsion, par ρ son rayon de courbure et par r son rayon de tor-
sion. Les quantités ε et ω sont données par les formules suivantes : 

is a airara que i od prenci 

ρώ® = dx(d2yd3z — d2zd3y) -+- dy{d2zd3 χ — d2xdsz) 

-H dz(d2x d*y — d2yd3x). 

Nous supposerons d'abord que l'on prend l'arc s pour variable indé-
pendante; posons 

_=„, _=V, _=W; 

"Tome SX (a* série). — Décembre i8j4· 54 
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les formules précédentes deviennent 

(0 Ts = V (Â) ^{TS) ^xdi) ' 

W 
p2 ds '\iii ds2 ds ds2 ) 

ds2 ds ds2 ) ds2 ds ds2 ) 

2. Les trois quantités u, v, w étant liées par la relation 

tt2 -h V2 -t-tV2 = I, 

on peut les exprimer en fonctions de deux nouvelles variables θ et ζ, 
comme il suit : 

M = cos0sinÇ, ρ = sin0 sin ζ, w = cos ζ. 

On en déduit tang0 = - = de sorte que θ est l'angle formé avec 

le plan xz par le plan conduit suivant la tangente de la courbe paral-
lèlement à l'axe des z; quant à l'angle ζ, c'est l'angle que fait la même 
tangente avec l'axe des z. La differentiation de a, v, w donne ensuite 

du = — sin θ sin ζ dd Η- cosô cos ζ άζ, 
de = cosô sin ζ dô + sin 6 cosÇ άζ, 
dw = — sinÇ άζ, 

d2u = — cos0sin£i/iS2 — 2sin0 cosÇ άθ άζ 
— sin0sin£<f20 — cos0 sinÇif£2-f- cos0 οο&ζά2ζ, 

d'v = — sin0 sinÇdô2 -f- 2cosô οοβζάό άζ 
-bcos0sin£i/20 — sin0 βϊηζί/ζ2 -h sin0 cosÇcï2£, 

d'w = — cosÇ άζ2 — sin ζ d2 ζ. 

On trouve alors 

dit2 -f- dv2 -t- dw2 = άζ2 -1- sin2 ζ dô2; 
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par suite, en remplaçant ^ par ^ dans la formule (i), 

(3) f=dF + sin^' 

3. Quant à la formule (2), elle peut se mettre sous la forme 

(4) fds~ \~ds~
W

ds) ~ds*
 +

 \
V

ds~~
U

7i)dF~
i
~ (

Β
ώ ~

P
ds)~d?" 

Or on obtient 

dcv dv . - . / . . . d9 . ώ s.^\ 

= — sin5- cos# sinccosc-T-j 

w^- — u^Ç- = cos# sin2Ç^ 4-cosif — sin# sinÇ^ -t-cos# cosÇ^\ 

= cos£—■ — sin# sinÇcosï — > 

u^~ — v^- = cos#sinçfcos#sin£^ 4-sin#cosÇ^\ 

— sin# sinÇ^— sin#sin£ — 4-cos#cosÇ—j = sin2Ç^-
; 

e?pressions qui, jointes à celles de ^5 '—■> font prendre au 

second membre de la formule (4) la forme suivante : 

(cos# smζ4- 2sin # cosÇ ̂  & + SU1$ sin? ̂  

4- cos# sin ζ — cos# cosÇ^j 

X (sinû^ 4- cos# sin ζ cosÇ^j 

4- ί — sin# sinÇ — 4- 2COS#cosÇ^- ^ 4- cos#smÇ-^j 

— sin#sin£^j 4-sin#cosÇ^ 

X (cos ds sin # sin ζ cos ζ(cosÇ^ + siuÇ^J sm-ζ -, 

ί·-
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ou bien, toutes réductions faites, 

2C0SÏ dsl? + Ή + Sm ^ COSÇ d? ~ SU,Çds d?' 

La formule (4) elle-même devient 

— — = 2 COS ζ -τ- -γ; -+- sin ζ— —τ— -+- Sin% COS? -77 — Sin ζ -r —τ-,r 

ou bien 

(5) Ts = Ρ ds l·COS? 1? + S1H5 Λ Λ" ■+ SU1 ^ C°S^ - S1" Ç d* J* 

Or la formule (3) donne 

(β) ώ ρ sin ς y 1 <ώ- ' 

d'où 

^V1 - ρ ώ· V cos?3+Sl,,ç 7=3?" 

En substituant ces expressions dans la formule (5), on trouve 

s = aïsVI_'' s 7cosÇ_7 çlp®î 3 *1 

ΡΆηζΊ?[ΡΜ + Λ Λ) 

[/ <ί2ζ d% rfp\T 

Il Z2 zl \!s*_ ds dsj 
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Remplaçant enfin — par ~y il vient 

(7) 
7= /—rfêLl'-/'Λ)]· 

Si ρ et /'étaient donnés en fonction de s, l'équation (7), qui suppose 
que s a servi de variable indépendante, serait une équation différen-
tielle du second ordre à deux variables s et ζ, dont l'intégrale ferait 
connaître la quantité ζ ; et, quant à la quantité Θ, sa détermination se 
ramènerait à une quadrature, au moyen de l'équation (6). Mais il 
importe de changer de variable indépendante, en prenant pour nou-
velle variable la quantité Ç, c'est-à-dire l'angle que fait la tangente de 
la courbe cherchée avec l'axe des z, et en admettant que ρ et r sont 
des fonctions données de ζ. Nous déterminerons ensuite θ et, par suite, 
x

y
 y, z en fonction de ζ, ce qui fera connaître les courbes qui ré-

pondent aux expressions de ρ et r; d'ailleurs l'une des deux relations 
qui lient ρ et r à ζ pourra être remplacée par une relation, prise arbi-
trairement entre ρ et r, de sorte que nous aurons obtenu les courbes 
dont le rayon de courbure et le rayon de torsion sont liés par une rela-
tion donnée quelconque. 

4. Soient EK. une quelconque des courbes cherchées, MT la tan-
gente en un point M, pris arbitrairement sur cette courbe, MN la nor-

s\ z 

\ e k 
b\ 

maie principale, MZ une parallèle menée par le point M à l'axe des z. 
Considérons un triangle sphérique ABC tracé sur une sphère ayant pour 
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centre le point M et pour rayon l'unité; il vient 

cosa = cos b cos c -+- sin b sine cos A 

ou bien, puisque c = ^ et b = ζ, 

cos a = sin ζ cos Α. 

Mais α étant l'angle que fait le rayon de courbure avec l'axe des z, et 

cos ζ étant égal à—» on a par une formule connue 

cosa =-ζ- d cos ζ. 

Égalant ces deux expressions de cose, et remplaçant d cos ζ par 
— sin ζ Ηζ, on trouve 

(8) COS A = — ρ —, 

ce qui montre que la quantité — ρ — est la valeur du cosinus de l'angle 

que fait le plan oscillateur AMR de la courbe HK. avec le plan AMG 
mené par la tangente MT parallèlement à l'axe des z. D'ailleurs la nor-
male principale MN étant perpendiculaire à la droite MT, intersection 
de ces deux plans, on voit que cet angle A est le même que l'angle 
formé par le rayon de courbure avec le plan AMC, lequel est tangent 
en M au cylindre passant par la courbe HK et dont les génératrices 
sont parallèles à l'axe des z. 

5. La relation (8) donne 

VI~P"^_S1U ' Ρ ds* + ds Is ~~ ds ' 

par suite l'équation (7) devient 

r = iiïî(
siDlACO,

?-
|
-P

Î
î
i

)' 
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ou bien 

(9) - = SinAcotC -+- -^—r —= 

Mais, puisque la quantité ζ sert maintenant de variable indépendante, 
on posera 

dcosA a cos Α. ας 

ou bien, en vertu de la formule — = — -cosA, 

—j— = cos A —= - si η A —-— 

La relation (9) prendra dès lors la forme 

(10) —J-Ç h SIUA COtÇ = 

et comme ρ et r sont, par hypothèse, des fonctions données de ζ, on 
voit que l'équation (10) est une équation différentielle linéaire du pre-
mier ordre, à deux variables ζ et sinA, dont l'intégrale est 

sin A = e~fcot^ £c -+- J £ , 

G étant une constante arbitraire, ou bien, en remarquant que 

gScosU?,— e
lsinK _

 sinÇ
) 

(») 5inA = à[C+/rSi°Ç<iS]· 

6. L'angle A se trouvant déterminé, l'angle S s'ensuivra, car l'équa-
tion (6) donne 

ds psinÇ" 

ou bien, en posant — cos A —» 

cosA -j- = : - ! 
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d'où 

(12) d9 tangA 

On a donc, en désignant par 0
O
 une nouvelle constante arbitraire, 

(i3) »tang AsinÇ 

formule où tangA devra être remplacé par sa valeur en fonction de Ç, 
déduite de la formule (ri). 

On remarquera que, d'après les formules (r 1) et (i3), les valeurs de 

A et Q ne dépendent que du rapport quelles que soient les valeurs 
de ρ et r en fonction de ζ. 

7. La valeur de 0, substituée dans les expressions de 11, c, w, fera 

connaître les quantités qu'on remplacera par les expressions 

suivantes : 

ds ρ dX? ds ρ dX? ds ρ r/Ç' 

on aura 

~ — ^~r COS θ sin ζ, 

S=—ïàïsinesin^' 

S=-icos?· 

d'où, en représentant par x0, y0, z0 trois nouvelles constantes arbi-
traires, 

(«4) 

x - χο = - f cosd «nÇrfÇ, 

γ-y, = -J^
I

sin0sinÇrfÇ, 

COSÀ SIDO SIDÇOÇ 
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Ces équations, donnant les valeurs de oc, γ, ζ en fonction de la variable 
indépendante Ç, déterminent une quelconque des courbes cherchées. 

8. On remarquera que, si l'on pose j* d'Ç F (ζ), la for-

mule (i3) donne 
<?-0

o
 + F(Ç) = o, 

ce qui est l'équation, en coordonnées polaires sphériques, de l'indica-
trice de la courbe dont il s'agit. Considérons, en effet, une sphère d'un 
rayon égal à l'unité, qui aurait pour centre l'origine des coordonnées, 
et, de ce centre, imaginons que l'on mène des parallèles aux diverses 
tangentes de la courbe : le lieu des points où ces parallèles rencontrent 
la surface de la sphère est ce qu'on nomme Y indicatrice sphérique. Or, 
en prenant pour pôle le point où la partie positive de l'axe des z ren-
contre cette surface, et pour axe polaire le grand cercle déterminé par 
le plan ocz, il est clair que 9 est l'angle polaire et ζ le rayon vecteur 
d'un point quelconque de l'indicatrice. 

S. Appliquons ce qui précède à l'examen de quelques cas remar-
quables. 

En premier lieu, déterminons £ en fonction de ζ par la condition 

qu'on ait 
tangA = ρ sin£, 

ρ étant une constante donnée; la formule (i3) devient 

9 = 90 — ρζ. 

Les valeurs de sinA et cosA en fonction de ζ sont alors 

sin A = —— ι cosA = —— 

et il vient, en vertu de la formule (u), 

-£âS= = C+ fistaÇrf?, 

Tome XIX (2e série). — DÉCEMBRE 187/1. 55 
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d'où Ton déduit par la différentiation 

ρ ρ cosÇ (2 -+- />3 sin3?) 

Mais il importe de remarquer que cette valeur de £ ne donne, en 

effet, tangA = p sin ζ, qu'en supposant que la constante C reçoive une 
valeur particulière. Or on a 

sinA = 4-[c+ dc\ 

ou bien, en effectuant l'intégration indiquée au second membre, 

,in A = —- ^ 1 ■ 

et Ton voit qu'il faut faire G = ο pour qu'on ait sin A = — 

Maintenant les formules (i4) deviennent, en y mettant pour 0 et 
cosA leurs valeurs, 

x — 3c
0
 = — fp sin£cos(0

o
 — ρζ)\ί 1 + ρ2&χη2ζάζ, 

Τ — To = —/psinÇ sin(0
O
 — pÇ)\fi-b ρ2 sin2£c?Ç, 

s — z0 = — fp cosÇ y' 1 4- p2 sin2 ζ d'Ç. 

La quantité ρ restant une fonction indéterminée de Ç, il est permis de 
poser ρ — k cos A, k étant une constante particulière, ou bien 

yi 4-p1 sin3ζ 
d'où 

p- cos2 ζ = I 4- ρ- — — ; 

l'expression de £ devient 

ί
=

(
,+

£)ν
/(,+ρ

*'^
_ ι

· 
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Telle est, dans ce cas, la relation qui lie p et r. On remarquera que ρ est 

compris entre h et ; en outre, r ne devenant infini que pour la 

valeur ρ = ? on en conclut que la courbe est nécessairement à 

double courbure. En mettant pour ρ sa valeur en fonction de Ç, on 
obtient 

χ — x0 — — kf sin ς cos(t?0 — ρζ)πζ, 

y —To = — kf sin ζ sin (0
O
 — ρ ζ) άζ. 

s — jSQ — — le sin ζ y 

et, en effectuant les intégrations, 

* - *„ = cos[(1 - ρ) ζ +- 0
O
] + cos [(1 -+- ρ) ζ - 6

0
], 

y - r» = τ^ρ)
sin LO - sin

 Κ
Γ
 +jOS- * oh 

z — z0 = — h sin ζ. 

On voit d'abord que les valeurs de χ — x
0
 et y — y

0
 ne changent 

pas quand on change ρ en — p, pourvu qu'on change en même temps 
ζ en —ζ, ce qui est permis, puisque ζ sert d'indéterminée; mais 
z — z

0
 change de signe sans changer de valeur numérique. Donc la 

courbe répondant à une même valeur de p, prise avec le double signe rfc, 
est symétrique par rapport au plan mené par le point (x0,y0, z0

) pa-
rallèlement au plan xy. Des formules précédentes on déduit 

{x-x.Y + Ur-x,)' = cos'ï, 

ou bien, en remplaçant cosa'Ç par 1 — a sin2 ζ -- ι — (s — zff, 

[X - Xoj + [Y — Το r 4- 1 Γ = τ τ.:,: 

ce qui montre que la courbe qui répond à la question est située sur un 
ellipsoïde de révolution ou sur un hyperboloïde de révolution à une 
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nappe, suivant que ρ est moindre ou plus grand que l'unité. Cette sur-
face a d'ailleurs pour centre le point {x

0
,y

0
, z

0
), et son axe est paral-

lèle à l'axe des z. 
Quant à l'arc s de la courbe, il est déterminé par la formule (8), qui 

donne ι = — k —■ On en déduit, en remplaçant d'C par sa valeur en 
fonction de ζ et dz, 

y k' — [ζ — z,,)1 

puis, en intégrant et supposant que l'arc s commence au point pour 
lequel z — z

0
, 

s = Aarcsm —r-^· 

On voit donc que l'arc indéfini s s'exprime exactement au moyen d'un 
arc de cercle. 

Transportons l'origine des coordonnées au point (x
0

, χ
β
, z0), et, 

pour ne pas changer les notations, continuons à désigner par λ-, j, s 

les coordonnées d'un point quelconque de la courbe; si nous prenons 
en outre pour nouveau plan des xz le plan passant par l'axe des ζ et 
faisant avec l'ancien un angle égal à θ

0
, ce qui revient à faire <9

0
 = o, 

les trois équations qui déterminent ces coordonnées deviennent 

*= û^5j
C0

"(i-p)S+ ^T>1
C0S

('+P)?' 

r= î(7=F) siQ(' " r) « ~ wkj) sin(··<- f) S· 
z = — £sin£. 

Admettons que ρ soit positif, et soit d'abord ρ < ι. Posons 

^=R-R', Ϊ-Ρ)ζ = 9, 

d'où l'on déduit 

-n ^ k R — R' ι -4- R 2 

(ι -- ρ) ζ — -© — ——,—ο. 
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Les expressions de χ et y se présentent sous cette forme : 

χ = (R — R') cosy -+- R'cos—R,—φ, 

X= (R — R') siny - R' sin—^-y, 

et l'on reconnaît que la projection de la courbe sur le plan xy ou sur 
le plan du plus grand parallèle de l'ellipsoïde de révolution qui la 
contient est une épicycloïde intérieure engendrée par un point d'une 
circonférence mobile de rayon R' qui roulerait sur une circonférence 
fixe de rayon R. Ce cercle fixe n'est autre chose que le plus grand 

parallèle, en vertu de la formule R = γ—-—/et l'angle y est l'angle que 

fait la ligne des centres des deux cercles avec l'axe des x. Appelons ψ 
l'angle que fait la même ligne des centres avec le rayon du cercle 
mobile aboutissant au point générateur de l'épicycloïde : on a évi-

demment ψ = y = et> en mettant pour y sa valeur en fonc-

tion de ζ, on obtient cette relation très-simple ψ = 2.ζ. 

On remarquera que, si ρ = ο, on a ^7 = 2 et y = o; l'ellipsoïde se 

change en une sphère, et la courbe devient un grand cercle de cette 
sphère. 

Lorsque ρ — 4, ona-;- 4> et l'épicycloïde, projection de la courbe 

sur le plan xjr, a pour équation ar3-t-
i
y3 = R®, R étant alors égal à f k. 

Quelle que soit la valeur de ρ, si elle est commensurable, celle du 

rapport — l'est aussi, et l'épicycloïde est une courbe algébrique qui 

revient à son point de départ après s'être reproduite un certain nombre 
de fois. La courbe elle-même qui répond à la question est une courbe 
algébrique; et, comme sa projection sur le plan xy ne change pas si 
ρ est remplacé par — ρ et ζ par — ζ, on voit que cette courbe se 
compose d'un nombre limité de courbes identiques, entièrement fer-
mées et situées sur un même ellipsoïde de révolution. Ces courbes 
identiques se réunissent deux à deux par une série de points de re-
broussement situés sur le plus grand parallèle de l'ellipsoïde; la Ion-
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gueur de chacune d'elles se trouve être indépendante de la valeur 
de ρ et égale à la circonférence de rayon k, car elle est visiblement 

égale à 4 Γ —— - — ^nk. 

Soit, en second lieu, k^> i. On changera k en — k dans les formules 
qui donnent χ, χ, ζ en fonclion de ζ, ce qui est permis, puisque cela 
revient à changer le sens dans lequel on compte les coordonnées po-
sitives; on aura 

X — ----- --COSÎI — p) 'C rCOSÎl -4- ρ) ζ, 

y =
 î(

7=7j *■(■ -/>)?+ jjrVpj
81,1

 '' -
h p] 

ζ = k sin ζ. 

On posera ensuite j =H + R', ^^+7) ~
 β

'> ~Ρ) £ =
 d

'°" 
l'on déduit 

_ X" R —f- R' ρ —1 R 2 

(1 Ρ)ζ ~ —? - - -
R
— ψ. 

Les expressions de x et y deviennent 

x = (R -4- R') cos© — R' cos —^7— ψ, 

y — (R + R') simp - R' sin ~r^·©, 

ce qui montre que la projection de la courbe sur le plan xy est une 
épicycloïde extérieure engendrée par un point d'une circonférence de 
rayon R'qui roulerait sur une circonférence fixe de rayon R. On trou-

vera d'ailleurs ψ = ^ ψ ~~~ = — aÇ; la courbe est encore algé-

brique si ρ est commensurable. 
On remarquera que, dans la même hypothèse, l'indicatrice sphé-

rique de cette courbe est une courbe algébrique dont l'arc indéfini 
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s'exprime par une fonction elliptique de deuxième espèce. Désignons, 
en effet, par x', y', z' les coordonnées d'un point quelconque de cette 
indicatrice, et par a son arc, compté à partir d'une origine arbitraire; 
on a évidemment 

χ' = cos 6 sin ζ, y' --- sin 5 sin ζ, z'-= cosÇ, 

et l'on en déduit 
da2 = άζ2 -t- sin2 ζ dû2. 

Mais on a aussi ô — $
0
 — ρζ, qui estl'équation en coordonnées polaires 

sphériquès de cette courbe, ou plus simplement 6 — — ρζ ~~ — ™ ζ, 

en posant ρ = ~ et admettant que 0 s'annule en même temps que ζ. 
Il vient donc 

x'= cos — ζ sin£, γ'— — sin —ζ sin ζ, z' — cos Ζ, 

équations qui déterminent une courbe algébrique. On a en outre 

t une courbe 
par suite 

da = \/n- —· sin2Ç dZ = i/14- l/i cos2ζ dZ, 

d'où, en faisant ζ = ^ -h ξ et supposant que l'arc a commence au 

point pour lequel Z = - ou ξ = ο, 

\/'
+
ïXV

i_
sTï

sin
'
ç

''
?!

' 

ce qui fait voir que l'arc a s'exprime par une fonction elliptique de 

deuxième espèce dont le module est — ou - p— Réciproque-

ment, toute fonction elliptique de deuxième espèce dont le module 

sera de la forme -^-ρ—-ι ρ étant un nombre commensurable quel-
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conque, pourra être représentée par l'arc d'une des courbes algébri-
ques dont il s'agit. L'équation θ = — ρ ζ montre d'ailleurs que ces 
courbes sont telles que le rayon vecteur ζ de chacun de leurs points 
est proportionnel à l'angle polaire correspondant 6. 

10. Nous signalerons, à cette occasion, une autre courbe algébrique 
à double courbure, dont l'arc indéfini s'exprime par la fonction ellip-
tique de deuxième espèce. Prenons les trois équations 

dx — kcospÇ sinÇrfÇ, djr ~ k sinρζ sinÇdÇ, dz = k cosÇάζ, 

où h et k désignent deux constantes quelconques, et ρ un nombre 
commensurable. En intégrant il vient 

V5 = ^ï=,-)COS(P- ÎSTTÏ
005

^+')?> 

hr = ϊ{^-ή sin (?--')«- «to(p + I)S. 

—g— — sin ζ, 

formules qui déterminent une courbe algébrique dont les divers points 
répondent aux valeurs attribuées à la variable indépendante ζ. Ou en 
déduit 

(* A °) "t" (r a· r') - 4(p -1)
2 +

 4[p + I)
J 2 (/>2 - ,) COS2 

ou bien, en remplaçant cos a ζ par ι — a sin2 ζ == j — a > 

\ A ) \ k ) 1 I—/»2v k ) (i—P2)'' 

équation d'un ellipsoïde de révolution ou d'un hyperboloïde de révo-
lution à une nappe, selon que ρ est moindre ou plus grand que l'u-
nité. La courbe est donc située sur l'une ou l'autre de ces surfaces. Or 
on trouve pour l'expression de ds2 

ds2 = (k2 sin2ζ -1- h2 θθ*2ζ^ζ2 = h2 (ι - sin2ζ) άζ2; 
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par suite 

S==H JV 

ce qui montre que, si ^ < i, l'arc indéfini de la courbe s'exprime par 
une fonction elliptique de deuxième espèce, ayant pour module 

\A-5-

11. Un second cas à examiner est celui où l'on poserait 

p COS 2 ζ 

a étant une constante donnée. On a alors / - sin ζ άζ — — sin ι ζ -+- C, 
par suite 

sinA = -A- ( — sin2Î -f- · 

En faisant C — o, on a simplement 

sin A = - cos£, d'où tangA — cos^ -. 

La formule (i3) devient 

J sin ξ \Ja7—cos2 ζ 

f* C0Si°sin*? ι ■ν'1 —βΙ 

et l'on en déduit, en faisant 0„ — ο, admettant que a soit moindre que 
l'unité, et posant s/ ' — a-= a\ 

α'θ = arc sin -τ—, 
ou bien 

sine = —.—· 

Tome XIX (2e série). — Décembre iS^. 56 
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Cette expression de sin ζ conduit aux suivantes : 

„ i/sin'a 0 — a" . a' cosa O a'2cosa'6dd 

et, en les substituant dans les équations (i4)» on obtient 

χ — x0 — αα ι Ι , ^=1 

r — r0 = «« I , — ; 

ζ — z„ = αα' Ι S ,_· 

Ce sont là les formules qui détermineront la courbe cherchée, après y 
avoir remplacé ρ par une fonction de 9 qu'on se donnera à volonté. 
Mais ce que nous voulons surtout faire remarquer, c'est que, lorsque 
ci est une fraction commensurable,' l'indicatrice sphérique, dont l'é-

quation est sin ζ = s^ve' est une courbe algébrique dont l'arc indéfini 

s'exprime par la fonction elliptique de première espèce. 
Chaque point M de cette indicatrice se trouve déterminé, sur la 

sphère qui la contient, par son rayon vecteur ζ et son angle polaire Θ. 

Or, pour 9 = i, le rapport devient quantité plus grande que 

l'unité; et pour 9 — ~i il est égal à a' qui est moindre que l'unité. 

Donc il existe une valeur de 9 comprise entre ι et ̂  et que je nomme 

9,, pour laquelle ce rapport sera égal à l'unité, et puisque sin ζ =
 sîtl^fl

 > 

on doit rejeter les valeurs de 9 comprises entre zéro et θ,, mais admettre 

celles comprises entre 0, et À chacune de ces dernières valeurs de 

9 répondront deux valeurs de ζ supplémentaires, et par conséquent 
deux points de l'indicatrice, ce qui montre que cette courbe est symé-
trique par rapport au grand cercle perpendiculaire à l'axe des z. Soit ζ

0 

un arc moindre que ^ et tel qu'on ait sinζ
0
 = a': aux valeurs de 9 
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comprises entre â, et ̂  correspondront des valeurs de ζ comprises 

entre - et ζ
0

, ou bien entre - et π — Ç
0

. Quant aux valeurs de 0 com-

prises entre — et ~ — 0,, elles redoniieront les mêmes valeurs de Ç; 

et comme ζ a la même valeur pour 0 = —,-, -t- λ et 0 = — -, — λ, 

il s'ensuit que l'indicatrice est symétrique par rapport au grand cercle 

passant par l'axe des z, que détermine la valeur 0 = ̂  · Cette courbe 

est entièrement fermée, et elle coupe le grand cercle perpendiculaire 
à l'axe des z en deux points déterminés par les valeurs ô = Θ,, 

Q — ~ — û, ; il est d'ailleurs facile de reconnaître que les tangentes 

en ces deux points sont perpendiculaires au plan de ce cercle, et 
qu'aux deux points répondant aux valeurs ζ = ζ

0
, ζ = π — ζ„ les tan-

gentes sont parallèles à ce même plan. On verrait encore que les va-

leurs de 0 supérieures à ̂  — Θ, donneraient une série de courbes égales 

à la première, mais situées différemment sur la sphère qui les contient; 
le nombre de ces courbes serait limité si a! était commensurable. 

Désignons par da l'élément de l'indicatrice : en différentiant l'équa-
tion de cette courbe, on obtient 

<e = 35=, 

valeur qui, substituée dans la formule 

da = \Ιάζ2-1- sin2 ζά62, 

donne 

^/sin2Ç— a'2 

Transformons cette expression de da en posant 

sin ζ = Î 
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et remarquons que l'on a : ι° ψ = ο pour la valeur ζ = ζ0 qui rend sin ζ 

égal à a'; a° φ = ^ pour ζ — en sorte que, si ζ varie de ζ
0
 à 

φ variera de ο à -· 
On trouve 

COSÇ=-=^L=, fon g^.···.-., 

„ j>. sinipcosçif(p a<j' sinç^tp 

par suite on a, pour la transformée de άσ, 

γ ι — a1 sin2<j> 

Il vient donc, en supposant que l'arc σ soit compté à partir du point 
pour lequel φ = ο, 

t/o V ι — ά1 sin2 φ 

ce qui montre que la valeur de p, au facteur a près, est égale à une fonc-
tion elliptique de première espèce, dont le module est cette même 
quantité a. Si l'on se donne réciproquement une fonction elliptique de 

première espèce on pourra la représenter par l'arc 

d'une des courbes algébriques que nous considérons, pourvu que le 
complément du module a soit une fraction rationnelle ou que ce 

module soit de la forme t/i — —■ 

Pour démontrer que, dans ce cas, les courbes sont algébriques, 

posons — = Θ'. L'équation d'une quelconque de ces courbes devient 

sin0'=-?-, d'où cos0' — ^S'n 5 · 

Or la relation — — Q' donne 

tangρ θ = tang^0'; 
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et, comme ρ et q sont des entiers positifs, si l'on exprime tangρ6 et 
tangq$' en fonction rationnelle de tangô, tang £?', on obtient l'équation 

ρ tangS — ■ ' —i~a3 tang'O -t- . . . 

ι — — tang20 -h nJ „ ,n —- tang'S — . . 

q tangS'— 1^- —tang3δ' 4-. .. 

" , _T?^)
 tan
g ^: 

où les numérateurs et les dénominateurs des deux membres sont com-
posés d'un nombre fini de termes. Appelons x',y\ 2' les coordonnées 
rectilignes d'un point quelconque de la courbe, il vient 

x' = cos θ sin ζ, f — sin θ sin ζ, s' = cos ζ, 
d'où 

tangS = sinÇ = \j 1 — z'2, 

sinô = > cos 5 —i / . -—? tangS — -- : _—· 

En remplaçant tang0 et tang6' parleurs valeurs en fonction de χ', γ\ 
z' dans la relation qui lie entre elles ces deux quantités, et remarquant 
que a'q = p, on obtient l'équation 

r _ (P — 1)(P — 2) F! _i_ 

1 1 1.2.3 ι — a'2 — z'2 

En y joignant l'équation x12 --i- jr'2 -f- z'2 = 1, c'est-à-dire celle de la 
sphère sur laquelle la courbe est située, on reconnaît que cette courbe 
est algébrique, puisqu'elle est représentée par ces deux équations. 
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10. Supposons enfin que l'on ait ^ == k, k étant une constante quel-

conque. 
On sait que, dans ce cas, la courbe est une hélice, ainsi que l'a dé-

montré, le premier, M. Bertrand à l'aide d'ingénieuses considérations 
géométriques ( Journal de Mathématiques, Ire série, t. XIII, p. 423), 
et l'on connaît aussi les démonstrations analytiques qu'en ont données 
ensuite MM. Serret et Puiseux ( Journal de Mathématiques, Ire série, 
t. XVI, p. ig3 et 208). Or on peut arriver promptement au même ré-
sultat au moyen des formules (10), (n) et (12), auxquelles on joindra 
la suivante : 

(i5) = - tangA—= - tangA ̂  - sinAcotç), 

qu'on déduit de l'expression de —donnée par l'équation (10) ; et 

l'on obtiendra, en outre, les coordonnées d'un point quelconque de la 
courbe en fonction de ζ par de simples quadratures. 

D'abord £ étant constant, l'équation (11) donne 

06) - cos ζ ·+- sinAsinÇ = C. 

Eu second lieu, considérons les deux quantités 

cos0 ̂  sin ζ — cosÇsinA^ -h sin θ cos A, 

sin0 ^ sin ζ — cos ζ sinA^ — cosQ cos Α. 

Il est aisé de reconnaître que leurs dérivées par rapport à ζ sont 
nulles. En effet : i° si l'on prend la dérivée de la première quantité, 

en mettant pour d, > —> — leurs valeurs determmees par les for-

mules (10), (i5) et (12), savoir: 

~r'~ s'n^cot?j = — tang A — sin A cotÇ^, 

dQ ~ tangA 
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on trouve pour cette dérivée 

S'n9sin"SA (;sing-cousin A) 

4- cos (5 |j? cos ζ 4- sin ζ sin A — cos ζ ̂  — sin AcotÇ^J 

— sin0 tangA (β — sin A cot A
 5 

2° on trouve de même pour la dérivée de la deuxième quantité 

cosfltangA/p . „ „ . Λ 

+ sin0 |j| cosÇ 4- sinÇ sinA — cosÇ ̂  — sinA cotÇ^ J 

4- cos0 tangA (β — sinA cotÇ^ — —^j—5 

et l'on vérifie que, dans ces deux résultats, les termes se détruisent 
mutuellement. Il vient donc, en désignant par C et C" deux nouvelles 
constantes, 

('7) cosô (β sin ζ — cos ζ sin Aj 4- sinô cos A — C, 

(18) sin0 ̂  sin ζ — cos ζ sin A^ — cos 0 cos A = C". 

On remarquera d'ailleurs que, si l'on ajoute les trois équations (16). 

(17) et (i8), après les avoir élevées au carré, on obtient 

(r9) C2 4- C'2 4 C"2 = i + t 

ce qui montre que, des trois constantes C, C', C", deux seulement 
restent arbitraires. 

Cela posé, on a, en désignant par a, β, y les angles que fait la tan-
gente de la courbe avec les axes coordonnés, 

cosa cos0 sinÇ, cos|3 — sin0 sin ζ, cosy ~ cos ζ. 
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Si l'on multiplie les premiers membres des équations (16), (17) et 
(r8) respectivement par cos'Ç, cos 0 sin Ç, sin0 sin£, et qu'on ajoute les 

produits, on trouve pour somme £· Donc on a aussi 

C' cos a -h G"cos/3 -h C cosy = 

ou bien, en posant posât/= . cos6'— . ..—τ 

cosy' -= ̂  +
 et ayant égard à la formule (19), 

cosa cosa' -t- cos/3 cosj3' -+- cosy cosy' = —- r 

ce qui prouve que la tangente de la courbe fait un angle constant avec 
la direction déterminée par les trois angles ai, β', y', c'est-à-dire que 
cette courbe est une hélice qui coupe, sous un angle constant, les 
génératrices d'un cylindre parallèle à cette même direction. 

Réciproquement, si la courbe est une hélice, le rapport - est con-

stant; car, si l'on prend l'axe des ζ parallèle aux génératrices du cy-
lindre sur lequel l'hélice est tracée, l'angle ζ sera constant, et l'on aura 

c/ζ = o; par suite £ sera aussi constant, puisque l'équation (7) devient 

= cotï. Γ 
Cherchons maintenant les équations de la courbe daus l'hypothèse 

d'axes rectangulaires quelconques. Si l'on multiplie l'équation (17) 

par cos0 et l'équation (18) par sinâ, puis qu'on ajoute les produits, 
on obtient 

G'costf + C"sin0 = - sin ζ — cos ζ sin A, 

ou bien, en mettant pour sin A sa valeur donnée par la formule (11), 

C' cos0 -h C"sin0 = (- — CcosÇ) > 
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équation qui détermine l'angle θ en fonction de ζ. Mais il vaut mieux 
se servir des expressions suivantes, tirées des mêmes équations (

r
7) 

et (18), 

C ( — sinÇ — cost sin A) — C"cosA 

C cos A H- C" ( — sin? — cos ζ sinA) 

Si l'on met pour sin A et cos A leurs valeurs, on trouve, pour le déno-
minateur commun, 

^sinÇ — cosÇ sinA^ ·+· cos2 A 

=SFS [(r -
 c cos ç

)
! + sin!? - (c - £ »»ε) '] 

=

ΫΈΞ (S
 SÎQ2Ç _ CS SI"ÎÇ + SIN2Ç) 

= ι + 4 -G2 

= C'2+C"2; 

par suite, 

C'( t —Ccos%] — C" i /sin3 ζ — (C— £ cosçV 

C"U —CCOSK) + C' γ/ώά3^-7c—yëos^ 

Il ne reste plus qu'à porter dans les équations (i4) les valeurs de 
Tome XIX (a* série). — Décemm 1874. 57 
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CQSA, cosSsini, sinSsinÇ, ce qui donne 

(20) 

/C'(t — Ccos?) Ί 

/C"(£ — Gcosç^ ■ 

^ /* ρ sin? cos? rf? 

Dans ces formules, - devra être remplacé par A, et ρ par sa valeur 

en fonction de ζ, qui est censée connue. Elles donnent les valeurs 
de x, y, z en fonction de ζ, en supposant qu'on ait déterminé les in té-, 
grales qui y sont contenues ; par où l'on voit que la détermination des 
équations de la courbe cherchée est ramenée à ne dépendre que de 
simples quadratures. 

Supposons ρ constant, ce qui exige que r le soit aussi, puisque 

γ = k. Prenons pour axe des χ une parallèle aux génératrices du cy-

lindre sur lequel l'hélice est tracée : on aura 

cosa'=i, cos/3'=o, cosy'=o, 
par suite, 

C=y/i + £. C"== o, C = o. 

Les expressions de x — x
01
 y— y

0
, z — z

0
 deviennent 

: i 77+4, C^O, C = O 

j-ro = £co 
sç, 

" PJ </1—G" cos2? ~ C-V1 ^COÎ>i' 
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et, en faisant la somme des carrés des deux dernières formules, on 
obtient 

Ο'-.Γο)2-*- (*- zo)2= §T> 

ce qui démontre que le cylindre dont les génératrices sont coupées par 
l'hélice sous un angle constant est un cylindre de révolution dont le rayon 

de la base est |:Ou—'—
:
 - C'est M. Puiseux qui, le premier, a traite 

le cas où les rayons des deux courbures sont constants, et a fait voit 
que la courbe est une hélice tracée sur un cylindre de révolution 
( Journal de Mathématiques , Ire série, t. VII, p. 65). 

On remarquera encore le cas particulier où r=ac , ρ étant une 

fonction quelconque de ζ. On a alors j = o, C2 4- C'2 4- C"2 = 1. et les 
formules (20) deviennent 

CC' C" f . ... 

1 ~ J'" ~ C'24-C"J y/
s
in2Ç — C2 C^+C"\J ? sm^ d- ■■ 

/pc 03ζ8Ϊηζίίζ 

Or ces équations, multipliées respectivement par C', C", C, et ajoutées 
ensuite, conduisent à l'équation d'un plan, savoir : 

G(x — x0) -f- C(jr — y
0

) 4- C(z — s
0

) = o. 

On vérifie donc que la courbe est plane lorsque le rayon de torsion 
est infini. 
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