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De la détermination, sous forme intégrable, des équations des
courbes dont le rayon de courbure et le rayon de torsion sont

liés par une relation donnée quelconque;

Par M. H. MOLINS.

1. Nous nous propesons de montrer que, par un choix convenable
de la variable indépendante, on peut toujours ramener aux quadra-
tures la détermination des courbes dont les rayons de courbure et de
torsion sont des fonctions données de cette variable; et cette re-
cherche comprendra celle des courbes dont les deux rayons sont liés
par une relation donnée quelconque, car a cette relation on n’aura
qu’ joindre une autre relation, prise arbitrairement entre ces rayous
etla variable indépendante, ce qui déterminera le rayon de courbure
et le rayon de torsion en fonction de la méme variable.

Considérons une courbe quelconque rapportée 4 frois axes rectan-
gulaires, et désignons par ¢ son angle de contingence, par  son angle
de torsion, par p son rayon de courbure et par r son rayon de tor-
sion. Les quantités ¢ et » sont données par les formules suivantes :

_ dr\2 dy\2 dz\ 2

e=y/(25) + (¢%) + (@)

:—';ds”::dx(dzjd%——dzzd’y)—i—dj(d“’zdsx—-dzxd“z)
+dz(d*x d*y — d*y d* x).

Nous supposerons d’abord que P'on prend P'arc s pour variable indé-
pendante; posons

dz dy dz
&=

Tome XIX (2¢ série). — DrceMere 1874. 54
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les formules précédentes deviennent

0 =BT

I o t(d” d*ee dw (l’ﬂ)

(dw du  du tl’w) (du dv v d’u)
. 2

2. Les trois quantités z, v, w élant lides par la relation
U=,

on peut les exprimer en fonctions de deux nouvelles variables 6 et &,
comme il suit :

u=cosfsing, v=sinfsing, w = cosl.

sy e d ’ ‘ .
On en déduit tangf =-2 = jg, de sorte que 0 est 'angle formé avec

le plan z par le plan conduit suivant la tangente de la courbe paral-
lélement & I'axe des z; quant & 1'angle &, c’est 'angle que fait la méme
tangente avec I'axe des z. La différentiation de z, ¢, w donne ensuite

du =—sin0sinf df + cosf cost dg,
dv = cos@sing df + sind cosZ dg,
dw = — sinf d¢,
d*u = —cos@sing df* — 2sinf cosg df dt
— sinfsing d*0 — cosf sing d¢® -+ cosf cosZ d?¢,
d?®y = — sinf sin& d? + 2cos0 cosgd6 dg )
~+ cosf sing 426 — sinf sin§ d§? + sinf cost d?¢,
d*w = — cos{ dg* — sin& d2¢.

On trouve alors

du® + dv* + dw?® = d¢* + sin? ¢ db?;
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. € I
par suite, en rewplacant — par - dans la formule (1),

/ I ag . g ,.dE
(3) ;= o5 T+ sin?f o

PP ds
3. Quant a la formule (2), elle peut se mettre sous la forme

dw dv\ du du dw\ d?v dv du\ d&*w

I ®
4) z&= ("ds —“’:/;) P (Wz—“zr)a? + ("3?-":5)‘@"

Or on obtient

dw dv . . dy . di . de
O — —_— = 2r = — C— —
- — W sinf sin C% cosC(cos@ sing— + sing cosc‘;ds)
o pdt . 8
= sm@z —cosf smgcosga,
w® _ 0% = cosgsine Lt ¢ ind sing 22 ¢ (l?;)
7 =5 = in*g—= +cosg|{ —sin sing —- -+-cos cosc}ds-
_ g o db
= cos&z — sin@ sin§ cos§ 5!
do du . . d . dt
S — Vo= cosf smC(cosG snga -4-sinf cosgg)

. . . . L db d . 10
— sinf sm§(— smesmgz +cos@cos§d—-—f) =sin?g S

b
ds

ssions qui, jointes a celles de diu die dw font prendre a
egpressions qui, ] S e 2 g de p au

second membre de la formule (4) la forme suivante :

., d? . dg dy . &
(cose sing —= + 2sinf cosg — — + sing sin§ —=
. de a3

-+ cosf 5}115 i cos@ cosga—z)

.t e do
< (smez + cosf sinf cosg Z)

e, de? de dt ., d%0
+ (— sing sing — + 2c0s0 cosE— — + cosf sing —

. ., dr . dz
— sinfsin{ — + sing cosgz-;)
de . . df ag .o dt\ . ., db
b (cos@;;—— sinf sing cos§ Z’E)— (cosC—a;S—2 + smE_i-{-lF> sin®*g 70
4..

Ut
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ou bien, toutes réductions faites,

2cos§i, ((If:—f- sm'gg?c %ﬁ + sin?g cosc‘;j— sin Cd dsz
La formule (4) elle-méme devient
é :—;- 2¢os jz ‘féz-n-smcjf 12+qxn2gcos<‘; -—sin@% %
ou bien
' 20
(5) {% = szl_i 2cos§(2—§: + sin?,'szié ‘fi_‘;_‘l_ sin3¢ cos'g% — sintj%
ds /

Or la formule (3) donne

S | 5 dE
(6) ersinc\/*—(} Z

d’onr

. € @t dp 4

2o ' 2de (o de | . dp\ ds\'de ' dsads

=il oA VRl ,zz(f’c"sgtzz"‘smczg —= ———;Zg,'
] sm'c_\/r——p I

En substituant ces expressions dans la formule (5), on trouve

© __°P

del 1 ) G d2z dy dp
— P . —_p2 2y — — -
ds 7 sing I—p ds* | o? cosg p sing (P ds? + ds ds

., dg d3y dp ﬁ)
_Psmcd—s’ (p-—— -+ =

ds? ds ds
- a4
) P s ds*
drg  dt 4
1, [T LT P(PEE;—FtZ;di)
_-{;\/I—p—d;; cotf — It
Sl

_ de: a2 dt dp\T,
== (- )t — oo T + 7 %)
P‘\/l—pzﬁ - . )
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Remplacant enfin (% par %7 il vient

f\
o |

{ bt J{ _ 2% Y P I AN R
) r_\/ ac [([ p dst colg p Pds‘ + ds ds

=

Si p et rétaient donnés en fonction de s, I'équation (7), qui suppose
que s a servi de variable indépendante, serait une équation différen-
tielle du second ordre a deux variables s et £, dont I'intégrale ferait
connaitre la quantité £ ; et, quant 3 la quantité 6, sa détermination se
rameénerait 2 une quadrature, au moyen' de I'équation (6). Mais il
importe de changer de variable indépendante, en prenant pour nou-
velle variable 1a quantité §, c’est-a-dire I'angle que fait la tangente de
la courbe cherchée avec I’axe des z, et en admettant que p et r sont
des fonctions données de &. Nous déterminerons ensuite 0 et, par suite,
&, 7, z en fonction de &, ce qui fera connaitre les courbes qui ré-
pondent aux expressions de p et r; d’ailleurs I’une des deux relations
qui lient p et r & § pourra étre remplacée par une relation, prise arbi-
trairement entre p et r, de sorte que nous aurons obtenu les courbes
dont le rayon de courbure et le rayon de torsion sont liés par une rela-
tion donnée quelconque.

4. Soient HK une quelconque des courbes cherchées, MT la tan-
gente en un point M, pris arbitrairement sur cette courbe, MN Ia nor-

male principale, MZ une paralléle menée par le point M a Paxe des z.
Considérons un triangle sphérique ABC tracé sur une sphére ayant pour
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centre le point M et pour rayon unité; il vient

cosa = cosb cosc + sinb sinc cosA

. . ki3
ou bien, puisque ¢ = et b=¢g,
cosa = sin{ cosA,

Mais a étant 'angle que fait le rayon de courbure avec I'axe des z, et

1 . y dz
cos étant égal 4> on a par une formule connue
cosa= £ dcosg.
ds

Egalant ces deux expressions de cosa, et remplacant dcosf par
— sing d%, on trouve

(8) CcosA = — p%,

. .x ( . )
ce qui montre que la quantité —p (d—% est la valeur du cosinus del'angle

que fait le plan osculateur AMB de la courbe HK avec le plan AMC
mené par la tangente MT parallélement 4 I'axe des z. D'ailleurs la nor-
male principale MN étant perpendiculaire & la droite MT, intersection
de ces deux plans, on voit que cet angle A est le méme que Pangle
formé par le rayon de courbure avec le plan AMC, lequel est tangent
en M au cylindre passant par la courbe HK et dont les génératrices

sont paralléles & I'axe des z.

3. La relation (8) donne

. g . a: dp d dcosA
\/I—p-—d—ii;—smA, C+ pde oA,

Pazg T asds a5

par suite ’équation (7) devient

g_ 1 s g dcosA
= Tk (sm AcotE+p——
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ou hien

[ , 4 rlcosA_
(9) - = sinA cot§ -+ Sk ds

Mais, puisque la quantité § sert maintenant de variable indépendante,

on posera .
dcosA _ dcosA d

ds a ds’
. dg 1
ou bien, en vertu de la formule o= —;cosA,
dcosA 1 dcosA . dsin A
= — = cosA = —sinA ——-
ds P dg P as

La relation (g) prendra dés lors la forme

d s . .
(10) —jl—l;-“—&—l—smA cotf =

3

NI

et comme p et r sont, par hypothése, des fonctions données de &, on
voit que I’équation (10) est une équation différentielle linéaire du pre-
mier ordre, & deux variables { et sinA, dont I'intégrale est

sin A = e—Jeottal [C + fﬁ efcol(dﬁd;] R
r

C étant une constante arbitraire, ou bien, en remarquant que

e_fcos{dl _— elsint = sin g’

(r1) sind = =[G+ [Esingaz]-

sing

6. L’angle A se trouvant déterminé, I’angle 6 s’ensuivra, car I'équa-
tion (6) donne

di  sinA
ds e sing’
. db b ¢ I 170]
ou bien, en posant — = EE= ) cosA =
I d6 sinA
—_ ; cosA :i'z = PSTE’
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d’ou

d9 tangA
(I 2 ) . d_ sing :

On a donc, en désignant par §, une nouvelle constante arbitraire,

([3) ‘ 6—9 __ftangA

sing

formule ot tang A devra étre remplacé par sa valeur en fonction de ¢,
déduite de la formule (r1).

On remarquera que, d’aprés les formules (11) et (13), les valeurs de

A et @ ne dépendent que du rapport 3, quelles que soient les valeurs
de p et r en fonction de §.

7. La valeur de 0, substituée dans les expressions de u, ¢, w, fera
d_y‘ dz
connaitre les quantltes Z° 7° 7 quon remplacera par les expressions

suivantes :

dz cosA dzr dy cosA dy dz__ cosAdz .
P2 p 48 ds . g dt a5 ap
on aura

dz I -

7 =" o cosf sing,

A sinf sin& ‘

dazg cosA ?

cd p

dt "~ cosA cosg,

d’ou, en représentant par x,, ¥,, 2, trois nouvelles constantes arbi-
traires,

[ x—xo=—fcof;Acose sinfdg,
(14) ¥ =% =—fcoPAsine sing dt,
z — zo=-—fcosAcos?;d§.
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Ces équations, donnant les valeurs de x, y, z en fonction dela variable
indépendante £, déterminent une quelconque des courbes cherchées.

. . tangA ,.
8. On remarquera que, si 'on pose ~S—‘.h-c——a’5 = F(g), la for-

mule (13) donne
6 —6,+F(f)=o,

ce qui est '’équation, en coordonnées polaires sphériques, de I'indica-
trice de la courbe dont il s’agit. Considérons, en effet, une sphére d’un
rayon égal 4 I'unité, qui aurait pour centre l'origine des coordonnées,
et, de ce centre, imaginons que ’on méne des paralléles aux diverses
tangentes de la courbe : le lieu des points oti ces paralléles rencontrent
la surface de la sphére est ce qu’on nomme I'indicatrice sphérique. Or,
en prenant pour pdle le point ou la partie positive de I'axe des z ren-
contre cette surface, el pour axe polaire le grand cercle déterminé par
le plan xz, il est clair que 9 est I’angle polaire et § le rayon vecteur
d’un point quelconque de I'indicatrice.

9. Appliquons ce qui précéde i 'examen de quelques cas remar-
quables.

En premier lieu, déterminons f en fonction de ¢ par la condition

qu’on ait ,

tangA = psing,

p étant une constante donnée; la formule (13) devient
6 =0, — p&-

Les valeurs de sinA et cosA en fonction de § sont alors

sin 1
__..P._._.__c. s COSA = —— -——s)
Vi -+ pisinig T + p*sin®¢

sinA =

et il vient, en vertu de la formule (11),

ﬁm:ﬁ:(}-{—f-’gsin'gd'g,
P2 1 2

Tome XIX (2° série). — Dgcempre 1874,
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d’ott 'on déduit par la différentiation

p _ pcost(z + p? sin’t)

3
(1 + p*sin®t)?

Mais il importe de remarquer que cette valeur de f ne donne, en

effet, tangA = psing, qu'en supposant que la constante C recoive une
valeur particuliére. Or on a

sinh= [0 [Ee e ramta,

sin e
¢ (1-- p?sin’t)®

ou bien, en effectuant I'intégration indiquée au second membre,

. 1 p sin?®g
sinA= — |C+ =2
. sing ‘: - Vi +p? sin"t;] ?
s . ) . . . ’ o . psing
et 'on voit qu'’il faut faire C = o péur qu’on ait sinA = 22— _.
V1 -+ psin®g

Maintenant les formules (14) deviennent, en y mettant pour 6 et
cosA leurs valeurs,
ax—x,=— fpsinfcos(6, — pL)y1+ p?sin?¢de,
¥ — Yo =—fpsing sin(6, — p&) V1 + p*sin®*¢ d¢,
5 — %= — fpecosty1+ p*sin®Edg.
La quantité p restant une fonction indéterminée de g, il est permis de
poser p = kcosA, /£ étant une constante particuliére, ou bien
2

p= Vr -;p’ sin’g,

d’ou
o o A.?
pPcos*l =1+ p* — L

'expression de ;E devient

(VP
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Telle est, dans ce cas, la relation qui lie p et r. On remarquera que p est

k
VI p?
A.
valeur p = Vomrre on en conclut que la courbe est nécessairement a
I+ p?
double courbure. En mettant pour p sa valeur en fonction de &, on
obtient

compris entre k et . en outre, r ne devenant infini que pour la
b H

x — ay = — kfsingcos{6, — p&)dg,
F— o = —kfsing sin(f, — p§)dg.
3 — By = -—kSinc,

et, en effectuant les intégrations,

x"xo=2(—f;‘,;)c°s[(1 )§+90]+2(A+ cos[(1+ p) §-—6]

k
7= 70 = gy S0l(0—P) S + 00) — 557 sin [+ p)§ — Gol,

2z — %Z,= — ksing.

On voit d’abord que les valeurs de & — x, et 7 — 7, ne changent
pas quand on change p en — p, pourvu qu’on change en méme temps
¢ en —¢, ce qui est permis, puisque § sert d’indéterminée; mais
z — z, change de signe sans changer de valeur numérique. Donc la
courbe répondant 4 une méme valgur de p, prise avec le double signe ==,
est symétrique par rapport au plan mené par le point (z,, ¥,, %) pa-
rallélement au plan xy. Des formales précédentes on déduit

& i e 2s
(2 = %o+ (7 =7 of' = g—pp + g pr T S

ou bien, en remplagant cos2f par 1 — 2sin*g ==1 — = (g — z,)%

R

T—p =P

(-2 +(ry— M'-L

ce qui monlre que la courbe qui répond 4 la question est située sur uu

ellipsoide de révolution ou sur un hyperboloide de révolution 4 une
R&
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nappe, suivant que p est moindre ou plus grand que I'unité. Cette sur-
face a d’ailleurs pour centre le point (X, 705 %), et son axe est paral-
lele 4 T'axe des z.

Quant a Pare s de la courbe, il est déterminé par la formule (8), qui
donne 1 = — £ j—f- On en déduit, en remplacant d¢ par sa valeur en
fonction de z et dz,

kd
dS = _.;f:_:!
Vi—(s—a)

puis, en intégrant et supposant que Varc s commence au poiot pour
lequel z = z,, '

. Z— 3,
§ = karcsin ——.
On voit donc que I'arc indéfini s s'exprime exactement au moyen d’un
arc de cercle.

Transportons I’origine des coordonnées au point (xy, 7, 2,), et,
pour ne pas changer les notations, continuons i désigner par x, 7, 3
les coordonnées d’un point quelconque de la courbe; si nous prenons
en outre pour nouveau plan des xz le plan passant par Paxe des z et
faisant avec 'ancien un angle égal 4 6,, ce qui revient & faire §, — o

02 CCQ ) 7

les trois équations qui déterminent ces coordonnées deviennent

k .k
X == m COS(I '—'P) ;(:‘— 2-(T—E'_P_) COS(I+P) g,
k . k . R
r= 2i=p) sin(1— p)¢ — 2(1_+17)51n('+p) g,
z = — ksinZ.

Admettons que p soit positif, et soit d’abord p <1.Posons

k _ ’ k Y .
20—~ BT sy =R (—pE=y,
d’ott 'on déduit

R= k R—R 1+4+p R __ 2
T a—p? R T i—=p W™ 1—p

" L i+p -~ R—FR
(I lp)g'—l_P(fJ“' R (,g'
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Les expressions de x et J se présentent sous cette forme :

x=(R— R')cosp + R’cos}{—;,?l— ,

r

J=(R —R)sing — R'sin P—‘—%Ego,

et on reconnait que la projection de la courbe sur le plan xy ou sur
le plan du plus grand paraliéle de Pellipsoide de révolution qui la
contient est une épicycloide intérieure engendrée par un point d’une
circonférence mobile de rayon R’ qui roulerait sur une circonférence
fixe de rayon R. Ce cercle fixe n’est autre chose que le plus grand

paralléle, en vertu de la formule R = »'et 'angle ¢ est angle que

I — 2
fait la ligne des centres des deux cercles avec Paxe des . Appelons ¢
Pangle que fait la méme ligne des centres avec le rayon du cercle
mobile aboutissant au point générateur de I'épicycloide : on a évi-

R 2
demment ¢ = = ¢ = ;_ip; et, en mettant pour ¢ sa valeur en fonc-

tion de &, on obtient cette relation trés-simple ¢ = 2¢.
. R s
On remarquera que, si p = o0, on a &; = 2 et y = o; I'ellipsoide se
change en une sphére, et la courbe devient un grand cercle de cette
sphére.
R ;o - ..
Lorsque p=4%, ona 7 = 4, etT'épicycloide, projection de la courbe

2 2

sur le plan xy, a pour équation x%—k- _y%: R3, R étant alors égal 3 4k,

Quelle que soit la valeur de p, si elle est commensurable, celle du
ER—, I'est aussi, et I’épicycloide est une courbe algébrique qui
revient 2 son point de départ aprés s’étre reproduite un certain nombre
de fois. La courbe elle-méme qui répond 4 la question est une courbe
algébrique; et, comme sa projection sur le plan xy ne change pas si
p est remplacé par — p et § par — ¢, on voit que cette courbe se
cempose d'un nombre limité de courbes identiques, entiérement fer-
mées et situées sur un méme ellipsoide de révolution. Ces courbes
identiques se réunissent deux 4 deux par une série de points de re-

broussement situés sur le plus grand paralléle de Vellipsoide; la lon-

rapport
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gueur de chacune d’elles se trouve étre indépendante de la valeur
de p et égale a la circonférence de rayon %, car elle est visiblement

égalea 4 f

Soit, en second lieu, £>>1.On changera k en — % dans les formules
qui donnent x, 7, z en fonction de §, ce qui est permis, puisque cela
revient 4 changer le sens dans lequel on compte les coordonnées po-
sitives; on aura

= ank.

— 3

== -A--—f—--cos(r —p)E— o -—5cos(| 7—+- P&,

(7= e
k k .
VT sm([ )§—l~2([;‘_——1—)5sm(1 +p)&,
z = lssm(‘_.’.
k e 14 k 7 \ 9 _t
On posera ensuite TR R+ R, S =R, (1—p)f=¢,don
I'on déduit )
Re o, BB _pix R _ 2 |
pr—1 i p—1 R p—1
: N pi1 R R

Les expressions de x et J deviennent

!
xX = (R - R') CosQ — R’ COSR—_B'-}E".’D,

' ) . RN
= (R + R') sing — R'sin—:—o,
ce qui montre que la projection de la courbe sur le plan xy est une
épicycloide extérieure engendrée par un point d'une circonférence de
rayon R’ qui rouleralt sur une circonférence fixe de rayon R. On trou-

2
vera dailleurs ¢ = &7 ,o _?I = — 2{; la courbe est encore a]ge-

brique si p est commensurable.
On remarquera que, dans la méme hypothése, l'indicatrice sphé-
rique de cette courbe est une courbe algébrique dont I’arc indéfini
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s’exprime par une fonction elliptique de deuxiéme espece. Désignons,
en effel, par &, »”, 2’ les coordonnées d’un point quelconque de cette
indicatrice, et par ¢ son arc, compté a partir d'une origine arbitraire;
on a évidemment

2'=cos0sin{, y'==sinfsing, z'= cos,

et Von en déduit
de® == dg® - sin®¢ d6?.

Mais on a aussi § =6, — p&, qui estl’équation en coordonnées polaires
m

—

n -

~

sphériques de cette courbe, ou plus simplement § = — p{ == -

en posant p = 1";— et admettant que 6 s’annule en méme temps que &.

1l vient done

m . . e . m ., . o
= cos —{ sing, y’:_-sm-;‘—gsmg, s’ = cosg,

équations qui déterminent une courbe algébrique. On a en outre

w=~§¢,

par suite

da:\/l—f—z:—:sin‘z'gdcz \/I—!——\/

* . T P
d’ot, en faisant § = ~ + & et supposant que I'arc ¢ commence au

point pour leql.lel ¢ = zou £ =o,

TR [k ;
m m ) .
_.\/1—1-”,‘j0v \/1—)n2+’l:51n ¢ dE;.

ce qui fait voir que 'arc ¢ s’exprime par une fonction elliptique de

ou -, “-—-. Réciproque-
\/mz+ n? \/I prod

ment, toute fonction elliptique de deuxiéme espéce donl: le module

deuxiéme espéce dont le module est —:

sera de la forme —"—, p étant un nombre commensurable cuel-

\/I -—!—-1)‘
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conque, pourra étre représentée par ’arc d’une des courbes algébri-
ques dont il s’agit. L’équation § = — pZ montre d’ailleurs que ces
courbes sont telles que le rayon vecteur § de chacun de leurs points
est proportionnel 4 1'angle polaire correspondant 6.

10. Nous signalerons, 2 cette occasion, une autre courbe algébrique
a double courbure, dont Varc indéfini s’exprime par la fonction ellip-
tique de deuxiéme espéce. Prenons les trois équations

dx = kcosp§ singds, dy = ksinp{singdg, ds = hcos{dy,

ou % et k désignent deux constantes quelconques, et p un nombre
commensurable. En intégrant il vient

T—Z r e — Y s

y P cos(p —1)¢ S cos(p --1)&,
Y=o __ _ I S e S ,

T e sin(p--1)¢ ) sin(p +1)¢,
z;zo -”-‘-‘Si-nc,'

formules qui déterminent une courbe algébrique dont les divers points
répondent aux valeurs attribuées i la variable indépendante {. On en
déduit
T — Ty \? ¥ —Ya\? | 4 X |
= -+ — cos2
( k ) +( k ) (e

. . 9. Z— Z3\?
ou bien, en remplacant cos2f par 1 — 2sin*{ =1— 2 ( ") >

kb

z—Z, 2+ ¥ —5% 2_{_ I z2— 3 2= I ,
3 k i—p\ k (1—p?)p?

équation d’un ellipsoide de révolution ou d’un hyperboloide de révo-
lution 4 une nappe, selon que p est moindre ou plus grand que I'u-
nité. La courbe est done située sur 'une ou I’autre de ces surfaces. Or
on trouve pour l’expression de ds?

ds® = (k*sin?¢ -+ b? cos?g)dg? == I (r — "2; = sinﬁi) dc*;
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—5
s:]zf\/l— o sin* L dg;

. . K s 1rp s .
ce qui montre que, si - <1, I'arc indéfini de la courbe s’exprime par

par suite

une fonction elliptique de deuxiéme espéce, ayant pour module
A2
[— F'

11. Un second cas 4 examiner est celui out 'on poserait

p c052%
- = e b}
r asing

aétant une constante donnée. On a alors f £ sin{df = -;—a sinaf -+ C,

par suite

. r {1 .
sinA = — (—sin2§ + C)-
sus \2a

En faisant G = o, on a simplement

cost

- X . s _
sinA = - cost, d'ou tan A= — —-
a 27 8 ‘/aﬂ——cos’c

La formule (13) devient

== [

smt} Var— cos‘§

sm2 b ¢ 1 —a?
C == are sin ~—/———— ?
2 Vi—a& sing
smt;

et V'on en déduit, en faisant 6, = o0, admettant que a soit moindre que

V'unité, et posant {1 — a*=a’,
'
. a
a'G = arcsin —
sing
ou bien
sing = sina’0

36

Tome XIX {22 série). — Dicemore 1854.
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Cette expression de sin§ conduit aux suivantes :

Vsinra'o — o a’ cosa’d a'*cosa’ 0dd
== ——3  COSA = ———»s df = — - ey
sine’9 asina’'® sina’ 0 \/sm’a'e —a'?

et, en les substituant dans les équations (14), on obtient

r— aa’ pcosfdd
X = Lo = - s
sina' 0 \/sin?a’8 — a'*

. sinfdb
7 —7%o ——aa“f. E—
S

p——
ina’0 \/sm’a‘e —a'’?
’ pdé .
2 — B, == aAa 5 .
° : fsma’e

Ce sont la les formules qui détermineront la courbe cherchée, aprés y
avoir remplacé p par une fonction de 6 qu’on se donnera 4 volonté.
Mais ce que nous voulons surtout faire remarquer, c’est que, lorsque

a' est une fraction commensurable, 'indicatrice sphérique, dont I'¢-
al
qualion est sinf = ——, estune courbe algébrique dont I'arc indéfini

s'exprime par la fonctlon elliptique de premiére espéce.
Chaque point M de cette indicatrice se trouve déterminé, sur la
sphére qui la contient, par son rayon vecteur § et son angle polaire 0.

l
Or, pour 6 =1, le rapport —— dev1ent S’ quantité plus grande que
I'unité; et pourf = — 27 lest égal aa qui est moindre que I'unité.

Donc il existe une valeur de 6 comprise entre 1 et ;’i—, et que jenomme
6 laquell gal 2 'unité, et puisque si ad

our laquelle ce rapport sera égal 4 I'unité, et puis ing = —

1np q C pPp 8 ) el puisques § sina’0’

on doit rejeter les valeurs de § comprises entre zéro et §,, mais admettre

celles comprises entre 6, et A chacune de ces derniéres valeurs de

6 répondront deux valeurs de ¢ supplémentaires, et par consequent
deux points de V'indicatrice, ce qui montre que cette courbe est symé-
trique par rapport au grand cercle perpendiculaire 4 I’axe des z. Soit &,

un arc moindre que ; et tel qu’on ait sing, = a’: aux valeurs de §
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comprises entre 0, et ;%, correspondront des valeurs de ¢ comprises
entre g et §,, ou bien entre ;5 et = — £,. Quant aux valeurs de 6 com-

. T k9 A
prises entre — et — — 9,, elles redonteront les mémes valeurs de &3

T

et comme ¢ a la méme valeur pour § = —; +-2etf = ==
2a 2a

il s’ensuit que l'indicatrice est symétrique par rapport au grand cercle
passant par I'axe des z, que détermine la valeur § = ;7:;, Cette courbe

est entiérement fermée, et elle coupe le grand cercle perpendiculaire
a l'axe des z en deux points déterminés par les valeurs 6 = 0,,

6 = ‘% — 6,; il est d’ailleurs facile de reconnaitre que les tangentes

en ces deux points sont perpendiculaires au plan de ce cercle, et
qu’aux deux points répondant aux valeurs § = §,, & =7 — g, les tan-
gentes sont paralléles 2 ce méme plan. On verrait encore que les va-

r_ s b T a y_ . r
leurs de 6 supérieures a —; —§, donneraient une serie de courbes égales

4 la premiére, mais situées différemment sur la sphere qui les contient;
le nombre de ces courbes serait limité si @’ était commensurable.

Désignons par do I'élément de P'indicatrice : en différentiant I'équa-
tion de cette courbe, on obtient

dy — — oSt

sink y/sin?f — &’
valeur qui, substituée dans la formule

do = @+ s L e,

donne

Transtormons celte expression de do en posant

al

sin ; LR 3
yYcos?p - a'*sin’y
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et remarquons que I'on a : 1° ¢ = o pour la valeur § = ¢, qui rend sing
™

y Y T T . . [
égal A a'52°9 = 5 pour £ = -5 en sorte que, si ¢ varie de &, 2 ~

pe T
@ variera de o0 -
2

On trouve
a cos ——— 7 - aa'sin
cos§ = f ., sin®f —at= —SEERR
cos’g -+ a'*sin’p Vcos’s -+ al’sin’y
aa’ singdg

*a’ sin ¢ cos pd ,
cosgdg = = PR de = TR
(cos’p + a'?sin*g)* cos’y sy

par suite on a, pour la transformée de do,
ady

f\/ I — a?sin’g

11 vient donc, en supposant que I’arc ¢ soit compté & partir du point
pour lequel ¢ = o,

de ==

? df,

—
/o \1I-— a?sing

ce qui montre que la valeur de p, au facteur a prés, est égale 4 une fonc-
tion elliptique de premiére espéce, dont le module est cette méme
quantité a. Sil’on se donne réciproquement une fonction elliptique de

21 t ? tl?
o Y1—a? sin’g

Tsg=a

» on pourra la représenter par l'arc

d’une des courbes algébriques que nous considérons, pourvu que le

complément du module  soit une fraction rationnelle %, ou que ce

2
modaule soit de la forme \/ I— '—';;-
Pour démontrer que, dans ce cas, les courbes sont algébriques,

posons %9 = §'. L'équation d’une quelconque de ces courbes devient

Vsint —a”*

(]
. a .
sin'=—, d’ou cosf = :
[ ] sing

1}:14
. pd
Or la relation !;1— == ¢ donne

tang pd = tangq@’;
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et, comme p et ¢ sont des entiers positifs, si 'on exprime tangp6 et
tang ¢¢” en fonction rationnelle de tangf, tang &', on obtient I'équation

2lp—1)(p—2)

p tangl — Stang*0 +4-. ..

1.2.3
_pp—x) .. plp—1)(p—2)(p—3) .
1 = tang*6 + 1.2.3.4 -tangff —. .
 q{g—1)(¢g —2) .
q tangé a3 —~tang*d’ +-. ..

I —

glg—x) . glg—1)(q—2)(g—3)
Ttang 0 -+ T334 tangt6'—...

ou les numérateurs et les dénominateurs des deux membres sont com-
posés d'un nombre fini de termes. Appelons x, ¥, 2’ les coordonnées
rectilignes d’un point quelconque de la courbe, il vient

x' = cosfsing, y'=sinbsing, 3z = cosZ,
d’ou '

. a !
sind’ = ———, 2 S
\/—I—-—-z’z I— 22 Vi— a2 =7

En remplagant tang § et tang¢’ par leurs valeurs en fonction de &', 3",
z’ dans la relation qui lie entre elles ces deux quantités, et remarquant
que a'q = p, on obtient |'équation

I — -

(p—1)(p—2) "

! .2.3 x'2
‘LJ [.___(..P_ )‘,.._Jz-x_
I.2 z'z
(9—1){g—2) ' .
I = 1.2.3 I—ar— gt
= N —1 a’?
Vi—ai—7® | gle—1) +...

1.2 1—a?2— g2

En y joignant Péquation x'? +4- y'? + 2'* =1, c’est-a-dire celle de la
sphére sur laquelle Ia courbe est située, on reconnait que cette courbe
est algébrique, puisqu’elle est représentée par ces deux équations.
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10. Supposons enfin que I'on ait £ = k, k étant une constante quel-

conque.

On sait que, dans ce cas, la courbe est une hélice, ainsi que I'a dé-
montré, le premier, M. Bertrand 4 I'aide d’ingénieuses considérations
géométriques (Journal de Mathématiques, T série, t. XIII, p. 423),
et 'on connait aussi les démonstrations analytiques qu’en ont données
ensuite MM. Serret et Puiseux (Journal de- Mathématiques, I'® série,
t. XVI, p. 193 et 208). Or on peut arriver promptement au méme ré-
sultat au moyen des formules (10), (11) et (12), auxquelles on joindra
la suivante :

(15) d‘j:A'- gA —smf = — tangA (g — sinA cot(’,’),

qu’on déduit de I'expression de %E—A donnée par I'équation (10); et

I’on obtiendra, en outre, les coordonnées d’un point quelconque de la
courbe en fonction de ¢ par de simples quadratures.

D’abord ;P étant constant, I'équation (11) donne
(16) gcosg + sinA sin = C.
En second lieu, considérons les denx quantités
cosf ( sin — cos§ smA) -+ sinfd cosA,

sinf ( sin — cos{ smA) — cos@cosA.

1l est aisé de reconnaitre que leurs dérivées par rapport a { sont
nulles. En effet : 1°si'on prend la dérivée de la premiére quantité,
dsinA dcosA d9
dr ' dy
mules (10), (15) et (12), savoir:

en mettant pour —_— leurs valeurs déterminées par les for-

dcosA
a3t
do __‘ ta_n_gA
dt  sing?

dsinA

e — tangA (— —sinA cotc:)

—— = ;P — sinA cotg,
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on trouve pour cette dérivée °

sindtangA [p . .
—si‘rr' ('; sm§ ot COS; SIDA)
-+ cos@ [TP cos§ +- sing sinA — cosg (5 — sinA cot'g)J

cosOsinA _
sing

— sind tangA (;P — sinAcotC) —
2° on trouve de méme pour la dérivée de la deuxiéme quantité

cosftangA /p . .
et (; sin{ — cos{ smA)

+ sinf [;" cos§ + sing sinA — cos& (;P — sinA cot;)]

sinfsinA

-+ cosf tangA (;P ~— sinA cotg) ~ ez

et I'on vérifie que, dans ces deux résultats, les termes se détruisent
mutuellement. 1l vient donc, en désignant par C’ et C” deux nouvelles
constantes,

(17) cos@ (5 sing — cosZ sin A> - sinf cosA = C,

(18) sin@ (—f— sin§ — cosg sinA) —cosfcosA = C".

On remarquera d’aillears que, si I’on ajoute les trois équations (16).
(r7) et (18), aprés les avoir élevées au carré, on obtient

2

(l’ \ C4+C?+ Q" =1 L’
9: 2
r

ce qui montre que, des trois constantes C, ¢/, C’, deux seulement
restent arbitraires.

Cela posé, on a, en désignant par ¢, 3, 7 les angles que fait la tan-
gente de la courbe avec les axes coordonnés,

cosz == cos@sing, cosf ==sinfsing, cosy = cosf.
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Si l'on multiplie les premiers membres des équations (16), (17) et
(18) respectivement par cosg, cos@sing, sinf sin{, et qu’on ajoute les

produits, on trouve pour somme ;- Donc on a aussi

C cosa + G’ cosf -+ Ccosy = &,

i ] 14
ou bien, en posant cosa’ = ————-C——, cosf’ = —:.E———_—,
K
: . VG + €24 C" VG +Clr o

cosy’ == » et ayant égard 2 la formule (19),

VG €2 C7
£

s 4
cosax cosa’ -+ cosf3cosfd + cosycosy = T
\/1 + 5
r

ce qui prouve que la tangente de la courbe fait un angle constant avec
la direction déterminée par les trois angles ', 3/, 7, c’est-a-dire que
cette courbe est une hélice qui coupe, sous un angle constant, les
génératrices d’un cylindre paralléle & cette méme direction.

Réciproquement, si la courbe est une hélice, le rapport —r‘f est con-

stant; car, si I’on prend I'axe des z paralléle aux génératrices du cy-
lindre sur lequel I'hélice est tracée, 'angle { sera constant, et I'on aura

dg = o; par suite °rE sera aussi constant, puisque I'équation (7) devient
£ = cott. )
r

Cherchons maintenant les équations de la courbe daus I'hypothése
d’axes rectangulaires quelconques. Si 'on multiplie I'équation (17)
par cos@ et 'équation (18) par sinf, puis qu’on ajoute les produits,
on obtient

C’ cosf + C’sinf = £ sin¢ — cosysinA,

r

ou bien, en mettant pour sinA sa valeur donnée par la formule (11),

I

C cosf + C'sinbG = = (—P - Ccos?,’) )

sin \r
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équation qui détermine I’angle 6 en fonction de §. Mais il vaut mieux
se servir des expressions suivantes, tirées des mémes équations (17)
et (18),

c (rﬁ sin% — cost sinA) — C” cosA

cosf = )

2
(g sing — cosg sin A) —+ coszA

C' cosA + C” (P sin% — cost sinA)

r

sinf = -
(-E sing — cost sinA) -+ cos?A

Si 'on met pour sin A et cosA leurs valeurs, on trouve, pour le déno-
minateur commun,

2
(-f— sin{ — cosg sinA) -+ cos’A

I [(g—Ccos§)2+sin2§—( —-écosz‘;)z]

sing

I ﬂ"-_ Yy U . g
= Rt (r, sin2§ — C?sin*g +- sin C)
=I-l—£z-—--—C2
r
=C’2+C”2;

par suite,
C'(g —Ccost) - \/sin’t-— (C-— g cOSC)
cosfsing = TR ’
2
C”(;_P- ——Ccost;) +C \/sinzc—- (C-— ; cosC)
Sin 6 Sin ; b Clz+ Cllz )

1l ne reste plus qu'a porter dans les équations (14) les valeurs de
Tome XIX (a¢ séric), — Dceusaz 1874, 57
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cosA, cosf sing, sinf sing, ce qui donne

B o (g — (lcos?;>

R ) 2
_‘V/Sinzc_ (C— ;f.)- cosC)

(20) . r c” (—S — C cos t;) : ]

+ C' | psing dg,

ST = T s —
\/sin’c—— (C-—; cos'g)r
¢ sin¥ cost d
\/sm’t;— C— = cost)

Dans ces formules, ;P devra étre remplacé par k, et p par sa valeur

—C" }psingdz,

en fonction de ¢, qui est censée connue. Elles donnent les valeurs
de x, ¥, z en fonction de §, en supposant qu’on ait déterminé les inté-,
grales qui y sont contenues; par ot ’on voit que la détermination des
équations de la courbe cherchée est ramenée 4 ne dépendre que de
simples quadratures.

Supposons p constant, ce qui exige que r le soit aussi, puisque

% = k. Prenons pour axe des & une paralléle aux génératrices du cy-

lindre sur lequel Phélice est tracée : on aura

cosa’=1, cosfi=o0, cosy=o,

par suite,

C'=\/l+—f;7 C’'=o0, C=o.

Les expressions de x —x,, ¥ — 7. % — 3, deviennent

2 sm;dt o
X — Ty = = ‘" \[I—_E'W cfz arcsin (C’cosg),
y Yo = cos@',
sing cosy di . RIS 7]
85— Zo_'_—.-—p ——-=:——’C—€;\/I——C"‘COSZQ;

V1—C"cos?g
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et, en faisant la somme des carrés des deux dermiéres formules, on
obtient

®

(F—=0o)+ (2 2)" =

-

(o]

ce qui démontre que le cylindre dont les génératrices sont coupées par
I'hélice sousunangle constantest un cylindre derévolution dontle ravon

de la base est Ci,,;ou £

L4 -P—

e

le cas ou les rayons des deux courbures sont constants, et a fait voir

que la courbe est une hélice tracée sur un cylindre de révolution
(Journal de Matheématiques, 1*® série, t. VII, p. 63).

On remarquera encore le cas particulier ot r=x, p étant une

- C'est M. Puiseux qui, le premier, a traite

2

fonction quelconque de £. On a alors ;C =0, C+C?*+C"=1. et les

formules (20) deviennent

CC’ pcosgsing di - c” { sinzdr
C13+ Clrg \/m C/g__'_cuzv p -1 41

SV - ¢ peosgsingdy € /‘ incd-
] ]ﬂ - C12+Cllg \/'s—inzc—_c2 C’."—!—C”"" IGSIII_ R
p cosgsing d%
Vsin’t — C*

X Xy =

Z — Z,7=

Or ces équations, multipliées respectivement par C/, C, G, et ajoutées
ensuite, conduisent & 'équation d’un plan, saveir :

€(x—x,) +C(y—7,) +C(z—3,)=0.

On vérifie donc que la courbe est plane lorsque le rayon de torsion
est infini.
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