
CAMILLE JORDAN
Mémoire sur la réduction et la transformation des systèmes quadratiques
Journal de mathématiques pures et appliquées 2e série, tome 19 (1874), p. 397-422.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1874_2_19__397_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1874_2_19__397_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


PURES ET APPLIQUÉES. 397 

Mémoire sur la réduction et la transformation des systèmes 

quadratiques ; 

Ρ Ait M. GÀHILLE JORDAN. 

Dans le paragraphe I de ce Mémoire, nous donnons une méthode 
pour réduire à une forme canonique un système de deux fonctions 
quadratiques. 

Nous montrons ensuite (§ II) que, pour que deux semblables sys-
tèmes soient équivalents, il faut et il suffit que leurs réduites soient 
identiques. 

Il reste à déterminer, dans le cas de l'équivalence, toutes les substi-
tutions qui transforment ces systèmes l'un dans l'autre. L'une d'elles 
est fournie immédiatement par le procédé même de la réduction. Pour 
obtenir les autres, il suffit de déterminer toutes, les substitutions qui 
transforment l'un des systèmes en lui-même. 

Nous résolvons ce problème dans le paragraphe III, en montrant 
que toutes ces substitutions résultent de la combinaison de certaines 
substitutions simples, que nous déterminons a priori. 

I. — Réduction des systèmes quadratiques. 

1. Soit Ρ une fonction quadratique de m 4- η variables χ,,..., a·,,, ; 
J\> · ■ · > J η > on aura évidemment 

Ρ = Q* -f* Βxr Q>» 

Q
x
 étant quadratique par rapport aux x, Q

r
 quadratique par rapport 

aux y, et B
x/

 bilinéaire par rapport aux χ et aux^. 
Cela posé, nous pouvons établir lea deux propositions suivantes : 
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2. LEMME I. — Si Q.
C
 se réduit à zéro, on pourra, par une substi-

tution convenable, où les y seront remplacés par des jonctions des γ 
seulement, mettre Ρ sous la forme 

00 XI.T I "+~ * · - A ~t- Q U 

Q, étant unejonction quadratique de yk+l,..., yn
 seulement. 

Soit en effet 
"xy — 3C{ S-\ + -.-f-Χ,

η
Χ,η·, 

Τ,,. Y
m

 étant des fonctions linéaires des_^. Admettons que Y
1;

...,YA 

soient des fonctions indépendantes, mais qu'on ait au contraire pour 
ρ >k 

Yp-~ rtp.Y, -!-·· H- Λ
ρί

Υ
Α

. 
On aura 

— O. ■+■ «A+I.I^A+I +··.-+- a
m

, x
m
)Y

x
 -+-.·· 

-f- (xk + a
k
^.

i kxk+i +...·+· rt
mA

x
m

)Y
A

. 

Soient Y'i+lv.., Y'
n
 des fonctions quelconques des j-, qui jointes à 

Y
1T

.,., Y* forment un système de η fonctions indépendantes. Effec-
tuons sur les y la substitution 

! Y Y*> Y;,!,·.·, Y; t,,.", r« h 

Ρ prendra la forme 

(x. ÎÏa^-^i Λ'/.-Μ -|- · ■) J | . ·--t \Xli ~t~ l Qr, 

où Q'
r

est une fonction quadratique des j·, que l'on peut mettre sous 
la forme 

X \f -fkfk-*- Q,·, 

Q, ne dépendant plus que de y
ht

y
m

. 
Effectuons maintenant la substitution 

(») 

X
{
 X\ ^A-H ,t Xk+x ... j

{ 

... .......... ............ · 
3*k ®A-t-1,AA+1 - · · jk 

Pse trouvera réduit à (i). 
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5. LEMME II. — Sij Q

x
 ri étant pas identiquement nul, son détermi-

nant A diffère de zéro
3
 on pourra faire disparaître les termes bili-

néaires B
Jr

 par une substitution de Informe 

(3) 
*ι x, -f- «|,JT| -ï-·· -î-«rnj'n 

" ' " ï 
3-m 3-,

n
+ ^m\JTI '· · · · ^mn) ιι 

où les coefficients a seront entièrement déterminés. 

Soit en effet 
**Τ = 7ΐψΐ + ■··-!-

φ,...., ψ
η
 étant des fonctions linéaires des x. Effectuons la substitu-

tion (3); Ρ prendra la forme 

Q,.-i-B;
y

-r-Q;, 

la portion bilinéaire étant égale à 

[atld^ + am,ôxm + e?·)}'* '·' [a,nd^ +"· + a»»> -d— -ψψ-„ ■ 

Elle s'annulera identiquement si l'on a 

(4) 

àQx àQx 

...... 

a,n~d^l + a'nndXm + ?»- ' °-

Si dans la première de ces équations on égale séparément à zéro les 
coefficients de Λ·,,.. , oc,,,, on aura entre les coefficients a,,,..., a

mt
 un 

système de m équations linéaires ayant Δ pour déterminant ; on pourra 
donc les calculer sans difficulté. Les équations suivantes détermineront 
de meme rtI2,..., am

^...\ a\
n

^...^ a
mn

. 

4. COROLLAIRE. — Toutefonction quadratique peut être ramenée à la 
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forme suivante : 

Atxf -h...-h Aax*-l·· Btxa+,xa^3-i-...-h· B^r 

ou chaque variable ne figure que dans un seul terme. 

Considérons en effet la fonction de ρ variables Ρ = f{oc
{
,.., xp). Si 

elle contient un terme en par exemple, tel que A
{
x\, on pourra 

(lemmell) la ramener à la forme A,ajf -+-Q, oùQ ne dépend plus 
de x,. Si elle ne contient que des rectangles, soit Bx

t
x

3
 l'un d'eux. 

On pourra (lemme I) la réduire à la forme Bx
{
x

3
 -+- Q, où Q ne dé-

pend plus dea7
(
, x

3
. Dans l'un et l'autre cas, on n'aura plus qu'à ré-

duire Q (s'il n'est pas nul) par la répétition du même procédé. 

5. Remarque I. — On peut réduire Ρ à une somme de carrés (en in-
troduisant des imaginaires); car A, se change en xf parla substitution 

7= , 

et Bx
{
x

3
 se réduit à x\ -+- x\ par la substitution 

xt, x3 —-—j x, — ιχ3 · 

6. Remarque II. — Soit 

[ Νρ ^Μ···5 tEp I 

une substitution qui ramène Ρ à une somme de carrés, telle que 
χ\ 4-... -+- Xq. Revenant aux variables primitives, on aura évidemment 

p = x;X»;. 

si q<ip·) on voit par là que Ρ ne dépend en réalité que des q variables 
X,,..., X7; mais son déterminant par rapport à ces variables sera égal 
à l'unité. 

Soient d'ailleurs ξ,,..·, ξ7
 des fonctions linéaires quelconques de 

X,,..., X7-, remplaçant X,,..., X? par leurs valeurs en fonction de 
ξ,,..., ξ7, on aura-P exprimé en fonction des q variables ξ, et son déter-
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minant par rapport à ces variables, étant égal, comme on sait, au carré 
du déterminant des équations qui lient les X aux ξ, sera ^ ο. 

On peut donc choisir les variables indépendantes de telle sorte que 
Ρ ne contienne dans son expression que celles dont il dépend en réalité; 
et cela fait, son déterminant par rapport à ces variables sera ^ o. 

7. THÉORÈME. Deux jonctions quadratiques quelconques V, P' peu-
vent être ramenées simultanément à lajorme suivante : 

(6) Ρ (A)* 4" Xy + 4~ lfi>« "t- . . . "Γ" ©P 4~ · · 4" ©J,,4_ · · j 

(?) P'— - ·4" ©1+ ©« 4- · · · 4- l)î>p..., 

les X, ill,, β étant des expressions de la forme 

Άτ= ι Ί&χ — 2|Λ'2ρ'^2ρ+) > ©a —Ζ2Ρ Z2y+l' 

et λ,,·., des constantes £ ο. 

Ce théorème est évident pour les fonctions d'une seule variable, et 
nous allons établir que, s'il est vrai jusqu'à r — ι variables, il le sera 
pour r variables. 

8. Supposons d'abord que l'une au moins des deux fonctions don-
nées Ρ et Ρ' ait son déterminant nul; nous avons vu (6) qu'on peut 
mettre ces fonctions sous la forme 

Ρ = Ε(ξ11-..,ξί), 

les ξ et les l'étant des fonctions linéaires des variables, choisies de telle 
sorte que le déterminant de Ρ par rapport aux ξ, et celui de P' par 
rapport aux ξ', soient ̂ o. 

Admettons, pour plus de généralité, que le faisceau des fonctions 
linéaires c,f, 4-... 4- cq

Çq formées avec ξ,,. ait des fonctions 
communes avec le faisceau c\ ξ\ -4-,..4- c'

q
.£'

q
, formé des fonctions li-

néaires des ξ'. Ces fonctions communes pourront s'exprimer linéaire-
ment par un certain nombre d'entre elles ft< ---,fv.·, qui seront indé-
pendantes. 

Tome XIX (2« série). — NOVEMBRE 1874. 
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Prenons maintenant pour variables : i° les fonctions^,..., a° des 
fonctions φ,,.de ξ,,..., ξ?, formant avec les f un système de 
q fonctions indépendantes; 3° des fonctions de ξΓ

±
, —, 

formant avec les f un système de q' fonctions indépendantes; il viendra 

Ρ — P' F'(?L )···) ÏV-ΜΪ fi ·· · 

Cela posé, divers cas seront à distinguer. 

9. Siq^q' — μ, le système Ρ, P' ne dépendra que des variables 
j ; mais le nombre de ces variables est <> ; car l'une au moins 
des deux fonctions Ρ, P', par exemple P, ayant son déterminant nul, 
le nombre q des variables distinctes dont elle dépend est moindre quer. 
Donc Je théorème sera vrai par hypothèse. 

10. Supposons, au contraire, qu'une au moins des deux quantités 
q — μ, q' — μ soit )> o. On aura 

P — Qç -+- Q/, P' — Ql· + Β\,f -t- Q/, 

Q? désignant une fonction quadratique par rapport aux <p, Βφ^ tine 
fonction bilinéaire par rapport aux φ et aux/, etc. 

Si Qç n'est pas identiquement nul, on pourra le réduire à une somme 
de carrés v\ +w\ +..., puis faire disparaître dans l'expression BÇ/H-Q/ 
les termes qui contiennent w,,... (le m me II). Il viendra alors 

. P = V°J + ̂ + .. +P
1
 = 8; + SÎ+...+ P

)) 

P, et P' ne contenant plus les variables ν
t
, w

t
, 

On a d'ailleurs 
= ο, τί!>° = O,..., 

d'où 
P' = tjï, " +<+..,+ P'; 

et l'on voit que, pour ramener P et F aux formes (6) et (7), il suffira 
d'y ramener P, etP', où le nombre des variables est diminué. 

SiQ?' n'est pas identiquement nul, on raisonnera de même. 
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11. Supposons donc Q?= o, Qçr= o. On aura 

Ρ — Βφ/ + Qf— <p,F
4
 + ...-+- -l·- Q/, 

p,~ Q/= -t-... -H Q
f) 

F,,..., F'9,_;x étant des fonctions linéaires des f. 
Le déterminant de Ρ par rapport aux quantités J et ψ étant ^ o, les 

fonctions F,,..., F?_^ seront indépendantes les unes ties autres. Il 
en est de même des fonctions Fr

1,..., F'^^; mais il pourra se faire que 
les deux faisceaux 

C, F, -|— Cq—ψFç—μ. 6t C i ~Γ* · · · Cq'—y.F^'—.
t 

aient des fonctions communes. Dans ce cas, que nous traiterons en 
premier lieu, ces fonctions communes pourront s'exprimer linéaire-
ment au moyen d'un certain nombre ν d'entre elles, y.À)

.... 
Cela posé, prenons pour variables au lieu des f: x° les fonctions 

xsi y ζ j···; 2° d'autres fonctions linéaires des F, telles que U,..., for-
mant avec,x

2
, y»,... un système de q — μ fonctions indépendantes; 

3° d'autres fonctions des F', telles que U',..., formant avec cc«, y., un 
système de q'~ μ fonctions indépendantes; 4° d'autres fonctions des 
/, telles que Y,..., formant avec les précédentes un système dep. fonc-
tions indépendantes. 11 viendra 

Bçyf = ψ
4
 Xn~\~ ψ

2 y 2 -1-··· + ψν-t-l U . . 

Bç/ = ψ'ι XZ -+" ψ'ο y Ζ -ΐ- * · · -+- ψ'ν-Μ U'-H .. . , 

ψ
4
, ψ

2
,... étant des fonctions linéaires des φ, indépendantes entre elles 

(sans quoi le nombre des variables distinctes dont Ρ dépend serait 
moindre qu'on ne l'a supposé) et <j/

t
, ψ'

2
,... des fonctions des φ', indé-

pendantes entre elles. 
D'autre part Q/et Q'f pourront se mettre sous la forme 

Qf= oc
2
 L| ~~t~~y2 L

2
 -f-... -f- Q, 

Qy = OC 2 L J y Ζ Lo ~t~ · · · ~f~ Q', 

où Q, Q'ne contiennent plus x
2

, y 
5i. 
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Prenons maintenant pour variables, au lieu des <p, les suivantes : 

se, — ψ, ·4-Ι.ι, , y,— ψ,. L.>...., ψν-ν-ι ι - - -
— Ψ'Ι ■+· L'J, R-I - Ψ'

2
 ■+· L'

2
...., Ψ'

Ν+

Ι, · - · ; 

il viendra 

Ρ = χ,,Το^/1X2 4-...-:- Q — (A.J. -i- Aj. -+·... + Q, 
Ρ'— .X'2"X-^ 4"J 2J .Î — Ή- Q —ΪΠ>

Χ
 "4" ILLY Q J 

et il ne restera plus qu'à réduire Q et Q', qui ne contiennent plus les 
variables 

12. Passons au cas .où les fonctions F et F' sont toutes indépen-
dantes. En prenant pour variables, au lieu des f, les fonctions F, F', 
et d'autres fonctions linéaires Y,, V

2)
... des y7, qui forment avec 

les F, F' un système de p. fonctions indépendantes, on pourra écrire 

(8) 
Ρ — Φ, F, -Κ.,. -i- yq-v. F?

_,. -f- 0
F
 + Q

f
. 4- B

F
.
V

 -+- Q
V

, 

p'-- ?'IF'I 4-...4-<fV_,F;,_
;i
4-o;,+Q; -i-B;

V

+ QV, 

où O
f
 est une fonction quadratique des variables F, F',V, dont tous les 

termes contiennent en facteur une des variables F; QF, une fonction 
quadratique des F'; B

F
,
V une fonction bilinéaire par rapport aux F' 

et aux V", etc. 
Cela posé, profitons de l'indétermination qui existe dans le choix 

des variables Y pour ramener les deux fonctions Qv, Q'v à des formes 
réduites analogues à (6) et (7). Les nouvelles variables seront en gé-
néral de trois sortes ; 

10 Des variables f,, v.
2
...., νΊ qui figurent dans Qv et non dans QV; 

a° Des variables v[. qui figurent dans QV et non dans Q
v

; 
3° Des variables , w

2!
... qui figurent à la fois dans les deux fonc-

tions. 
D'après la forme des expressions réduites (6) et (7), on voit que le 

déterminant de Q
v
 par rapport aux variables ν et w dont il dépend 

sera >0 ; de mèmepourle déterminant de QV par rapport aux v' et aux w. 
Cela posé, il sera aisé d'achever la réduction de Ρ, P' en simplifiant 

les expressions (8). 
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En effet, en accroissant les variables p, w de multiples des variables 
F', on pourra les faire disparaître (lemme II) de l'expression B

F
,V, la-

quelle se réduira à une fonction BF,„, bilinéaire par rapport aux F' et 
aux ν'. Puis on réduira de même BFV à une fonction BFt, bilinéaire par 
rapport aux F et aux v. 

Cela fait, BF„ sera de la forme u
t
 v

{
 -t- «2p2 + · · > uK, κ2,... étant des 

fonctions linéaires des F ; et ces fonctions seront indépendantes, car ce 
sont les dérivées de P' par rapport à t>,, t>2,... et l'on sait que le déter-
minant de Ρ par rapport aux variables qui y figurent n'est pas nul. 
Soient ί?_μ_ν

 d'autres fonctions des F formant avec les u un 
système de q — p. fonctions indépendantes; on prendra les u et les t 
pour variables à la place des F. Q'

F
 deviendra une fonction quadratique 

des u et des 2; on en fera disparaître les u (lemme I) en accroissant 
les ν de multiples convenables des u et des £; puis en modifiant, s'il 
y a lieu, le choix des t, on ramènera QF

 à une somme de carrés, telle 
que t'I. On modifiera de même le choix des variables F' et Y' 
de telle sorte que BFV, se réduise à la forme ιίί v\ -ί- .. +· u'.,, v[, et QF, à 
la forme t'* -F... -F- t'*,. 

Cela posé, φ, F, h- ... -h φ?_μΡμ. prendra la forme 

y \ U\ 'ç~ J
 2

U.2-k- .. .-r- y*) Hv -F- ! ... -F- Ζ^_Μ,_·Ν 

où les γ, Ζ sont des fonctions linéaires de φ,,.., <ρ
(/
_μ,. Ces fonctions se-

ront distinctes; sans quoi l'on pourrait réduire le nombre des variables 
indépendantes qui figurent dans P; d'autre part 0

F
 prendra la forme 

O
F
 — L

T
 -+- L. zta +... -F- M, t^ -T-..

 3 

où les L, M sont des fonctions linéaires des variables t, ιι, ν, ν', w. 
Prenons maintenant pour variables, au lieu de <fq-les sui-

vantes : y
{
, y^-..rzΙ — Zj -F-L,,...; P se trouvera ramené à la forme 

C9) 
P — Y\ LT

T
 -H" - -. "F— 7V"Ν ' Z, 11 ... -F- Μ_

Ν
 TQ-F" t. J T"... + t,J 

■+- U
 Ί

 V J -F-.. - -F- Uj P
V

. -F- Qy . 

De même, en modifiant convenablement les variables ψ', on mettra P' 
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sous la forme 

(10) 
P' — y ι -+-···-+--i~ z'i l'i ?4~... 4 

4" U\ -t~U
v

P
v
 4- Qv 

D'ailleurs P' doit dépendre de toutes les variables, à l'exception de 
q— μ d'entre elles; et comme il ne contient ni les y

i;
..., y

s
, ni les 

2?-μ_
ν
, il devra contenir tous les t. On aura donc a=q—μ — v, 

et de même a! — q' — μ ~~ v'. 
Cela posé, substituons pourQ

v
 et QV leurs expressions réduites; on 

voit immédiatement, en groupant convenablement les termes, que les 
expressions (9) et (10) ne se distingueront plus de celles des formes (6) 

et (7) que par la notation. 

15. Il reste à traiter le cas où Ρ et P' ont leur déterminant différent 
de zéro. 

Considérons dans ce cas la forme P' 4- λΡ, où X est un coefficient 
arbitraire. En nous imposant la condition que P' 4- ΧΡ ait zéro pour 
déterminant, nous obtiendrons une équation du degré r en λ dont le 
premier terme a pour coefficient le déterminant de P. On pourra donc 
toujours y satisfaire. 

Le coefficient X ayant été ainsi choisi, on pourra ramener les fonc-
tions P et P' 4- λΡ à leur forme réduite du genre indiqué au théorème. 
D'ailleurs P dépendant de toutes les variables ne pourra contenir dans 
son expression de termes des espèces Λ> et ifi>. On aura donc simple-
ment 

P = ej4-...4-

P' 4- *AP — afiv 4- · · · 4- ift;, — Xj 4" ··. ; 

d'où 
P' -- ift,® — ~k&v 4-... 4- ilh» — (Xj 4- λ) 4-..., 

ce qui achève de prouver le théorème. 
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II. — Equivalence des systèmes. 

14. Deux systèmes de deux formes Ρ et P', Q et Q' sont équivalents, 
s'ils peuvent être transformés l'un dans l'autre par une substitution 
convenable. 

THÉORÈME. — Deux systèmes réduits 

(Ό 

ρ = χ2+···-±-$>1 4-.-.4- .4- ei-l·..., 
Ρ' — ιί!>χ 4-... 4-©z 4-.. - 4-lib^ 4-1 ·. 4- — λ, G*, · ! 

et 

(») 
Q — ΟΛ»". 4-... 4- ifî>I» 4- · ·. 4- Θ^,γ 4- · 4- ©^' 4-.. ·, 
Q' — lib"· 4-... 4- ©~> 4- ifîv 4~. 4- — λ j G^, 4-

ne peuvent être équivalents si Γ on η a pas à la fois 

oc = oc',.. , y —y',.., ε —ε', λ, = λ',. . 

Nous supposerons le théorème démontré pour les systèmes conte-
nant moins de variables que les proposés (il est évident pour une 
seule variable). 

15. Si dans la substitution S, qui, par hypothèse, transforme Q, Q' 
en Ρ, P', on met en évidence les termes qui contiennent les premiers 
indices des suites telles que χ et e, on pourra écrire 

(t3) S = 

' ' ' ' ' ' ' ' * 1 
Up 3C{ 4-. ·. 4- rtj vt 4-... 4- Xp 

Z
t
 bp χ, -I -...4^, 4-... t- Zp 

v\ cpx, 4-...-F c
(
 V, -1-...4- Vp 

w\ d9x, -l- ..4- dt
 v

f
 4--...4-Wp 

. . . . 

Xp, Zp, Yp, Wp5... étant des fonctions des variables x
2
...., z,, 

v
2
,..., tv,,..., qui figurent seules dans l'expression de P'. 
D'ailleurs tous ceux des coefficients a, b, c, d,..., a', b', c', d',..., 
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qui figurent dans les expressions qui succèdent à. x'.
2
 Ρ 

2
,..., 

Wj,..., seront égaux à zéro. 
On a en effet 

Qf = E(^'
2
,..., zr

n
..., P',,..., W'J,...), 

F étant une fonction quadratique dont le déterminant n'est pas nul ; et 
si l'on pose pour abréger 

H — F(X»,. ·, Z,,..., V
2

»· m W,,...) 

la substitution S transformera Q' en 

(i4) 
Π + dv, dW, ~ ·■■ ■ 

f r ι? du . dn f « (in \ ■ p 

où R est quadratique en .r,, <>,, — 
Cette transformée n'étant autre que P', les termes en a?,,..., c,,... 

devront disparaître, et la transformée se réduira à Π. D'ailleurs cette 
transformée doit dépendre du même nombre de variables distinctes 
que Q'. DoncX

2
—1 Z,,..., V

sv
.., W, . seront des fonctions indé-

pendantes. Il en sera de même des fonctions ~-i - · ·
 5
 ^-5 · · · » · · · ? 

>··■> puisque le déterminant de F n'est pas nul. Doue les coeffi-

cients dear,,. .. Ρ,,..., dans l'expression (i4), ne pourront s'annuler 
que si tous les coefficients u

2
,..., 4,,... s'annulent. 

16. Soit maintenant, pour abréger, 

A = et, Xf -4-... -4- <i2 t*, ..., C — Cf Xf cj P, -f-........ 

Le déterminant de S, qui n'est pas nul, est divisible par celui des 
fouctions A, C

3
.... Donc ces fonctions sont indépendantes. 

Cela posé, opérons la substitution S sur la fonction Q. Les termes 
en ar,,..., P,,..., contenus dans le résultat, seront les suivants : 

(i5) ΑΧ, -s- CY2 -4-.... 
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La transformée se confondant avec P, ces termes doivent se réduire 

kx,x
2
 -î-,(j

2
 4. On en conclut que X,...., V2,... ne dé-

pendent que dear
2
,..., p

2
,— Soient, en effet, t une autre variable quel-

conque, m,..., n,... les coefficients qui la multiplient respectivement 
dans les expressions X2...., V2î Le coefficient de t dans l'expres-
sion (i5) sera (Am 4-... 4- Cτι 4-...), et ne pourra s'annuler identi-
quement que si m = ο,..., n=. o,..., puisque A, C,... sont des 
fonctions indépendantes. 

17. Cela posé, soient [P], [P'j, [Xs [Z,fV3j—, [W,],... 
ce que deviennent les fonctions Ρ, P',..., X„ ..., Z,,..., V3,..., W,,..., 
en y posant a\, — ο,..., c2 — o,..., [Q] et [Q'] ce que deviennent Q et 
Q' pour x\ — o,..., v2 — o,.... Pour que la substitution S transforme 
Q et Q' en P et P', il faudra évidemment que la substitution 

[S] = I zV-.., f»;,..., [x3]s···. [Ζ,],.., [V3],.., [w/],··. I 

transforme [Q] et [Q'J en [P] et [P']; mais les deux fonctions [Q] et 
[Q'] forment un système réduit analogue au système Q, Q', sauf que 
le nombre des variables s'y trouve diminué de deux x', de deux p',.... 
De même [P] et [P'] forment un système réduit analogue à Ρ, P'. 
Ces deux systèmes sont équivalents ; mais ils ne peuvent l'être, par 
hypothèse, que si l'on a 

α —ι = α' —1,..., γ = ε — ι —- ε'— ιλ, — 

On en déduit a = al, ε = s',.. , ce qui démontre le théorème. 

18. L'analyse précédente repose sur l'hypothèse que P contient des 
variables x

t
, .., qui ne figurent pas dans P'; mais un raisonne-

ment tout à fait analogue s'appliquerait au cas où P' contiendrait des 
variables qui ne figurent pas dans P. On raisonnerait encore de même 
si l'une des fonctions Q, Q' contenait des variables qui ne figurent pas 
dans l'autre. 

Reste à considérer le cas où chacune des quatre fonctions P, P', Q, 
Q' contiendrait toutes les variables. On aurait alors simplement 

P = ©; 4- 4-..., P'= lib* —λ, s; + ub; — λ
2
 e; 4-..., 

Q = 0;. 4- ep4-..., Q' = -h Dbj?: - λ'
2
 e£+... ; 

Tome XIX (ae série). — NOVEMBRE 1874. 
02 
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mais, dans ce cas, les deux systèmes 

Ρ, F-HX,P -(Λ,-Λ, )©?- + ·.., 

Q, Q'-T- X,Q = IIÎ£— (X'
T
 — X^E^-F- ΑΒΦ—(^2

—

 ΧΙ)©/·+"· · · 

seront équivalents; mais ils sont réduits, et Ρ'+Χ, Ρ ne contient 
pas x

t
 : on aura donc, d'après ce qui précède, 

et -— oc, β — β X J Λ| — ο, ΧΟ Λ Ι — ΧΟ Χ [ > · · · ? 

d'où 
λ, — Χ,, Χ ο —~ Xa, - > · s 

ce qui démontre le théorème. 

19. Pour juger si deux systèmes 2, 2' sont équivalents, il suffira 
donc de les réduire chacun de son côté. Si les deux réduites sont 
différentes, il n'y aura pas d'équivalence. Si, au contraire, elles sont 
identiques, soient S et Τ les substitutions qui réduisent respectivement 
les deux systèmes : il est clair qu'on passera de l'un à l'autre par la 
substitution S1~t = U. 

On obtiendra d'ailleurs évidemment toutes les substitutions qui 
transforment 2' en 2, en combinant la substitution U que nous venons 
de trouver avec les substitutions qui transforment 2 en lui-même. 
Pour déterminer commodément ces dernières substitutions, il convient 
de ramener d'abord le système 2 à sa forme réduite. 

III. — Transformation d'un système en lui-même. · 

20. PROBLÈME. — Déterminer toutes les substitutions qui transfor-
ment en lui-même le système réduit 

Ρ eAo^, -f- A>y llhlL -h ... -+- ©fj + . . . -f- ©p -f -. . . , 
F = ILÏ£.H- ... -+· AFIV — X, ©,-+-.... 

Nous allons déterminer, a priori, certaines substitutions simples qui 
n'altèrent pas le système; nous démontrerons ensuite que toutes les 
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substitutions qui jouissent de cette propriété s'obtiennent par la com-
binaison de celles-là. 

21. i° Substitutions qui n'altèrent que les variables χ. — Leur 
forme sera la suivante : 

(16) X( î Χ·21 ■ ■ j ^2K+I aXn a X-2· ..., ίΖΛ?2α-* ι ji 

où a est une constante arbitraire. 
On pourra opérer des substitutions analogues sur les variables des 

séries analogues y,.... 

22. 2° Substitutions qui η altèrent que les variables d'une des sé-
ries z,..., p, 

Elles se réduisent à la forme 

(r7) | Ζ2γ
+

1 Ζ,,.... ζ2γ+ι [· 

23. 3° Substitutions qui altèrent les indices de deux des séries 
x, y 

Considérons, par exemple, les deux séries χ et jr. 
Le procédé suivant fournira les substitutions simples. 
Accroissons l'une des variables extrêmes x

{
,y

t
, χ2α·+χ? J'^+t d'un 

multiple de l'une des variables de l'autre série. On introduira dans 
l'une des fonctions <Ay, un terme étranger, que l'on fera 
disparaître en modifiant une seconde variable. Cela fera, en général, 
paraître dans la seconde fonction un nouveau terme, que l'on dé-
truira de même, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à modifier 
une autre des variables extrêmes. Alors l'opération sera achevée, et 
aura une substitution inaltérante. Chacune des substitutions ainsi ob-
tenues rentre dans l'un des six types suivants : 

(r8) 
?'2p+2J J ·· · X* "h 2p+l ' J 2p--2 aXn-, X$ -+- &y ■ · ■ · 

· · ι Xsa+x ; -*·2α+) ~^~&y2ρ+2α+ i \ 

(19) X2o:-î-i 3Cop} J 2p—ι ^ 2a-f- 1 2ρ—2α ρ 
(ao) I X» yst-,-"-> ;Ί χ Χ ;-

2Ρ
_, — «Χ..... ., Y, — ax

2Çj
 j. 

02.. 
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(21) 
, y Χ 2ξΗ-21 "■ 1 ί aX»*. 1 j 1 Λ?ορ-(.2 ' λ y 2,f ·. I 
···> J'2p+r 1 .?2β+ι "·~ ; 

(22) 
y 1 ? 2p—î * * * ^*1 "~£~* ί 2G- I ^y 2 J * · · 
***> ^ap+I « ^Ώβ-Μ Α ^·*2ρ—2β 

(23) ·τ2ϊί-υ ^2ρ+Ι1 ·· "·*·20!-Μ -ί- 1 ^2ρ+Ι ίΙΧ*
α
.... | 

• ■ ■ 1 72β+Ι ) .?2β-ί-Ι β *2ρ !-2κ-2β [ 

Dans chacune de ces substitutions, a est un coefficient arbitraire; ρ est 
un entier nul ou positif, mais qui doit être déterminé de telle sorte 
que les indices des variables x, y soient tous positifs et, respective-
ment, < aa -1- 2, << 2/3 -+- 2. 

24. Voyons combien nous obtiendrons de substitutions simples dis-
tinctes. 

Soit d'abord α> β. Les types (18) et (19) devront être rejetés. Dans 
le type (20), il faudra poser ρ >o, ρ<β, d'où β solutions. Dans le 
type (ar), p = o<a — β, d'où a — β -M solutions. Dans le type (22), 
p<z > β, d'où a. — β solutions. Dans le type (23), ρ > ο^β, d'où 
β solutions. On aura donc en tout 2« + i substitutions simples. On 
en aurait de même 2β + r, si α était < β. 

Si a = |3, on en aura une de plus. Elle s'obtiendra en posant ρ = ο 
dans le type (18). 

25. 4° Substitutions qui altèrent les variables d'une des séries x, 
y,..·, (telle que x) et d'une des séries z,..., (telle que z). 

On les trouvera par le même procédé. Considérons d'abord celles 
qui n'altèrent pas la variable ζ

2γ+
,. Elles appartiendront à trois types, 

identiques aux types (18), (19), (20), sauf le remplacement de y, β 
par ζ, γ. 

Pour obtenir les autres, changeons ζ
2γ+

, en ζ„γ+ι ax
2?

, ρ étant ]> ο 
et <α. On introduirapar là dans l'expression jt^-f-ifcUe terme z=ax2?z2y 
et dans l'expression iJfe" + &, les termes τ, — n^xti τ-ι = 2ΛΛτ

2ρ
ζ

2γ
_
Η

. 
Le terme τ

2
 disparaît par la substitution 

I ^ + I ï "4" ** 
!.. . j <3?2CM-I Λ'ο/χ.+ι 2β22γ^-2ρ—2α-Η 



PURES ET APPLIQUÉES. 4«3 
D'ailleurs, pour qu^il n'y entre pas d'indices négatifs, il faudra que l'on 
ait ρ <« — y : nous discuterons tout à l'heure cette condition. 

La substitution ci-dessus accroît d'ailleurs le terme r de la quantité 
τ

3
 = a α-χ

2?
χ,,p+2. On détruira ce nouveau terme τ

3
 par la substitution 

j ^*2;H-l ICI JC op j 

laquelle introduira en revanche dans un terme — 2~
f
, qui, 

joint à r,, donnera — τ,. 
On détruira ensuite τ par la substitution 

| 3-2p—^2γ— υ ·- ^ΐρ—ι ΛΓ-ογ. Ζ
2
γ_|-ί- (IΧ

2
ρ- - [, 

où la dernière variable altérée sera x, ou z
t
, suivant qu'on aura p>:~y 

ou ρ >y. 
Enfin — τ, disparaîtra à son tour par la substitution 

[ ï ^^2p— (*··. —i a ^*2^1 ^20—1 ^ 2ρ r-2 7 · · " [j 
ou la dernière variable altérée sera x, ou x2?.+,, suivant qu'on aura 
2/3ou2p> a. 

Le produit de toutes les substitutions précédentes sera la substitu-
tion simple cherchée. 

26. Voyons combien nous aurons de substitutions simples distinctes. 
Soit d'abord a > y. Les types (18) et (ig) sont à rejeter. Le type (20) 

en donne y, et le dernier type que nous venons de trouver en donne 
y 4- 1 ; total 274-1 substitutions distinctes. 

Si α <y, les types (18) et (19) donneront respectivement 7 — α 4- r 
et 7 — « substitutions ;.le type (20) en donnera oc, et le dernier type oc : 
total 27 4-1. 

27. 5° Substitutions qui altèrent les variables d'une des séries x,j\... 
(telle que .r), et d'une des séries «,... (telle que u). 

Le système des deux fonctions ΛΛ -[- ©f„ 4- se change en 
Tfh* 4- G«, Λ>"4- iR>« par la substitution 

S | X X2y. t-| "^-*2^:4· ! , " · , [· 

Or les substitutions qui n'altèrent pas ce dernier système ne diffèrent 
de celles qu'on vient de trouver que par le changement de z, 7 en u,iï. 



4ι4 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
Soient Τ,, T

2;
. . ces substitutions. Les substitutions qui n'altèrent pas 

xl4- G*. < iiî>f seront ST
J
S-1, ST

2
S-'. 

28. 6° Substitutions qui altèrent les variables d'une des sénés se, 
y,... (telle que a:), et d'une des séries v,... (telle que v). 

Leur recherche se ramène également à la question précédente. En 
effet, la substitution 

X ojm-,, Λ"
2

ρ
+21

. . Xoç+i ^)."C
2
p_|, J?

2
p
+2

-i- λ
)

Λ"
2
ρ,·.. 

... , Χ^α+ι · ■ · î JCia-i-t Xior-l ' 

transforme Χζ., ilb* en Λ,*, aft," — λ,Χορ-,Χπρ. Par suite, la substitution 

Θ --- Θ, Θ2 ... Θα 

transformera α£, ιί!>* en et ιίϊ>" — λ. Λ,®, et 0S les transformera en 
•të,', Λ,"—Cela posé, nous savons déterminer (25 et 26) les 
substitutions simplesT,, T

2
,..., qui transforment en elles-mêmes les 

fonctions 4- ifiv, *ί~ Ces substitutions se confondent évidem-
ment avec celles qui transforment en lui-même le système alî£ 4- ©^ et 

— λ, ail" 4- ift>' — λ, &
v
 — alh"4- — λ

(
 (xPo°4- ©^), et les substitutions 

qui transforment Λζ 4- et 4- iflv— λ,β^ en elles-mêmes seront 
respectivement 

es.T^es)-·, 0S.T2(0S)-V ·· 

29. 70 Substitutions qui altèrent les variables de deux des séries «,..., 
Cherchons les substitutions simples qui n'allèrent pas les fonctions 

ifi>Î4- <, es
K
-h e?. · 

Soit pour fixer les idées $<p.. On aura, en premier lieu, à substi-
tutions simples qui n'al tèrent pas /

2(1+)
 et «

2&4
_,. Elles sont de la forme 

suivante : · 

I UK l ^2p—!>···! ti u\ ~t~ at
2

ç·, ί
2 
p_| ΠΜ

2
,... , t

t
 _<Z«

2
p | , 

où ρ peut varier de ι à ci. 

50. Les autres substitutions simples altèrent toutes la variable «îS+J 

et s'obtiennent comme il suit : 
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Remplaçons «

2δ+4
 par κ

23+ι
 -f- nous aurons introduit dans la 

première fonction le terme τ = at^u.^, et dans la seconde les termes 
τ, = aHr

2
 = 2aUp u3S+i. 

On détruira τ2 par la substitution 

I ^2p— I 7 ^207· *7 ^2p—I ~ -2^^20+Iî ^20 ~f~~ ^^^2p—2l'· 7 L " 22ZM
2
g_ 2p-i-3 i' 

on aura d'ailleurs les conditions p^> o, 2 à — 2 ρ -h 3 >0, nécessaires 
pour éviter les indices négatifs. 

.Cette substitution accroîtra d'ailleurs τ de laquantitér
a
 -2a-^

2p
i
20

_
2

, 
qu'on fera disparaître par la substitution 

i ^2ρ—f ^2p—I 2 £2 top j, 

laquelle changera d'ailleurs ©f, -i- ©£ + τ
(
 en e* -+- ©;' — τ,. 

31. Proposons-nous maintenant de faire disparaître le terme τ. 
Si δ -ρ ρ < μ, on y parviendra immédiatement par la substitution 

i ^2ç-M 7 ^2δ—i7·*·? "ί ^2ÇH-l 2ZW
2
g, 2/

2
g_j ΐ" dtop^o^.. \ ll\ ( 2Z 17 

sinon l'on emploiera la substitution 

[ ^2p-M 7 ^2o—1 7 * " 7 ^2firH ^2ρ-ί·Ι ttlÎ-20) '^20-1 dlLotj |, 

en posant, pour abréger, 

5 -h ρ ~ μ = σ. 

Cette substitution introduira dans la seconde fonction les termes 
a2u2

s
 et — 2au

z<s
t

2v
,
+l

. 
On fera disparaître ce dernier terme par la substitution 

I ®2σ~ 17 '2μ>·*!7 tlf U
2

<j—i H- 2ίΖί
2

μ,
+
|, ^2μ Ciί2ί/θ(7_ο. ... ^ |- 2 iïÎojJ.—2(7+3 |* 

Cette substitution n'introduira aucun nouveau terme si 

2p -f- 2(7 — 2μ — 2 

est nul ou négatif; sinon posons σ'= a — (μ -h ι — ρ). Le terme — a21; 
sera changé en ~ a2(t

2
p — 2au

2
jf = - art.~ — [±aku2,. 4- i\a2t

2
pU.

la
<. 
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Si l'on a 2 ρ 2n' — a < 2y. -t-1, ce dernier terme disparaîtra par 

la substitution 

| t^2o'- I 4^·'^2ρ) ^2p-l-I ~t~4^® U
2(J

f_
2

. . . , ^ i 4^ ^2p+20/—2 [· 
Dans le cas contraire, nous poserons σ"= σ'(ρ -ί- r — ρ), et nous 

emploierons la substitution 

| "20/—1 , ^2p-*-ll***J ^2α'—i [\CV ^opi ^2p-f-1 "H 4 ^2o'—2* ** J ^2p.4-l ! 4^ ^2o" |j 

laquelle introduira, dans la seconde fonction, les deux nouveaux 
termes 16 a° «

2
> et 8α3κ

20
»/

2[
,
+1

. 
Ce dernier terme disparaîtra par la substitution 

| Μ·2σ"-1 j ^2p.3···. U, M
2

q"— ι $<2 ; ^2[jl ΉH 8a3 Ϊ1^η_ π,..., a
(
 8a {·2\ι—2c//-f-;î 

laquelle n'introduira aucun nouveau terme, si 2ρ + ac" — 2/A — 2 est 
nul ou négatif. Sinon, posons σ'"= σ"— (p.-i-1 — p); — a2 i2

f
 sera changé 

en — u2(f
2p

 -t- 8a3 et donnera, par suite, deux nouveaux termes 
— 64a8«

2
2,.„ et — i6a3iv

20
»f

2p
. 

On fera disparaître ce dernier terme par le même procédé que tout à 
l'heure, et ainsi de suite. On arrivera enfin à transformer iih·?, -f- ifl£ en 
lui-même, et ©f

t
 -1- Bf en 

©1 -1- S? — a2/.r, -t- a2u;, — 4a4a»2»· -t- 16 a°κ2,. — 64as«
2

2+ ..., 

s, c', σ",... étant les divers termes positifs de la suite 

è-i-p— a, S-hp — μ— (ρ,-ί-r-ρ), î +ρ — μ —α (μ + ι — ρ),.. . 

52. Cherchons maintenant à opérer sur les u une substitution qui 
fasse disparaître la série des termes 

α?ιις
α
 — 4a'·«r,. -t- 16a"u%„ — 64a8«

2
> 4-.... 

Cette question n'est évidemment qu'un cas particulier de la suivante : 
Étant données les deux fonctions ifi>® et G® -f- F, où F est une fonction 

de la forme 
F ASS^îs A,„„H2OTa2«-4-..., 

où les indices m et n, variables d'un terme au suivant, satisfont à 
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l'inégalité 

m -+-

trouver une substitution qui fasse disparaître les termes A$&u%t
 -f- — 

On peut construire aisément cette substitution par une formule ré-
currente. 

Supposons, en effet, que nous soyons parvenu à faire disparaître tous 
ceux des termes considérés dans lesquels la somme m + n dépasse une 
certaine limite k. 

Soit A
mn

u
2m

u
2n

 l'un des termes restants, dans lesquels m -+- η = k. 
On pourra le détruire par la substitution 

| ^2N—1 J "ÎRN+L J · · · M
2 

N—I A
M

„ «2/N? «2/?H-I A
MN

 U271—2 > · · · |* 

Si k ̂  5 -+- ι, la dernière variable altérée par cette substitution sera 
«,, et le terme A

mn
 u

2m
 u

2n
 disparaîtra sans être remplacé. On pourra 

détruire de même les suivants. 
Soit, au contraire, m ·+■ η > δ -+-1. On devra, pour éviter les indices 

négatifs, s'arrêter à la variable «2s+ m qui sera remplacée par 

Μοδ+t A
mn

U.2k—iZ—2· 

Cela posé, soit A
m

>
n

r it.
lm

r u
în

r un autre terme, où l'on ait 

m'-h n'= m -h η — k. 

On pourra le faire disparaître de même, mais en accroissant encore 
«

2
δ+ι de la quantité «

2
*_

2
e_

2
 ; de même pour tous les termes ana-

logues. Les autres termes n'auront pas été altérés. Donc, en posant, 
pour abréger, K

mn
 -4- k

m
f
n

< e* F aura été changé en 

©« -+- («2δ+
(
 -H ««2^—28—2)" Wîi+i ©« "Γ" αα«2δ+Ι u2h— 2δ-2 L) 1 

F, étant une fonction analogue à F, mais ne contenant plus que des 
termes pour lesquels m -{- η < k. 

On peut d'ailleurs faire disparaître le terme 2«α
2

&+ι «2A-20-2 par la 
substitution 

j Mit—2®—<9 U
2
8j ' ' ' ' Ml, ^2k—2C—i 2β«2 s+l > M

2
8 2««2Α— 2δ—2?-·-ι Μ, M48—2A+3 |* 

Tome XIX (2e série). — NOVEMBRE 1S-4* 



4ι8 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
Cette substitution pourra altérer quelques-unes des variables qui 

figurent dans F, ; mais elle les accroîtra de fonctions de variables d'in-
dice moindre (car, k étant au plus égal à 2 δ, on a a § > 2k — 2 δ — a ). 
Donc, après la transformation, F, sera changé en une fonction de même 
forme, qu'il sera aisé de calculer et pour tous les termes de laquelle 
on aura encore m + η < k. 

On fera de même disparaître de F, les termes où la somme des in-
dices est maximum, et ainsi de suite. 

33. Par un procédé analogue, on fera disparaître le terme — a2t2

(
 : il 

ne restera plus qu'à faire le produit de toutes les substitutions partielles 
que nous venons de définir pour obtenir la substitution simple que 
nous cherchions; et l'on voit aisément qu'elle remplacera u

2s+1
 par 

"28+1 -+-aZ
2p

-+- f, où f est une fonction linéaire de i
2p

_
2
,..., t

2
, «

2
ô, .··, u

2
. 

Si à < p., posant successivement ρ — 1, 2,..., & -f-1, nous obtien-
drons δ 1 substitutions évidemment distinctes, et contenant cha-
cune une constante arbitraire. En les joignant aux δ substitutions 
du n° 29, on aura en tout 2 δ r. 

Si δ = μ, on 11e pourra donner à ρ que les valeurs 1, 2,..., â. Mais 
il existe une autre substitution simple spéciale à ce cas. On peut, en 
effet, opérer sur «

2δ+
,, ί

2δ+ι une substitution orthogonale, à la charge 
d'opérer en même temps son inverse sur w2a, t2$, la substitution ini-
tiale sur u2s_t, i2S_,, etc. 

54. 8° Substitutions qui altèrent les variables de deux séries z,. .. 
ou de deux séries v,..., dans lesquelles le coefficient λ ait la même 
valeur. 

Elles se trouvent par un procédé identique au précédent. Il est 
clair, en effet, que les substitutions qui transforment en elles-mêmes 
les deux fonctions 

©p -f- ©p- et ifi>p — λ, ©ρ -t- afîv — ©p., 

par exemple, seront les mêmes qui transforment en elles-mêmes les 
deux fonctions 

©p + ©p. et Dt)p -f- ifbpr. 
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55. II nous reste à établir que toute substitution qui transforme en 

elles-mêmes les deux fonctions quadratiques Ρ et P' résulte de la com-
binaison des substitutions simples que nous avons trouvées ci-dessus. 

Nous admettrons d'abord que cette proposition soit vraie pour les 
fonctions qui contiennent moins de variables que les proposées. 

Soit, pour fixer les idées, 

Ρ = -+- m4 e^4- ei, 
P'— < -f- ©5 -+- "Ί"" ©^, 

et soit S une substitution qui transforme P et P' en elles-mêmes. 
On a vu (ηοβ 15 et 16) : i° que la substitution S doit remplacer les 

variables λγ2,..., que P'contient, par des fonctions 
de ces seules variables; 20 qu'elle remplace x

2
, v

2
 par des fonctions de 

x2 et p2 seulement. 
On aura donc 

S = 

OB 15 Zi*i 
x

2
,v

2
, φ(χ

2
, e

2
), <p'(x

2
,v

2
) 

x
s
,..., [X3] -f- ψ {x2, c2),.·., 

a,,..., [Z,] f(x
2
, v

2
),..., 

5 · · . * 

? 

[X,]...., [Z,],... étant des fonctions des variables x
3
,..., z,,..., e

3
,..., 

w,,... seulement. 
Cela posé, soient [P], [P'] ce que deviennent P et P' en y posant 

x
2
 = v2

 = o; pour que S transforme P et P' en elles-mêmes, il faudra 
évidemment que la substitution 

x
3
, ... [Xs], 

[S]= z.» ·■· [Z,], ·-· 
. ., ... ...... ... 

transforme [P] et [P'j en elles-mêmes. 
Donc, par hypothèse, [S] résultera d'un certain nombre de substi-

tutions simples formées pour le système [P], [P'j de la manière que nous 
avons indiquée. 

Or, si l'on se reporte à la loi de formation des substitutions simples, 
53.. 
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on voit que celles qui sont relatives au système [Ρ], [P'] dérivent de 
celles relatives au système Ρ, P' de la même manière que [S] dérive de S, 
c'est-à-dire par la suppression des indices x„ x2, v2. En effet, cela 
est évident pour chacune des substitutions partielles dont le produit 
forme chaque substitution simple. 

Soient donc [Τ], [T'],... les substitutions simples relatives au sys-
tème [Ρ], [Ρ']; Τ, T',... celles relatives au système Ρ, P', dont elles 
dérivent; S, une substitution formée avec Τ, T',..de la même manière 
que [S] l'est avec [Τ], [T']. La substitution S, sera évidemment de 
la forme 

x*, v, Wjfc.,), j[ {x
t
, w

2tH
) 

X
2

, P
2 φ,(χα, V2), <p\(x2, P2) 

S
t
 — tV

3f
 ... . (as'o, f2),... ι 

2„ ... [Ζ,]+ Ψιί^,ρ,),... 
...... 

et l'on aura évidemment 
S =S, S2, 

S2 étant une substitution de la forme 

S2 = 

Xl 1 Jn{Xi:····) W2Ç-n)> jf2 (^«J* 
X2, f>2 ψ2(χ2, t'o), f'2(x2, S>i) 
ΧZ 5 · * · X*Z ~ψ2(^-2ΐ ^2/V ·· 

2, 4- ψ'
2
(#

2
,Ρ

2
),... 

e
35

... P
3 4- ψ2(-Τ

2
, f2),... 

..... 

et qui transformera encore Ρ, P' en elles-mêmes. 

36. Or on a 

P — X2 Xa 4— V
2
 P

3
 4- Zj,..., ..., 

F étant une fonction de déterminant ̂ o. Si l'on effectue sur P' la sub-
stitution S

2
, les termes de la transformée où x

2
, j

2 se trouveront mul-
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 z·,,..., vA,..., w,,... seront 

óxK 

et ne pourront s'annuler (ce qui doit être), que si ψ'2 et ses analogues 
sont identiquement nulles, les fonctions -3— 5 · · * étant distinctes. 

Cela posé, les termes de la transformée de P' qui contiennent x2, v2 

seront ψ2(χ3 -î- Ψ2) + + Ψ2)' et comme ils doivent se réduire à 
x

2
x

3 4- v2v3, on aura ψ2 = x2, — v2. Eu outre, pour qu'il n'y ait pas 
de terme en x\ ni en il faudra que ψ

2
 soit indépendant de x

2l
_ et ψ

2 

indépendant de v
2

. 

Par suite, en supprimant dans l'écriture les variables que S2 n'altère 
pas, on aura simplement 

2 x3, v3 Xa-i- O.V2, V3 4- bx2 

57. Or, parmi nos substitutions simples, il s'en trouve toujours une 
T, de même forme que S2 et qui remplace v

a par v3 4- bx2. Si, par 
exemple, α et ε sont > ι, ce sera la suivante : 

Τ = | χ„ μ
3

, x
3

, ν, x, — bv
A
, v

3 4- bx
2
, x

3
 — bv2, vt 4- bxA |. 

Cela posé, on aura 
S2 — TS3, 

S
3
 étant une nouvelle substitution de même forme que S

2
, mais qui 

laisse v
3
 invariable. D'ailleurs S

3
 ne doit pas altérer P'; il faut pour 

cela que S
3
 laisse x

3
 invariable. D'autre part, S

3
 ne doit pas altérer P. 

On doit donc avoir 

f
2
x

2 4-f2 η = x* 4- y, J3, 

d'où 
f

2
 = x, 4- cjr

2
, /; — cy

2
. 

Mais alors S3 est une de nos substitutions simples ; et S = S,TS3 sera 
un produit de substitutions simples, ce qu'il fallait démontrer. 
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58. La démonstration qui précède suppose qu'il existe des variables 

des espèces χ ou *», autrement dit, que P' a son déterminant nul. Si Ρ 
avait son déterminant nul, on raisonnerait d'une manière analogue. 

Reste le cas où Ρ et P' auraient leur déterminant ̂ o. Ils seraient alors 
de la forme 

Ρ =ei-t- ©£. + ..· 
Ρ' = Khi - Xeiiiîv— 

et l'on pourrait raisonner sur les fonctions Ρ et P'+ λΡ, celte dernière 
ayant son déterminant nul. 

59. On peut donc toujours ramener la démonstration du théorème 
à la même démonstration pour un moindre nombre de variables,* jus-
qu'au moment où l'une des fonctions considérées, P' par exemple, se 
réduira identiquement à zéro. L'autre se réduira à une somme de carrés 
et les substitutions qui la transforment en elles-mêmes seront ortho-
gonales. Or on sait qu'une substitution orthogonale quelconque résulte 
de substitutions orthogonales partielles opérées chacune sur deux 
variables seulement; mais ce sont là des substitutions simples. Le théo-
rème est donc vérifié. 

Juin 1874. 


