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Mémoire sur la réduction et la transformation des systémes

quadratiques ;

Par M. Camiuie JORDAN.

Dans le paragraphe I de ce Mémoire, nous donnons une méthode
pour réduire & une forme canonique un systéme de deux fonctions
quadratiques. .

Nous montrons ensuite (§ II) que, pour que deux semblables sys-
temes soient équivalents, il faut et il suffit que leurs réduites soient
identiques. '

Il reste a déterminer, dans le cas de 'équivalence, toutes les substi-
tutions qui transforment cessystémes I'un dans Pautre. L'une d’elles
est foiirnie immédiatement par le procédé méme de la réduction. Pour
obtenir les autres, il suffit de déterminer toutes. les substitutions qui
transforment 'un des systémes en lui-méme.

Nous résolvons ce probléme dans le paragraphe III, en montrant
que toutes ces substitutions résultent de la combinaison de certaines
substitutions simples, que nous déterminons a priori.

1. — Réduction des systemes quadratiques.

1. Soit P une fonction quadratique de m -+ 1z variables Xyiyerey Xos
Jiye-s ¥us oD aura évidemment

P=Q.+ B, +Q,,

Q. étant quadratique par rapport aux x, Q, quadratique par rapport
aux y, et B, bilinéaire par rapport aux x et aux y.
Cela posé, nous pouvons établir les deux prepositions suivantes :
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2. Lemme 1. — SiQ, se réduit & zéro, on pourra, par une substi-

tution convenable, ot: les y seront remplacés par des fonctions des y
seulement, mettre P sous la forme

(I) ..'1:',.]’,—I—...+x,,jk—l—Q.,

Q, étant une fonction quadratique de y.,,..., ¥, seulement.

Soit en effet .
By=ax Y, + ..+ o

Y,.. ., Y, étant des fonctions linéaires des y. Admettons que Y,,...,Y;
soient des fonctions indépendantes, mais qu'on ait au contraire pour
g > T: !
' You= a,, Y, 4. + anY;.
On aura
B,y = (2, + Qi1 L gy et By ‘Tm)Ya +e.

A (k- A gy j gy oo Ay ) Y

Soient Y,.,,,..., Y, des fonctions quelconques des y, qui jointes a
Y,,..., Y; forment un systéme de r fonctions indépendantes. Effec-
tuons sur les 7 la substitution .

! 4 N .
Yo Yy Ynen Yo 2y Yn ly

]
P prendra la forme
s s . F . - - ¥ !
(%, - @ppy ) Xy 1= ) )y e A (XA @ kT ) Y Q

ou Q) est une fonction quadratique des y, que 'on peut mettre sous
la forme '

IiSi et yefi+ Qi

Q, ne dépendant plus que de y, 1.0y I
Effectuons maintenant la substitution

Xy Xy Qg1 Ly —"~_fl

(2) e i eeeeneaeeaen ;

X Xp - Oy g Lk _"--_fk

P se trouvera réduit a (1).
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3. Lemme I1. — Si, Q. n'étant pas identiquement nul, son détermi-
nant A différe de zéro, on pourra faire disparaitre les termes bili-
néaires B,, par une substitution de la forme

(3) e e, ,

Xy Lyt ”mlfl F o in amnfu

ott les coefficients a seront entiérement déterminés.

Soit en effet
Ba.j':]’l @, +...= FnPas

@y...., ¢, étant des fonctions linéaires des . Effectuons la substitu-
tion (3); P prendra la forme

Q.’L‘ _l‘ B;) _.{... Q;"

» L3 ] ’ . r 14 ’ 1
la portion bilinéaire B, étant égale a

90 JQ- [, 9Q: dQ.
([l“ e amid%m‘*"?l)]'i AR K”m“g‘ +...+a,,,,,a%»:-qv,,)}‘,,.

d_xl B Ty

Elle s’annulera identiquement si 'on a

9Q, Q.

ﬂud_?c:‘*‘- -“*"amtz)‘g—m’f"%:oy

(4) ..... Ceree e PN
Q. 2Q;

am?%" T "‘amndQ + 0, =0

Si dans la premiére de ces équations on égale séparément 4 zéro les
coefficients de wx,,.. , ,,, on aura entre les coefficients a,,..., @,,, un
systéme de m équations linéaires ayant A pour déterminant; on pourra
donc les calculer sans difficulté. Les équations suivantes détermineront
de méme t,55...y Aipgseeey Eynyeves Ao

4. Cororraire. — Toute fonction quadratique peut étre ramenée a la
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Jforme suivante :
2 2
A, i e T Apxi 4 B Ly Xy e+ B[.L*Ta+2p.-—i Lo

ots chaque variable ne figure que dans un seul terme.

Considérons en effet la fonction de p variables P= f(x,,.. , x,). Si
elle contient un terme en x2, par exemple, tel que A,x}, on pourra
(lemme II) ]a ramener 2 la forme A} +Q, ou Q ne dépend plus
de x,. Si elle ne contient que des rectangles, soit Bx,x, I'un d’eux.
On pourra (lemme I) la réduire & la forme Bx, . + Q, ou Q ne dé-
pend plus de x,, .. Dans I'un et l'autre cas, on n’aura plus qu’a ré-
duire Q (s'il n’est pas nul) par la répétition du méme procédé.

5. Remarque I. — On peut réduire P 2 une somme de carrés (en in-
troduisant desimaginaires); car A , 22 se change en x} par la substitution

z, = l
1 VX ?
et Bx, o, se réduit i x2 -+ 22 par la substitution
2 i 2 P

&y + iz,

XLyy Ly B

s Ly — 1 I

6. Remarque I1. — Soit

| Xigeeey Xp Xygeens & |
une substitntion qui raméne P i une somme de carrés, telle que
22 4 ...+ x2. Revenant aux variables primitives, on aura évidemment

P=X}+...+XJ;.

si g < p, on voit par 12 que P ne dépend enréalité que des ¢ variables
X(,..., X, ; mais son déterminant par rappert & ces variables sera égal
a I'unité. 7 ' :

Soient d’ailleurs &,,..., &, des fonctions linéaires quelconques de
X,,..., X3 remplagant X,,..., X, par leurs valeurs en fonction de
E,-.., &5, onaura-P exprimé en fonction des ¢ variables £, et son déter-
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minant par rapport a ces variables, étant égal, comme on sait, au carré
du déterminant des équations qui lient les X aux &, sera Z o.

On peut donc choisir les variables indépendantes de telle sorte que
P ne contienne dans son expression que celles dontil dépend en réalité;
et cela fait, son déterminant par rapport 4 ces variables sera 2 o.

7. Tusortme. Deux fonctions quadratiques quelcongues P, P’ peu-
vent &tre ramenées simultanément a la forme suivante :

(6) P=al~- &b+ . AWl .S S,
(7) P=i+ bt e+l 4. b — NS,

les &, W, © étant des expressions de la forme

g=¢ p=e =1

Aoy = szp-—ixzm by == Exszzp-u-n e} '-:2529—1 Byg - B340
=1 =1 e=1

et X,,... des constantes $ o.

Ce théoréme est évident pour les fonctions d’une seule variable, et
nous allons établir que, s'il est vrai jusqu’a r — 1 variables, il le sera
pour r variables.

8. Supposons d’abord que I'une au moins des deux fonctions don-
nées P et P/ ait son déterminant nul; nous avons vu (6) qu’on peut
metire ces fonctions sous la forme

P=F(, . 5) P=F(E,..,E)

les £ et les & étant des fonctions linéaires des variables, choisies de telle
sorte que le déterminant de P par rapport aux &, et celui de P’ par

rapport aux £, soient Zo.
Admettons, pour plus de généralité, que le faisceau des fonctions

lindaires ¢,§, +...+ ¢, £, formées avec ,.. ., & ait des fonctions
communes avec le faiscean ¢, &, +...+ ¢ £, formé des fonctions li-
néaires des &'. Ces fonctions communes pourront s’exprimer linéaire-
ment par un certain nombre d’entre elles Jiv--es fus qui seront indé-
pendantes.

Tome XIX (2¢ série). — Noveusre 1874. 51
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Prenons maintenant pour variables : 1° les fonctions f,,..., /.5 2° des

fonctions ¢y,..., ¢,y de &,..., &, formant avec les f un systéme de
. . I3 . o . 4 ! T d

q fonctions indépendantes; 3° des fonctions ¢',..., ¢,,_, de &,..., &

formant avec les f'un systéme de ¢’ fonctions indépendantes; il viendra

P=F(pi,s gy fir-r Si)y P=F(,s@ppn fror s Jo)-

Cela posé, divers cas seront  distinguer.

9. Si g = ¢'=p, le systéme P, P’ ne dépendra que des variables
Jis-+s fu; mais le nombre de ces variables est < r; car 'une au moins
des deux fonctions P, P’, par exemple P, ayant son déterminant nul,
le nombre g des variables distinctes dont elle dépend est moindre que r.
Donc le théoréme sera vrai par hypothése.

40. Supposons, au contraire, qu'une au moins des deux quantités
q — by ¢ — . s0it > 0. On aura

P=Qy+By+Qp P=Q,+By+Q

Q, désignant une fonction quadratique par rapport aux ¢, By, une
fonction bilinéaire par rapport aux ¢ et anx f, etc.

8i Q, n’est pas identiquement nul, on pourra le rédunire &2 une somme
de carrés ¢ +w? +..., puis faire disparaitre dans I'expression Be+Q,
les termes qui contiennent ¢,, w,,... (lemme II). Il viendra alors

P=0lt+w? 4.  +P=e)+el+..+ P,

P, et P' ne contenant plus les variables ¢, w,,....
On a d’ailleurs
W= o0, %)= o0,...,
d’ont
Pl =0+ +...+ P’;

et I'on voit que, pour ramener P et P’ aux formes (6) et (7), il suffira
¢’y ramener P, et P’, ot le nombre des variables est diminué.
Si Q, n’est pas identiquement nul, on raisonnera de méme.
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14. Supposons donc Q,= 0, Qy= 0. On aura

P =B+ Qr= 0, F, +...4+ ¢ Fopp. + Qp;
B Byt Qe ¢F o g Byt Q)

F,,..., F,_, étant des fonctions linéaires des f.

Le déterminant de P par rapport aux quantités f et ¢ étant 2 0, les
fonctions F,,..., F,_, seront indépendantes les unes des autres. 1l
en est de méme des fonctions F,..., F,._,; mais il pourra se faire que

q
les deux faisceaux
c\F +.+c Foy et & F, +...+c,  F,

aient des fonctions communes. Dans ce cas, que nous traiterons en
premier lieu, ces fonctions communes pourront s’exprimer linéaire-
ment au moyen d’un certain nombre v d’entre elles, x5, 7;....

Cela posé, prenons pour variables au lieu des f: 1° les fonctions
Xy, ¥aye; 2° d’autres fonctions linéaires des F, telles que U,..., for-
mant avec s, ¥i,... un systéme de ¢ — p fonctions indépendantes;
3° d’autres fouctions des F’, telles que U’,..., formant avec x., y» tn
systéme de ¢'— p fonctions indépendantes; 4° d’autres fonctions des
/ telles que V,..., formant avec les précédentes un systéme de p fonc-
tions indépendantes. 11 viendra

Bor=1t X2+ b2 oo+ Gy U 4.

By=0u x4+ o+ 4, U+,
Gy $ay... 6tant des fonctions linéaires des ¢, indépendantes entre elles
(sans quoi le nombre des variables distinctes dont P dépend serait
moindre qu’on ne I’a supposé) et ¢, ¢,,... des fonctions des ¢’, indé-

pendantes entre elles.
D’autre part Qet Q pourront se mettre sous la forme

Q=% Ly +7: La+...+ Q,
Q=L +y: Ly ~+...+ Q)

ou Q, Q' ne contiennent plus &3, 7»,....
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Prenons maintenant pour variables, au lieu des ¢, les suivantes :

=0, + L, 5,=4¢+Laci. g,
ay= |+ L, Fs= ¥+ Lo e
il viendra
P=wyx.4-y, 00 4= Q= dbo, 4 A4+ Q,

Pl=a, s+ yap, 4+ 4- Q =, + 0, +...+ Q)

et il ne restera plus qu’a réduire Q et Q’, qui ne contiennent plus les
variables =, y,....

12. Passons au cas .ot les fonctions F et F’ sont toules indépen-
dantes. En prenant pour variables, au lieu des f, les fonctions F, F’,
et d’'autres fonctions linéaires V,, V,,... des f, qui forment avec
les F, I un systéme de p fonctions indépendantes, on pourra écrire

(8) 5 P=o,F +...4 0 p Fpp+ Op + Qp—+ By + Qy,

[ P= O F g B - O+ Qf B+ Qf,

ou O est une fonction quadratique des variables F, F’, V, donttous les
termes contiennent en facteur une des variables F; Q. une fonction
quadratique des F'; B,y une fonction bilinéaire par rapport aux F
et aux V, etc.

Cela posé, profitons de I'indétermination qui existe dans le choix
des variables V pour ramener les deux fonctions Qy, Q) 4 des formes
réduites analogues 4 (6) et (7). Les nouvelles variables seront en gé-
néral de trois sortes :

1° Des variables ¢,, ¢,..., ¢, qui figurent daus Q, et non dans Q%3

2° Des variables ¢, ¢),..., ¢/, qui figurent dans Q, et non dans Qy;

3° Des variables w,, w,,... qui figurent 4 la fois dans les deux fonc-
tions.

D’aprés la forme des expressions réduites (6) et (7), on voit que le
déterminant de Qy par rapport aux variables v et w dont il dépend
sera Zo; de méme pourle déterminantde Q, par rapport aux ¢ etaux w.

Cela posé, il sera aisé d’achever la réduction de P, P’ en simplifiant
les expressions (8).



PURES ET APPLIQUEES. 405

En effet, en accroissant les variables ¢, w de multiples des variables
F’, on pourra les faire disparaitre (lemme 1I) de I'expression Bgy, la-
quelle se réduira & une fonction By.,, bilinéaire par rapport aux F' et
aux ¢'. Puis on réduira de méme B, 4 une fonction B, bilinéaire par
rapport aux F et aux .

Cela fait, B, sera de la forme 2,0, + w9, +.. , uy, Us,... étant des
fonctions linéaires des F ; et ces fonctions seront indépendantes, car ce
sont les dérivées de P’ par rapporta v, v.,... et1'on sait que le déter-
minant de P par rapport aux variables qui y figurent n’est pas nul.
Soient ¢,,..., £,_,, Q’autres fonctions des F formant avec les z un
systéme de g — p. fonctions indépendantes; on prendra les z et les ¢
pourvariables 4 la place des F. Qg deviendra une fonction quadratique
des u et des £; on en fera disparaitre les # (lemme I) en accroissant
les v de multiples convenables des % et des Z; puis en modifiant, s’il
y a lieu, le choix des £, on raménera Qg 4 une somme de carrés, telle
que £2 ...+ £2 . On modifiera de méme le choix des variables F' et V’

de telle sorte que By, se réduise a la forme #, ¢/, 5~ ..+, ¢, et Qg &
la forme 7 ...+ £3.
Cela posé, o, F, ~-...+ ¢,_,F, prendra la forme
Ity = Yoty yyity Lyt A Lyl s

ot les 7, Z sont des fonctions linéaires de ¢,,.., ,_,. Ces fonctions se-
ront distinctes ; sans quoi I'on pourrait réduire le nombre des variables
indépendantes qui figurent dans P; d’autre part O prendra la forme

Oy =L,u, + Loteg +...--- M £, + ..,
ot les L, M sont des fonctions linéaires des variables ¢, u, v, ¢/, w.
Prenons maintenant pour variables, au lieu de ¢,,..., 9.y, les sui-

vantes : 7y, ¥ay.rs % == Z, +L,,...; P se trouvera ramené & la forme

P you, . -yt = 5 oo By gy L 1D
+ U VU v+ Qy.

(9) ‘

De méme, en modifiant convenablement les variables ¢, on mettra P/
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sous la forme

(x0) P=y U4ty thy 2 ar,'f i T RS o 7o S o
-+ Uy, +...+uw, + Q.

D’ailleurs P’ doit dépendre de toutes les variables, 4 I'exception de
q— p d’entre elles; et comme il ne contient ni les y,,..., 7y, ni les
Byy.ey Bg-y—y il devra contenir tous les z. On aura donc a=g—p—v,
et de méme o/ = ¢' —p — V.

Cela posé, substituons pour Qy et Q leurs expressions réduites; on
voit immédiatement, en groupant convenablement les termes, que les
expressions (g) et (ro) ne se distingueront plus de celles des formes (6)
et (7) que par la notation.

13. 1l reste & traiter le cas ot P et P’ ont leur déterminant différent
de zéro. '

Considérons dans ce cas la forme P’ -+~ AP, ou X est un coefficient
arbitraire. En nous imposant la condition que P’ + AP ait zéro pour
déterminant, nous obtiendrons une équation du degré r en X dont le
premier terme a pour coefficient le déterminant de P. On pourra donc
toujours y satisfaire.

Le coefficient X ayant été ainsi choisi, on pourra ramener les fonc-
tions P et P’ -+ AP 2 leur forme rgduite du genreindiqué au théoréme.
D'ailleurs P dépendant de toutes les variables ne pourra contenir dans
son expression de termes des espéces & et . On aura donc simple-
ment

P=git...+ & +...,

P AP = 4. -, — S

d’ou
P=, — A 4ot By, — (A, +A)E5 +...,

ce qui achéve de prouver le théoréme.
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IL. — Equivalence des systémes.

14. Deux systémes de deux formes P et P/, Q et Q' sont équivalents,
s'ils peuvent étre transformés 'un dans I'autre par une substitution
convenable.

Takorime. — Deux systémes réduits

P=olit o 4w A S . b EF ...,
P=abl ... +€L . bl £ L by, — Ay €5,

(r1)

et ,

(12)

Q=al+..+dh+...+&h+ . +eht...,
Q= +...4+ S . W+ -y, — N+

ne peuvent étre équivalents si U'on r'a pas a la fois
0('_—-‘&',.. . 7:717- .3 E:E’, )L‘:)\'ig

Nous supposerons le théoréeme démontré pour les systémes conte-
nant moins de variables que les proposés (il est évident pour une
seule variable).

15. Si dans la substitution S, qui, par hypothése, transforme Q, Q’
en P, P', on met en évidence les termes qui contiennent les premiers
indices des suites telles que x et v, on pourra écrire

..........................

‘r'e a, X, +-~-—'r'[t;v, S 1 Xp
r , , -
([3) S — z, be' R S o bp O+ b Zp
= K , ’
V, Gyt oV,
' 1
W, dot + ot o W,

Xo Zyy Vo W,,... étant des fonctions des variables x....., z,, ..,
Vareeey Wy,..., qui figurent seules dans I’expression de P'.
Drailleurs tous ceux des coefficients a, b, ¢, d,..., a, ¥, ', d',...,



408 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

qui figurent dans les expressions qui succedent A &Ly, .y Ziaeen Vageens
Ww,,..., seront égaux a zéro.
On a en effet

r

Q =F(ay:0.ss Bpyeeny Varenry Wiaees)s

F étant une fonction quadratique dont le déterminant n’est pas nul; et
si I'on pose pour abréger

T = F(Xape oy Zygers Vare o Winiel)

la substitation S transformera Q' en

Jn Jn Jan on
I + x, (a2 m-r...-‘-‘ 64 -d-z—;—{- seab Cg a—vz—.—'...-!— 4a-wl —l—...)—l-...
, 01 , g on , ol . op OO
-— ¥ (azai—: "}".---T—bia-z—l—l—...-!— C2 dvz-__*_“.‘rdim +...)+--.+ R,

ol R est quadratique en &y, .., ¥yyceee

Cette transformée n’étant autre que P, les termes en &y,..., ¢45---
devront disparaitre, et la transformée se réduira a II. D’ailleurs cette
transformée doit dépendre du méme nombre de variables distinctes

que Q'. Donc Xoooiny Zyserey Vayoooy Wy ., seront des fonctions indé-
" . on on on

] tes. Il en sera de méme des fe peeey gty w0

pendantes l mém s fonctions e e

oW,
cients de x,. .. 9,..-, dans I'expression (14), ne pourront s’annuler
que si tous les coefficients ds,..., b,,... s'annulent. :

ou .., puisque le déterminant de ¥ n’est pas nul. Donc les coeffi-

46. Soit maintenant, pour abréger,

A=a,x +...+d K., G=cx-t+..+ TR SO

Le déterminant de S, qui n’est pas nul, est divisible par celui des
fonctions A, C,.... Donc ces fonctions sont indépendantes.

Cela posé, opérons la substitution S sur la fonction Q. Les termes
en X,,.... V1,..., contenus dans le résultat, seront les suivants :

(15) AX, ... + GV 4.
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La transformée se confondant avec P, ces termes doivent se réduire
Ax,x, +...4+ 9,0, +.... On en conclut que X,,..., V,,... ne dé-
pendent que de z,,..., ¢,,.... Soient, en effet, £ uneautre variable quel-
conque, m,..., n,... les coefficients qui la multiplient respectivement
dans les expressions X,....; V,.... Le coefficient de ¢ dans l'expres-
sion (15) sera (Am +...+ Cn +...), et ne pourra s’annuler identi-
quement que si 2 = 0,..., = 0,..., puisque A,.... C,... sont des
fonctions indépendantes.

17. Cela posé, soient [P], [P'], [X:T,eees [ZeToer 5 [VaJorenr [Wi]seon
ce que deviennent les fonctions P, P',..., X, ..., Z,..., Voo, Wi,
en y posant x, = o,..., ¢, = 0,..., [Q] et[Q] ce que deviennent Q et

Q' pour &, = o,..., ¥, == 0,.... Pour que la substitution S transforme
Qet Q' en P et P, il faudra évidemment que la substitution

[ST==1 Zae oy Zymvey Fgrrey Wy [Kalyeoos [Zilore s [Vloores [Wilseos |

transforme [Q] et [Q'] en [P] et[P']; mais les deux fonctions [Q] et
[Q] forment un systéme réduit analogue au systéwe Q, Q', sauf que
le nombre des variables s’y trouve diminué de deux x', de deux ¢/,....
De méme [P] et [P'] forment un systéme réduit analogue a P, P'.
Ces deux systémes sont équivalents; mais ils ne peuvent l'étre, par
hypothése, que si I'on a

A 1= 0 Tpny P =Y peeny E— € Ly Ay 7= X

On en déduit & = o, ¢ =¢,.. , ce qui démontre le théoréme.

18. L’analyse précédente repose sur I'hypothése que P contient des
variables x,, .., #,... qui ne figarent pas dans P’; mais un raisonne-
ment tout 4 fait analogue s'appliquerait au cas o P’ contiendrait des
variables qui ne figurent pas dans P. On raisonnerait encore de méme
si I'une des fonctions Q, Q' contenait des variables qui ne figurent pas
dans I'autre.

Reste a considérer le cas ot chacune des quatre forctions P, P/, Q,
Q' contiendrait toutes les variables. On aurait alors simplement

P=¢ci+elt+..., P=u)—Nei+ Wi — A &) ..,

Q=et+el+..., Q=wni—Xe"+unl-Nel+. .
5a

Tome XIX (2¢ série). — NoveMBRE 1874.
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mais, dans ce cas, les deux systémes

P, P+0P =+l —(h~—r)ei+. .,
Q Q+hQ=wi— X —L)er+ wh— (X, —A)el+...

seront équivalents; mais ils sont réduits, et P+ ), P ne contient
pas x, : on aura donc, d’aprés ce qui précéde,

a=qa, ﬁ:‘B',._,, A'I;Rizo, 12-—)”:):2-*—)\“...,

d’otr
Xy =%k Ny=2dsy...,

ce qui démontre le théoréme.

19. Pour juger si deux systémes 3, 3’ sont équivalents, il suffira
donc de les réduire chacun de son coté. Siles deux réduites sont
différentes, il 0’y aura pas d’équivalence. Si, au contraire, elles sont
identiques, soient S et T les substitutions qui réduisent respectivement
les deux systémes : il est clair quon passera de un & Pautre par la
substitution ST-* = TU. , .

On obtiendra dailleurs évidemment toutes les substitutions qui
transforment 3 en 3, en combinant la substitution U que nous venons
de trouver avec les substitutions qui transforment 3 en lui-méme.
Pour déterminer commodément ces derniéres substitutions, il convient
de ramener d’abord le systéme 3 i sa forme réduite.

Hl. — Transformation d’un systéme en lui-méme. -

20. ProsuimME. — Déterminer toutes les substitutions qui transfor-
ment en lui-méme le systéme réduit

P= i+ &l W+ o+ .- S ..,
P=ai+ ). et ) b — X S

Nous allons déterminer, @ priori, certaines substitutions simples qui
n’altérent pas le systéme; nous démontrerons ensuite que toutes les



PURES ET APPLIQUEES. 4r1

substitutions qui jouissent de cette propriété s’obtiennent par la com-
binaison de celles-la.

24. 1° Substitutions qui waltérent que les variables x. — Leur
forme sera la suivante :

(16) ] Lyy Laaw oy Lagyy ALys A Xaoory Ayqy Iv

ou a est une constante arbitraire.
On pourra opérer des substitutions analogues sur les variables des
séries analogues 7, ....

22. 2° Substitutions qui n'altérent que les variables d’une des sé-
TIES Tyurey Uyovey Pyenne

Elles se réduisent a la forme
(r7) | Zi5ees e I R l-

23. 3° Substitutions qui altérent les indices de deux des séries
Xy Yyene-

Considérons, par exemple, les denx séries x et y.

Le procédé suivant fournira les substitutions simples.

Accroissons I'une des variables extrémes x,, ', Zoqs1y Jopss d'un
multiple de T'une des variables de I'autre série. On introduira dans
P'une des fonctions &% -+ &F, W% + WS un terme étranger, que P’on fera
disparaitre en modifiant une seconde variable. Cela fera, en général,
paraitre dans la seconde fonction un nouveau terme, que I'on dé-
truira de méme, et ainsi de suite, jusqu’d ce qu'on arrive 4 modifier
une autre des variables extrémes. Alors 'opération sera achevée, et
aura une substitation inaltérante. Chacune des substitutions ainsi ob-
tenues rentre dans I'un des six types suivants :

. .

(18) Xyy Vopras Laa-or Ly AFaprys Jogea— ALy Xy -+ aAY g, 3.... '
T "
v

e s e s e 9, 'T2¢Z+' D R R N N AT I rerea x2¢+‘ "‘;L'af29+21+( !
(19) l Lyy Yap—tss Loory Ly EQFopy Pogy — A2y 2 Logsy 1) 20 0y |,
(20) | iy Fopiovos 71 &gy Jopey = @Xzee oy Jy — AXag |,

~

22..
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(21) ' Jis Eograyers Yit BLogyyy Lagra — QY 2se-. E
ooy Faget eeeeneeenn s Faper i @agrags |
(22) ’]'n Tagts oo Y1 QFapy Loy = AFay...
’ vooy Fofat eeeeenenn Yoy = AXap 0
(23) Touers FVogrinor LogurT0F2py Voger — AXag. .- '
9 FoBer s 3 Yofar 7 Gaprag28 [

Dans chacune de ces substitutions,  est un coefficient arbitraire ; p est
un entier nul ou positif, mais qui doit étre déterminé de telle sorte
que les indices des variables x, y soient tous positifs et, respective-
ment, < 20 + 2, < 28+ 2.

24. Voyons combien nous obtiendrons de substitutions simples dis-
tinctes.

Soit d’abord o >> 8. Les types (18) et (19) devront étre rejetés. Dans
le type (20), il faudra poser p >o0, pZ 3, d’ott § solutions. Dans le
type (2r1), pSoZa — fB, d'out ¢ — £ + 1 solutions. Daus le type (22),
pZa> 3, dott & — @ solutions. Dans le type (23), p > 02§, d'ou
{3 solutions. On aura donc en tout 2« + 1 substitutions simples. On
en aurait de méme 2 -+ 1, si o était <.

Si =3, on en aura une de plus. Elle s’obtiendra en posant p = o
dans le type (18).

25. 4° Substitutions qui altérent les variables d’une des séries x,
9°,..-y (telle que x) et d’une des séries z,..., (telle que z).

On les trouvera par le méme procédé. Considérons d’abord celles
qui n’altérent pas la variable z,,.,. Elles appartiendront 4 trois types,
identiques aux types (18), (19), (20), sauf le remplacement de y,
par z, 7. _ :

Pour obtenir les autres, changeons Zoyat €N Zoy, = Aay, p étant > o
etZ«. Onintroduirapar ladans I'expression & -+ w! leterme r=ax,, 2y,
et dans 'expression %} +- €} les termes 7, = a®x, 1 = 2%, 254y

Le terme 7, disparait par la substitution

V Xogirs Boyreer  Lopy — 20Bayeyy Zay + 20X 25505000

.3 xaa_*_‘ L A B R A SR 4 , xﬂa_’_{ - 2(ZZ2?+29_2a+1
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D’ailleurs, pour quil n'y entre pas d’indices négatifs, il faudra que I'on
ait p Za — 7 : nous discuterons tout & I'heure cette condition.

La substitution ci-dessus accroit d’ailleurs le terme = de la quantité
Ty = 2a° Xy Lypya. On délruira ce nouveau terme 7, par la substitution

l Lagry Lagey— 2421'29 l

laquelle introduira en revanche dans %%+ €} un terme — 27, qui,
joint A 7;, donnera — z,.
On détruira ensuite 7 par la substitution

| Log—yy Bayoiy v Loy — AZyy- Boy 1 AX'zc as. oo [7

¥

ou la derniére variable altérée sera x, ou z,, suivant qu’on aura pZv
oup>17.

Enfin — =, disparaitra 4 son tour par la substitution

[ Lagiry Lopysees Lo a* Lagy Lagoy — a‘lngwr-f {7

ou la derniére variable altérée sera x, ou x,.,,, suivant qu’on aura
2pZc0u2p >0

Le produit de toutes les substitutions précédentes sera la substitu-
tion simple cherchée.

26. Voyons combien nousauronsde substitutionssimples distinctes.

Soit d’abord & >> . Les types (18) et (19) sont 4 rejeter. Le type (20)
en donne 7, et le dernier type que nous venons de trouver en donne
v -+ 13 total 27 + 1 substitutions distinctes. ’

Si =7y, les types (18) et (1g9) donneront respectivement § — a -4~ 1
et 7 — « substitutions; le type (20) en donnera «, etle derniertype «:

total 277 +1.

Q7. 5° Substitutions qui altérent les variables d’une des scries x, -, ...
(telle que x), et d’une des séries u,... (telle que u).

Le systéme des deux fonctions &%--€), #% + %) se change en
w2 4 €%, A+ W), par la substitution

S :l Lygerey Loz Kacipaersy Ly i’

Or les substitutions qui n’altérent pas ce dernier systéme ne différent
de celles qu’on vient de trouver que par le changement de z,7 en #,0.



414 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Soient T,. T,.. ces substitutions. Les substitutions qui nalterentpas
L2+ &8, -+ ! seront ST,S™*, ST.S™,,.

28. 6° Substitutions qui altérent les variables d’une des séries x,
5. (telle que x), et d’une des séries v,... (telle que v).

Leur recherche se raméne également 4 la question précédente. En
effet, la substitution
0,= Lopiry Lageaye - Loprs —MLapt s Lagra+ A Xop, -

1 Logat R R y Logay — Ay Looy '
transforme &2, b en dor, Wi — A, &2, &ap. Par suite, la substitution
0:==0,0,...0,

transformera A7, % en &% et w:— A, A%, et OS les transformera en
ahE, bt— A wi. Cela posé, nous savons déterminer (25 et 26) les
substitutions simples T,, T,,..., qui transforment en elles-mémes les
fonctions &% + W, W= -+ €;. Ces substitutions se confondent évidem-
ment avec celles qui transforment en lui-méme le systéme & +€; et
&S — A WE 4 E — A, €L == i+ b — A, (b + &), et les substitutions
qui transforment &€} et W -+, —1,€; en elless-mémes seront

respectivement
0S.T, (GS)“', 0S .T,(eS),. ..

29. 7° Substitutions qui altérent les variablesde deuzx des séries u,....
Cherchons les substitutions simples qui n’altérent pas les fonctions
Wi+ wE, e+ e ‘

Soit pour fixer les idées & Z p. On aura, en premier lien, ¢ substi-
tutions simples qui n’altérent pas £,,., et ,;3,,. Elles sont de laforme
suivante : .

| @45 Baparyees By Wy llng, Eyp g — Algy...y Ey — Ay, |,
ot p peut varier de 1 4 J\.

30. Les autres substitutions simples altérent toutes la variable u,;,,
et s’obtiennent comme il suit :
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Remplagons #,5,, par #:,, + at.,, nous aurons introduit dans la
premiére fonction le terme © = af,,u.;, et dans la seconde les termes
Ty = azt;;, To = 24lsp Uspyy.

On détruira 7, par la substitution

l Logiy Uogs- oy by Bap g~ 2aUaz, y Usz+ 2Qbyy 0y« 5 ¥ — 2QUsz 05,5 |3

on aura d’ailleurs les conditions p > o0, 26 — 2p + 3 >0, nécessaires
pour éviter les indices négatifs.

.Cette substitution accroitrad’ailleurs t de la quantitét; =2a%Ly,ls, .,
qu’on fera disparaitre par la substitution

| 2spt  Zapy— 2a%,, |,
laquelle changera d’ailleurs €} + ¢! + 1, en €5 + e —1,.

31. Proposons-nous maintenant de faire disparaitre le terme .
Si 0 + pZu, on y parviendra immédiatement par la substitution

Lagras Ugd—yseeey Uy Logpy — Allygy Usg, + Alogyoye- y Uy - Alagiag I
sinon I'on emploiera la substitution

l Logiss Usi 1329 Loy Lopyy —— AUy, Uag_y -im hoprngenns Lapyy - Allag |,
en posant, pour abréger,

0+p—p=c.

Cette substitution introduira dans la seconde fonction les termes
a’ul, et — 2atty5tyy,, .
On fera disparaitre ce dernier terme par la substitution

. I Uggys lops sy Uy Ugg = 2algu, 3 Loy — 20UsG_n5.e.., Uy -I- 2atyy_ssea
Cette substitution n’introduira aucun nouveau terme si
20 -+ 26— 24 — 2

est nul ou négatif; sinon posons¢'= ¢ — (& 41 —p). Le terme — a2

2]

sera changé en — a®(¢y, — 2au,0)* = — a*t2 -~ fa'ul + fa° Lop Usg.

2l
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Sil'ona 2p -+ 26" — 2 < 2p +1, ce dernier terme disparaitra par
la substitution

patrd

Usstoyy Lopyy ooy Uy Uagly —4 Lapy Lopes A togr_s- -y Uy — 43 topiogl-n ‘

Dans le cas contraire, nous poserons ¢”= ¢’ (. 4-1 — p), et nous
. e . .
emploierons la substitution

I Usg—yy Logyyseeny Capyy Bagrey — 4a Lagy Lagey +4a Usgr_ne-e sy oy + hatuyer I;

laquelle introduira, dans la seconde fonction, les deux nouveaux
termes 164}, et 8a® uogntyy .
Ce dernier terme disparaitra par la substitation

l Usgryy Lagaee., Uy Uagry — 8a’ Lagrry Lop+ 8atusn_oyenny u— 861,31521_,__25”_,_3 l)

laquelle n'introduira aucun nouveau terme, si 2p + 20" — 2p — 2 est
nul ou négatif. Sinon, posons ¢"= ¢" — (u.+1— p); —a®¢, sera changé
en — a*(f,, + 84’ u,.»)® et donnera, par suile, deux nouveaux termes
— 64a’ul, et — 16a°itoon s,

On fera disparaitre ce dernier terme par le méme procédé que tout a
’heure, et ainsi de suite. On arrivera enfin 4 transformer ) 4 ¢ en
lui-méme, et €} + @ en :

~

e, + et —att} +atul, — fatul. +16au;, — 64a’ul, +...,

13

G, ¢', ¢”,... étant les divers termes positifs de la suite
O+p—p, O+p—p—(n+1—p) S+p—p—2(p+r—p)..

32. Cherchons maintenant 4 opérer sur les z une subslitution qui
fasse disparaitre la série des termes

au? — ha‘ul, +~16aul. — 64adul. +....
Cette question n’est évidemment qu’un cas particulier de la suivante :
Etant données les deux fonctions .’ et €, +F, ou F est une fonction

de la forme
F=Apuj;+...4 App oy Uy, + ..

ou les indices m et n, variables d’un terme au suivant, satisfont i
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I'inégalité
m + nzad,

trouver une substitution qui fasse disparaitre les termes A uh+....

On peut construire aisément cette substitution par une formule ré-
currente.

Supposons, en effet, que nous soyons parvenu 4 faire disparaitre tous
ceux des termes considérés dans lesquels la somme m + r dépasse une
certaine limite .

S0it Ay Ugm 2, I'un des termes restants, dans lesquelsm +~n =£%.
On pourra le détruire par la substitution

l Usp—gy Usmacisers Uzp—y — A Uoins Uames = ApnUon_sy o l

Si k=& + 1, la derniére variable altérée par cette substitution sera
u,, etle terme A, Uy, ., disparaitra sans étre remplacé. On pourra
détruire de méme les suivants.

Soit, au contraire, m + 7 > & -+1. On devra, pour éviter les indices
négatifs, s’arréter 2 la variable u,3,,, qui sera remplacée par

Usssy + Amn Uz _23-2-
Cela posé, soit Ay Uy UD autre terme, ou l'on ait
m—+n=m-+n==k.

On pourra le faire disparaitre de méme, mais en accroissant encore
ty5,4 de la quantité A, ty;_o5. :-de méme pour tous les termes ana-
logues. Les autres termes n’auront pas éié altérés. Donc, en posant,
pour abréger, Ay, -+ Ay +...= @, €, + F aura été changé en

by s
e, + (uzi‘n-l A Allaggs o) — Uspr oo o = €, 20Ugpeq Ugjos2 + F,

F, étant une fonction analogue 4 F, mais ne contenant plus que des
termes pour lesquels m -+ n < &.

On peut d’ailleurs faire disparaitre le terme 2auyp,( Usk—25—2 Par la
substitation ‘

| @or—otoas Usdsevs Uiy Uokgd—s — 20Ugdsyy Uzd + 2AUnp-g5-21-+-r Yy — Usi—pisa |-

Tome XIX (2¢ série). - Noviusre 1824, 53
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Cette substitution pourra altérer quelques-unes des variables qui
figurent dans F, ; mais elle les accroitra de fonctions de variables d'in-
dice moindre (car, k étant au plus égal 3 28, on 228> 2k — 28 — a).
Donc, aprés la transformation, F, sera changé en une fonction de méme
forme, qu'il sera aisé de calculer et pour tous les termes de laquelle
on aura encore m + n < k. , .

On fera de méme disparaitre de F, les termes ot la somme des in-
dices est maximum, et ainsi de suite.

33. Par un procédé analogue, on fera disparaitrele terme —a?¢}, : il
ne restera plus qu’a faire le produit de toutes les substitutions partielles
que nous venons de définir pour obtenir la substitution simple que
nous cherchions; et 'on voit aisément qu'elleremplacera u,;,, par
Upssy + atyy+ f, ot f est une fonction linéaire de Log—ayerny L2y Unsyenrs Ua.

Si ¢ < p, posant successivement p =1, 2,..., 0 +1, nous obtien-
drons ¢ + 1 substitutions évidemment distinctes, et contenant cha-
cune une constante arbitraire. En les joignant aux ¢ substitutions
du v° 29, on aura en tout 29 + . - V

Si 0 = p, on ne pourra donner 3 p que les valeurs 1, 2,..., ¢. Mais
il existe une autre subslitution simple spéciale  ce cas. On peut, en
effet, opérer sur u,;,,, £,5,, une substitution orthogonale, & la charge
d’opérer en méme temps son inverse sur u,s, 2,5, la substitution ini-
tiale sur w,3_,, £,5_,, etc.

34. 8° Substitutions qui altérent les variables de deux séries z,...
ou de dewx séries v,..., dans lesquelles le coefficient )\ ait la méme
valeur.

Elles se trouvent par un procédé identique au précédent. 1l est
clair, en effet, que les substitutions qui transforment en elles-mémes
les deux fonctions :

e +¢e et W —A e+ B — A e,
par exemple, seront les mémes qui transforment en elles-mémes les
deux fonctions

e e et w -+ .
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35. 1l nous reste i établir que toute substitution qui transforme en
elles-mémes les deux fonctions quadratiques P et P’ résulte de la com-
binaison des substitutions simples que nous avons trouvées ci-dessus.

Nous admettrons d’abord que cette proposition soit vraie pour les
fonctions qui contiennent moins de variables que les proposées.

Soit, pour fixer les idées, '

P =&+ %+ e+ &),
Pr= w2 + € + B+ W, — A, €5,
et soit S une substitution qui transforme P et P’ en elles-mémes.
On a vu (u® 15 et 16) : 1° que la substitution S doit remplacer les
variables &,,..., 21yc.04 92,00, Wy,..0, que P’ contient, par des fonctions
de ces seules variables; 2° qu’elle remplace x,, v, par des fonctions de

x, et ¢, seulement.
On aura donc

XLyy Vi f(xu---a Watt)s f.'(xn-- s Watar)
Lay Vo ‘P(x:.», 2), @' { X2y ¥a)

S=| xsy0eey [Xs]+ ¢ (Xs 03)yeees ;
Byseny  [Zy] + (22, 92)5-00s

---------------------

teesey eesaavens

[Xs]s-es [Zi]5-. étant des fonctions des variables x5,..., 2,005 5.,
Wy,y... seulement.

Cela posé, soient [P], [P'] ce que deviennent P et P’ en y posant
2, = ¢, = 0; pour que S transforme P et P’ en elles-mémes, il faudra

évidemment que la substitution

235 oo [ X5l oer ]
[S1=| 2z, ... [Z],

si89 sese  esnse 9 o

transforme [P] et [P’] en elles-mémes.

Donc, par hypothése, [S] résultera d’un certain nombre de substi-
tutionssimples formées pour le systéme [P], [P’] dela maniére que nous
avons indiquée.

Or, si I'on se reporte & la loi de formation des substitutions simples,
53..
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on voit que celles qui sont relatives au systéme [P], [P’] dérivent-de
celles relatives au systéme P, P’ de la méme maniére que [S] dérivede S,
c’est-a-dire par la suppression des indices x,, v,, &, v,. En effet, cela
est évident pour chacune des substitutions partielles dont le produit
forme chaque substitution simple.

Soient donc [T], [T'],... les substitutions simples relauves au sys-
téme [P], [P’]; T, T,... celles relatives an systéme P, P’, dont elles
dérivent; S, une substilution formée avec T, T,..., de la méme maniére
que [S] Lest avec [T], [T']. La substitution S, sera évidemment de
la forme
Ly ¢y fl(xﬂ‘"7 Wats1)s j; (@44 -1y Watst)
X V2 0,(22,92), §4(2s, 02)

S; = | @3y . [Xg]+ ¢y (22, 02);... ,
Byy e [Z ] + ¢, (%) 92),00n

*sisee  sadeacrerina trevesorme

et on aura évidemment
§ =§,8,,

S, étant une substitution de la forme

Ly ¥y jz(xn“-a W2:+1)7 f; (xu- o W2Z+|)
Xy 9, ?2(1'27 "2)7 éP,g(xzs )

ZLgye.. L3+ Po( gy Va)y ..

Zyyeee By Go(Za, 02),e

L Ve 9y - Po(Xey 0a)yene

-------------------------

et qui transformera encore P, P’ en elles-mémes.
36. Oron a
P2, 4 0,05 + F(&hyeeny Zypenny Oaseney Wyy00l),

F étant une fonction de déterminant Zo. Sil'on effectue sur P’ la sub-
stitution S,, les termes de la transformée ou x,, 7, se trouveront mul-
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tipliés par x,,..., 2,5...y 94,..., W,,... seront v

OF
o g e e

et ne pourront s’annuler (ce qui doit étre), que si ¢/, et ses analogues

. . . JF , -
sont ideptiquement nulles, les fonctions 552"+ étant distinctes.
Ty

Cela posé, les termes de la transformée de P’ qui contiennent x,, v,
seront g, (x5 - §p) + o, (v + 92), et comme ils doivent se réduire 4
X325+ 9393, ON AUTA @y = &y, ¢, = ¢,. En outre, pour qu’il n’y ait pas
de terme en &} ni en v, il faudra que ¢, soit indépendant de x,, et §/,
indépendant de v,. _

Par suite, en supprimant dans I'écriture les variables que S, n’altére
pas, on aura simplement

S, — Xy Yy fz-ﬂ
g =

Xay V3 X3+ AV, v+ b,

37. Or, parmi nos substitutions simples, il s’en trouve toujours une
T, de méme forme que S, et qui remplace ¢, par ¢, + dx,. Sl, par
exemple, a et ¢ sont >> 1, ce sera lasuivante: - -

T=| &, 95, T3, v, 2, — bo,, 03+ by, 23— bes, 0, + b, |.

Cela posé, on aura
S, = Tssy

S; étant une nouvelle substitution de méme forme que S,, mais qui
laisse ¢, invariable. D’ailleurs S; ne doit pas altérer P'; il faut pour
cela que S, laisse x, invariable. D’autre part, S, ne doit pas altérer P.
On doit donc avoir

f2x2+f; 72:x4x2+fifzs
d’ou
Se=x+cyn [ =yi—cp

Mais alors S; est une de nos substitutions simples ; et S =S5,TS, sera
un produit de substitutions simples, ce qu’il fallait démontrer.



422 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

38. La démonstration qui précéde suppose qu'il existe des variables
des espéces x ou v, autrement dit, que P’ a son déterminant nul. Si P
avait son déterminant nul, on raisonnerait d'une maniére analogue.

Reste le cas ol P et P’ auraient leur déterminant Zo. Ilsseraientalors
de la forme :

P=cl+¢el+..
P'= @}, — A&}, + wo,— N el +...

et I’'on pourraitraisonnersur les fonctions P et P’ AP, cette derniére
ayant son déterminant nul.

59. On peut donc toujours ramener la démonstration du théoréme
4la méme démonstration pour un moindre nombre de variables,” jus-
quau moment ot I'une des fonctions considérées, P’ par exemple, se
réduira identiquementa zéro. L’autre se réduira 2 une somme de carrés
et les substitutions qui la transforment en elles-mémes seront ortho-
gonales. Or on sait qu'une substitution orthogonale quelconque résulte
de substitutions orthogonales partielles opérées chacune sur deux
~ variables sealement; mais ce sont la des substitutions simples. Le théo-
réme est donc vérifié.

Juin 1874.



