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AAMAN v

MEMOIRE SUR LES FORMES BILINEAIRES;

Par M. Camince JORDAN.

Nous résoudrons dans ce Mémoire les problémes suivants :
1° Etant donné un polynéme bilinéaire

P=3Apxe)g (2=1,2,...,n, B=1,2,.,n)

le ramener 4 une forme canonique simple par des substitutions ortho-
gonales opérées, les unessur les variables x,,..., x,, les autres sur les
variables y,..., ¥».

2° Ramener P 4 une forme simple par des substitutions linéaires
quelconques, mais opérées simultanément sur les deux séries de va-
riables x,,..., Zn, V1yeeey I

3° Ramener simultanément 4 une forme simple deux polynémes
bilinéaires P et Q, par des substitutions linéaires quelconques, opérées
isolément sur les deux séries de variables. .

Le premier de ces problémes n’a pas encore été abordé a notre
connaissance; le deuxiéme a déja été traité (dans le cas ot 7 est pair),
par M. Krenecker (Monatsbericht, 15 octobre 1866), et le troisiéme
par M. Weierstrass (/bid., 18 wai 1868); mais les solutions données
par les éminents géométres de Berlin sont incomplétes, en ce qu’ils
ont laissé de coté certains cas exceptionnels, qui ne manquent pas
d’intérét. Leur analyse est en outre assez difficile 4 suivre, surtout
celle de M. Weierstrass.

Nous pensons donc satisfaire les géométres en exposant, pour la so-
lution de ces questions, une méthode nouvelle trés-simple, et ne com-
portant plus aucun cas d’exception.

Nous terminerons ce Mémoire en montrant que le troisiéme pro-

bléme, borné aux limites.ou ’avait considéré M. Weierstrass, est iden -
5..
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tique a celui de la réduction des substitutions linéaires a leur forme
canonique.

1. Soit
P=3Agx.ys (x=1,2,...,n, B=1,2,..,n)

un polynéme linéaire par rapport & chacune des deux séries de va-

riables x,..., %5, ¥1;...s ¥ Silonopére sur cette fonction une double
substitution linéaire

(I Lo = Qg g + apz&z +.. apn&m
(2) Yo =bpn +bpa 2 +... 4 bpp 1y

ce polyndome prendra la forme

2“"%(& &u ngs

analogue & la précédente. On pourra d’ailleurs disposer des coeffi-
cients des substitutions (1) et (2), de maniére & simplifier cette expres-
sion en annulant quelques-uns des coefficients .

Supposons d’abord que le déterminant formé avec les coefficients
Aqg, que nous appellerons pour abréger le déterminant de P, ne soit
pas nul. On pourra poser

Ko = 597 Ap.i I o+ Apnfu: Mps

et P prendra la forme canonique
(3) Evny + &0 + .8y

Si le déterminant de P était nul, les fonctions %,,..., 1, calculées
comme ci-dessus, étant liées par une ou plusieurs relations linéaires,
ne seraient plus des indéterminées distinctes. Admettons, pour fixer
les idées, que les fonctions v,,..., 1,, soient distinctes, mais que les
suivantes soient lies & celles-ci par des relations linéaires. Substituant
dans P les valeurs de ¥,.y,..., tirées de ces relations, P prendra la
forme o

([i) P=§l m +--J+Em77ms
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&1s.+y En étant des fonctions de la forme
o= Lp 4 Cp Xy + Appps +-..,

qu'on pourra prendre pour variables indépendantes au lieu de
Lyyerey Lo ‘

Nous obtenons ainsi dans tous les cas une forme réduite ou chaque
variable ne figure que dans un seul rectangle, et dans laquelle tous les
coefficients sont égaux a I'unité. Il estclair d’ailleurs que deux réduites
correspondant & différentes valeurs du nombre m ne peuvent étre
transformées 1'une dans P’autre; car ces fonctions différent par le
nombre des variables distinctes dont elles dépendent.

Nous remarquons enfin qu’il existe une infinité de maniéres de ra-
mener P & sa forme canonique. En effet, si P est de la forme (4), par
exemple, on pourra, sans altérer cette forme, poser

E,=ay, & +...+ am&,,

pourvu qu'on opére en méme temps sur 1,..., 4, la substitution ad-
Jointe définie par les relations

71'9 =y e T A M

2. PremiER PROBLEME. Imposons-nous maintenant la condition que
les substitutions (1) et (2) soient orthogonales. La réduction de P 4
une forme plus simple dépend, comme on va le voir, de la solution
du probléme suivant :

Trouver les maxima et minima de P, lorsque les variables x, y
restent assujetties aux relations

(5) x} ot xi=1, yi4..+yl=

On aura, pour déterminer ces maxima,

0= dP = (A“.}f‘ + Agg]z +...)d.Z', —+...
+ (A 2y + Agy 2o+ ) dyy 4.,

6)

équation qui doit avoir lieu pour toutes les valeurs de dy,. ., dyy,-..
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qui satisfont aux relations
(7) xdxe, +...4+x,de, =0, y,dy,+..+ y,dy,=o.

L’équation (6) sera donc une combinaison des équations (7), et 'on
aura, par suite,

(8) Ay A+ .= AXyeensy, Ay 7+ Apys +.o= Ay,
(9) A“x, + .A.z, x2 +..-=‘U.]'|q--., A.m.l‘, +A,n.1'2 +...= P,.r".

En vertu des équations (8), le maximum cherché de P sera égal a

(A yi+Apy.+.)x +...
-+ (Am Y+ A, Y2 —I—...).’t'n = l(a:f -+ ..—i—x,f) =X

On verra de méme que ce maximum est égal A i en vertu des équa-
tions (g); on aura donc A = p.

Cette inconnue sera d’ailleurs déterminée par la condition que le
déterminant

—-)\ o ... A” Alz
o ——)\ e A2| A22

e e sen « s e

AH A2| e —); .
A|2 A.22 e o ""). e

ae . .o “ e .o o »

des équations (8) et (g) se réduise a zéro.

[.’équation D = o, que nous venons d'obtenir, a ses coefficients in-
variables pour toute transformation orthogonale effectuée sur I'une ou
Pautre des deux séries d’indices &,,..., X, 74,.--5¥a} car une semblable
transformation n’altére pas la forme des équations (5). D’ailleurs cette
équation ne contient que des puissances paires de A. Considérons en
effet un terme quelconque de Dj; soit m le nombre des facteurs de ce
terme qui sont empruniés au déterminant partiel

IAH A
[ Agr A

»
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Ce terme contiendra n — m autres facteurs appartenant aux 7 pre-
miéres lignes de D, qui seront égaux chacun & — 2; il contiendra en
outre n — m autres facteurs — A, appartenant aux n derniéres co-
lonnes de D. Il contiendra donc X 4 la puissance 2 (2 — m).

3. Soit A, une des racines de D = o. Les équations (8) et (g) feront
connaitre en général les rapports des quantités correspondantes
| &y,.-+5 ¥n- On achevera de les déterminer au signe prés en employant
Pune ou I'autre des équations (5). Méme dans le cas exceptionnel ou
il subsisterait quelque indétermination dans le choix de ces quantités,
on pourra obtenir sans difficulté un systéme de solutions

Xy =gy oeqg XLp = dpy, 7l:bln veey fn::bm'

Cela posé, @,yy..., @iy byyse..y by, satisfaisant aux équations (5), on
sait qu'on pourra déterminer deux substitutions orthogonales de la
forme

Ey=a, &, ...+ ay, Lpy-oey En=Ayn2y+...+ Qnp Ly

(10) {°

Ny = bu]’4+---+ [’m]’nan-, Np = bmfa “+...+ bnu]’m'

Qyzy--e3 Ay Bygyeeey by, étant des coefficients convenablement choisis.
Substitnant dans Pexpression des nouvelles variables les valeurs
Xy == @y4seery ¥n= b, on voit que P sera maximum pour &, =y, =1,
Ey—=...= = 0. :

Or soit Za.8.1p ce que devient P rapporté a ces nouvelles va-
riables; on aura, pour déterminer les valeurs de ces variables corres-
pondant au maximum, les relations

E2 .+ E2=1, pit+..+yi=1,
foyi My ogafla + o = MErqeny oy Ny opaMe + ... =L &y
Moyr &y oo Bt e = MMy Rogpy g Ea e =), 1,

analogues & (5), (8), (9)- Et pour qu'elles soient satisfaites pour
Ei=wu,=1, &=. .=u,= o, il faudra qu’on ait

gy = Ay o2 = == oy = gy = .= gy = O}
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donc P se réduira a la forme

A&y + Pn

P, étant indépendant de &, et de u,.

Opérant sur P, comme sur P, on pourra le mettre sous la forme
A:82m, + P,, P, ne dépendant plus que de &,, #,; et, poursuivant
ainsi, on arrivera & mettre P sous la forme canonique

P =& + A&amy +.oo o Aa&otn
4. L’équation D = o devient alors

—A 0 ... A O ...
0 —X ... O hy...
L e e e e ey iz,

° A O ... —A o0 ... ( Af).e- (X 3)

o

)\2 are o —')\ as

swae oaa sv e cee oo

ce qui permet de calculer @ priori les coefficients de la forme cano-
nique, en résolvant I'équation caractéristique D = o.

On peut également, lorsque cette équation a ses racines inégales,
calculer a priori les coefficients de la substitution

(x1) Eo=Cip®y +eec CrpXny Mp=0yp )1+t gy

nécessaire pour opérer la réduction 4 la forme canonique. En effet,
soit A, une de ces racines. On aura, pour déterminer les valeurs cor-
respondantes de &y...; Eny Niyee-y Nn,y les relations

E2-...+ 8 =1, nit+..+ui=I,
Ay = lp&l?"" A, = )\pgn!
ME = )\p'ﬂn--w 2.6, = )‘pnn;
d'ou .
e = ‘Ea =o, 8l az.p,
et, par suite, _
gp =1, = *1I.
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Les équations (r1), résolues par rapport aux x et aux y, donneront
les valeurs correspondantes de &y,..., &ny ¥ijees ¥ny & SAVOIr

Xy = Cpyery Bn="ECppy, J1=7=E d,P,...,_}"nzi‘ npe

Si donc on calcule directement les valeurs de x,,..., ¥, correspon-
dant 4 A= p =12, en partant des équations (5), (8), (9), on ob-
tiendra par 1a les coefficients C,p..., dyy, au signe pres, lequel peut
étre choisi a volonté.

5. DEuxiiME PROBLEME. — Examinons maintenant le cas ou les deux
systémes de varizbles &,,..., &4, ¥15..., ¥ S0nt assujettis 4 éprouver la
méme substitution.

Soit P, ce que devient P lorsqu’on y change X,,..., L €11 ¥iy.e0s Fns
et réciproquement. Posons

P+P{=2H, P_P‘=2H|, d,OI‘l P:-H"l‘l—[‘.

La fonction P sera ainsi décomposée en la somme de deux autres, 'une
II, symétrique par rapport aux deux systémes de variables, 'antre IT,,
qui change de signe lorsqu’on permute ces deux systémes.

Effectuons une méme substitution S sur ces deux systémes de va-
riables ; il est clair qu'aprés cette opération comme avant II restera
symétrique par rapport aux deux systémes de variables, tandis que IT,
changera de signe si I'on permute les deux systémes. Si donc P’ est la
transformée de P par la substitution en question, les deux portions
dont elle se compose seront respectivement II' et IT';, transformées de
II et de I1,.

Cela posé, soit ¥ la forme quadratique en x,,..., &,, que 'on ob-
tient en posant y, = &,,..., ¥» = &, dans II. On pourra, par une
substitution convenable,

V Xy =fl (En'-'vgn)a'-', xtz=f.n(gn'~'s En)v

réduire ¥ 4 une somme de carrés, telle que

Y = ...+ B2 (m3n)

“Tome XIX (2¢ série). — FEvRIER 1874. b
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Etil est clair qu’en soumettant II 4 la substitution

x, :fl (gh”wgn),- .y xn:f,, (E“...,gn),
P =i (s Madseens Fo= Fr(lireeer )y

on le mettra sous la forme
(12) H=E4"h +"'+§m'ﬂm-

Quant a I, qui doit changer de signe en y remplacant,,..., &, par
Uyy.++ M, €t réciproquement, il sera de la forme

€t=1,2,...,n

I, = 3A _ .

1 aB(‘Emﬂﬁ gﬂi'ﬂa) 'ﬁ:[,z,...,a—l)

Cherchons maintenant 4 simplifier cette eipression par une nouvelle
substitution opérée sur les deux systémes de variables, et choisie de
telle fagon qu'elle n’altére pas la forme canonique (12), déja trouvée
pour II. ‘

6. Supposons, pour embrasser & la fois dans notre analyse tous les
cas qui peuvent se présenter, que 'on ait m < n, et considérons
ceux des coefficients A,g, ot les indices « et 8 sont supérieurs & m.

Admettous que 'un d’entre eux, Ann—s par exemple, soit différent
de zéro. Prenons pour variables, au lieu de &,, Ermty My Mny, les sui-

vantes :
I

8y = Z Ag, 18y Ep= A,/,,_,ZA”B &
3 g

I

H, =2A¢,n—l’7“7 H, =4, lenﬁ 8,
a e g

La forme de TI ne sera pas changée, et 11, prendra la forme
H’ ’—_-'(El H2 -— EzH,) -} H’i’

IT, étant une fonction analogue i II,, mais ne contenant plus que les
variables &, ,.. s Sn—ay Maseeny Np—2-
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Soit

‘ ' X=T14.0y 7 — 2
Hi :ZA,g(Eunﬁﬁgﬂna) (ﬁ—"[ o — I>-
 — Tyeeey O

Si I'on a Al;Z o pour des valeurs de « et de 3 supérieures & m, on
opérera sur I, comme sur II,. Continuant ce procédé de réduction,
aulant que faire se pourra, on finira par mettre II, sous la forme

II, =(El H, — B, Hl) +...+ (E‘zp—I H2p - Eszzp—-i) + 1L,
I, étant de la forme

@=1,...,n—2
I, = ZB.g (Eunp — &g a) ( P)’

B=1,..,a —1

et les coefficients B,g étant nuls, toutes les fois qu’on aura simultané-
ment ¢« > m, § > m.

7. Considérons maintenant ceux des coefficients B,g dans lesquels
on a « >m, % m. Supposons, pour plus de généralité, que P'un
d’entre eux, par exemple B,_,, », soit différent de zéro. Posons

D=yB2 o+ 4+ Bl opm:
On sait qu’on pourra déterminer une substitution orthogonale
q p g

8 = 91 (Brveens B) oo Ko = E = g (B B

Busp,i Bt o st Bausp,mbn .
) D

Opérons cette substitution sur &,,..., &,, et opérons en méme temps
une substitution toute pareille

ou la fonction X, soit précisément égale a

77'1 = ¢4 ('ﬂu"') ﬂm) PEXEDY Y, = 7):;1 = Sam(ﬂi""y 7)m)
sur les variables v. La fonction II deviendra

g'i nli ot g:n—in:n—i -+ XIYH
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tandis que IT, prendra la forme
' ’ P ot r 4 L=1I,.,. 7 —2p—1
H2 = D(&n—?pnm._ gm.ﬂn—i’p) +EBa§(€¢ 7)[3 - gﬂ na) < ’ p >’
" \Bf=1,...,0—1
ou en posant
X, =D& + ZB;mE'a —EB:”p ‘E; s
“ 8

Y2 = Dnn—&p -+ ZBLmn'z — EB:HB 7); >
o« g
Hz = X2Yl - Xl Y2 -+ H'2’

IT, étant une fonction analogue A II,, mais ne contenant plus les va-
riables X, X,, Y,, Y,.

Si I, renferme des termes qui contiennent les variables &, ,...,
g, _sp—1> €t dont les coefficients ne soient pas nuls, on le réduira de la
méme maniére qu'il vient d’étre fait pour II,; et, continuant ainsi aussi
longtemps que cesera possible, on pourra donner 4 II et II, les formes

suivantes :
II - g' 7)1 +---+ gm_qﬂm_.q + X| Y‘l +X3Y3 +--o+ ng.__| Y2q_|,
H2 = H3 +(X2Y’ —X1Y2)+(X‘Y3 —'.X3Y4)+.n + (ngqu_{ - X.gq_|Y2q)’

II, étant une fonction analogue i II,, mais ne contenant plus que les
variables &,..., &gy M4yeeey Mg

8. Soit
11, :‘-2 Ca{i(‘ga'ﬂﬁ - gﬂ'ﬂa) <a=l,“"m - q)a

= B=1,..., ¢ —1

et supposons que I'un des coefficients Cyg, par exemple C,,, soit So.
Posons

D=yC2, +...+ Cr e
On pourra déterminer une substitution orthogonale

Xg = glz =ﬁ (‘221“-7 Em—q)"“’ ‘E,m—q = f.m—q (g‘.‘)-*w gm—q),

dans laquelle x, soit égal é% (Cat &3 +.. +Cpg,y Enyg)- Silon opére
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cette substitution sur les £, en opérant en méme temps une substitu-
lion semblable sur les v, la forme de II ne sera pas changée, mais II,
deviendra égal &

D (x,, —X2 54) ‘*"2013(5;‘72 —, ) + H's’

IT, étant une fonction analogue & II;, mais ne dépendant que de
I 4
Eaverrs Emgs Ngseens Nmege
Soit maintenant

Ay =yD* + Gy} +...+C,2, o,

on pourra déterminer une substitution orthogonale

Xy :€1 =0, (‘EH g,a"";)’ ‘E’; = 03 (gn ‘E’a:'")v---,

ot x, soit égal & Ail(Dg, — Gy By =)

Effectuant cette substitution en méme temps qu’une substitution
semblable sur la seconde série de variables, il viendra

O=x,7, + Xy ya+ Epuy +...+- X, Y, +...
et
Oy = A (22 74 — )1 %) + H';:
1T’; étant analogue i II;, mais ne contenant plus x,, x5, 74, ¥a-
SiIl%, ne se réduit pas & zéro, on pourra le traiter comme IT;, de
maniére & donner 4 II et IT; les formes suivantes :

=Xy, +XgYs+ Xy ¥s + X5 )i+ Esns +... -+ X, Y, +..0,
M= A, (22, — xl]'z) Ay (@i ys — X5 7s) + 15,
I ne dépendant que de &;, us,....

Poursuivant ces réductions jusqu’a la fin, on voit que la fonction
P = II + II, pourra se mettre sous la forme

P=[x, 7, + X7+ A (X gy — 2, 72)] +-..
+ [® gt Jop—i + Lol op+ AL ayy ap—s _x2p—472p)]+§2p.-|-m2u+« e
+ Emgopmgeap + [Xi Y, + X, Y, — X, Y, ] +...
-+ [qu—-a Yoo + Xpg Yoo — Xagy Yzq] -+ [Ein — EzH|] -+
+ [Bapi Hap — EgpHypy .
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On voit ainsi que, dans tous les cas, P est exprimé par une somme
de fonctions partielles dont aucune ne contient plus de quatre va-
riables.

Le nombre total des variables contenues dans cette forme canonique
est égal & 2am + 24 + 4p. Ce nombre sera en général égal 4 2n, mais
il pourra étre moindre dans certains cas particuliers.

9. Tromsiime proBrime. Cherchons maintenant & quelle forme ca-
nonique on pourra ramener un systéme de deux polyndmes bili-
néaires

P= ZAa?,xa]'g, Q = ZBap.Ta_}’p.

Nous commencerons par choisir les variables &, y de telle sorte,
que P se trouve réduit 4 sa forme canonique

P=x,7 + ..+ Xn S

Pour embrasser dans notre analyse tous les cas particuliers, nous
supposerons m < n, et nous admettrons que Q renferme dans son ex-
pression ’'une au moins des variables X,.y,..+y Lny Yinsty-os Yus quine
figurent pas dans P, par exemple x,.

On aura

Q=Yx,+Q,,

Y étant une fonction linéaire de y,,..., 5, et Q, étant indépendant
de x,.

Si Y contient quelqu’une des variables ¥,,.,..., ¥n, on pourra la
prendre pour variable indépendante a la place de I'une de ces der-
niéres; on aura alors, en mettant en évidence ceux des termes de Q,
qui contiennent Y,

Q=Yx,+¢Y +R,

¢ étant une fonction linéaire des o autres que x,; et, prenant pour va-
riable indépendante x, + ¢ = X, au lieu de x,,

Q =XY +R,
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et le probléme sera réduit 4 ramener 3 une forme simple P et R, qui
ne contiennent plus les variables X et Y.

10. Admettons maintenant que Y se réduise 4 une fonction de
Fise-rs ¥m seulement. On pourra supposer qu’il se réduita y,:en
effet on peut, sans altérer la forme de P, prendre pour variables indé-
pendantes, au liea de y,..., ¥x, desfonctions quelconques de ces va-
riables, pourvu qu’on opére en méme temps la substitution adjointe

sur les variables «,,..., 2.
Soit donc Y = y,; mettant en évidence dans Q les termes qui con-
tiennent 7, et &, il viendra

Q=ux, 7, +X, 7, +x, Y, + Ry,

X, étant une fonction linéaire des zx, sauf x,, et Y, une fonction li-
néaire des ¥, sauf 7.

11. Si Y, est nul, on prendra X = x, + X, pour variable indé-
pendante 2 la place de x,, et I'on aura

Q=Xy,+Ry P=x, 7 +...+XnJm=217" +P,.

11 ne restera plus qu’a réduire simultanément les deux fonctions P, et
R,, qui ne contiennent plus les variables X,, x,, 7.

12. Supposons en second lien que Y, ne soit pas nul et contienne
les variables ¥ys1y:-) J On pourra le prendre pour variable indé-
pendante. Cela fait, mettons en évidence ceux des termes de R, qui le

contiennent ; on aura
Q=x,7 + Xy + (2 a2y .+ anxn) Y, + R,.
Posons maintenant
X, =L — Ay Xy — e ALy V2 =Y @)y s I = Yo W Vs

et, la substitution faite, supprimons les accents des nouvelles variables,
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pour ne pas compliquer les notations. La forme de P n’aura pas
changé et Q sera devenu (en y mettant en évidence les termesen y,)

Q=x,7,+ X,y +x,Y, + R;

(X, étant une nouvelle fonction de x,,...,x,), ou, en prenant pour
variable X = x, + X,

Q=Xy,+xY, +R],
il ne restera plus qu’a réduire P, et R, qui ne contiennent plus les va-

riables X, Y,, =, y,.

13. Supposons enfin que Y, ne soit pas nul, mais ne contienne
que ¥s,..., ¥m. On pourra supposer qu’il se réduit a .y,, car on peut,
sans altérer la forme de P, prendre pour variables des fonctions quel-
conques de ¥s,..., ¥, pourvu qu'on opére un changement de variables
correspondant sur X,..., Lp.

Mettons en évidence dans Q les termes en y, et en x,. On aura

Q=“'pf1 + X i+ 2 )2 +Xo Yo+ XY, + Ry,

X, étant une fonction linéaire des x, sauf x, et x,, et Y, unefonction
linéaire des y, sauf y, et 7,.

14. SiY, estidentiquement nul, on pourra faire disparaitre X, par
un changement de variables. Soit, en effet,

X, =a,x,+...4+ apay,.
Posons

xilei“‘xm f2=f'2+az}"|a~-a J"m:]’:,l-i-am]’”

et, la substitution faite, effacons les accents des nouvelles variables.
La forme de P n’aura pas changé, et Q aura pris la forme-

Q=.7cp_y, +X'1_}’4+x47’2+32=x.74 +x|]'2+R'2,

en posant x, + X = X.
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1l ne restera plus qu’a ramener 4 une forme simple
P,=P — 2,7, — X7, et Ry,
qui ne contiennent plus les variables X, xy, ¥y L2y ¥a-

15. Si Y, n’est pas nul et contient I’'une des variables ¥, ¢s..es
¥m, on le prendra pour variable indépendante, et, mettant en évidence
ceux des termes de R, qui le contiennent, on aura

Q=7 +X 7\ +x|]'2+X2J'2+'T2Y2'+‘X3Y2+R'2,

et, par une suite de changements de variables opérés comme tout 2
Iheure, on fera disparaitre successivement les termes X,;Y,, X, 72,

X, 7, de maniére a ramener Q i la forme
Q=Xy, +x.y,+x2Y2+R’;,

et il ne restera plus qu’a ramener 2 une forme simple P, et R, qui ne
contiennent plus les variables X, Y,, &, 71y 272

16. Si Y, n’est pas nul, mais ne contient pas les variables y,.,,-..,
¥ns ON pourra supposer qu'il se réduit a ;. Poursuivant ainsi, on
voit qu’on aura en général

Q=‘UB+B./;,

W étant de I'une des formes suivantes :

w =XY,
=Xy, + X J2 et Lai St
W= Xy, + X, F2 oot Lia Tk +a, Y,

ou X, Y sont des variables non contenues dans P, et R; une fonc-

Tome XIX (2¢ série). — Fevrir 1874, 7
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tion qui ne contient plus X, a4, Ly.-.3 ¥1y-.., 71, €t qui ne contiendra
A ks 1 J 1 3] ks
pas non plus Y, si Y figure dans Pexpression de B.
On a d’ailleurs

P=uwx, 7+t 255 + Pss

et I'on n’aura plus qu’a ramener simultanément P, et R, & une forme
simple.

17. Si R, contient encore des variables qui ne figurent pas dans Py,
on pourra raisonner sur ces deux fonctions comme sur P et Q et ob-
tenir un nouveau degré de réduction. On pourra donc enfin décom-
poser P et Q en une somine de parties

P=eﬂg)4 -+ c}l‘)g +v -+ ql),

Q=m, + b +...+ 9
telles : 1° que chaque variable ne figure que dans un seul des cou-
ples de fonctions partielles, &, W, oy, Wayeery ®, 95 2° que Pune
quelconque &, des fonctions &;, dog,... soit nulle ou de la forme

(13) Hog == Xy Yy oo XYYy

et la fonction correspondante g de 'une des formes suivantes :

(14) X+ ZpTywr oo Ty gy + 1Y,
(15) X Jp ~+ Xy Fprr oo Ly Yo
(16) Ly Yyt oot Ty ¥y + 0¥,

ou plus simplement, si &, = o, de la forme
(17) v, = XY,

(X et Y étant des variables qui ne figurent pas dans P); 3° que 9 ne
contienne plus aucune variable autre que celles .y, Yri1se.vy Ly Fim
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qui figurent dans I'expression de @,
® = 2y Jiws oot X0y Fins

18. Toute la question se trouve ainsi ramenée & simplifier I’ expres-
sion des fonctions restantes @ et 9 4 2 (m — [) variables.

Pour y arriver, considérons la fonction s = o ® + 9, @ étant une
constante que nous déterminerons par la condition que le détermi-
nant de 8 soit égal 4 zéro. Cette condition donnera pour o une équa-
tion de degré (m — [), qui d’ailleurs ne sera pas identique, car le coef-
ficient du terme en o™’ sera le déterminant de €, c’est-a-dire I’unité.
Il est d’ailleurs évident que tous les coefficients de I'équation seront
des invariants.

Changeons de variables, de maniére & ramener s 4 sa forme cano-
nique. Il viendra

§=&n +...+5m, A< m—1L

D’ailleurs € contient 2 (m — I) variables distinctes. Il contiendra donc
dans son expression les variables qui ne figurent pas dans 9.
Raisonnant sur § et € comme tout & I'heure sur P et Q, on pourra
poser
8=y + dog +...+ &,

R= b, + Wy +...+ &,

Jo |y dogseeey Wby Ubgy..., ayant des formes analogues 4 celles de &,,,...,
Wyy.... Seulement, le déterminant de @ n’étant pas nul, W, W,,... ne
pourront étre de la forme (15) ni de la forme (16). Par la méme raison,
le déterminant de ¢’ ne sera pas nul.

On aara, par suite, -
P=38 — 0 = (&, —aw,)+.. + 2,

~en posant, pour abréger, 8’ — 0@ = '.
Soit maintenant
8 =o'%®+ 9,
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o’ étant choisi de telle sorte que le déterminant de 8’ soit nul; on ob-
tiendra de méme

@ = e @,
/]

9 =(doy — &'ty ) +...+
et enfin

P = o, + by +.oomb W, Heea Wby e,
Q =y + by oot (R — @) oo (R — ')+

On voit d’ailleurs sans difficulté que w, «',... seront les diverses
racines de I'équation obtenue en égalant a zéro le déterminant de
w® -+ 9.

19. Les deux fonctions P et Q étant ramenées simultanément 4 la
forme canonique que nous venons d’établir, formons le déterminant
de Iexpression wP + Q. On verra immédiatement que la condition
nécessaire et suffisante pour qu’il s’annule identiquement, quel que
soit @, est queI'une des fonctions b, v,,... soit de la forme(15) ou (16).
Si k -+ 1 de ces fonctions appartiennent & 'une ou 4 V'autre de ces
deux formes, non-seulement le déterminant de «P + Q, mais ses mi-
neurs d’ordre & s’annuleront.

20. M.Weierstrass, en traitant ce probléme par une autre méthode,
s’est borné au cas ou le déterminant de P + Q n’est pas identique-
ment nul. Nous allons montrer que, dans ce cas, le probléme se raméne
identiquement 2 celui de la réduction des substitutions linéaires 4 leur
forme canonique, question dont nous avous donné ailleurs la solution.

Soient » et @’ deux constantes quelconques, telles que les poly-
ndmes .

P=0P+Q, 9=0P+Q

aient leurs déterminants différents de zéro. On exprimera aisément P
et Q en fonction de ¢ et 9, Reste a assigner une forme simple 4 ces
deux derniers polynémes.

Nous choisirons d’abord les variables indépendantes, de maniére a
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ramener € a sa forime canonique
E=a¥) +e..+ X Fne

Quant & 3, il sera de la forme
9 = :)C,f, —l—...—{—x,,f,,,

Sise-eq fn étant des fonctions linéaires de y,,..., ¥, dont le détermi-
nant n’est pas nul.
On voit qu’on passera de € 4 9 en opérant sur les y la substitution

S = lf”'"?flu j;a"'vfn l’

que nous appellerons la substitution correspondante a 3.
Soit maintenant T une substitution quelconque

[ €yeees Luy @2y A+ by2a .oy By + bpxy +... |,

opérée sur les variables x,,..., x,. Cette substitution, étant effectuée
sur 9, le transforme en

2= (@ fy 4ot @n fu) + 2 (o fi +oo bufot.)+.y

et la substitution correspondante sera évidemment égale 4 SU, U dé-
signant la substitution

-

| 7is Faveees @ J4 i @l biyi+.oc by gy |
Soit V une autre substitution quelconque,

| Faseees Ins Y+ Byt )i+ Bu¥a+... l,

opérée sur les 7. En effectuant sur 9,, on la transformera en un po-
lyndme 2,, correspondant a la substitution VSU.

Effectuons les mémes transformations sur @; la substitution corres-
pondantei ¢ se réduisant a 'unité, la substitution correspondante au
polyndme transformé @, sera simplement VU.
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Supposons maintenant que les transformations opérées sur les va-
riables x,,..., Z,, €t ¥y,..., ¥, soient choisies de telle sorte, qu’elles
n’altérent pas la forme de @; on aura

@ = doa VU=1 et V=TU"'

Par suite, la substitution correspondante 4 9 , sera U~'SU"

Si maintenant on dispose de la substitution arbitraire U pour réduire
la transformée U~' SU 4 sa forme canonique, 9, sera le polynome réduit
que nous cherchons.



