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Mémoire sur la théorie algébrique des formes quadratiques;

Par M. G. DARBOUX.

Considérons une forme quadratique homogéne a n variables
[( 245 Taseery Xn),s

que nous écrirons aussi de la maniére suivante :

33 aga
P

la sommation étant étendue i toutes les valeurs 1, 2, 3,..., n de i et
de j. Nous supposerons, suivant I'usage, a;; = a;;; par suile un terme
rectangle se trouvera deux fois dans la somme précédente avec le
méme coefficient, et I'expression développée de la forme sera

A X2+ gy e Ao o A X - 283,25+

Le polynéme
Ay Qya oo Gup

dyy Qg9 .. Qg
(r) A=

Qny Qpy  -«+ CApp

sera dit I'invariant ou le déterminant de la forme, et nous désignerons
par A, A,,... les invariants des formes qu’on -obtient en annulant
dans la forme proposée successivement X, puis X, Zn— puis x,,
Lpeyy Ln—ay.-» On aura ainsi

Ay e Qi
(2) Ai= cseen ce Cesena
Ap_iy cee Opein—i
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Cela posé, réduisons, par les procédés connus, f 4 une somme de
carrés de la forme sunivante :

S=r¢(x, + oy, ...+ Un &) 4 €325+ B3y + Br2,)? +...
+ &y (Tny + 1p2,)? 46,22

on trouvera, comme 1'a prouvé M. Hermite
9’ ?

. A; A
§=Ap yyeiny EG= i = %
et par suite on anra
2! Baays A og
(3) f=An—§X1+ Xz +---+'—"Xn,
y. A,

X, X;,..., X, étant des fonctions linéaires desz variables Tyy Logeeny Lys
1l résulte de cette décomposition de J'que le nombre des carrés positifs
de la forme est égal i celui des permanences de la suite

(4) A, A, A,,..., A,y 13

quant aux fonctions linédaires X;, elles ont été mises sous la forme de
déterminants par divers géométres et notamment par M. Weierstrass.
Nous ne donnerons pas Pexpression de ces fonctions, parce qu’elle
résultera, comme cas particulier, des formules que nous établirons
dans la suite de ce travail.

La décomposition en carrés qui précéde peut devenir impossible si
I'une des quantités A; est nulle, et d'ailleurs elle est trés-particuliére.
Nous nous proposerons d’abord de donner, et sous diverses formes,
la décomposition en carrés 1a plus générale d’une forme quadratique.
La résolution compléte de cette question se rattache i I'étude d’une
série de formes quadratiques dérivées de la forme J et contenant plu-
sieurs groupes de variables. Comme elles jouent un réle essentiel dans
toutes les recherches relatives aux formes quadratiqﬁes, quelques-unes
d’entre elles ont déja été employées, et elles se présentent d’ailleurs
de la maniére la plus naturelle dans I'application de I’Analyse 3 I'étude
des coniques et des qnadriques. La suite de ce travail montrera, nous
I'espérons, tout I'avantage qu'il y a  les introduire nettement et & en
étudier d’une maniére générale les propriétés fes plus importantes.
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I.

Définissons la fonction @, par la relation suivante:

a, .. a, X} X} .. Xj
i
ay ... a4, X3 X3 ... Xj
(5) S, =|a, .. a, X! X2 .. XI|
1 i
X ... X; o o
Xr ... X£ o o

La fonction @, contient p séries de variables
X, .., X, i=1,273,.,p

et elle est quadratique par rapport 4 chacune de ces séries. Ajoutons
w’elle est une fonction homogéne et du degré n— p des coefficients
a; de la forme fondamentale; car elle est une fonction linéaire des

mineurs du p®™ ordre de I'invariant

A, .- Qnn

que nous désignerons par @, pour conserver la symétrie dans les no-

tations.
La premiére de ces fonctions

zi,, wee ay, Xi
(6) b= Gny v O Xy
Xt ... X! o

est au signe prés la fonction adjointe de Gauss. En la développant, on

peut écrire
2%,
(7) — @, =2T"J‘X‘1 Xiiy
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et 'on a de méme d’une maniére générale

(8) — @, =N xpuxpn,

da,-j
La forme @, se réduit évidemment 2

Xt ... X
(9) Sy
X ... Xz
D’ailleurs I'indice p de ®, ne peut dépasser n, car pour p > n le dé-

terminant @, s’annule identiquement. On obtient donc seulement une
suite de 7+ 1 fonctions

o,, 0,, ..., 0,

des degrésn, n — 1,..., 1, o par rapport aux coefficients de la formc f
et contenant o, 1, 2,..., n séries de variables. '

Quand il sera nécessaire d'indiquer les systémes d’arbitraires qui
figurent dans les fonctions @,, on représentera chacune des séries de
variables de la maniére suivante :

i i i
X, Xi, ..., XE.

Chaque série sera distinguée par Vindice supérieur et I'on emploiera
la notation suivanie :

i
ay, .. a, X; .. Xj

e wew LS ce. vee

Xt Xz ... Xr Apy  oee Gppy Xr ... XP

(10) YOV LYY O Y LY o o |
Y, ... ¥¥ o o

qui s’applique, comme l'on voit, & des fonctions plus générales qu'on
pourrait appeler les polaires des formes ®,. On aura alors

Xt ... X
(x1) Qp:{ X ... XP }
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Un théoréme bien connu, concernant les mineurs du premier ordre
d'un déterminant, nous dounera la relation

X' ... XpiXr X' ... Xpoixee
Y ... Y'Y }; Y. YP“‘YP“E
X' ... XPIXPH ) (X' ... XPXP

Y ... YYe Y ... Y YP“}
X' ... Xe— X' ... XpIXpXPH
Y .. Y N Y ... Yeypyee

(12) § —{

?

qui servira de base principale 4 nos recherches.

18

Yoyons d’abord ce que deviennent les formes précédentes quand
on soumet les variables «; & une substitution linéaire. Nous suppose-
rons qu’alors les variables X', X},..., X} seront transformées par la sub-
stitution inverse, de telle maniére que la fonction

Xz, + Xy, +...+ X,

se reproduise identiquement aprés une transformation quelconque.
Cette définition étant admise, il est facile d’établir que les fonctions
®, se reproduiront, multipliées par le carré du déterminant de la sub-
stitution.
Pour le prouver, introduisons la forme auxiliaire

F=f(x,2;.... ,) + 22, (Xl 4~... 4+ Xtax,) +..
+22,(Xh &, +...+ XPx,),

a n + p variables y,..., Ty, £45..., 2,, ot les XI sont regardés comme
des coefficients. I/invariant de F sera précisément ®,,.

Cela posé, effectuons dans F la double substitution définie par les
formules

x;= ¥ ayx; au déterminant §, i=r,2,3,..., n,

7 ]
t, =t

7y §==1, 2, 3,..., p.
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Le déterminant de I’ensemsble de ces substitutions sera 8. Appelons ¥’
ce que devient F par cette substitution. Son invariant sera, cela est
évident, la nouvelle valeur @, de @, et comme, d’aprés un théoréme
connu, cet invariant se reproduit multiplié par le carré du déterminant
de la substitntion, on aura

@, = 0°d,.

Donc les fonctions ©, sont des conirevariants qui se reproduisent
multipliés par le carré du déterminant de la substitution.

I1I.

On peut établir la propriété générale suivante des fonctions @, :

Le nombre des carrés positifs de la forme f est égal a celui des va-
riations de signes que présente la suite ®,,9,,..., O,, quelles que soient
les valeurs des arbitraires X§ qui figurent dans les formes @,

Pour démontrer cette proposition, nous allons mettre en évidence
une décomposition en carrés de la forme f. A cet effet, nous désignons

par
Xy Xopeeoy Xpy

-

sans indice supérieur les demi-dérivées de f par rapport aux variables
x,,Xsy..., L. Onsait que f peut se représenter par la formule

a, ... a; X,.

(13) 0 f=— uy oo Cuy Xp I’
X, .. X, o

qui n’est autre chose' que I'équation bien connue de Gauss, relalive
4 la forme adjointe. Du reste, on vérifie immédiatement cette formule
en retranchant de la derniére colonne du déterminant qui figure dans
le second membre les n premiéres multipliées respectivement par
Jiy Lgguery Lo
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Cela posé, partons de I'identité

ay o @ X

sX, X.nX. Ay L. Qpn X:i
(14) | X' xex (= | Xt e X!f o
X, ... XI

X, ... X, o

353

X' X,
X, X,
o =0

et appliquons successivement la formule (12). Eo posant

X ... X X!
S(Dp:%x' S B”'—"ix'
(15)
1 x
=1 x

on déduira de cette formule la suivante :

qu)n—p+1 - A;;" = B[x-—l (pll—p'

XX 2
X=X Y
XIZ—P X .
Xn-pXn-prt

En donpant a p diverses valeurs, nous obtenons le tableau suivant :

R,®, —Al=o,
qu)n—-l - A; = R4 q)u—'u

qu)n—p—u - A3 = Bp—-l (Dn—m

Dans la premiére de ces égalités, le second membre est nul, en vertu

de la formule (14). Ajoutons la formule (13)

f®0=—Rn’

et nous aurons un systéeme d’identités propre a faire connaitre R,
R,,..-» Ry, f qui sont des fonctions quadratiques au moyen de A,,

Tome XIX (2¢ série). — Ocrosrg 1874.

- 45
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Agy..., A, qui sont des fonctions linéaires des demi-dérivées de la
forme f. Nous obtenons ainsi

o A® R, Az A2
R, =2, — ey
@, Py Duliy B Ppr
en général
(16) R, A LA &
= e P EEE—
q‘n—p q)n 4)n-—l Qn---l 'I’n-—z ¢n—p+l t_I),._P
et enfin
(17) f=— Al AL A A'zl:
G, @y Oy b, P, 9,

c’est la décomposition en carrés cherchée. On voit qu’il y a autant de
carrés positifs que de variations de signes dans la suite

Q,, 0,,..., D,

et ainsi se trouve établie la proposition que nous avions en vue.
-D’apreés les équations (15), on a ‘

. _
a,, s Ay, X{ ... X{7X,
1 -
a,, cee Oy X ... XirX,
A,=| X! ... X! o o
X ... XEP o o
Xyt L Xt o

Si de la derniére colonne on retranche les = premiéres multipliées
respectivement par &,;, Xq;...y Tpy o0 trouve

a,, oo Qg Xi ces X.'T.p o
a,, cee My X ... Xr? o
3 1 .
X1 ... Xi o .. o -U .
- cse cen ¢ an sea s e 'U2

X7 L X o L o U,
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en posant _ _ .
U;=X, 2, + X, 2 +...+ X, 2.

On voit, en développant suivant les éléments de la derniére colonne,
que A, est de la forme

(I 8) Ap = bp{ U( ... I)p,ll-—p+l Un.._p.;.g H

si donc on effectue sur la forme f la substitution définie par les

formmles

(19) U,"—“Ji"i,..., Un=x:z1

A, ne contiendra que x,; A,_, que X'y, &3 Ay, que &';,..., x,. On
retrouve ainsi, aprés la substitution (1g), la décomposition en carrés
particuliére dont il a été questior au début de ce travail. Cette re-
marque met en évidence ce fait essentiel que nous avons ici la décompo-
sition en carrés la plus générale de notre forme, car il est clair que cette
décomposition, la plusgénérale, peut toujourss’obtenir d’abord en effec-
tuant sur les variables x; une substitution arbitraire telle que celle qui
a été définie par les équations (19), puis en appliquant le procédé de
Gauss que nous avons d’abord rappelé.

1v.

Nous allons maintenant étudier plus complétement les fonctions @,
et en particulier discuter d’une maniére précise les conditions de pos-
sibilité de la décomposition en carrés donnée par la formule (17).

Nous avons vu que la fraction ®,, qui contient p systemes de va-

riables .
1 i
Xi,..., X, X4,..., X2,

peut étre considérée comme une forme quadratique des variables de
chaque systéeme. La remarque suivante indique une propriété esseu-
tielle des fonctions @, considérées sous ce point de vue.

Par suite méme de 'équation de définition, il est clair que @, ne

changera pas si 'on remplace les variables de 'un des systémes X”
g Y 1
45
45..
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X7, par exemple, par les suivantes :

X% -3, X 4 2 X,
Xp + 0, X+ + X, XS

Cela revient en effet & ajouter i la derniére ligne et a la derniére co-
lonne du déterminant &, d’autres lignes et d’autres colonnes multi-
pliées par },,..., ,_,. Il suit de 12 que @,, considérée comme fonction
des seules variables X7, n’est pas une forme quadratique générale et ne
dépend au fond que de # — p +- 1 fonctions linéaires de ces variables.
C'est en effet ce que montre la formule (16). R, n’est autre chose que
la fonction ®@,_,,,, dans laquelle on a remplacé la derniére série d’ar-
bitraires par X,, X,,..., X,, et 'on voitque R,, considérée comme fonc-
tion deces seules variables, se réduit bien 4 une somme de p carrés et ne
dépend par conséquent que de p fonctions linéaires'de ces variables.
Les fonctions @, nous conduisent aussi & une classification des formes
quadratiques. Nous nous appuierons sur la proposition suivante : La
Jonction ®, ne peut étre identiquement nulle que si tous les mineurs
d’ordre p du déterminant de la forme sont nuls, et alors toutes les fonc-
tions précédentes ®B,_, ..., ®, sont aussi identiquement nulles.
En effet, si une forme quadratique F(x,, 2,,..., X, ) estidentiquement
nulle, il en est de méme de ses dérivées, et par suite de la polaire

JF OF
Vigg ot Imges

Appliquant cette remarque aux différentes séries de variables que

contient la forme @,, nous voyons qu’elle sera identiquement nulle en
méme temps que la suivante :

@y o @ XU .. X2

s R s LIS s ° e
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Or on peut maintenant disposer des variables X, Y en leur donnant
les valears o, 1, —1, de telle maniére que cette forme se réduise &
I'un quelconque des mineurs d’ordre p de Yinvariant. Il faut donce
que tous ces mineurs soient nuls, ce qui démontre la premiere partie
de la proposition.

D'ailleurs, si tous les mineurs d’ordre p sont nuls, il en est de méme
de tous les mineurs d’erdre p — ¢, et la forme ®,_,, qui est une fonc-
tion linéaire de ces mineurs, sera identiquement nulle.

Ce premier point étant établi, on peut démontrer que, si pour un
certain systéme de valeurs des variables ®, west pas nul, on pourra
toujours choisir les nouvelles variables qui entrent dans @p,.,, de telle
maniére que cette nouvelle forme ne soit pas nulle.

En effet, d’aprés I'équation (8), on a

D,., = __2 (M’P XP+IXP+:

day

Si donc @, est nulle, quelles que soient les nouvelles variables, on
aura

Jo

5{;’} = o.

Toutes les dérivées de ®,, par rapport aux coefficients a;, étant

nulles, et @, étant une fonction homogéne de ces coefficients, @,
devrait aussi étre nulle, ce qui est contraire aux hypothéses faites. On
pourra donc toujours choisir les X2+ de telle maniére, que ®,,, ne
soit pas nulle. En continuant ces raisonnements, on obtient la propo-
sition suivante : .

Quand une des fonctions ®, ne sera pas nulle, on pourra toujours
disposer des nouvelles arbitraires entrant dans les formes suivantes, de
telle maniére que ®p.yy Ppyss..-, B, ne sS0lENt pas nulles,

Ces propositions prelumnalres étantadmises, considérons une forme f
pour laquelle, tous les mineurs dup — 1%ém¢ ordre del’invariant étant
nals, ceux de Pordre p ne le sont pas tous. On pourra, d’aprés
ce qui precede, disposer des arbitraires contenues dans les formes @,
de telle maniére que ®@,, @, ;..., 9, soient différentes de zéro; mais ®,,
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®,, ®,_, seront identiquement nulles. Examinons ce que devient alors
notre décomposition en carrés.
La formule (16) nous dounnera

2

R

. - A2 A, A
(20) e S R e
N B, OpBper | Bps T @, 0,
Ona
’ 1
ay ... a, X; . X X,
: .

ap, ... a,, X, ... Xt X,

(2r) R,.,=|X{ .. X! o .. .. o |

> P
Xy ... X% o .. -. O
X, ... X, 0 . ...

Multiplions les 7 premiéres colonnes par — x,, — &,, — @y; ajou-
tons-les a la derniére, et opérons de méme pour les lignes. Nous trou-
verons

a, ... a, X! X¥ tee veeeen 0
ay ... a,, X! X vt eeveen o
r 14
(22) Ry=| X} ... X, o o Lt T .

eve see cue vee s cea R P R Y

r
Xr ... X£ o o L
o .. o U ~U .. —0U, —f(x,x,...,x,)

U,, U,,..., U, étant des fonctions linéaires qui disparaitront dans le
développement; car leurs coefficients sont des fonctions linéaires des
mineurs d’ordre p — 13 il reste donc

(23) Rn—p = pf(xn Lageeey “—‘n)v

et, par suite, en substituant dans la formule (20),

" Flawroymg)=— A4 AL,
(2 ( LERRE e ¢, b, , LT o q)l"*“q)l’

Ainsi la forme se réduit, dans le cas qui nous occupe, 2 une somme de
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n — p carrés, et par conséquent ne dépend, au fond, que de n — p va-
riables, fonctions linéaires des n premiéres.

1l est facile de montrer qu’elle ne peut dépendre d’un moindre
nombre de variables; car, si 'on pouvait 'exprimer en fonction de
n—p—gqvariables y,,..., 7, alors,en effectuantunesubstitution et
exprimant x,, X3,..., X, en fonction linéaire de 7,, ¥2,..., ¥r—p-q €t de
p -+ q autres variables, tous les coefficients des termes ou devraient
figurer ces autres variables seraient nuls; il y aurait donc dans le dé-
terminant de la forme p + ¢ lignes dont tous les éléments seraient
nuls, et par suite tous les mineurs d’ordre p + ¢ — 1 de ce détermi-
nant seraient nuls; la forme ®,, qui est une fonction linéaire des mi-
neurs d’ordre p, serait donc identiquement nuile. Or cette forme, étant
identiquement nulle aprés la substitution, devrait I’étre avec les va-
riables primitives, ce qui est contraire aux hypothéses adoptées.

Nous obtenons ainsi une classification trés-remarquable et trés—
simple des formes quadratiques d’aprés la considération de la suite ®,,
®,,..., ®,. Il y aura 7 classes de formes. Pour la classe zéro, composée
des formes les plus générales, @, ne sera pas nulle; pour la pm classe,
les p premiéres fonctions ®,,..., §,_, seront identiquement nulles sans
que @, le soit. Les formes de la p™ classe ne dépendent que de
n — p variables. Remarquons, de plus, que, dans ce cas, la suite

(I)m ®p+| 90y o,

réduite & n -+ 1 — p fonctions, conserve la propriété d’indiquer par le
nombre de ses variations celui des carrés positifs de la forme.

V.

Arrétons-nous un instant 2 la classification que nous venons de faire,
afin de bien marquer les caractéres essentiels des différentes classes que
nous venons de distinguer.

Si 'on considére le systéme suivant d’équations du premier degré :

i 14

Lf=a,2, + a. . Xo4...+ a,, X, =0,
i 47 — —
e =y 2, + Qag Xy ...+ U2y X, = O,

(25)
Cecesseensne e s fereaseen Cereseay
%_/., =y, T, +...+ a,, = 0,

YV
.
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a chaque classe de formes correspondront des propriétés particuliéres
des solutions. Pour les formes générales, le déterminant @, n’étant pas
nul, les équations précédentes ne donneront que la solution inadmis-
sible en coordonnées homogénes x; = x,=...=x,= '0; mais, pour
la p¥me classe, les équations précédentes se réduiront & 2 — p distinctes.
Cela résulte de la théorie bien connue des équations du premier degré.
Par exemple, si le mineur

gy Aip .. Gupyp
a., B A
. S

d’ordre p n’est pas nul, on pourra des 72 — p premiéres équations tirer
Xy, Lay.eny Xnp €n fonction de 2, .4, ..., X, €t, en portant ces valeurs
dans les derniéres équations, les premiers membres de ces équations
deviendront des fonctions linéaires des mineurs d’ordre p — 1, tous
nuls par hypothése, et par conséquent ces équations seront identique-
ment satisfaites. Il suit de la qu’il y aura p systémes de solutions des
équations précédentes

x,:u},..., .Z'ﬂ:u;,

Xy = 8l,..., 2, = U,

linéairement indépendants, au moyen desquels le systéme le plus gé-
néral de solutions se composera de la maniére suivante :

= Nul+ Vul+.. + WU =09,
Xo=Mul 4+ Nuit.. N =v9,,

(27)

...... fecevarasrtt e socstasdescracy

x,=Au + i NUR = v,

X, 2%,..., ¥ étant des arbitraires quelconques. D’ailleurs, tous les sys-
témes ¢, ,,.., ¢,, donnés par les formules précédentes et satisfaisant aux
équations (25), possédent de nombreuses propriétés.

1° On a identiquement

fo', 3 f',:: 0,-°'7fv',,=01
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et, par suite,

O Jo, ok O fe =2 fo o+ x.f, = o.

L'identité précédente constitue une relation linéaire identique entre
les n dérivées f ,..., fo . Il y a donc autant de relations de ce genre
quil y a de systémes g, ..., v, linéairement indépendants, ce qui donne
les p équations suivantes :

(28) e, e, ,

Réciproquement, toute relation identique entre les dérivées
&y for by for =0
entraine les équations
Ju ey )= o, Jo=o0, fo=o0,

ce qui montre que «|,..., &, forment un systéme de solutions des équa-
tions (25). Il n’y a donc pas d’autres relations entre les dérivées que les
équations ( 28) et leurs combinaisons linéaires.

Ainsi, il y a p relations linéaires distinctes entre les dérivées d’une
Jorme de la p™ classe.

2° On a identiquement

.f(xl + Vy eae Xy -+ prz)
=f (X Layeeey ) + Ly fo Aot X fo [ (915 Vagenny @)

et comme
Jo=00sy foo =0, 2f(visci, ) =9, f 4.9, fl =0,
il suit que I'on aura

(29) f('xi Ve X, O'l) :.f('rh Lgeany xlz)'
Tomie XIX (2¢ série). -— Ocropse 1871. [16
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Cette équation est importante, car on peut toujours disposer des
arbitraires )*,..., » contenues dans ¢,..., ¢,, de maniére a4 annuler p
des variables x, 4+ v,,..., 2, + v,.

En effet, tous les déterminants qu’on peut former en prenant p co-
lonnes dans le systéme suivant :

1 1
u; ... U,

7/ S /14

ne sont pas nuls, sans quoi les p systémes de solutions z. ne seraient
pas linéairement indépendants. Supposons, par éxemple, que celui
qu’on obtient en prenant les p premiéres colonnes ne soit pas nul.
Alors on pourra déterminer 1',..., }? par les équations

Iy 4+ 9, = 0.y X, + V== 03

X',..., ¥ deviendront des fonctions linéaires de z,,..., x,, et l'on
aura, en vertu de I'équation (29),

F(2ys Tagerey Zp) = {0y 05ury 0y Tpuy + ¥y oo T+ 0,),

ol ¢, 4,..., ¥, sont des fonctions linéaires de x,,..., x,. La forme ne
dépendra plus que de # — p variables; et comme il n’y a aucune
relation entre les dérivées [, ,..., f%,, il sera facile de reconnaitre
qu’on ne pourrait faire dépendre la forme d’un nombre moindre de
variables. .

En résumé, chacune des propriétés suivantes caractérise des formes
de la p?m classe: ,

1° Tous les mineurs d’ordre p — 1 de Iinvariant sont nuls, mais
non tous ceux d’ordre p.

2° Il y a p relations distinctes entre les dérivées de la forme.

3° La forme ®,_, est identiquement nulle, mais non la forme ®,.

4° La forime ne dépend que de n — p fonctions lindaires des va-
riables. :

50 Il y a p systémes de solutions linéairement indépendants des
équations qu’on obtient en égalant 4 zéro les dérivées de la forme.
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On peut établir d’autres propriétés en s’appuyant sur la transfor-
mation suivante, dont sont susceptibles les formes @,.
Multiplions la fonction '

o =

P

X' ... XP
X' ... XP l’

deux fois successivement par le déterminant H,

xt ... x! o .. o
P « B o
x! .. X2 o .. ..

H=| o ... ... 1T o ..[|,
cie eer ... O 1 L.
B T VIR o
0 i wev oo O I

du méme nombre de lignes et ou les quantités x} sont quelconques.

En posant
; ’ i ['4 i 1]
20 = I, fol + X, foi ot X far

P i i iy
=Xxl 4 X 2,

nous trouvons

1 )V
o H? Opy  -ve Gpp U, ... UL
r
1 ... U, o ... o

I

ses 00 ese ecos cee o

v .. U, o .. o

Supposons que les p systémes de variables o}, 27, x}...., 22, o,
% soient ceux qui annulent les dérivées, alors on aura

G = O,

toutes les fois que I'un des indices 7, j sera égal ou inférieur 4 p, et il
A
46.
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restera

1 2
U .. 84 Cpii, prt ore Uprr,n
(30) QM= {—1)| ... ... P
U,} e U Un, pat e Qp g

Ainsi, dans le cas des formes quadratiques de la p®" classe, la pre-
miére fonction qui ne s’annule pas, ®,, devient le carré parfait d’un
déterminant du p¥me ordre.

Les éléments U4, U} de ce déterminant étant égalés a zéro, les équa-
tions

U} =o,..., U,f = o,

deviennent, quand on y remplace X! par f__, les p relations distinctes
qui existent entre les dérivées.

Ajoutons, en terminant cet article, une curieuse remarque. La for-
mule (13) de Gauss, relative 4 la forme adjointe, est susceptible de
généralisation, et a son analogue pour chaque classe de formes qua-

’ .

dratiques dans 1’équation (a3).
Mais on peut étendre cette équation a un aulre point de vue, en
considérant un cas qui se présente trés-fréquemment, celui d’une forme

quadratique de z variables, x,,..., x,, entre lesquelles on établit p re-
lations :

Xix, +...4+ Xlx, =o,
Xix, +. .+ XPa, = o,

On pourrait alors, en exprimant, au moyen de ces équations, p va-
riables en fonction des autres, ramener la forme i ne dépendre que
des  — p autres; mais la symétrie serait détruite, et il vaudra mieux
opérer comme il suit :

Dans la formule (22) la quantité désignée par U; est
Ui =Xi1x, +---+ X.';‘x”-

Par conséquent, dans Phypothése o1 nous nous plagons, en prenant
pour les X;, les coefficients qui figurent dans les équations (31), U,, U,
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sont identiquement nuls, et 'on a encore
R, ,=—f0,.

La formule (24) sappliquera donc et donnera la décomposition de la
forme en une somme de z — p carrés. On aura ainsi évité I’élimination
de p variables, ce qui, en Géométrie analytique particuliérement, peut
offrir de grands avantages.

VI.

Les remarques précédentes vont nous permettre d’établir, en toute
rigueur, un théoréme relatif aux formes quadratiques, qui a recu les
applications les plus importantes, mais dont la démonstration n’a pas
été, je crois, présentée jusqu’ici d’'une maniére compléte.

Soit f (x,,..., x,) une forme quadratique dont les coefficients sont
des fonctions réelles et continues de ). Si, pour deux wvaleurs X, 1,
de 1, la forme n'a pas le méme nombre de carrés positifs, si la diffé-
rence entre le nombre des carrés positifs de Ia_forme dans les deux cas
estégale a k, je dis que I’ équation en 1, qulon obtient en égalant Uin-
variant de la_forme & zéro, admet au moins k racines réelles eégales ou
inegales, comprises entre ), et X,.

Pour démontrer cette proposition, formons la suite

Dgy Dyseey P

des fonctions ®. Quelles que soientles valeurs des arbitraires contenues
dans ces fonctions, pourvu qu’aucune des fonctions ne soit nulle, le
nombre des variations de la suite indique le nombre des carrés de la
forme. Pour les besoins de la démonstration, nous pourrons donc sup-
poser qu'on change ces arbitraires toutes les fois que cela sera néces-
saire, car le nombre des variations de la suite ne dépend ancunement
de leurs valeurs particuliéres.

Supposons que A varie de 1, 4 X,. Le nombre des variations de la
suite ne pourra changer que si A passe par des valeurs annulant soit
des fonctions intermédiaires, soit la fonction @,. Si, pour une va-
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leur )’ de , une ou plusieurs fonctions intermédiaires s’annulent, je
dis que le nombre des variations ne pourra changer. En effet, au lieu
de considérer la suite précédente pour les valears de , voisines de X',
changeons les arbitraires X} de telle maniére qu’aucune des fonctions
ne s’'annule plus pour A =1', ce qui est toujours possible, puisque la
premiére ne s'annule pas (art. IV). Alors on aura substitué a la suite
précédente une nouvelle suite dont le nombre des variations indique
aussi le nombre des carrés positifs de la forme, et dans cette nouvelle
suite aucune fonction ne s’annulant pour A = X', le nombre des varia-
tions ne changera pas quand A passera de X’ — & 4}’ -+ ¢, ¢ étant suffi-
samment petit. Donc le nombre des carrés positifs de la forme et par
conséquent le nombre de variations de la suite primitive ne peut
changer, quand une ou plusieurs fonctions intermédiaires s’annulent
pour une valeur de 2.

Supposons maintenant que, pour A =", ®, s’annule, et que les fonc-
tions @,, ®,,..., D,_, s’'annulent en méme temps, c’est-a-dire supposons
quetous les mineurs d’ordre p — 1 de @, soientnuls, sans que tous ceux
d’ordre p le soient, pour A=1". Dans ces conditions, on pourra (art.IV)
changer les arbitraires de telle maniére, que @,,%,.,...,9, nes’annulent
pas pour A=2", et, par conséquent, aussi pour toutes les valeurs de
comprises entre X' — ¢ et X"+, ¢ étant suffisamment petit. Alors, quand
X aura passé de A" — €2 X" + ¢, les seules fonctions

Bgyeres Dy

se seront annulées, et, par conséquent, la nouvelle suite aura gagné
ou perdu au plus p variations. Il en sera de méme de la suite proposée,
qui admet le méme nombre de variations que la précédente pour les
“deux valeurs )" + &, A" — .

Or il est facile de reconnaitre que }” est une racine de 'équation
®, = o d’ordre au moins égal & p, car la dérivée ¢*®"¢ de ®, par rap-
port 4 A est évidemment une fonction linéaire des mineurs de @,
d'ordres égaux ou inférieurs a g, et, par conséquent, elle s’annulera
pour A =1", tant que ¢ sera inférieur a p, puisque tous les mineurs de
@, sont nuls jusqu’a ceux de 'ordre p — 1 inclusivement. Ainsi}” est
une racine de d’ordre de multiplicité au moins 2 p. Le nombre des va-
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riations perdues ou gagnées par la suite des fonctions @ est donc au
plus égal a 'ordre de multiplicité de cette racine. Ainsi

Le nombre des carrés positifs de la_forme ne peut changer que si )
passe par une racine de U équation obtenue en égalant I'invariant & zéro,
et dans ce cas le nombre des carrés positifs de la_forme ne peut varier
d’une quantité supérieure & I'ordre de multiplicité de la racine consi-
derée. -

C’est le théoréme qu’il s’agissait d’établir; mais il donne lien 4 une
remarque essentielle : c’est que, dans son énoncé, on pourrait entendre
par ordre de multiplicité d'une racine, non plus lenombre des dérivées,
mais le nombre des fonctions ®,,..., @, qu'annule cette racine, quels
que soient les arbitraires figurant dans ces fonctions. Ainsi une racine
multiple pourra étre considérée comme simple si elle n’annule pas tous
les mineurs du premier ordre; comme double si, annulant tous les mi-
neurs du premier ordre, elle n’annule pas tous ceux du second et ainsi
de suite. '

Faisons quelques applications de ce théoréme. Soit d’abord la forme

quadratique ]
J (0 Tayeeey 2,) — M 23 -+ 224, 4-22).

L’équation qu’on obtient en égalant I'invariant & zéro a été traitée
d’abord par Cauchy, puis par une foule de géométres : MM. Borchardt,
Sylvester, etc. On déduit la réalité de ses racines du théoréme que nous
venons d’établir.

En effet, il est évident et il est d’ailleurs facile de reconnaitre par
les signes de la suite des fonctions ® que, pour X suffisamment grand, la
formeprécédente a Ie méme nombre de carrés positifs que la suivante :

~ Mx} +... 4 x2).

Donc pour A trés-grand négatif il y aura r carrés positifs; pour A infini
positif il n’y aura plus de carré positif. Le nombre des carrés positifs
varie donc de n a zéro quand X varie de — o 4 +- o . L’équation en X
aura donc au moins 7 racines réelles, et comme elle est du degré » on
voit qu’elle n’a pas de racine imaginaire. De plus, si elle a des ra-
cines multiples, une racine d’ordre p devra annuler tous les mineurs
d’ordre p — 1 de Pinvariant. La méthode de M. Sylvester seule permet
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de démontrer ce dernier point et d’écarter la difficulté relative aux
racines multiples, quise présente dans les méthodes de Cauchy et de

M. Borchardt.
Considérons encore Ia forme

S Zageens ) = A0 (L ygeney L) — A2 (2450005 X2),

ou nous supposons que les deux formes f et ¢ soient définies posi-
tives, ¢’est-a-dire soient des sommes de n carrés positifs. En substituant
—® , 0,4+ ,ontrouveo, 2, o carrés positifs. L.'équation de degré an
qu’on obtient en égalant I'invariant & zéro aura donc 2n racines réelles,
n positives et 7 négatives.
Soient
o(x,y)=0; Y(xry)=0

deux équations algébriques en x, ¥ que, pour plus de simplicité, nous
supposerons du méme degré en y et que nous écrirons
o(y) =0, flr)=o.

Des recherches de MM. Hermite et Cayley résulte la régle snivante
pour former I'équation finale en x, résultat de I'élimination de y.
Formons le quotient

ely) flr)— ?(J‘-)fi.'r),
J—

etapreés la division introduisons les puissances o, 7, ¢ dans les termes
qui ne contiennent pas y ou y,. Puis remplagons y°, y',..., y"™;
7%y Fisewns 77 par la méme série de variables z,, 3,,..., Z,.,. On ob-
tiendra ainsi, 4 la place d’une fonction des deux indéterminées v, v,
une forme quadratique des » variables z,, z,,..., 2,_,. Le déterminant
de cette forme sera la résultante cherchée.

Or la forme quadratique ayant ses coefficients fonctions de x, si, en
substituant deux nombres x,, x, 3 la place de a on trouve une dif-
férence k entre le nombre des carrés positifs de la forme pour & = x,
et pour x = x,, on conclura que invariant de la forme, c’est-a-dire
I’équation finale en x, a au moins k racines réelles comprises entre x,
et x,. Si en particulier on substitue — o, -+ i la place de x, on
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pourra ainsi obtenir une limite inférieare du nombre dés valeurs réelles

de x.

Pour examiner quel est le nombre des carrés positifs de la forme
lorsque  est trés-grand, on pourra seborner en général a conserver les
termes qui contiennent la plus haute puissance de x. Cest la régle
que nous avons déja suivie plus haut et qu’il est bien facile de justifier.

Soit en effet ,
J=x™A 4+ 2" B + ..

la forme quadratique ordonnée suivant les puissances de a5 A, B sont
des formes quadratiques, et nous supposerons, ce qui est suffisant pour
le but que nous voulons atteindre, que A ait son déterminant de zéro
et appartienne par conséquent & la classe des formes quadratiques

. . P I
fonctions de 7 variables distinctes. Posons x = —, on aura
f=a"(A+Bx? +...).

La forme A - Ax” -+ ... aura, pour x’ suffisamment petit le méme
? ?

nombre de carrés positifs que A, et par conséquent faura pour x suf-
fisamment grand le méme nombre de carrés positifs que Ax™, ce qu'il

fallait démontrer.
Nous avons en l'idée d’appliquer la méthode précédente a la dé-

monstration du théoréme fondamental de la théorie des équations et
de prouver par une méthode qui nous parait tout 4 fait nouvelle que

I’équation algébrique
S(x)=o0,

3 coefficients réels ou imaginaires, admet une racine de la forme

a-+by—1.
Et d’abord il est clair qu'il suffira de démontrer la proposition pour

une équation & coefficients réels; car & toute équation de la forme
A+By—1=0

on peut substituer la suivante :

A243-B%2=o0.

Tome XIX {2¢ série). — OcronrE 1874.

47
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On peut d’aillears écarter les équations de degré impair. 1l suffit donc

de traiter le cas d’une équation i coefficients réels et de degré pair m.
A cet effet, remplagons dans I'équation proposée x par x (1 + %)

et (1 —yk). 11 suffira de démontrer 4" e les deux équations

Sle(t+yi)] =0, flzli—VE)]=0

sont vérifiées par des valeurs réelles de x et de %, ¢’est-a-dire que 1'é-
quation finale en x que ’on obtient en éliminant % entre ces équations

a des racines réelles. Nous ferons remarquer que x est la demi-somme
de deux racines.

Donnons aux équations qui précédent la forme suivante :
w(h) = flz + zyk) + f(x - xyh) = o,
. B .
W) = L@+ i) - fla — xyB)] =o.

1l est facile de reconnaitre que = (%), ¢ (%) sont des fonctions ration-
nelles de 2 d’ordre 5'21 et que le résultat de 'élimination de % entre ces

deux équations donnera I'équation aux demi-sommes des racines non
débarrassée des racines de la proposée. 1l suffira de démontrer que
cette équation a des racines réelles. Formons suivant Ia régle indiquée
le quotient

a(h) $(h) — (A= (k)
(M) h—h, ’

et aprés la division remplagons les puissances de /£, &, par de nouvelles
variables, comme il a été indiqué. Les coefficients de la forme quadra-
tique ainsi obtenus sont des fonctions de x du degré 2m — 1. Comme
nous voulons reconnaitre la variation du nombre de carrés positifs de
cette forme, quand x variede —» i -, variation qui donne une
limite inférieure du nombre des racines réelles, il suffira, d’aprés ce
que nous avons vu, de chercher la forme quadratique qui forme le
coefficient de ™' dans le quotient précédent. Dans = (%), les termes
de degré le plus élevé en & sont

2 [(1 -+ VA" + (1 —yB)"].
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Dans ¢ (), ils sont

x"l_l\/i;[(l +¢]Z)m . (I _ \//_z)mj :
c’est donc du quotient
P —Iizl 2m—t [(l +\/71)'n4_ (I — \/z)m] \/E [(| + V’E)m_ (l _\/'/Z)m]

— b_lﬁl-x"m" [(: —i—\/k—j)'"—!- (1 —VE) " WAL (x+yA)"— (1 —yB)"]

(M)

que proviendra le coefficient de 2*™~* dans I'expression (M). Rempla-

m
- I
cant ensuite %°, &', k*, k* par z, 2,, z, , on aura la forme quna-
——x

2

dratique A, qu’on peut substituer 4 la proposée pour les valeurs trés-
grandes de x. Cette forme quadratique a d’aillears son déterminant
différent de zéro ; car les deux équations en %

(V)" (5 V"=,
Vi 4-yB)" = V{1 = V)" = o,
au moyen desquelles elle est formée, n’ont aucune racine commune, et
par conséquent le déterminant de la forme quadratique qu’on forme
avec elles d’aprés la méthode exposée plus haut est différent de zéro.
Effectuons maintenant la division indiquée dans I'expression (M');
nous aurons, en groupant deux i deux les quatre termes du numé-
rateur, ’

Y 2xzm—12(l+¢5)m—P(I_{_VE)M—-P(I ___‘v-"/;)Pﬂ (I__\/E)P—H

P

_ 2x2m'«12(1 __ﬁ)m—'l"(l +V/E)I)L—P(I _(__\17;)1’ - ([ . ‘/71‘:)11—47

?
et, en ajoutant et réunissant les termes,

— 2z S[ (e YR )P (=R T — I Y (1R Y]

< [(& 4 )™ (1 =TV - e — VI P (5 VR,
e
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r 9y \ - . . 9y IR
Ia somme étant étendue A toutes les valeurs de p depuis 1 jusqu a—-
Les expressions entre crochets sont des fonctions rationnelles sem-
m
blables de %, 2, d’ordre - —1 en k, h,. Quand on remplacera les

puissances par des indéterminées z,,..., Zn_> elles deviendront des

linéaires de ces indéterminées, et I’on aura la forme quadratique

— ag*! [X? + X4 X,_?,_]
2

Quand x variera de — oo 4 -2, on voit que le nombre des carrés po-

e . m ” . . .
sitifs aura varié de —; donc I'équation aux demi-sommes des racines

- m . . , e
aura au moins — racines réelles, ce qui démontre la proposition que

NOUS avions en vue.

VIIL.

Les fonctions @, prennent des formes remarquables quand, 4 la place
des arbitraires X, on met en évidence d’autres variables, en remplacant
une ou plusieurs séries de ces arbitraires parles expressions suivantes:

; 1 d .
X; 2—2—2{;.}((1: cee x’:)l = 1,2,...y .

Pour ne pas donner trop d’étendue 4 ce travail, nous examinerons
seulement le cas ou la substitution précédente est étendue i tous les
systémes de variables X?.

Soit alors
G e @y XD .. X2
(3')) X'| - XP } any e lpy X;f vee Xﬁ

- Y ... ¥ Lo Y o o

LR s owe

Y, ... ¥ a o
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et posons

-3 d & @ (-3 d & {+3
33) Xe=1H fas .. a7, Y = 32 S0 -

2 dxl-
En retranchant des éléments de la n + ¢’ colonne ceux des n
premiéres multipliés par x7,..., xf, et opérant de méme pour les lignes,
on trouvera sans difficulté

Xt ... XP Qi eee Gin —(x'y') —(27r')
R P B g,
oti 'on désigne par (x* yB) I’expression
(36)  (ah=ia Griag e i
On a évidemment
(35) (%2%) = F(ot ... 22).

D’aprés cela, si 'on adopte la notation nouvelle

(36) [x x,,] (' ") (2P )
Y ,
4 J (='77) (")
on aura
X' .. X0 PO
(37) {Y' YP}=(—I)p(D°[j' Y

Alors aux fonctions @, définies plus haut correspondent des fonctions
¥, définies par la formule

38) v=ln 7o)
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et'on a
(39) (I)p = (‘—' I)p@o k7%

d’ou il suit que le nombre des variations de la suite @gy..., 0, est égal
a celui des permanences de la suite

(40) 1, ¥, Y,

On peut aussi exprimer uniquement, au moyen des fonctions ¥, la
décomposition la plus générale d’une forme quadratique. Posons, en

effet,
x. : xz x' ... xF!
A, = PR ] A,;= ?
x! o o2t L xP
xt ... aF xt ... xf x
¥, = 1 Rp= >
2, ... X x' ... o oz
en considérant les x* comme des arbitraires et le systeme x(xy,..., 2,)

comme contenant seul les variables. Alors A, sera une fonction linéaire
des variables, et 'on établira sans difficulté les équations suivantes :

(41)

R AZ.. Az
2 — T me—— ..
(4 ) ‘FP ‘PP\YP‘*“ + + ¥et2¥n
et
A Al A2
(43) Jf= v, Toy Tt gy,

Cette décomposition en carrés n’est qu’une transformation de celle qui
a été dounée i Particle ITL. La relation entre les fonctions @ et ¥ est
d'une grande importance en Géométrie analytique; mais nous nous
contenterons des indications qui précédent, et nous passerons i
Pexamen d’une autre question, laissant méme de coté pour le moment
Pexamen des décompositions qui correspondent & un systéme de fonc-
tions ® ou ¥, lorsque quelques-unes de ces fonctions sont nulles pour
certaines valeurs des arbitraires qu’elles renferment.
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VIII.

Aprés avoir étudié une seule forme quadratique, examinons les
questions relatives 4 deux formes considérées simultanément (*). On
sait qu’en général deux formes quadratiques peuvent étre transfor-
mées en deux sommes composées des mémes carrés. Nous allons re-
prendre dans tous ses détails I'étude de cette importante question, et
nous examinerons aussi les cas ou cette décomposition cesse d’étre
possible.

Soient

f: ZZa,-,-x,-x,-, 9= 22 b,','.%‘iél‘j

les deux formes proposées. Posons

&

£

I
2 d.l"'

%
3

F:f—i—lqo, Xi: + A

-

Ty
Q
P -
<
8

T

(*) On pourra consulter pour Pétude de cette question les travaux suivants :

Svrvester. — Enumeration of the contacts of lines and surfaces of the second
order; on the relation between the minor determinants of linearly équivalent quadratic
functions. ( Phil. Magaz., p. 116, 295, 415; 1851.)

‘Weiersrrass. — Ueber ein Theorem die homogenen Functionen d. 2" grades be-
treffend, nebst Anwend, auf d. Theorie d. kleinen Schwingungen. ( Comptes rendus de
I’ dcadémie dz Berlin, p. 207; 1858.)

WeiessTRASS, — Zur Theorie der bilinearer und quadratischen Formen. (Méme Re-
cueil, p. 310; 1868.)

Kroneckes, — Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen. (Méme vo-

lume, p. 23q.)

KroNecker. — Ueber Schaaren vor quadratischen Formen. (Méme Recueil, janvier
et mars, 1874.)

Pawvin (L.). — Discussion de l'intersection de deux surfaces du second ordre. (Nou-
velles Annales, 1868.)

Camirik Jornan. — Mémoire sur les formes bilinéaires. (Comptes rendus, et p. 35 de
ce volume.) .

Les recherches que nous publions actuellement ont été présentées i la Société ma-
thématique dans la séance du 11 mars 1874; elles avaient été, quelque temps aupara-
vant, le 28 février, communiquées avec de grands détails 4 la Société Philomathique,
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on aura identiquement, en vertu d’une formule déja démontrée (p. 352),

[ @ +Aby . am+rb, X,

{ .ss e
(44) f+l?:F——3_()‘—) Ap+Abpy oo Qup Al X,
. X, e X, o

A(}) désignant le déterminant de la forme F,

a, +Aby .. @+ Aby,
(45) AQ)=| cevrennes cve eeeeeeaen

du degré nzen A dans le cas général. Dans I'équation (44), considérons
X,,..., X,, comme des arbitraires particuliéres ; le second membre sera
ainsi une fraction rationnelle de A que nous pourrons décomposer en
fractions simples. Soit }; une quelconque des racines supposées inégales
de I’équation A(2) = o; nous aurons

a,+dby .. ap+Xby, X

------------------

I P _
(46) f+ Aq) = -‘2 A,()'i) ()‘ - li) any +)\ibnl ces Quyt- )\ibnn Xn
X, - X, o

Les déterminants qui figurent dans le second memwbre sont tous des
carrés parfaits ; car ils sont égaux & la fonction adjointe dans laquelle
on a remplacé par A uneracine A; de 'invariant, etI'onsait que, lorsque
le déterminant d’une forme quadratique est nul, la fonction adjointe
devient un carré parfait. On a donc

(47) frde =Ra—npy
ou les U; sont de la forme '
(47)' U¢-=. Ail X| +...+A,-,,X,-,

A;ye.., Ay, étant des fonctions ded;. .
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Or, si dans ’équation (46), qui est une identité, on remplace main-

- tenant les X; par leurs expressionsl & + 7\2‘3 » on obtient une ex-
2\ 0x; O0x;

pression nouvelle des déterminants qui figurent dans le second mem-
bre. Si I'on multiplie les 7 premiéres lignes par ay, &o..., Zn, quon
les retranche de la derniére, et qu'on opére de méme sur les colonnes,
les déterminants conservent leur forme; mais X; est remplacé par

(A—2) 5%‘ Effectuons cette substitution dans la formule (47), on aura

0
U;=(-1,) (Au ;’071—1 4+ Af"%) =@Q—=2)V,

V;ne contenant plus }, et, par suite,

V=Y

ce qui donne, en égalant les coefficients de X et les termes constants,
Vi H
(48) f"’ 276"._)’ P = 7L2 A’(l,-).

Cest la réduction des deux formes 4 des sommes composées des mémes

carrés.
Remarquons qu’en vertu de I'identité

HHEHEHAT
XV « ) X o)
on a
\zxz az
U?‘: : )
[ a a

ce qui donne une expression trés-générale des fonctions U, et par
suite des V.

La méthode précédente est en défaut dans plusieurs cas : 1°si le
déterminant de ¢ est nul, le coefficient de 2" dans A ()) sera nul, et
A()) ne sera pas du degré n. On peut toujours éviter cette difficulté

48

Tome XIX (2° série). — Ocrosae 1874.
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etd’autres analogues qui se présenteront dans lasuite, en substituant aux
formes f, ¢ des fonctions linéaires,

mf+ng, m'f+no

de ces deux formes; 2° siI’équation A (A) = o a des racines mnltiples;
3° si elle est identiquement vérifiée, quel que soit . Nous allons étu-
dier successivement ces cas exceptionnels.

IX.

Commencons par examiner le cas oli 1’équation en ) a des racines
multiples. Reprenons I'équation

@y =Aby, ... ay-+0b,, X,

........................

(49) F(Xypomry Xppd) = frr-dhp =
X, e X-h o]

Soit A = }; une rhcine multiple : d’aprés un théoréme di & Lagrange,
on sait que ’ensemble des fractions simples correspondant & laracine
A

T

multiple }; sera le coefficient de ; dans le développement de

’ F(Xiyeer Xy het-h)
(4) A—N—k

suivant les puissances de k. Or on a, d’aprés 'équation (17),

A? Al A
2

I N T Y X%

F(Xyyerey Xy o+ ) =

Ay A,y Ay, étant des fonctions linéaires de X,,..., X, définies par
les formules (15). En substituant cette expression de F dans (A) nous

serons conduit 4 chercher le coefficient de % dans le développement

d’une suite de terme tels que

2
e o L S
(B) oy ®p A— A — £k
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Supposons que le facteur A — }; entre au degré «, dans ®,= A, a, dans
®,, a, dans @,,..., je dis qu’on a nécessairement a, >a, > 0s.... En
effet, si, quelles que soient les arbitraires de ®,, X — ); entre au degré
e, dans ®@,, tous les mineurs du premier ordre de ®, contiendront en
facteur (A — 2;)*, et la dérivée de @,, qui est une fonction linéaire de
ces mineurs, admetira (A —1,)% comme facteur; donc @, admettira
(A—AX;) avec un exposant «, supérieur i a,. On démontrerait de méme
que «, est plus grand que a,, etc. Posons

0!0 - “4 = 34,---, ak_.’ -— “k: e’“.o..

Quand on remplacera A—), par £, les fonctions @,, ®,_,, qui dépendent
linéairement des mineurs d’ordre p,p — 1, contiendront en facteur
k% k%~ et 'on pourra poser

@p = ]lapAp, (Dp__‘ = kmﬂ—lAI,__',

Ay A, _, étant des fonctions de %, de }; et des arbitraires qui figurent
dans la décomposition en carrés. Ces fonctions A,, A,, ne contien-
dront plus % en facteur, si 'on ne fait aucune hypothése particuliére
sur ces arbitraires. ;

Quanta4, ,.,, son expression développée est

ayy + O‘z - k)bu Xi .4
@+ (A R)by, X; x5
X1 e XL 0 ... 0O e
xat . Xt o
X4 . Xn o 1

Retranchons de la derniére ligne les # premiéres multipliées par x,
Zgy..., Xn, cette derniére sera remplacée par la suivante :

‘ ’ d 1 N a
SO =N —R) s 0= 55 Uy Uy,
48.
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car X, = lgﬁ —l—gf ey Uy, U,,..., U, désignent des fonctions li-
Ty

néaires des variables x,, «,,..., X,. En réunissant les termes qui con-
tiennent (A — A; — %), on aura

Apprr = Bpp (A — 2 — k) +Cppyye

Gp—p+1 désigne Pensemble des termes en U,,..., U,. 1 est facile de re-
connaitre que les coefficients de ces derniers termes sont des fonctions
linéaires des mineurs d’ordre p — 1 de @, : C,_,,, contiendra donc en
facteur /%-1. Posons

Crpsrs = B C,, .

Quant a B,,_P+,, cest la fonctlon A, ..., dans laquelle on a remplace
Xyyeeny Xy par; “(h =2 —k) 3 ——7 -« On a donc

By = k%A —2;—h)B,,,

I 4 . » r - ’ - d ' d - -
B,, étant une fonction linéaire des dérivées 2 ey 2 qui contient en
b dx, d.z:,‘ )

outre ); et k. Le terme (B) prend donc la forme

_ [0 — l—l;)B,,,,,-l—hp—tCnp]
(=Y~ R) B+ 1Ay By,

et dans son développement le seul terme

A—% —Iz)]”pB’
APAP_JI e, ¢

peut donner des puissances négatives de %. Remplacons A%%-1 par
k%, nous aurons

(c) —[

B,, ]2 A N—
VBp8p—s . e

Développons - suivant les puissances ascendantes de %; B, , con-
A
PEy—t

-tenant linéairement x,, x,,..., 2,, il en sera de méme des coefficients
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du développement et 'on aura

B,

vApAp—l zgl +Ezh+§sb2 +eeny

E,, &, &, étant des fonctions linéaires de x,,..., a,. Le coefficient de%
dans le terme (C) s’obtient ensuite sans difficulté; il est

- ()‘ _)\z) [‘Eq éep -+ gzge_,,—a +...+ Ec,,,él]
+ &E, e,—1 gzge,,—z‘f“ & (&

En séparant le coefficient de X et les termes constants, on aura

Q=— E(El ‘Eep ‘*"--+€e,,§4 )7
(49) JS=+ZN[EE, +...]
+ &y 8y Heon '*f&e,.-_-l &

Ce sont les formules de M. Weierstrass.

On s’assurera aisément que le nombreé total des fonctions linéaires £
est égal & n; par conséquent, comme f+2p dépend en général de
n variables, il faut qu’aucune des fonctions linéaires & ne soit nulle et
qu’elles soient linéairement indépendantes.

La réduction des formes fet ¢, telle que noits 'avons donnée, con-
duit 2 la solution d’une des principales questions qui se présentent
dans la théorie de deux formes quadratiques :

Etant données deux formes f, ¢, quelles sont les conditions néces-
saires et suffisantes pour qu’on puisse les transformer par une méme
substitution linéaire en deux autres formes f’, ¢’

Pour répondre  cette question, posons = s

F=f+x, F=f 429"
- Tes deux formes F, F’ devront pouvoir se transformer Pune dans
Pautre par une substitution linéaire dont les coefficients seront indé-
pendants de ). Or formons pour la fonction F la suite

(Do, Qf,.-.’ @n’.
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et écrivons aussi pour la forme F’ la suite analogue
r ! ’
o, ¥, ., 2.

D’aprés article II, si F’ est la transformée de F, les fonctions @' se-
ront égales aux fonctions @ correspondantes, multipliées par une con-
stante : le carré du déterminant de la substitution linéaire qui transforme
Fen¥. .

11 suit de 12 que, si un facteur A — ; figure avec un certain exposant
dans ®,, il doit figurer avec le méme exposant dans 9 ; que si, en
outre, il entre dans un certain nombre des fonctions @, @, qui suivent
®@,, il doit figurer avec les mémes exposants dans les fonctions corres-
pondantes &, ;®,. Tout cela se déduit immédiatement de ce que les
fonctions ® sont des contrevariants.

Les conditions précédentes sont donc nécessaires, mais de plus la
réduction 2 des formes canoniques, que nous avons donnée aprés
M. Weierstrass, montre qu'elles sont suffisantes, puisque cette forme
canonique est entiérement déterminée quand on connait les facteurs
A — A;, ainsi que les exposants avec lesquels ils figurent dans les fonc-
tions ®,, @,,.... )

En terminant cet article, nous ajouterons un mot relatif 4 un cas
exceptionnel que nous avons négligé. L’équation

A()\) =0

est en général du degré n, mais il peut arriver dans quelques cas parti-
culiers que son degré s’abaisse, c'est-3-dire que quelques-unes de ses
racines deviennent infinies. Cela aura lieu toutes les fois que le déter-
minant de ¢ sera nul; mais il suffira de substituer & ¢ ¢ -+ mf, m étant
ane constante convenablement choisie, et I'on reconnaitra aisément
qu’une racine infinie ne peut donner que des termes de la forme sui-

vante :
2y Ty~ Lo Xy +1vr - Ly o+ X2y dans f

et
Xy Xy + TaBp_a+ o= Xpa @2+ Tpy Ty dans g.
En réunissant tous les résultats précédents, nous pouvons énoncer
la proposition suivante :
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Etant données deux formes f, o telles que le déterminant de f—+-hp
ne soit pas identiquement nul, on peut toujours leur donner les formes
suivantes :

J=A + A+ ..+B, +B,+...
p=A,+A,+... .+ B, +B,+...,

ot les groupes tels que A, A’ sont de la forme suivante :

A=2,Lp+ XoXpp+. .~ Tp_p 2y + X, 2
- [Z(.Z', XLy~ LaLpey = ees =Ly Xp 4 xnxi)a

A =2,%,+ XoZy g+ ...+ Xy, Xyt Ly
et les groupes tels que (B, B') de la forme

B=x,2x, - Xopy—-.o+ Ty &g+ 2,24,

B'=x, 20y + Xap_o .- X0 2y

Sipour plus de symétrie on a commencé par substituer aux fonctions
J et ¢ des fonctions linéaires mf + ne, m’f -+ n'p, on aura la proposi-
tion suivante, plus générale et plus simple.
On peut décomposer les formes f, ¢ en groupes partiels A, A’, tels
que Pon ait
A=aVi-bV
A=aV+ bV,

V et V' étant des formes suivantes :

V=ux,2, +. -+x,24,
Vi x, o 4+ X 2y

X.

Considérons maintenant le cas ot I'équation A(X) = o est identi-
quement satisfaite pour toutes les valeurs de . Alors le déterminant de
la forme

F=f-+lo,
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égal 2 ®, ou A(}), est identiquement nul. Il peut arriver aussi que les
fonctions @,,®,,...,d, , relatives 4 cette forme soient nulles, quelles
que soient les valeurs des arbitraires qui y entrent, ou, en d’autres
termes, que tous les mineurs d’ordre p - 1 du déterminant A(}) soient
nuls sans que tous ceux d’ordre p le soient. Nous adopterons cette
hypothése, qui comprend tous les cas possibles, et alors, d"aprés I'ar-
ticle V, la fonction F, pour une valeur quelconque de 1, ne dépendra
que de n — p fonctions linéaires des variables : il y aura p relations
linéaires identiques entre ses dérivées. Représentons par i, Us,..., ¥n
ces dérivées, c’est-a-dire posons

__OF __ U dy
(50) ui—-d-—x‘:—’d—x;—l—ld—"ti'

Les relations linéaires entre les dérivées u; peuvent étre 2 coefficients.
constants, mais elles peuvent aussi dépendre de A. En les ordonnant
par rapport A cette variable A, leur forme générale sera la suivante :

A, = XU? — MU + U2 —.. = A0 = U =o,
A, =)0 — M 'UL +...=o0,

les symboles U: représentant des fonctions linéaires & coefficients
constants dg #,, %a,..., U, Si 'une des relations, la premiére par
exemple, ne devait pas contenir }, il suffirait de supposer ¢, = o.

Les p relations entre les dérivées peuvent prendre des formes trés-
variées. Nous allons d’abord montrer que, si toutes les fonctions U
qui y figurent ne sont pas linéairement indépendantes, on pourra tou-
jours remplacer quelques-unes des relations par d’autres qui seront
d’un degré moindre en ). .

A cet effet, nous commencerons par remarquer que, si I'on remplace
les dérivées u; par leurs expressions tirées des formules (50) en xy,...,
Ty A, elles deviennent des fonctions linéaires de qui doivent satisfaire
identiquement aux relations (51). On trouvera facilement que, pour
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qu’il en soit ainsi, il faut que 'on ait

U, = I*L(:w
U; = pe + Mg,
(52) U2 = p2 -+ \pd,

. —1
[y UZ‘ - )\' F’Zﬂ b

les quantités p indépendantes de ) étant des fonctions linéaires & coef-
ficients constantsde x,, &s, ..., 2,. On déduit des équations précédentes

lu'c(r.) =U£1
pl =UL —2T2,

------------------- oy

Admettons maintenant que les fonctions U ne soient pas linéairement
indépendantes, que quelques-unes d’entre elles figurant dans les re-

lations
Aa:“-O, Aml =0y A¢I/=O,...

satisfassent, par exemple, 2 la relation identique
(54) alU? +alU] +...4+ a%:U% +adU% +...+adU%+...= o,

ot les coefficients a?, désignent des constantes quelconques. Remplagons
les fonctions U par leurs expressions tirées des formules (b2) dans
Pidentité (54). Le coefficient de A et le terme constant du premier
membre devront étre nuls séparément, ce qui donne les deux relations

alpl +alpl+... +al pl+ adpd+...=o,
atpl +...alpl +...=0

(35)

entre les fonctions p. Si maintenant, opérant d’une maniére inverse,
nous remplacons les p. parleurs expressions déduites des formules (54)

Tome XIX (2¢ série). — Ocrome 1874 49
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nons obtiendrons les deux équations

V=alU] + al (U} —AU?) + a2(U2 — AU + 2202 4+-...
~+ alU2 +. .=o,
W=a!U?+a2(U! — AU +...--alU% +...= o,

c’est-a-dire deux nouvelles relations identiques entre les dérivées de
la forme F. 1l est facile d’ailleurs de reconnaltre que ’on a identique-
ment

(56) \V AW - @Ay + aleAy +...= o.

Il suit de Ja qu’on pourra retrancher du systéme des relations entre
les dérivées une quelconque des relations A, = 0, Ay = o, 4 la con-
dition d’ajouter les deux nouvelles

V=0, W=o.

Or, si A, est la relation de degré le plus élevé en }, V, W, d’aprés leur
composition méme, seront de degré inférieur a A, : on aura donc rem-
placé une des relations du systéme par deux autres de degré moindre

V=0, W=o.

On gardera 4 la place de A, 'une de ces deux relations ou une combi-
naison des deux; l'autre sera une conséquence du nouveau systéme
ainsi formé. 1l restera donc un systéme de p relations entre les dé-
rivées, dont I'une sera nouvelle et d'un degré inférieur 4 celui de la
relation qu’elle remplacera [*].

En continnant de cette maniére, on arrivera nécessairement 4 un
systéme réduit de relations entre les dérivées jouissant de la propriété
que toutes les fonctions U qui y figurent soient devenues linéairement
indépendantes. Admettons donc, dés 4 présent, que les formules (51)
satisfont & cefte premiére condition.

| *] Ce raisonnement ne pourrait se faire si le coefficient af= était nul, mais on verra
que cette circonstance ne pourra plus se présenter si aux deux formes f, ¢on substitue
des fonctions linéaires de ces formes mf - ry, m'f4-n'e.
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Puisque les fonctions U sont toutes indépendantes, il faut que
leur nombre total soit inférieur au nombre 7 des variables, On a donc
Pinégalité

gy +1-+...4-g, +15n,
p-+qy+qs+.. g n.

En second lieu, et pour la méme raison, nous pouvons affirmer
qu’on pourra effectuer sur x,, &,,..., &, une substitution linéaire au
déterminant différent de zéro, et qui réduira chacune des fonctions U
a un seul terme, par exemple U? & u,, U{ a u,,.... En effectuant une
telle substitution, les relations entre les dérivées prendront une forme
extrémement simple et comprise dans le type suivant :

(57) MF, — M-F, 4+ M2F, — ..+ F, =o.
2 T+t

Or une telle équation exprime que F, considérée comme fonction des
variables x,, xs,-.., ., ne dépend que des combinaisons suivantes :

By = Xy ALy,  Zy = &y + Agyeney By = Xy + Mgy

Si donc on exprime x,, ..., &, en fonction de z,, z;..., 2,
X401, F deviendra une fonction entiére de A et des z, mais ne con-
tiendra plus 2.,,.

En répétant le méme raisonnement pour chacune des relations entre
les dérivées, toutes semblables & I’équation (57), mais de degrés diffé-
rents en général, on voit qu’aprés avoir effectué sur nos variables la
substitution qui raméne les relations entre les dérivées a ces formes
simples, il y aura p +1 groupes de variables : 1° les p premiers groupes
correspondant aux diverses relations entre les dérivées

i 1 i 1
X, by, Xhy Xio

2 2 2
x3, x%,..., x2

2° Ji autres variables
29000y ‘gh’

Y
-
Jvw
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en nombre tel que I'on ait
h4-p4+q +qet+ - gp=mn

D’aprés ce que nous avons reconnu en examinant I'équation (57) et
ses conséquences relatives a la forme de F, si ’on pose

s’ Z, = x| +Axh,
i e i i
75 = x -+ Axy,

(58)

tcve s o sen s vy

P ooni i
zfli =&y, + )‘xfli'“’

la forme F deviendra une fonction entiére de A et des variables

3y, Bgsees Biy Zgyeery Fiyeens &by Eppeeny &y
en nombre égal & 2 — p.

Une conséquence nouvelle peut se déduire de ce que F, sous sa
premiére forme, quand on P'exprime en fonction des x et des &, ne
contient X qu’au premier degré. Il suit en effet de 12 que F ne peut
contenir les carrés et les produits des variables z ; car si, pour revenir
a Pexpression premiére de F, on remplace les z par leurs expressions
tirées des formules (58), on verra sans peine que dans ces produits et
ces carrés les termes de degré le plus élevé en A ne pourraient se ré-
duire les uns avecles autres. Il fandra donc que les variables z entrent
au premier degré seulement dans F, qui sera de la forme

(59) F=X7" 2, +rh 2+t 35 2+ Enee &)+ o (Erper, Ea)
i

les variables y étant des fonctions linéaires de &,, £,,..., &, etle nombre
total des variables z et £ étant n — p, ce qui est bien d’accord avec
cette propriété que les formes ®;, @,,.. , ®,_,, relatives 4 laformeF, sont
identiquement nulles [*].

Comme la forme F ne peunt dépendre d'un nombre de variables

[*] On peut encore établir ce point de la maniére suivante : considérons dans la
forme F les termes qui contiennent seulement 22, z»,..., 244, ¢'est-i-dire qui renferment
les carrés et les produits de ces variables. L'ensemble de ces termes doit satisfaire &
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moindre que z — p, il suit de 14 qu’il ne pent y avoir aucune relation
linéaire identique entre les fonctions y. Par exemple, si I'on avait
7% = ay’, Vensemble des termes

7 E 7 g

serait remplacé par y*, (z, + az)), et F, au lieu de dépendre effecti-
vement de z', z,, ne varierait qu’avec la somme 7, 4 az. : F devien-
drait donc fonction de moins de # — p variables, ce qui est impossible.
Le raisonnement qui précéde, bien que fait sur un exemple simple, est
tout 4 fait général.

Pour éviter des notations compliquées dans ce qui va suivre, nous
supposerons que les séries en nombre égal 4 p,

FiE At 75
qui figurent dans F, se réduisent 4 une seule [*]. Alors

F =¥ % -+ YaZy ..o Vi B+ 5(‘247--'7 é_h) + )@'I(‘En"-a %/z):

I’équation {57 ), ce qu’on reconnaitra aisément étre impossible, si ces termes ne dis-
paraissent pas tous de F.
En second lieu, soit
M F — W F, 4...=0

une nouvelle relation entre les dérivées, jointe A I'équation (57). Les termes de F,
qui contiennent les prodnits des variables x par les variables &', doivent satisfaire a
la fois & I’équation précédente et i Iéquation (57), ce qui ne peut avoir lieu que si
leurs coefficients sont tous nuls. Cette double remarque justifie la forme de F, adoptée
dans le texte.

[*] On peut encore justifier cette simplification par la remarque suivante, qui pourra
étre utile dans d’autres occasions. Plusieurs séries peuvent toujours se déduire d’une
seule, en supposant que quelques-unes des variables y deviennent nulles; par exemple,
la suite simple

ri(xe+ Azp )} o (s 4 Aas) +- 7% (@5 42y )4+ g5 (2 + )nz‘a) s (s + )
se décompose, si I'on égale y; & zéro, dans les deux suivantes :

Fi{x 4 Ax) 4+ o (@0 4 D),
Fo(@s 4 ha) -+ x5 (s - da).

Ainsi 'on peut toujours supposer que les suites Zy.s! que nous considérons se



390 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

ou

(60) ( F=r, (%3 -+ Axe) + 32 (2, + As) +

+ ¥k (xk -+ )\x,ﬁ_,) + & 4 A,
ce qui donnera

(61) S=ax7 deet X Yk + ® (Eiy Eapeens Ei)s
@ =aYy oot X Vi + m'(?;',, Eayeres %/l)

Les fonctions y étant indépendantes, nous pouvons exprimer quel-
ques-unes des variables £ en fonction des y, et écrire
=271+ T e+ (i1 Eareens Eas Y as Y 2sewes Yir)s
=Xy )y ot Lp Ji 5'1 iy B2reeen By 7‘“]’27----7]%)-
Décomposons les fonctions w,, @ en trois groupes de termes : 1° les

termes contenant les variables y; 2° les termes contenant les va-
" riables £; 3° les termes contenant les produits des variables y par les

variables &.
On aura

(63) 5, =Y (Fiy Yoo os J6) T 71 Iy . '*“7!:Hk+4‘(gng2a -,Ea),
&, =W (Y1 Yaren FO) AT My oy I 4 V() By &),

o, I désignanf des fonctions linéaires des variables &, et 'on aura
F== g%+t Y2+ ¥+ 20+ y (O, + AL )+.. + ¥+ Ay

Ilesta remarquer que le nombre total des variables dont dépend F
est égal & n — 1, puisqu’icip = 1. On a donc

2k +a=n—r1;

déduisent d’une seule dans laquelle quelques-unes des variables y sont ensuite égalées
3 zéro. Toutes les fois qu'il s’agira uniquement de démontrer que certaines identifica-
tions sont possibles, ce qui est le cas actuel, on pourra donc, avec un grand avantage
pour la simplicité des notations, réduire les séries & une seule ; car si I'identification
est possible, quelles que soient les valeurs des variables y, elle le sera.a fortiori, quand
quelques-unes de ces variables seront égalées 3 zéro.
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mais, F dépendant en général de 2 — 1 variables, il faut qu’en la con-
sidérant comme fonction des variables y, z, £ son déterminant soit
en général différent de zéro. Or ce déterminant se réduit, comme il
est facile de le voir, & celui de la fonction

G (Eoseens Ea) + M (Errenns &),

considérée comme fonction des seules variables £,,..., £,. Ce dernier
déterminant n’est donc pas nul, quel que soit A, et nous pourrons
tout i I'beure appliquer aux deux fonctions ¢, ¢’ la méthode de I'ar-
ticle IX.

Cela posé, faisons une troisiéme substitution et remplacons §,, &,,...,
E, par & + Vyyeeny &g + Vg Ugy Usyeee, Uq Etant des fonctions linéaires a
déterminer des variables y. Aprés cette substitution, les termes qui
contiennent les produits des variables y et & dans F deviendront

7y (T = A0) + 95 (I, + AIT,) +..

o, (e B) o (B0 ) 4

Un calcul facile [*] prouve qu’on peut donner 2 I'ensemble’ de ces

[*] Soient en effet
V= a8y Yy e ATk,

V=AY ..o Qi Yky

U — aalyl +' . -+auk,yl'

les expressions des fonctions v ou les coefficients @ sont inconnus. En exprimant la
condition énoncée dans le texte, on aura des équations telles que la suivante :
ay' ay dy' 2 Y

g = - @ g = oo Ay i 5
i,

W; + @i g o+ @i g o i g z

Si I'on égale dans les deux membres les coefficients des variables £, on a un systéme
d’équations qui font connaltre @, @y..., @z €n fonction de @yipyyes .y @gyipy €L
dont le déterminant est le méme que celui de la fonction ' quon peut toujours sup-
poser différent de zéro. Done, étant pris arbitrairement i, @s,. .., dap, O détermi-
DETA @y fmiy « vy Aoy hety PUIS Uy, Fo2y Bo, k250 + + 9 T k-2y €LCe
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termes, en disposant des arbitraires contenues dans les fonctions v,
la forme

J1 (Pi +)\P2) + J”n(Pz +)\P3)++ fk(Pk+)\Pk+l)'

On verra de méme que le nouveau terme ¥ + LAY’ peut toujours
recevoir la forme [*]

Fi(Qr +2Q.) + 72(Qs +2Q,) +ooo+ 72 (Qe H2AQpsi).
En tenant compte de ces résultats, F s’écrira sous la forme

F=y,[x, +P + Q; +A(x: + Py + Q)]
4y [®s + Py -+ Qp + Ay + Py + Q)] .o b+ MY

Remplacant enfin x; + P; + Q; par x;, nous aurons la forme défi-
nitive '
F=y,(%, + X xs) ...+ Fa(st+ Aops) + ¢ + 2,

et, par suite,

fzxafl‘*‘ XoYotei.+ Xp Y+ ‘P(En&m---a E.)s
Q=2 )+ XgFat .o Lpy Y+ ‘P'(En Eayeens Ecz)'

En opérant sur plusieurs séries, nous eussions trouvé de méme

‘}(‘::'Eaf1 }"ii—l—---'l— x;‘}’;"‘*‘ ¢ (En 527"‘, Ea)a
(63) A o
[ :2 .x;]“i—l—...-l— x;'ﬁ!-}r;';_l_ 4” (gn [ E.a):

comme forme définitive de f et de ¢. Les deux fonctions ¢ et ¢’ étant
telles, que le déterminant de ¢ -+ \{’ soit différent de zéro, donneront -
des termes de la forme de ceux trouvés & V'article IX, ce qui conduit
au résultat général suivant.

[*] Tl suffit de prendre pour inconnues les constantes figurant dans les fonctions P.
Les équations du premier degré, auxquelles on est conduit, se résolvent sans aucune
difficulté.
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Etant données deux formes quadratiques f et ¢, on peut loujours
décomposer la forme f-+ Ap en plusieurs groupes ayant I'une des
trois formes suivantes ;

19 yi(xe,+ Az, + ya(ae, -+ haeg) + .o i (ak+ ANp )3
2% (= A) (T, Ty X Ty e Ly Xn + T2y

(2 Lpy + X Xpg o Ly )5
3o x,a‘,,—l-...—l—x,,x,-f-l(x,x”_;+...+x”_,x,).

Ce résultat concorde avec ceux qui ont été trouvés par MM. Weierstrass
et Kronecker; mais, aprés 'avoir établi, il reste & indiquer d’une ma-
niére précise sous quelles conditions, étant données deux formes f, ¢,
elles peuvent étre transformées en deux autres formes f’, ¢'. Voici
quelles sont les conditions qui résultent de notre théorie des formes
Dy, Dyy..., D,. Formons
F=f+2, F=f+.

Il faut:

1° Que, pour F et F’, le méme nombre de formes @, soient identi-
quement nulles; :

2° Que, pour les formes F et F, les relations entre les dérivées des
formes soient des mémes degrés par rapport a };

3° 1l peut arriver que, ®, étant la premiére des fonctions qui ne
s’annulent pas identiquement, I’équation en2,

o, = o,

admette des racines }; indépendantes des arbitraires qui entrent dans
®,. Supposons alors que A = A; figure & la puissance a, dans @,, «,,,
dans @, ,,..., %4 dans @, ;. Il faudra que le méme facteur entre avec
les mémes exposants dans les formes @, @, ,..., relatives & F'.

Démontrons que ces conditions sont nécessaires et suffisantes.

La premiére est évidente et ne donne lieu & aucune difficulté.

Quant 4 la seconde, pour la rendre plus précise, nous avons a étu-
dier ce que nous avons appelé les systémes réduits de relations entre
les dérivées et a indiquer quelques-unes de leurs propriétés communes.

Supposons qu’on ait obtenu un premier systéme réduit de relations
entre les dérivées

Aj=o0, A;=o0,..., A,=0,
Tome XIX (2¢ série). — NovemsrE 1874. 50
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oul'on a
Aa: Ug)\q-z"" Uélqu-—‘ -+

D’aprés la définition que nous avons donnée d’un tel systéme, il ne peut
y avoir aucune relation linéaire entre les fonctions U. Je dis qu'i! ré-
sulte de 14 qu’on ne pourra obtenir de nouvelle relation entre les dé-
rivées sous forme entiére qu’en multipliant A,, A,,..., A, par des poly-
ndmes entiers en 1, et en égalant & zéro la somme des résultats ainsi
obtenus. '

Supposons en effet qu'on multiplie A,, A,,. ., A, par des fonctions
de X, L;, Ly,..., L,, on aura entre les dérivées I’équation

AL AL+ +A L, =0,

st Ly, Ly, ..., T, sont fractionnaires, soit A = % une valeur de X qui rend
infinie une ou plusieurs des fonctions L. En décomposant le premier
membre de l’équation précédente en fractions simples, on aura un

terme en ).Tl dont le numérateur sera une fonction linéaire des poly-
nodmes U et, par CODSquIEl]t ne pourra étre nu], pulsqu il n’ Yy a au-
cune relation linéaire entre les variables U.

Il suit de la que, étant donné un systéme réduit de relations entre les
dérivées, pour avoir toutes les relations entre les dérivées entiéres par
rapport 1, il suffira de multiplier les équations de ce premier sys-
téme par des polynémes en . Supposons que, en opérant de cette
maniere, on ait substitué au systéme primitif de relations le suivant :

B=o0, B;=o0,..., B,=0o,
oulon a
Be=VoNe—=VIN' 2.,

Les fonctions V seront évidemment des fonctions linéaires des anciennes
fonctions U. Si denc elles sont en plus grand nombre que les fonctions
U, le nouveau systéme ne sera pas réduit. Or le nombre de fonctions V
est égal 4 la somme des degrés en A des équations

B,=—"O, B2=0,-.., Bp::O,

augmentée de p. 1l faut donc, pour que le nouveau systéme soit réduit,
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que la somme des degrés des équations nouvelles soit la méme que
pour le systéme primitif. De la résulte la régle suivante, pour passer
d’un systéme réduit particulier au sysiéme le plus général :

Etant données les relations

Aj=o0,., A,=0,
on ajoutera a chacune d’elles toutes celles du méme degré multipliées
par des constantes arbitraires, toutes celles de degré inférieur d’une
unité, multipliées par des polynémes du premier degré en A, et, en gé-
néral, toutes celles de degré inférieur de k unités multipliées par des
polynémes de degré £. On formera ainsile systéme réduit le plus gé-
néral de relations entre les dérivées. .

Il résulte de cette régle que, dans deux systémes réduits de relations
entre les dérivées, il y a de part et d’autre le méme nombre de relations
du méme degré en ).

Alors notre seconde condition peut s’énoncer ainsi :

Pour les deux formes F, ¥, les relations réduites entre les dérivies
doivent étre en. méme nombre et des mémes degres.

Quant a la troisiéme condition, elle est évidemment nécessaire : cela
résulte de ce que les formes @ sont des contrevarianis; mais, comme
elle achéve de déterminer la forme canonique, nous voyous que, jointe
aux précédentes, elle suffit & assurer I'équivalence des deux formes
F, F.

1l est donc démontré que nos trois conditions sont a la fois néces-

saires et suffisantes.
Comme premiére application, nous traiterons les deux formes

f' =—a(X,y+ Xofa2t+. . X ) %) A X)X Ty
P= T Yt Ly F e

Posons
Xy = x,i ]
L= QX[+ X'yy
xy== @la -+ 2ax, - dy,

~
I0..
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Soit aussi
7+ ay.+ Ay +...= ¥
T2+ 2ays+ o= Jos
¥-i-day,+ =7y

on {rouvera N
- I I I 4
f=x0 + X T
[} ! 7 4
=)+t Xp J k-

Soient enfin deux formes quaternaires qui, égalées & zéro, repré-
sentent deux surfaces du second degré, nous obtiendrons les formes
canoniques suivantes :

ax}+bax;+cxi+daxi, ax?+baxx,+cxi+daxi,
311’.76% + b2+ xl+dx; 3 ax?-bx x,+ cxi+dxi;
axi+b X, Xa+C X2 +d 2y, (@(22,004+X3)+b X, 25+ € 25,
ga'xé+b’w,x2+c'x§+d’.r3x5; ga’(zx,a'a-i—xg)+b’x,x2+c’x§;
a (2,2, +225)+b (220, 23-+23), %a xx.+ b x3,

ax,x,+ b'x2,

a2, 2,5 5)+ B (220,225 +23)3

que nous avons réduites au moindre nombre, en supposant que les
coefficients a, b, @', b',... puissent devenir nuls ou égaux. Cesrésultats
sont d’accord avec ceux de M. Painvin, dans le travail déja cité p. 385.



