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Mémoire sur la théorie algébrique des formes quadratiques ; 

PAR M. G. DARBOUX. 

Considérons une forme quadratique homogène à η variables 

quadratique nom< 

que nous écrirons aussi de la manière suivante : 

2Σ aijxi3cjl 

la sommation étant étendue à toutes les valeurs r, 2, 3,..., η de i et 
de/. Nous supposerons, suivant l'usage, αμ — α^', par suite un terme 
rectangle se trouvera deux fois dans la somme précédente avec le 
même coefficient, et l'expression développée de la forme sera 

a
f
,xl -h a

22
x*a

nn
x* + za

l2
x

t
x

2 -κ... 

Le polynôme 

(1) Δ = 

ait ai2 ... aln 

fl22 · · ■ ^2η 

. . . 

rtn2 ... ann 

sera dit Yinvariant ou le déterminant de la forme, et nous désignerons 
par Δ,, A

a
,... les- invariants des formes qu'on obtient en annulant 

dans la forme proposée successivement x
n

, puis x
n

, x
n
-, puis x,

n 

x„_av... On aura ainsi 

(2) Δ
{
 = 

aKi ... 
.... 

&n—i, ι · · · Gn—i,n—i 
44-
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Gela posé, réduisons, par les procédés connus, f à une somme de 
carrés de la forme suivante : 

f— £,(#! +a
2
x

2
 -4-...-)- a„x„)2 -4-ε

2
(.τ

2
-4- β

3
χ

3
-\- β

α
χ„)* -f-... 

+ ε«-ι {Χη-κ -+- x
n
^

n
)a -1- t

n
xl '

T 

on trouvera, comme l'a prouvé M. Hermite, 

ε< Α
η
_,,..., ε

η
_· — ν ε

Λ
— Λ » 

et par suite on aura 

(3) /= A„_,X? + ̂  XI +...+ A x*, 

X,, X
2
,..., X„ étant des fonctions linéaires desn variables xlt x2,.. 

Il résulte de cette décomposition de /que le nombre des carrés positifs 
de la forme est égal à celui des permanences de la suite 

(4) Δ, Δ
Μ

 Δ
2ν

..
?
 Δ

η
_ι, ι; 

quant aux fonctions linéaires X,·, elles ont été mises sous la forme de 
déterminants par divers géomètres et notamment par M. Weierstrass. 
Nous ne donnerons pas l'expression de ces fonctions, parce qu'elle 
résultera, comme cas particulier, des formules que nous établirons 
dans la suite de ce travail. 

La décomposition en carrés qui précède peut devenir impossible si 
l'une des quantités Δ,· est nulle, et d'ailleurs elle est très-particulière. 
Nous nous proposerons d'abord de donner, et sous diverses formes, 
la décomposition en carrés la plus générale d'une forme quadratique. 
La résolution complète de cette question se rattache à l'étude d'une 
série déformés quadratiques dérivées de la forme y et contenant plu-
sieurs groupes de variables. Comme elles jouent un rôle essentiel dans 
toutes les recherches relatives aux formes quadratiques, quelques-unes 
d'entre elles ont déjà été employées, et elles se présentent d'ailleurs 
de la manière la plus naturelle dans l'application de l'Analyse à l'étude 
des coniques et des qnadrîques. La suite de ce travail montrera, nous 
l'espérons, tout l'avantage qu'il y a à les introduire nettement et à en 
étudier d'une manière générale les propriétés tes plus importantes. 
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I. 

Définissons la fonction Φρ par la relation suivante: 

(3) % = 

att ... ain XJ XJ ... XP 
Q%i ... &2n Χχί X? · · · Xj 

a„, ... a
nn

 Χ,,1 X2 . . Χ? 
Χ} ... Χ

η
' ο ο 

Χρ ... ΧΡ ο ο 

La fonction Φρ
 contient ρ séries de variables 

Xj, ..., X„, I, 2, 3,..., p, 

et elle est quadratique par rapport à chacune de ces séries. Ajoutons 
qu'elle est une fonction homogène et du degré η— ρ des coefficients 
ay de la forme fondamentale; car elle est une fonction linéaire des 
mineurs du pième ordre de l'invariant 

| ... β|Λ 

Cln | ·.· &nn 

que nous désignerons par Φ
0
 pour conserver îa symétrie dans les no-

tations. 
La première de ces fonctions 

a
{
, ... ain X} 

(6) Φ,=

 Xi 

X} ... xi ο 

est au signe près la fonction adjointe de Gauss. En la développaut, on 
peut écrire 

:7) -*.=Σΐ£χ.!χ/. 
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et l'on a de même d'une manière générale 

(«) - ν<=Σΐτ.χΓ"χΓ· 

La forme Φ„ se réduit évidemment à 

X} ... X"j 2 

(9) φ»=(—1 y 
Xn1 ... X» 

D'ailleurs l'indice ρ de Φρ ne peut dépasser η, car pour ρ > η le dé-
terminant Φρ s'annule identiquement. On obtient donc seulement une 
suite de rc-f- ι fonctions 

··■> Φ«5 

des degrés η, η — ι,..., ι, ο par rapport aux coefficients de la forme f 
et contenant ο, x, 2,..., η séries de variables. 

Quand il sera nécessaire d'indiquer les systèmes d'arbitraires qui 
figurent dans les fonctions Φρ, on représentera chacune des séries de 
variables de la manière suivante : 

"\7"l Vi γΐ 

Chaque série sera distinguée par l'indice supérieur et l'on emploiera 
la notation suivante : 

(IO) [γ, Y2 _ γρ | — 

(IO) [γ, Y2 _ γρ | — 

... CLKn Xj ... Xj 

&ni · · · ^nn XjÎ · · · X« 
... Y„4 ο ο 

YP! ... Υζ Ο Ο 

qui s'applique, comme l'on voit, à des fonctions plus générales qu'on 
pourrait appeler les polaires des formes Φ

ρ
. On aura alors 

(I,) Φ' = !χ· ... Xi·)' 
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Un théorème bien connu, concernant les mineurs du premier ordre 
d'un déterminant, nous donnera la relation 

/ ( X4 ... XP~4XP )( X1 ... X'-'X^4 ) 
\ (Y4 ... γρ-4γρ jj γ4 ... γρ-ιγρ+< ) 

(X4 ... Χ'-4 XP+4 ) ( Χ1 ... χρ-4χρ ) 
1 (Y4 ... ΥΡ-4 Ύρ 5 ( Υ1 ... Υρ~< Υρ+Ι ' 

Ι ί Χ4 ... Χρ-4 ι( Χ4 ... ΧΡ~4ΧΡΧΡ+4 ) 
\ (Υ1 ... γρ-4 |( Υ4 ... γρ-4γργρ+4 Ι' 

qui servira de base principale à nos recherches. 

IL 

Voyons d'abord ce que deviennent les formes précédentes quand 
on soumet les variables à une substitution linéaire. Nous suppose-
rons qu'alors les variables X't, X2,..., XJ, seront transformées parla sub-
stitution inverse, de telle manière que la fonction 

Xj X\ -H X2 Λ?2 -f~ · · · +■ Χή Xn 

se reproduise identiquement après une transformation quelconque. 
Cette définition étant admise, il est facile d'établir que les fonctions 

Φρββ reproduiront, multipliées parle carré du déterminant de la sub-
stitution. 

Pour le prouver, introduisons la forme auxiliaire 

F = f{xt x2
 ...x

n
)-l· Xix„) 4-... 

Η-2ίρ(Χ^ Λ7, 4-.. .4-χρ^π), 

k η -hp variables x
t
,..., x

nt
 i

lv
.., tp, où les X4 sont regardés comme 

des coefficients. L'invariant de F sera précisément Φρ. 
Cela posé, effectuons dans F la double substitution définie par les 

formules 

Xi— ̂  ccijx'g au déterminant δ, i = i, 2, 3,..., n, 

tg — tg, cf — ;, 2, 3,..., p. 
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Le déterminant de l'ensemble de ces substitutions sera δ. Appelons F' 
ce que devient F par cette substitution. Son invariant sera, cela est 
évident, la nouvelle valeur Φ^ de Φρ et comme, d'après un théorème 
connu, cet invariant se réproduit multiplié par le carré dix déterminant 
de la substitution, on aura 

Φ; = ο2 Φρ. 

Donc les fonctions Φρ sont des contrevariants qui se reproduisent 
multipliés par le carré du déterminant de la substitution. 

III. 

On peut établir la propriété générale suivante des fonctions Φ, : 

Le nombre des carrés positifs de la forme f est égal à celui des va-
riations de signes que présente là suite Φ,, Φ,,..., Φ

η
, quelles que soient 

les valeurs des arbitraires X* qui figurent dans les formes Φ
ρ

. 

Pour démontrer cette proposition, nous allons mettre en évidence 
une décomposition en carrés de la forme f. A cet effet, nous désignons 
nar 

Ν,, X2,·*·, 

sans indice supérieur les demi-dérivées de f par rapport aux variables 
x

t
,x

2
,..., x

n
. On sait que y peut se représenter par la formule 

att ... a
t
„ X, 

(rô) Φ<> f—~ a a X ' 
X, ... X„ ο 

qui n'est autre chose que l'équation bien connue de Gauss, relative 
à la forme adjointe. Du reste, on vérifie immédiatement cette formule 
en retranchant de la dernière colonne du déterminant qui figure dans 
le second membre les η premières multipliées respectivement par 

x,,..., xn. 
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Cela posé, partons de l'identité 

λ,ι ... (i
ln

 XJ ... X
4
 X, j 

I 
♦·· ··· | 

π rt Y1 Y" Y 

W)
IX' ::: «1=

 X!
 ;;;

 x
- °

 0=0 

X" ... Χ* ο ο 
Χ ι ... X„ ο ο 

et appliquons successivement la formule (i 2). En posant 

|Φ/'~( X1 ... ΧΜ' Ri_|x' ... X'^X ' 

I A _ j X1 ..· X"-,,X 'I 

on déduira de cette formule la suivante : 

. Ερφ/ί—p-t-1 A,J Ep— I Φ«—p. 

En donnant à ρ diverses valeurs, nous obtenons le tableau suivant : 

R,$„ - A* = o, 
RÎ^«-i A| = R, Φη_2, 

...., 
ΒρΦ/!-(Η-Ι A ρ = Rp_, Φ «—ρ, 

■} 
-A„2 = R„_^0. 

Dans la première de ces égalités, le second membre est nu), en vertu 
delà formule (14). Ajoutons la formule (i3) 

y Φ„=—R„, 

et nous aurons un système d'identités propre à faire connaître R,, 
R

2
,..., R«, f qui sont des fonctions quadratiques au moyen de A,, 

Tome XIX (2e série). — Octobre 1874. , 45 
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A2,..., A„ qui sont des fonctions linéaires des demi-dérivées de la 
forme f Nous obtenons ainsi 

R=él Ra - A' A' 

en général 

(l6) —£- = ! 1 2 h··.H - î 

et enfin 

V y; ^ ΦηΦ„_> Φ,,-,Φ»-* Φ, Φ, Φ, Φο ' 

c'est la décomposition en carrés cherchée. On voit qu'il y a autant de 
carrés positifs que de variations de signes dans la suite 

Φ0, Φ,,..., Φ
Λ

, 

et ainsi se trouve établie la proposition que nous avions en vue. 
-D'après les équations (i5), on a 

Clt | ... &\n XJ ··· Xj P Xj 

a
nl ... Λ,,η Χ,ι ·.· Xn PX» 

A„ = Xi ... Xi ο ο 

Χ'Γ'' ... X"~p ο ο 
Χ"-',+1 ... ΧΓ^1 ο ο 

Si de la dernière colonne on retranche les » premières multipliées 
respectivement par xt, x2,..., λγ„, on trouve 

au ... a,„ Xi ... X'ip ο 

Uni · · « ftnn · · · -^ji P ® 
Ap= X} ... Xi ο ... ο -U, - ' 

■ # » Φ·· Φ·· ··« · φ a Φ Φ # Φ * XT 2 

xr+1 ... xrp+1 ο - ° -ûw 
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en posant 
U; Χ', X, X'2J?n .. + li'

n
x

n
. 

On voit, en développant suivant les éléments de la dernière colonne, 
que Ap est de la forme 

(i8) Aρ— hp
i
 U, -f—bp

n
_p

+
( Un-P-H 5 

si donc on effectue sur la forme f la substitution définie par les 
formtiles 

(19) U, = Ό
η
=χ'

κ
, 

A„ ne contiendra que x\ ; A„_, que χ\, x'% ; A„_
p
 que x\...., x'

p
. On 

retrouve ainsi, après la substitution (19), la décomposition en carrés 
particulière dont il a été question au début de ce travail. Cette re-
marque met en évidence ce fait essentiel que nous avons ici la décompo-
sition en carrés la plus générale de notreforme, car il est clair que cette 
décomposition, la plus générale, peuttoujours s'obtenir d'abord en effec-
tuant sur les variables xt une substitution arbitraire telle que celle qui 
a été définie par les équations (19), puis en appliquant le procédé de 
Gauss que nous avons d'abord rappelé. 

IV. 

Nous allons maintenant étudier plus complètement les fonctions Φ
/; 

et en particulier discuter d'une manière précise les conditions de pos-
sibilitédela décomposition en carrés donnée par la formule (17). 

Nous avons vu que la fraction Φ
ρ

, qui contient ρ systèmes de va-
riables 

xj,..., χ»,..., ®ϊ,...,Χ2, 

peut être considérée comme une forme quadratique des variables de 
chaque système. La remarque suivante indique une propriété essen-
tielle des fonctions Φ

ρ
 considérées sous ce point de vue. 

Par suite même de l'équation de définition, il est clair que Φρ ne 
changera pas si l'on remplace les variables de l'un des systèmes X'', 

45.. 
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X£ par exemple, par les suivantes : 

χρ -{-λ1
Χ^,4-...+ λ/_<

Χί, 
ΧΡ-Ηλ,ΧΓ+'.-.+ λ^ΧΙ. 

Cela revient en effet à ajouter à la dernière ligne et à fa dernière co-
lonne du déterminant Φρ d'autres lignes et d'autres colonnes multi-
pliées par λ,,..., λρ_

4
. Il suit de là que Φρ, considérée comme fonction 

des seules variables X£, n'est pas une forme quadratique générale et ne 
dépend au fond que de η — ρ ■+■ ι fonctions linéaires de ces variables. 
C'est en effet ce que montre la formule (16). Rp n'est autre chose que 
la fonction dans laquelle on a remplacé la dernière série d'ar-
bitraires par X,, X2,..., X„, et l'on voit que Rp, considérée comme fonc-
tion deces seules variables, se réduit bien à une somme de ρ carrés et ne 
dépend par conséquent que de ρ fonctions linéaires de ces variables. 

Les fonctions Φρ nous conduisent aussi à une classification des formes 
quadratiques. Nous nous appuierons sur la proposition suivante : La 

Jonction Φρ ne peut être identiquement nulle que si tous les mineurs 
d'ordre ρ du déterminant de Informe sont nuls, et alors toutes les fonc-
tions précédentes Φ?_,,..., Φ0 sont aussi identiquement nulles. 

En effet,si une forme quadratique F(ar4,j?2,..., est identiquement 
nulle, il en est de même de ses dérivées, et par suite de la polaire 

d¥ ÔF 

Appliquant cette remarque aux différentes séries de variables que 
contient la forme Φρ, nous voyons qu'elle sera identiquement nulle en 
même temps que la suivante : 

ait ... ain X} ... XP 

a
n

\ ... ann X/i ·-· XS 
Y* ... ο ... ο 

γρ ... γρ ο ... ο 
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Or on peut maintenant disposer des variables X, Y en leur donnant 
les valeurs ο, ι, —i, de telle manière que cette forme se réduise à 
l'un quelconque des mineurs d'ordre ρ de l'invariant. Il faut donc 
que tous ces mineurs soient nuls, ce qui démontre la première partie 
de la proposition. 

D'ailleurs, si tous les mineurs d'ordre ρ sont nuls, il en est de même 
de tous les mineurs d'ordre ρ — q, et la forme ΦΜ, qui est une fonc-
tion linéaire de ces mineurs, sera identiquement nulle. 

Ce premier point étant établi, on peut démontrer que, si pour un 
certain système de valeurs des variables Φ

ρ
 n'est pas nul, on pourra 

toujours choisir les nouvelles variables qui entrent dans Φ^,, de telle 
manière que cette nouvelle forme ne soit pas nulle. 

En effet, d'après l'équation (8), on a 

Φ , = — V ^ X?+1XÇ + I 

Si donc Φρ^, est nulle, quelles que soient les nouvelles variables, on 
aura 

τ1· — °· 

Toutes les dérivées de Φρ, par rapport aux coefficients ai}, étant 
nulles, et Φ

ρ
 étant une fonction homogène de ces coefficients, Φρ 

devrait aussi être nulle, ce qui est contraire aux hypothèses faites. On 
pourra donc toujours choisir les X£+I de telle manière, que Φρ+, ne 
soit pas nulle. En continuant ces raisonnements, on obtient la propo-
sition suivante : 

Quand une des fonctions Φρ ne sera pas nulle, on pourra toujours 
disposer des nouvelles arbitraires entrant dans les formes suivantes, de 
telle manière que Φρ+1, Φρ+2,.··, Φ„. ne soient pas nulles. 

Ces propositionspréliminairesétantadmises,considérons une formel 
pour laquelle, tous les mineurs du/? — ilème ordre de l'invariant étant 
nuls, ceux de l'ordre p, ne le sont pas tous. On pourra, d'après 
ce qui précède, disposer des arbitraires contenues dans les formes Φ, 
de telle manière queΦp, Φ

ρ+Ι
,..., Φ„ soient différentes de zéro; mais Φ

0
, 
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Φ,, Φρ_, seront identiquemenl nulles. Examinons ce que devient alors 
notre décomposition en carrés. 

La formule (16) nous donnera 

(20 ! f±£ = Js=£.+ A*-P-> + 

un a 
... ciKn Xj ... X^ Xj 

an\ ··· ann XI ··· Χζ X72 

(2t) R/;·—ρ ~ Xj ··· X
n
 a ··« -·· ο , 

X'l ... Χζ ο ο 
X.{ ... X/-

(
 ο ... ... ο 

Multiplions les η premières colonnes par — xn — x2, — x
n

\ ajou-
tons-les à la dernière, et opérons de même pour les lignes. Nous trou-
verons 

^ ... Χ, Xj ... ...... ο 
• « · ... ... · . » · « » ... «... ·.·.·· 

dn | ... &nn ··· Ο 
(22) Kp— x'i 0 0 —Uj 

• « · ... ... ... ... ... «'··» ..... 

Χζ ... Χζ ο ο - Up 
ο ... ο —U, ~U

2
 ... —Up —f(x

t
,x

2
,...,xj 

U,, U
2
,..., Up étant des fonctions linéaires qui disparaîtront dans le 

développement; car leurs coefficients sont des fonctions linéaires des 
mineurs d'ordre ρ — ι ; il reste donc 

(ίϊ3) Η/ζ—ρ— ^21·· ·ι 

et, par suite, en substituant dans la formule (20), 

<>« /<* ·-»)=-5^b-db—-£îr 

Ainsi la forme se réduit, dans le cas qui nous occupe, à une somme de 
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η — ρ carrés, et par conséquent ne dépend, au fond, que de η — ρ va-
riables, fondions linéaires des η premières. 

Il est facile de montrer qu'elle ne peut dépendre d'un moindre 
nombre de variables; car, si l'on pouvait l'exprimer en fonction de 
η — ρ—q variables^·,,..., jrK-p-g, alors, en effectuant une substitution et 
exprimant α·,, jc

2
,...,cc„ en fonction linéaire de f,,j

2
,..., j^^e t de 

ρ h- q autres variables, tous les coefficients des termes où devraient 
figurer ces autres variables seraient nuls; il y aurait donc dans le dé-
terminant de la forme ρ -+■ q lignes dont tous les éléments seraient 
nuls, et par suite tous les mineurs d'ordre ρ -h q — ι de ce détermi-
nant seraient nuls; la forme Φρ, qui est une fonction linéaire des mi-
neurs d'ordre ρ, serait donc identiquement nulle. Or cette forme, étant 
identiquement nulle après la substitution, devrait l'être avec les va-
riables primitives, ce qui est contraire aux hypothèses adoptées. 

Nous obtenons ainsi une classification très-remarquable et très-
simple des formes quadratiques d'après la considération de la suite Φ

0
, 

Φ,,..., Φ„. H y aura η classes de formes. Pour la classe zéro, composée 
des formes les plus générales, Φ

0
 ne sera pas nulle; pour la plème classe, 

les ρ premières fonctions Φ
0
,..., Φρ_

(
 seront identiquement nulles sans 

que Φρ le soit. Les formes de la piê'ne classe ne dépendent que de 
η — ρ variables. Remarquons, de plus, que, dans ce cas, la suite 

Φρ? Φρ+|>··"> 

réduite à η -4- ι — ρ fonctions, conserve la propriété d'indiquer par le 
nombre de ses variations celui des carrés positifs de la forme. 

V. 

Arrêtons-nous un instant à la classification que nous venons de faire, 
afin de bien marquer les caractères essentiels des différentes classes que 
nous venons de distinguer. 

Si l'on considère le système suivant d'équations du premier degré : 

Îjjxt = au3cl -t- nI2.r2-t-...-F ainxn= o, 
2 jx, == flzt 3-i "t" ^22-^2 "t- · · · "t- "2/l^n 
·-·······♦···.······ * 5 

~%Jx
tt

 == &n\ \ · *" ~È"" &nn&-n — 
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à chaque classe de formes correspondront des propriétés particulières 
des solutions. Pour les formes générales, le déterminant Φ

Ό
 n'étant pas 

nul, les équations précédentes ne donneront que la solution inadmis-
sible en coordonnées homogènes x

{
 — χ2=·. ·= χ

η = o; mais, pour 
la pième classe, les équations précédentes se réduiront an — ρ distinctes. 
Cela résulte de la théorie bien connue des équations du premier degré. 
Par exemple, si le mineur 

α\ I αΚ 2 · · ai Il-p 
(Xn\ ... ... &211—P 

I dn—p, n—p 

d'ordre ρ n'est pas nul, on pourra des n — p premières équations tirer 
χ,, x

2
,..., x

n
-p en fonction de av-ρπ-ι,···, χη, et, en portant ces valeurs 

dans les dernières équations, les premiers membres de ces équations 
deviendront des fonctions linéaires des mineurs d'ordre ρ — ι, tous 
nuls par hypothèse, et par conséquent ces équations seront identique-
ment satisfaites. Il suit de là qu'il y aura ρ systèmes de solutions des 
équations précédentes 

If ( ir. r VI 
(26) 

χ, = up,...,x
K
 = ul, 

linéairement indépendants, au moyen desquels le système le plus gé-
néral de solutions se composera de la manière suivante : 

!x, = X'tt} 4- l-u\ + — vt, 
χ2 = \* u %+\pij?z=vz, 

* ' · « 
= -+-...-f-XPUp = t>„, 

λ', λ2,..., λρ étant des arbitraires quelconques. D'ailleurs, tous les sys-
tèmes ν,,,.., v

n
, donnés par les formules précédentes et satisfaisant aux 

équations (a5), possèdent de nombreuses propriétés. 
i° On a identiquement 

nent 
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et, par suite, 

+-··■+ t'nfl = Xsj'
Vl
 +... -h SCnji = O. 

L'identité précédente constitue une relation linéaire identique entre 
les η dérivées f'

Xi
 ,...,f

Xa
. Il y a donc autant de relations de ce genre 

qu'il y a de systèmes v{,..., vn
 linéairement indépendants,ce qui donne 

les ρ équations suivantes : 

( "i/x!+···■+" UnfL — °> 
(38) 

' ^i/J,+ ■■■-!- KJi=°-

Réciproquement, toute relation identique entre les dérivées 

X'tfv, -+-···+ σ'η/χ„ — Ο 

entraîne les équations 

e4) = o, /4=o, /i= °, 

ce qui montre que oc
i
,..., d

a
 forment un système de solutions des équa-

tions (25). Il n'y a donc pas d'autres relations entre les dérivées que les 
équations ( 28) et leurs combinaisons linéaires. 

Ainsi, il y a ρ relations linéaires distinctes entre les'dérivées d'une 
forme de la p'ème classe. 

20 On a identiquement 

J{x 1 + ... x
n
 +· v

n
) 

—J{/*·o ec
2
,..., x

n
) -t- x

i
f,

i

 -\-x
n
f

t
,
n

 -t-f(v,, c»)...) 

et comme 

f
t
 = o,..., fi = o, 2f{v„...,v

n
) = v

l
jl

t
-h...-hv

n
fl

n
 = o, 

il suit que l'on aura 

(29) f[x, -t- V, ... X
n

 -+- v
n

) =f(X„ Xn,··', x„). 
Tome XIX (ac série). — OCTOBRE 187Î. 
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Cette équation est importante, car on peut toujours disposer des 
arbitraires λ1,..., Xp contenues dans P,..., f„, de manière à annuler ρ 
des variables.r, -+- f,,..., xn -f- vn. 

En effet, tous les déterminants qu'pn peut former en prenant ρ co-
lonnes dans le système suivant : 

u j ... «ή 
··· i» f ··> } 
u\ ... ui 

ne sont pas nuls, sans quoi les ρ systèmes de solutions u{ ne seraient 
pas linéairement indépendants. Supposons, par éxemple, que celui 
qu'on obtient en prenant les ρ premières colonnes ne soit pas nul. 
Alors on pourra déterminer λ',..., λρ par les équations 

a·, + c, = o,..., xp-hvp— o; 

λ1,..., V deviendront des fonctions linéaires de x,,..., x
p

, et l'on 
aura, en vertu de l'équation (29), 

f ("^-m» a?2,.x
r
î) —fiPi ®j*■ ·j o, &p+1 "f- "i-· · · +■ ar

n
+ p

n
), 

où fp+1,..., v
n
 sont des fonctions linéaires de χxp. La forme ne 

dépendra plus que de « — ρ variables; et comme il n'y a aucune 
relation entre les dérivées , ·. · > f il sera facile de reconnaître 
qu'on ne pourrait faire dépendre la forme d'un nombre moindre de 
variables. 

En résumé, chacune des propriétés suivantes caractérise les formes 
de la p'ème classe : 

i° Tous les mineurs d'ordre ρ — ι de l'invariant sont nuls, mais 
non tous ceux d'ordre ρ. 

a0 II y a ρ relations distinctes entre les dérivées de la forme. 
3° La forme Φρ_, est identiquement nulle, mais non la forme Φ

ρ
. 

4° La forme ne dépend que de η — ρ fonctions linéaires des va-
riables. 

5° II y a ρ systèmes de solutions linéairement indépendants des 
équations qu'on obtient en égalant à zéro les dérivées de la forme. 



PURES ET APPLIQUÉES. 363 

On peut établir d'autres propriétés en s'appuyant sur la transfor-
mation suivante, dont sont susceptibles les formes Φρ. 

Multiplions la fonction 

" X' ... χρ ' 

deux fois successivement par le déterminant H, 

x\ ... χ" ο ... ο 
··· ··· ··· Ο · · · ο 
ΛΓ* ... ο 

' Ο ... *. · I Ο ... ^ 

■ ■· ■·. « «. Ο Ί · · · 

• « » ... ··· ··. «·· ο 
Ο Ο I 

du même nombre de lignes et où les quantités x{. sont quelconques. 
En posant 

2 «,y = Kf
x
[ + XlJx[ -H Xnfx^ , 

υ* = Χί®ί 4-...+ X£*i, 

nous trouvons 
a

tt
 ... a„ U'

r
 ... Uf 

. . . . 

φ jj2 -·· ... U{j 

. . . . 
UP ... UP ο ... ο 

Supposons que les ρ systèmes de variables χ[, χ„, χ%,..., χ~, χ^, 
χζ soient ceux qui annulent les dérivées, alors on aura 

Ctij — o, 

toutes les fois que l'un des indices i, / sera égal ou inférieur à p, et il 
46. 
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restera 

Uj ... IFJ ·.· η 
(3o) ΦρΗ2 = (— if . 

Up .·. Up a
n,p+1 ·"' an, η 

Ainsi, dans le cas des formes quadratiques de la pième classe, la pre-
mière fonction qui ne s'annule pas, Φ

ρ
, devient le carré parfait d'un 

déterminant du piime ordre. 
Les éléments U}, de ce déterminant étant égalés à zéro, les équa-

tions 
u}=o,..., u; = o, 

deviennent, quand on y remplace X* par f'
x
^ les ρ relations distinctes 

qui existent entre les dérivées. 
Ajoutons, eu terminant cet article, une curieuse remarque. La for-

mule (i3) de Gauss, relative à la forme adjointe, est susceptible de 
généralisation, et a son analogue pour chaque classe de formes qua-
dratiques dans l'équation (a3). 

Mais on peut étendre cette équation à un autre point de vue, en 
considérant un cas qui se présente très-fréquemment, celui d'une forme 
quadratique de ra variables, x

u
..., x

n
, entre lesquelles on établit ρ re-

lations : 
Xi ■+-.··-+- X„ Xn -—■ OJ 

(3i) , 
·+*· -+ X« 'xn — O. 

On pourrait alors, en exprimant, au moyen de ces équations, ρ va-
riables en fonction des antres, ramener la forme à ne dépendre que 
des η — ρ autres; mais la symétrie serait détruite, et il vaudra mieux 
opérer comme il suit : 

Dans la formule (22) la quantité désignée par U
z
-est 

U, — X'j χ 
{ —t—... —t— X'„.x·,, 

Par conséquent, dans l'hypothèse où nous nous plaçons, en prenant 
pour lesX

B
 les coefficients qui figurent dans les équations (3i), U,, Up 
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sont identiquement nuls, et l'on a encore 

R 
np = -J%. 

La formule (24) s'appliquera donc et donnera la décomposition de la 
forme en une somme de η — ρ carrés. On aura ainsi évité l'élimination 
de ρ variables, ce qui, en Géométrie analytique particulièrement, peut 
offrir de grands avantages. 

Vf. 

Les remarques précédentes vont nous permettre d'établir, en toute 
rigueur, un théorème relatif aux formes quadratiques, qui a reçu les 
applications les plus importantes, mais dont la démonstration n'a pas 
été, je crois, présentée jusqu'ici d'une manière complète. 

Soitf(x
f
,...,œ„) une forme quadratique dont les coefficients sont 

des fonctions réelles et continues de λ. Si, pour deux valeurs λ
0

, λ, 
de λ, la forme n'a pas le même nombre de carrés positifs, si la diffé-
rence entre le nombre des carrés positifs de la forme dans les deux cas 
est égale à k, je dis que l'équation en λ, qu'on obtient en égalant l'in-
variant de la forme à zéro, admet au moins k racines réelles égales ou 
inégales, comprises entre λ

0
 et λ,. 

Pour démontrer cette proposition, formons la suite 

Φ0, Φ„...,ΦΠ 

des fonctions Φ. Quelles que soientles valeurs des arbitraires contenues 
dans ces fonctions, pourvu qu'aucune des fonctions ne soit nulle, le 
nombre des variations de la suite indique le nombre des carrés de la 
forme. Pour les besoins de la démonstration, nous pourrons donc sup-
poser qu'on change ces arbitraires toutes les fois que cela sera néces-
saire, car le nombre des variations de la suite ne dépend aucunement 
de leurs valeurs particulières. 

Supposons que λ varie de λ0
 à λ,. Le nombre des variations de la 

suite ne pourra changer que si λ passe par des valeurs annulant soit 
des fonctions intermédiaires, soit la fonction Φ

0
. Si, pour une va-
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leur λ'de λ, une ou plusieurs fonctions intermédiaires s'annulent, je 
dis que le nombre des variations ne pourra changer. En effet, au lieu 
de considérer la suite précédente pour les valeurs de λ, voisines de λ', 
changeons les arbitraires X* de telle manière qu'aucune des fonctions 
ne s'annule plus pour λ = λ', ce qui est toujours possible, puisque la 
première ne s'annule pas (art. IV). Alors on aura substitué à la suite 
précédente une nouvelle suite dont le nombre des variations indique 
aussi le nombre des carrés positifs de la forme, et dans cette nouvelle 
suite aucune fonction ne s'annulant pour λ = λ', le nombre des varia-
tions ne changera pas quand λ passera de λ7 — ε à λ' -f- ε, ε étant suffi-
samment petit. Donc le nombre des carrés positifs de la forme et par 
conséquent le nombre de variations de la suite primitive ne peut 
changer, quand une ou plusieurs fonctions intermédiaires s'annulent 
pour une valeur de λ. 

Supposons maintenant que, pour λ =λ", Φ0
 s'annule, et que les fonc-

tions Φ
1
,Φ

2
,...,Φρ_, s'annulent en même temps, c'est-à-dire supposons 

que tous les mineurs d'ordre ρ — ι de Φ
0
 soient nuls, sans que tous ceux 

d'ordre ρ le soient, pour λ = λ". Dans ces conditions, on pourra (art. IV) 
changer les arbitraires de telle manière, que Φρ,Φ^,,.. .,Φ„ ne s'annulent 
pas pour λ = λ", et, par conséquent, aussi pour toutes les valeurs de λ 
comprises entre λ"— e et λ"-h ε, ε étant suffisamment petit. Alors, quand 
λ aura passé de λ" — ε à λ" + ε, les seules fonctions 

Φ<Μ···ΐ Φρ—I 

se seront annulées, et, par conséquent, la nouvelle suite aura gagné 
ou perdu au plus ρ variations. Il en sera de même de la suite proposée, 
qui admet le même nombre de variations que la précédente pour les 
deux valeurs λ" -1- ε, λ" — ε. 

Or il est facile de reconnaître que λ" est une racine de l'équation 
Φ

0
 = ο d'ordre au moins égal à p, car la dérivée qleme de Φ0 par rap-

port à λ est évidemment une fonction linéaire des mineurs de Φ
0 

d'ordres égaux ou inférieurs à q, et, par conséquent, elle s'annulera 
pour λ =λ", tant que q sera inférieur à p, puisque tous les mineurs de 
Φ

0
 sont nuls jusqu'à ceux de l'ordre ρ — ι inclusivement. Ainsi λ" est 

une racine de d'ordre de multiplicité au moins à ρ. Le nombre des va-
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nations perdues ou gagnées par la suite des fonctions Φ est donc au 
plus égal à l'ordre de multiplicité de cette racine. Ainsi 

Le nombre des carrés positifs de la forme ne peut changer que si λ 
passe par une racine de l'équation obtenue en égalant l'invariant à zéro, 
et dans ce cas le nombre des carrés posit fs de la forme ne peut varier 
d'une quantité supérieure à l'ordre de multiplicité de la racine consi-
dérée. 

C'est le théorème qu'il s'agissait d'établir; mais il donne lieu à une 
remarque essentielle : c'est que, dans sou énoncé, on pourrait entendre 
parordrede multiplicité d'une racine, non plus lenombre des dérivées, 
mais lenombre des fonctions Φ0,.·., Φ„ qu'annule cette racine, quels 
que soient les arbitraires figurant dans ces fonctions. Ainsi une racine 
multiple pourra être considérée comme simple si elle n'annule pas tous 
les mineurs du premier ordre; comme double si, annulant tous les mi-
neurs du premier ordre, elle n'annule pas tous ceux du second et ainsi 
de suite. 

Faisons quelques applications de ce théorème. Soit d'abord la forme 
quadratique 

/(a;,,#,,..., xK) — -1-

L'équation qu'on obtient en égalant l'invariant à zéro a été traitée 
d'abord par Cauchy, puis par une foule de géomètres : MM. Borchardt, 
Sylvester, etc. On déduit la réalité de ses racines du théorème que nous 
venons d'établir. 

En effet, il est évident et il est d'ailleurs facile de reconnaître par 
les signes de la suite des fonctions Φ que, pour λ suffisamment grand, la 
forme précédente a le même nombre de carrés positifs que la suivante : 

— -+-...+ X%)· 

Donc pour λ très-grand négatif il y aura η carrés positifs; pour λ infini 
positif il n'y aura plus de carré positif. Le nombre des carrés positifs 
varie donc de η à zéro quand λ varie de — oo à -f- ce . L'équation en λ 
aura donc au moins η racines réelles, et comme elle est du degré η on 
voit qu'elle n'a pas de racine imaginaire. De plus, si elle a des ra-
cines multiples, une racine d'ordre ρ devra annuler tous les mineurs 
d'ordre ρ — ι de l'invariant. La méthode de M. Sylvester seulepermet 
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de démontrer ce dernier point et d'écarter la difficulté relative aux 
racines multiples, qui se présente dans les méthodes de Cauchy et de 
M. Borchardt. 

Considérons encore la forme 

Y"(X
t
,..., X,,) ~~ ΛΊΫ (X

T
 ,···, X«) Λ Φ (X< J · · ■ > 

où nous supposons que les deux formes f et ψ soient définies posi-
tives, c'est-à-dire soient des sommes de η carrés positifs. En substituant 
— co , ο, -4- ao , on trouve ο, η, ο carrés positifs. L'équation de degré in 
qu'on obtient en égalant l'invariant à zéro aura donc 2 η racines réelles, 
η positives et η négatives. 

Soient 
<p{x>j) = Of = ο 

deux équations algébriques en χ, γ que, pour plus de simplicité, nous 
supposerons du même degré en γ et que nous écrirons 

= /(7) = °· 

Des recherches de MM. Hermite et Cayley résulte la règle suivante 
pour former l'équation finale en x, résultat de l'élimination de^\ 

Formons le quotient 

<tir) — 

et après la division introduisons les puissances o, dans les termes 
qui ne contiennent pas jr ou j,. Puis remplaçons χ°, j"~K ; 
χ", j},..., χ*"1 par la même série de variables z0, z,,..., z„_,. On ob-
tiendra ainsi, à la place d'une fonction des deux indéterminées j, y

ly 

une forme quadratique des η variables z„, z,,...,z„_,. Le déterminant 
de cette forme sera la résultante cherchée. 

Or la forme quadratique ayant ses coefficients fonctions de x, si, en 
substituant deux nombres x

0}
 x, à la place de x on trouve une dif-

férence k entre le nombre des carrés positifs de la forme pour x — x
0 

et pour x — x
{
, on conclura que l'invariant de la forme, c'est-à-dire 

l'équation finale en x, a au moins k racines réelles comprises entre x
0 

et x,. Si en particulier on substitue — 00 , +00 à la place de x, on 
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pourra ainsi obtenir une limite inférieure du nombredës valeurs réelles 
de x. 

Pour examiner quel est le nombre des carrés positifs de la forme 
lorsque χ est très-grand, on pourra se borner en général à conserver les 
termes qui contiennent la plus haute puissance de x. C'est la règle 
que nous avons déjà suivie plus haut et qu'il est bien facile de justifier. 

Soit en effet 
/= xmA 4- x'"~pB 4- .. 

la forme quadratique ordonnée suivant les puissances de χ ; A, Β sont 
des formes quadratiques, et nous supposerons, ce qui est suffisant pour 
le but que nous voulons atteindre, que A ait son déterminant de zéro 
et appartienne par conséquent à la classe des formes quadratiques 
fonctions de η variables distinctes. Posons χ — on aura 

f=iXm[A. 4- Bx'p 

La forme A 4- Ax'p 4-... aura, pour x' suffisamment petit, le même 
nombre de carrés positifs que A, et par conséquent f aura pour x suf-
fisamment grand le même nombre de carrés positifs que Ax'n, ce qu'il 
fallait démontrer. 

Nous avons eu l'idée d'appliquer la méthode précédente à la dé-
monstration du théorème fondamental de la théorie des équations et 
de prouver par une méthode qui nous paraît tout à fait nouvelle que 
l'équation algébrique 

J[x) = o, 

à coefficients réels ou imaginaires, admet une racine de la forme 

a 4- bsj— 1. 
Et d'abord il est clair qu'il suffira de démontrer la proposition pour 

une équation à coefficients réels; car à toute équation de la forme 

A4- BV— 1 = 0 

on peut substituer la suivante : 

A2 4- Β2 = o. 
Tome XIX (2e série}. — OCTOBRE 1874. ^7 
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On peut d'ailleurs écarter les équations de degré impair. 11 suffit donc 
de traiter le cas d'une équation à coefficients réels et de degré pair m. 

A cet effet, remplaçons dans l'équation proposée χ par χ (r 4- ψΐ) 
et a?(i —sfh). Il suffira de démontrer q'<e les deux équations 

f[x{i +ψι)] =o, f[x[i—\lh)] = o 

sont vérifiées par des valeurs réelles de χ et de A, c'est-à-dire que l'é-
quation finale en χ que l'on obtient en éliminant A entre ces équations 
a des racines réelles. Nous ferons remarquer que χ est la demi-somme 
de deux racines. 

Donnons aux équations qui précèdent la forme suivante : 

®(A) = f(x 4- xsjk) -hf(x - x\Jh) — o, 

Ψ(Λ) = -f{x-x\[h)]=o. 

Il est facile de reconnaître que ®(A], ψ (A) sont des fonctions ration-
nelles de A d'ordre — et que le résultat de l'élimination de A entre ces 
deux équations donnera l'équation aux detni-sommes des racines non 
débarrassée des racines de la proposée. Il suffira de démontrer que 
cette équation a des racines réelles. Formons suivant la règle indiquée 
le quotient 

χ\ σ(/<) ψ(Λ,) — ·ψ(Λ)σ(Λ,) 

et après la division remplaçons les puissances de h, A, par de nouvelles 
variables, comme il a été indiqué. Les coefficients de la forme quadra-
tique ainsi obtenus sont des fonctions de χ du degré α m — 1. Comme 
nous voulons reconnaître la variation du nombre de carrés positifs de 
cette forme, quand χ varie de —w à 4-αο , variation qui donne une 
limite inférieure du nombre des racines réelles, il suffira, d'après ce 
que nous avons vu, de chercher la forme quadratique qui forme le 
coefficient dear2'"-' dans le quotient précédent. Dans® (A), les termes 
de degré le plus élevé en χ sont 

a-[(
I + V5)-+(i--V&)"]· 
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Dans ψ (A), ils sont 

yfv/>F5 ...rrr/ 

c'est donc du quotient 

l J^3c
im

 ' [(ι +\'ά)'η-\- (ι - ν/Λ)'"] V'/if [(. +ν'Λ,Γ— (ι -v///7)'"] 

f ,t(I+V/^)"I+(I-V/^T)"!3\/Α[(Ι+ν'ΑΓ—(' —V^)™] 

que provieudra le coefficient de χ2'"-1 dans l'expression (M). Reinpla-

çant ensuite h°, hΛ2, Λ2 par z„, z,, z
m

 , on aura la forme qua-

dratique A, qu'on peut substituer à la proposée pour les valeurs très-
grandes de x. Cette forme quadratique a d'ailleurs son déterminant 
différent de zéro ; car les deux équations en h 

(r +^Γ+ (i-V&r=°, 
V/z(ι -\-\Jk)"1 — \Jh(i —ν/Λ)'"— ο, 

au moyen desquelles elle est formée, n'ont aucune racine commune, et 
par conséquent le déterminant de la forme quadratique qu'on forme 
avec elles d'après la méthode exposée plus haut est différent de zéro. 

Effectuons maintenant la division indiquée dans l'expression (M') ; 
nous aurons, en groupant deux à deux les quatre termes du numé-
rateur, 

.- +W~'(> + -Ψ·)'"'(■ 

- 2ar<" 'Σ(ι -Ην^Γ'ίι (ι 

et, en ajoutant et réunissant les termes, 

- 2Χ
2ιη-*Σ[{ι + ν/Λ )"'~ρ(ι -ν/Λ Y"' -\-{ι —\/h )'r-p{i +\fh Γ"'] 

Χ [(ΐΗ-ν/^Γ^ίι -Ν/^Γ' + k ~+ vA.rj. 
/,7.. 
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la somme étant étendue à toutes les valeurs de ρ depuis r jusqu'à — · 

Les expressions entre crochets sont des fonctions rationnelles sem-

blables de 7/, h, d'ordre^· — ι en /2, h
t

. Quand on remplacera les 

puissances par des indéterminées z
0
,..., z-

m
 , elles deviendront des 

linéaires de ces indéterminées, et l'on aura la forme quadratique 

- A®
2

'»-
1 |"Xf + X| -H ... -T- X|J. 

Quand χ variera de — 00 à 4-00 , on voit que le nombre des carrés po-

sitifs aura varié de ̂  ; donc l'équation aux demi-sommes des racines 

aura au moins ̂  racines réelles, ce qui démontre la proposition que 

nous avions en vue. 

VIII. 

Les fonctions Φρ prennent des formes remarquables quand, à la place 
des arbitraires Xl, on met en évidence d'autres variables, en remplaçant 
une ou plusieurs séries de ces arbitraires par les expressions suivantes t 

— 2ÍCA.7 -t- A-h5 3 

Pour ne pas donner trop d'étendue à ce travail, nous examinerons 
seulement le cas où la substitution précédente est étendue à tous les 
systèmes de variables X". 

Soit alors 
l cin ... atn Xj ... Χ, Γ 

( X' ... ΧΜ \ α
Λ

, ... a
m

 ... XU 
K l Y« ... YP ) Y* ... Y* ο ο 

I ΥΡ ... γρ α of 
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et posons 

<33> xr = ;i./w ·■■■«), Ï.- = ~/Cλ ■■■*)· 

En retranchant des éléments de la η ■+· qiè'ne colonne ceux des η 
premières multipliés par x\,..., x'j

n
 et opérant de même pour les lignes, 

on trouvera sans difficulté 

,χί Xp J βΗ - *,« f ~{x*jr*) ... ~{xpjl) 

γ YP a
ni

 ... a
nn

 —(x'jp) ... —{xpJp) 

où l'on désigne par (,xajr$) l'expression 

(34) (xa rp) = •· + -<,|
Γ

· 

On a évidemment 

(35) (xaxa) == y(^i ... x„)· 

D'après cela, si l'on adopte la notation nouvelle 

Γ*" - "1- {x'r) "· {x"r' 
LJ J 1 (χ*jP) ... (afj*) 

on aura 

( 7)

 (Y· ... Y*î~
( l}<0

L·' - J
F

J" 

Alors aux fonctions Φρ
 définies plus haut correspondent des fonctions 

ψρ définies par la formule 

Ex* ... xp 



374 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

et l'on a 

(39) Φ
ρ
=(~ι)"Φ

0
Ψ

ρ
·, 

d'où il suit que le nombre des variations de la suite Φ
0
,..·> Φ

Λ
 est égal 

à celui des permanences de la suite 

(4θ) I, Ψ()-, Ψ»· 

On peut aussi exprimer uniquement, au moyen des fonctions Ψ
ρ

, la 
décomposition la plus générale d'une forme quadratique. Posons, en 
effet, 

A«=U- A/,==L ^ O- ... Of J' 

j Γ χ* ... xp 1 Γ xK ... xp χ Ί 

en considérant les χf comme des arbitraires et le système x(x
t
,..., x

n
) 

comme contenant seul les variables. Alors A
p
 sera une fonction linéaire 

des variables, et l'on établira sans difficulté les équations suivantes : 

J Ψρ VpVp+l Ψπ+,Ψ* 

et 

rsque quelques-unes de c< 

Cette décomposition en carrés n'est qu'une transformation de celle qui 
a été donnée à l'article III. La relation entre les fonctions Φ et Ψ est 
d'une grande importance en Géométrie analytique ; mais nous nous 
contenterons des indications qui précèdent, et nous passerons à 
l'examen d'une autre question, laissant même de côté pour le moment 
l'examen des décompositions qui correspondent à un système de fonc-
tions Φ ou Ψ, lorsque quelques-unes de ces fonctions sont nulles pour 
certaines valeurs des arbitraires qu'elles renferment. 
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VIII. 

Après avoir étudié une seule forme quadratique, examinons les 
questions relatives à deux formes considérées simultanément (*). On 
sait qu'en général deux formes quadratiques peuvent être transfor-
mées en deux sommes composées des mêmes carrés. Nous allons re-
prendre dans tous ses détails l'étude de cette importante question, et 
nous examinerons aussi les cas où cette décomposition cesse d'être 
possible. 

Soient 
f — IhciijXiXj, φ = ΣΣ bijXiXj 

les deux formes proposées. Posons 

F = f-h λ<ρ, Xt=--

(*) On pourra consulter pour l'étude de cette question les travaux suivants : 
SYLVESTER. — Enumeration of the contacts of lines and surfaces of the second 

order ; on the relation between the minor determinants of linearly equivalent quadratic 
functions. (Phil. Magaz., p. 116, 295, 415 ; l851.) 

Weierstrass. — Ueber ein Theorem die homogenen Functionen d. 2ten grades be-
treffend, nebst Anwend, auf d. Theorie d. kleinen Schwingungen. (Comptes rendus de 
l'Académie de Berlin, p. 207 ; 1858.) 

Weierstrass. — Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen. (Même Re-
cueil, p. 310 ; 1868.) 

Kronecker. — Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen. (Même vo-
lume, p. 239.) 

Kronecker. — Ueber Schaaren von quadratischen Formen. (Même Recueil, janvier 
et mars, 1874·) 

Painvin (L.). — Discussion de l'intersection de deux surfaces du second ordre. (Nou-
velles Annales, 1868.) 

Camille Jordan. — Mémoire sur les formes bilinéaires. (Comptes rendus, et p. 35 de 
ce volume.) 

Les recherches que nous publions actuellement ont été présentées à la Société ma-
thématique dans la séance du 11 mars 1874 ; elles avaient été, quelque temps aupara-
vant, le 28 février, communiquées avec de grands détails à la Société Philomathique. 
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011 aura identiquement, en vertu d'une formule déjà démontrée (p. 35a), 

i «π + λδ,, Λ
1η

-+-λέ
1η

 Χ, Ι 

(44) /+λφ-F--^ β,Ι+λδβΙ ... ann+lbnn X„ ' 
I X, ... x„ Ο I 

Δ(λ) désignant le déterminant delà forme F, 

at1-+-\bft ... a,„-hlbtn 

(45) Δ (λ) = -
ani + bfit • · ' &nn ~t~ ^bnji 

du degré η en λ dans le cas général. Dans l'équation (44), considérons 
X,,..., X„ comme des arbitraires particulières ; le second membre sera 
ainsi une fraction rationnelle de λ que nous pourrons décomposer en 
fractions simples. Soit λ

£
- une quelconque des racines supposées inégales 

de l'équation Δ(λ) = o; nous aurons 

+ * · ain^-^ibin X, 

(46) /-Η-λφ- 2A'(),)(X->,·) an(+hb„, ... ann+lihn X„ ' 
··· Ο 

Les déterminants qui figurent dans le second membre sont tous des 
carrés parfaits ; car ils sont égaux à la fonction adjointe dans laquelle 
on a remplacé par λ uue racine Xf de l'invariant, etl'onsait que, lorsque 
le déterminant d'une forme quadratique est nul, la fonction adjointe 
devient un carré parfait. On a donc 

M') /+XfH£
(1
_g

a
,
()i)

. 

où les Uι sont de la forme 

(47 )' U* — A/, X, A
in

 X
i} 

À,,Ai
n
 étant des fonctions de λ

£
·. 
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Or, si dans l'équation (46)? qui est une identité, on remplace main-

■ tenant lesX
{
· par leurs expressions^^λon obtient une ex-

pression nouvelle des déterminants qui figurent dans le second mem-
bre. Si l'on multiplie les η premières lignes par acv,, .r2

,..., x
n

, qu'on 
les retranche de la dernière, et qu'on opère de même sur les colonnes, 
les déterminants conservent leur forme; mais X,· est remplacé par 

(λ — λ,·) ̂ ~· Effectuons cette substitution dans la formule (47)', on aura 

υ,=(λ - M (A., A +...+A,.A) = (λ - χ,)v„ 

V,· ne contenant plus λ, et, par suite, 

Ζ+λφ-2.· Λ'(λ,) ' 

ce qui donne, en égalant les coefficients de λ et les termes constants, 

«8> fi-Σ^γ 

C'est la réduction des deux formes à des sommes composées des mêmes 
carrés. 

Remarquons qu'en vertu de l'identité 

[11(a) X )s X « )
 A 

Χ ( a ) ( a ) (Χα) 
on a 

JX Μα 
(α (a 

ce qui donne une expression très-générale des fonctions U
£
·, et par 

suite des Y,·. 
La méthode précédente est en défaut dans plusieurs cas : i° si le 

déterminant de ψ est nul, le coefficient de V dans Δ (λ) sera nul, et 
Δ (λ) ne sera pas du degré n. On peut toujours éviter cette difficulté 

48 Tome XIX (2® série). — OCTOBRE 1874. 



378 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
et d'autres analogues qui se présenteront dans lasuite, en substituant aux 
formesJ,J ψ des fonctions linéaires, 

mf-b ηψ, m'f 4- n'y 

de ces deux formes; a° si l'équation Δ (λ) = ο a des racines multiples; 
3° si elle est identiquement vérifiée, quel que soit λ. Nous allons étu-
dier successivement ces cas exceptionnels. 

IX. 

Commençons par examiner le cas où l'équation en λ a des racines 
multiples. Reprenons l'équation 

a(i-hkbit ... a
n(

-hkb
nl

 X, 
. . . 

(49) F<X é) a„
+

U,„ ... X. 
X, ... X„ ο 

Soit λ = λ,· une rfecine multiple : d'après un théorème dû à Lagrange, 
on sait que l'ensemble des fractions simples correspondant à la-racine 
multiple λ; sera le coefficient de j dans le développement de 

/ Λ λ Ρ(Χ|,..,Χη,λ£·-1-Λ) 

suivant les puissances de h. Or on a, d'après l'équation (17), 

F(X1,...,Xn, X/+A) = - -A: —± .. 

A,, A2
,..., A

ni
 étant des fonctions linéaires de X,,..., X„ définies par 

les formules (i5). En substituant cette expression de F dans (A) nous 
serons conduit à chercher le coefficient de ^ dans le développement 
d'une suite de terme tels que 

/"D \ Aï—fH~t * 
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Supposons que le facteur λ — λ; entre au degré a0 dans Φ0 = Δ, α, dans 
Φ,, ap dans Φρ,..., je dis qu'on a nécessairement a0 >a2.... En 
effet, si, quelles que soient les arbitraires de Φ,, λ — λ,· entre au degré 
a, dans Φ,, tous les mineurs du premier ordre de Φ0 contiendront en 
facteur (λ — X£)a>, et la dérivée de Φ0, qui est une fonction linéaire de 
ces mineurs, admettra (λ — Xj)ai comme facteur ; donc Φ„ admettra 
(λ—λ,·) avec un exposant a„ supérieur à a,. On démontrerait de même 
que a, est plus grand que a2, etc. Posons 

or, =— e,,..., oc/i—.... 

Quand on remplacera λ—λ,-par h, les fonctions Φρ, Φρ_,, qui dépendent 
linéairement des mineurs d'ordre p,p — i, contiendront en facteur 
hap AV·, et l'on pourra poser 

^ r r 1 

Apt Ap_, étant des fonctions de h, de λ,· et des arbitraires qui figurent 
dans la décomposition en carrés. Ces fonctions Δ^, A

p
_

{
 ne contien-

dront plus h en facteur, si l'on ne fait aucune hypothèse particulière 
sur ces arbitraires. 

Quant à4„-p+i, son expression développée est 

«,, + ζλ, + Α)^, X\ ... X* 
. . . 
a<»+(h + h)b

ia
 Xi ... X£ 

XJ ... XJ· ο ... ο 
. . . . 
Χ*-* ... Χζ-1 ο ... ο 
Χ, ... Χ„ ο .,. ο 

Retranchons de la dernière ligne les 72 premières multipliées par x, 
x

n
, cette dernière sera remplacée par la suivante : 

j α-»,-*) £.···. D
 ·°" 

48. 
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carX, = ^X + Jp·"' U„ U
2
,..., U

p
 désignent des fonctions li-

néaires des variables x
t
, x

2
,.... x

n
. En réunissant les termes qui con-

tiennent (λ — λ,· — A), on aura 

Ajl—p+l ~ R/Z-/H-I 

C„_p
+1

 désigne l'ensemble des termes en U,,..., Up- Il est facile de re-
connaître que les coefficients de ces derniers termes sont des fonctions 
linéaires des mineurs d'ordre ρ — ι de Φ0 : contiendra donc en 
facteur AVi. Posons 

— ha>·-1 C„iP. 

Quant à Β„_^,, c'est la fonction A
n
_
p+l

, dans laquelle on a remplacé 
X

n
..., X„ par^(X — X

{
· — A) j^·»·*·· On a donc 

Bn-p+1 = hap[l — λ
2
· - h)B„,

p
, 

Β
np

 étant une fonction linéaire des dérivées —:·■■■> qui contient en 

outre li et h. Le terme (B) prend donc la forme 

[à'p (λ — λ,· II) Βn>p -1- /ΐΛρ-1 Cn,p\* 

et dans son développement le seul terme 

(Ι-Ι;-/Ι)/ΛΕ; 

peut donner des puissances négatives de A- Remplaçons /ιαρ~αρ-1 par 
ïr

e
p, nous aurons 

(c» ~L^J ~yr~· 

Développons n'p suivant les puissances ascendantes de Ji\ B„
jP
 con-

tenant linéairement χ,, x2
,..., x

n
, il eu sera de même des coefficients 



PURES ET APPLIQUÉES. 38r 
du développement et l'on aura 

1 , "'P ■—li ■+" la^I3+ ..., 

lu la> la étant des fonctions linéaires de x,,..., x
n
. Le coefficient de χ 

dans le terme (C) s'obtient ensuite sans difficulté; il est 

- (λ - λ,) [ξ, L· + ξ, ξ*_, +... + ξ. ξ, ] 
+ Il 11 βρ-ί ·+* lalep-2 + · · · ■+· lep-l 11 · 

En séparant le coefficient de λ et les termes constants, on aura 

X et les termes e 
(49) /= + «,[5.5*+···] 

+ Ιι Ιβρ-ι +··« +|
β
ρ-ι |<· 

Ce sont les formules de M. Weierstrass. 
On s'assurera aisément que le nombre total des fonctions linéaires ξ 

est égal à zz; par conséquent, comme J -h 1ψ dépend en général de 
η variables, il faut qu'aucune des fonctions linéaires ξ ne soit nulle et 
qu'elles soient linéairement indépendantes. 

La réduction des formes/et <p, telle que noûs l'avons donnée, con-
duit à la solution d'une des principales questions qui se présentent 
dans la théorie de deux formes quadratiques : 

Étant données deux formes j\ ψ, quelles sont les conditions néces-
saires et suffisantes pour qu'on puisse les transformer par une même 
substitution linéaire en deux autres formes f, ψ'? 

Pour répondre à cette question, posons -

Έ=/+λψ, F'=/'-Kty:-

Les deux formes F, F' devront pouvoir se transformer l'une dans 
l'autre par une substitution linéaire dont les coefficients seront indé-
pendants de λ. Or formons pour la fonction F la suite 

n, posons "j 
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et écrivons aussi pour la forme F' la suite analogue 

Φ' . φ' φ' 

D'après l'article II, si F' est la transformée de F, les fonctions Φ' se-
ront égales aux fonctions Φ correspondantes, multipliées par une con-
stante : le carré du déterminant de la substitution linéaire qui transforme 
F en F'. 

Il suit de là que, si un facteur λ — λ; figure avec un certain exposant 
dans Φ

0
, il doit figurer avec le même exposant dans Φ'

0
 ; que si, en 

outre, il entre dans un certain nombre des fonctions Φ,, Φ
2
 qui suivent 

Φ
0
, il doit figurer avec les mêmes exposants dans les fonctions corres-

pondantes Φ^ ,'Φ'
2

. Tout cela se déduit immédiatement de ce que les 
fonctions Φ sont des contrevariants. 

Les conditions précédentes sont doue nécessaires, mais de plus la 
réduction à des formes canoniques, que nous avons donnée après 
M. Weierstrass, montre quelles sont suffisantes, puisque cette forme 
canonique est entièrement déterminée quand on connaît les facteurs 
λ — X

t
·, ainsi que les exposants avec lesquels ils figurent dans les fonc-

tions Φ,, Φ2,— 
En terminant cet article, nous ajouterons un mot relatif à un cas 

exceptionnel que nous avons négligé. L'équation 

Δ(λ) = ο 

est en général du degré n, mais il peut arriver dans quelques cas parti-
culiers que son degré s'abaisse, c'est-à-dire que quelques-unes de ses 
racines deviennent infinies. Cela aura lieu toutes les fois que le déter-
minant de ψ sera nul; mais il suffira de substituer à ψ φ ■+- mf, m étant 
une constante convenablement choisie, et l'on reconnaîtra aisément 
qu'une racine infinie ne peut donner que des termes de la forme sui-
vante : 

X, X„ -h Xo0C
n
_

{
 4-... 4- X

n
-«X2 +

 xnx\ dansJ 
er 

x, x„-t 4- x<,x
n
-24-.. .4-χ

η
-.

ζ
χ»·+- x„-1 x

t
 dans <p. 

En réunissant tous les résultats précédents, nous pouvons énoncer 
la proposition suivante : 
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Etant données deux formes f, φ telles que le déterminant de f-\- λψ 

ne soit pas identiquement nul, on peut toujours leur donner les formes 
suivantes : 

f — A, 4- A» -f- B< BO -f-... 

φ == Aj 4- A 2 4-... +■ BJ 4- B„ 

où les groupes tels que A, A' sont de la forme suivante : 

A = x, x
n
_, 4- X2Xn_2 + ^_2Xj 4- OC, 

— a(x,X
n

~h XoXn-ι -h...-hx„-, X2 -h X„Xt), 
A' = X, Xn -f- XaXn-i -f-... 4- xnx2 4- xnx{, 

et les groupes tels que (Β, B') de la forme 

Β = x{ xn 4- x2ocn__, 4- ·.· 4- x„_, oc^ 4- xnxA, 

Β'— x, χ„_, 4- x2Xn-2 4-... 4- xn-.x
 oc,. 

Si pour plus de symétrie on a commencé par substituer aux fonctions 
f et ψ des fonctions linéaires mf 4- ηφ, mf-\- n'y, on aura la proposi-
tion suivante, plus générale et plus simple. 

On peut décomposer les formes y, φ en groupes partiels A, A', tels 
que l'on ait 

A=aV4-H 
A'= a'Y 4- b'Y', 

Y et Y' étant des formes suivantes : 

V = X, Xn 4- ... 4- XnX\ 1 
V' ̂  χ, x

n
_{ 4-... 4- Xn-\XA ■ 

X. 

Considérons maintenant le cas où l'équation Δ(λ) —■ ο est identi-
quement satisfaite pour toutes les valeurs de λ. Alors le déterminant de 
la forme 

F =/4-λ*, 
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égal à Φ

0
 ou Δ (λ), est ideutiquement nul. II peut arriver aussi que les 

fonctions Φ,,Φ
2
,...,Φρ_, relatives à cette forme soient nulles, quelles 

que soient les valeurs des arbitraires qui y entrent, ou, en d'autres 
termes, que tous les mineurs d'ordre ρ — ι du déterminant Δ (λ) soient 
nuls sans que tous ceux d'ordre ρ le soient. Nous adopterons cette 
hypothèse, qui comprend tous les cas possibles, et alors, d'après l'ar-
ticle V, la fonction F, pour une valeur quelconque de λ, ne dépendra 
que de η —ρ fonctions linéaires des variables : il y aura ρ relations 
linéaires identiques entre ses dérivées. Représentons par u

n 

ces dérivées, c'est-à-dire posons 

( ) Ui ~ όχι ~ dxt dxi 

Les relations linéaires entre les dérivées ut peuvent être à coefficients, 
constants, mais elles peuvent aussi dépendre de λ. En les ordonnant 
par rapport à cette variable λ, leur forme générale sera la suivante : 

/ A, = Χ*. u; - x* u* -+- x?·-*u* -... ± xu?-1 =F U?*= 

m 
A

2
=x?, u«—x?>-· u| +...=o, 

·····♦··«··«} 
A^, = X?'Up —... ± \]γ = ο, 

les symboles U
;

£ représentant des fonctions linéaires à- coefficients 
constants dg u„ u„. Si l'une des relations, la première par 
exemple, ne devait pas contenir X, il suffirait de supposer q, = o. 

Les ρ relations entre les dérivées peuvent prendre des formes très-
variées. Nous allons d'abord montrer que, si toutes les fonctions U 
qui y figurent ne sont pas linéairement indépendantes, on pourra tou-
jours remplacer quelques-unes des relations par d'autres qui seront 
d'un degré moindre en X. 

A cet effet, nous commencerons par remarquer que, si l'on remplace 
les dérivées Ui par leurs expressions tirées des formules(5o)en a?,,..., 
x

n
, X, elles deviennent des fonctions linéaires deX qui doivent satisfaire 

identiquement aux relations (5i). On trouvera facilement que, pour 
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qu'il en soit ainsi, il faut que l'on ait 

Κ = μΙ, 
U.1 =μ

β
' + λμ°, 

(5a) = μ* -!- λ/χ
α
', 

• ...···, 

U 1°· = 1.μΙ« \ 

les quantités μ indépendantes de λ étant des fonctions linéaires à coef-
ficients constants de χ ,, Λ·

2
,..., .oc

n
. On déduit des équations précédentes 

„0 TTO r*a 5 

μΐ =Ui -λϋ°, 
(53) tè =U| -XUi 4-λ*υ°, 

■ •••«•«••••••••••••••ν* 

μΐα-^UK1- λϋΚ2-h λ2ϋ?«-3—...± 

Admettons maintenant que les fonctions U ne soient pas linéairement 
indépendantes, que quelques-unes d'entre elles figurant dans les re-
lations 

A
a

■—■ Oy A
a

r —- Of Α
α
'/ — O,·»· 

satisfassent, par exemple, à la relation identique 

(54) λ® U® +^ui + -t-««°.U° + a%US, + ...= o, 

où les coefficients désignent des constantes quelconques. Remplaçons 
les fonctions U par leurs expressions tirées des formules (5a) dans 
l'identité (54). Le coefficient de λ et le terme constant du premier 
membre devrontêtre nuls séparément, ce qui donne les deux relations 

μ°-h «i/xi-Κ..-4-ιμΙ« '+ α£μ2 -h... = o, 
(55) αϊμ?-ί-...-μα*ψ** 1 -Κ . · = o 

entre les fonctions μ. Si maintenant, opérant d'une manière inverse, 
nous remplaçons les μ parleurs expressions déduites des formules (54) 

Tome XIX (2® série). — OCTOBRE 1874 49 
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nous obtiendrons les deux équations 

Y = U« + ai (Ui - λϋ« ) -h al (U* - XUj 4- λ2ϋ° )+... 

4- al U5+...= o, 
W = ai ϋ

α
° + al(UJ - λϋ°) 4-...-ι- ai. U« +...= o, 

c'est-à-dire deux nouvelles relations identiques entre les dérivées de 
la forme F. Il est facile d'ailleurs de reconnaître que l'on a identique-
ment 

(56) \v -i-XW 4- al«h
a
 + a%«A

a
· 4-... = o. 

Il suit de là qu'on pourra retrancher du système des relations entre 
les dérivées une quelconque des relations Α

α
= ο, A</ = o, à la con-

dition d'ajouter les deux nouvelles 

Y = o, W = o. 

Or, si A
a
 est la relation de degré le plus élevé en λ, Y, W, d'après leur 

composition même, seront de degré inférieur à Α
α
 : on aura donc rem-

placé une des relations du système par deux autres de degré moindre 

V = o, W = o. 

On gardera à la place de A
a
 l'une de ces deux relations ou une combi-

naison des deux; l'autre sera une conséquence du nouveau système 
ainsi formé. Il restera donc un système de ρ relations entre les dé-
rivées, dont l'une sera nouvelle et d'un degré inférieur à celui de la 
relation qu'elle remplacera [*]. 

En continuant de cette manière, on arrivera nécessairement à un 
système réduit de relations entre les dérivées jouissant de la propriété 
que toutes les fonctions U qui y figurent soient devenues linéairement 
indépendantes. Admettons donc, dès à présent, que les formules (5i) 
satisfont à cette première condition. 

[*] Ce raisonnement ne pourrait se faire si le coefficient était nul, mais on verra 
que celte circonstance ne pourra plus se présenter si aux deux formes/, y on substitue 
des fonctions linéaires de ces formes mf 4- m'f 4- nrq. 



PURES ET APPLIQUÉES. 387 
Puisque les fonctions U sont toutes indépendantes, il faut que 

leur nombre total soit inférieur au nombre η des variables. On a donc 
l'inégalité 

qn + i±n, 
ρ -hq2

 qp<n. 

En second lieu, et pour la même raison, nous pouvons affirmer 
qu'on pourra effectuer sur x

u x2·,..., xn
 une substitution linéaire au 

déterminant différent de zéro, et qui réduira chacune des fonctions U 
à un seul terme, par exemple UJ à u

{
, UJ à u2, En effectuant une 

telle substitution, les relations entre les dérivées prendront une forme 
extrêmement simple et comprise dans le type suivant : 

(57) X*F;,- x*-'F^-f-X^F,,F,.
+1
 = ο. 

Or une telle équation exprime que F, considérée comme fonction des 
variables x

t}
 x

2
,.xv+,, 11e dépend que des combinaisons suivantes : 

z
f
—x,-i~Xx 

2, z
2
 = x

2
 -+- ΧΛ·

3
,..., z

q
 — x

g
 -+- X.rî+I. 

Si donc on exprime x
t
, x

2
,,.., x

q
 en fonction de js,, z

2}
...,z

q
, 

xq+l, F deviendra une fonction entière de X et des z, mais ne con-
tiendra plus xq+i. 

Eu répétant le même raisonnement pour chacune des relations entre 
les dérivées, toutes semblables à l'équation (57), mais de degrés diffé-
rents en général, on voit qu'après avoir effectué sur nos variables la 
substitution qui ramène les relations entre les dérivées à ces formes 
simples, il y aura ρ 1 groupes de variables : i° les ρ premiers groupes 
correspondant aux diverses relations entre les dérivées 

*^2 ?-"*** cA-qi+il 

/y>2 /y» 2 /v> 2 
. . . . 

«Λ. *^QP9 VP

-1

"

1

' 

2° h autres variables 
Çi Ç2,···) Zki 

40 
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en nombre tel que l'on ait 

h -+- ρ -f- (j\ — n· 

D'après ce que nous avons reconnu en examinant l'équation [5η) et 
ses conséquences relatives à la forme de F, si l'on pose 

z\ = oc\ -+- \x\, 

(58) Ζ\—Χ\-Λ-\Χ\, 
• ' » » 

— JC-g -I- A i 

la forme F deviendra une fonction entière de λ et des variables 

2i» Ζ27··Μ zï) Z'2J···) ^iJ···» ^1? ^2V> %hi 

en nombre égal kn — p. 
Une conséquence nouvelle peut se déduire de ce que F, sous sa 

première forme, quand on l'exprime en fonction des χ et des ξ, ne 
contient λ qu'au premier degré. Il suit en effet de là que F ne peut 
contenir les carrés et les produits des variables ζ ; car si, pour revenir 
à l'expression première de F, on remplace les ζ par leurs expressions 
tirées des formules (58), on verra sans peine que dans ces produits et 
ces carrés les termes de degré le plus élevé en λ ne pourraient se ré-
duire les uns avec les autres. Il faudra donc que les variables ζ entrent 
au premier degré seulement dans F, qui sera de la forme 

(5g) F =]£/,ζ\ 

les variables γ étant des fonctions linéaires de ξ,, ξ
2
,..., ξΑ et le nombre 

total des variables ζ et ξ étant η — ρ, ce qui est bien d'accord avec 
cette propriété que les formes Φ

0
, Φ),.. , Φρ_ι, relatives à la forme F, sont 

identiquement nulles [*]. 
Comme la forme F ne peut dépendre d'un nombre de variables 

[*] On peut encore établir ce point de la manière suivante : considérons dans la 
forme F les termes quicontiennent seulement χ,, .rî+1, c'est-à-dire qui renferment 
les carrés et les produits de ces variables. L'ensemble de ces termes doit satisfaire à 
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moindre que η — ρ, il suit de là qu'il ne peut y avoir aucune relation 
linéaire identique entre les fonctions y. Par exemple, si l'on avait 
y\ = αγ\, l'ensemble des termes 

T\ 4 4 

serait remplacé par y\ {z\ az\), et F, au lieu de dépendre effecti-
vement de z'15 z\, ne varierait qu'avec la somme z\ az\ : F devien-
drait donc fonction de moins de η — ρ variables, ce qui est impossible. 
Le raisonnement qui précède, bien que fait sur un exemple simple, est 
tout à fait général. 

Pour éviter des notations compliquées dans ce qui va suivre, nous 
supposerons que les séries en nombre égal à p, 

Λ 4+-+fÀ 

qui figurent dans F, se réduisent à une seule [*]. Alors 

F — y
t
 z, -+- y.

2
z

2
 -{-...-hykzk -f- ts (ξ,,..., ξΛ) + λ<ζ' (ξ,,..., ξΛ), 

l'équation (57), ce qu'on reconnaîtra aisément être impossible, si ces termes ne dis-
paraissent pas tous de F. 

En second lieu, soit 
λι'F , — λ?'-'F, +... = 0 

une nouvelle relation entre les dérivées, jointe à l'équation (57). Les termes de F, 
qui contiennent les prodnits des variables χ par les variables χ', doivent satisfaire à 
la fois à l'équation précédente et à l'équation (57), ce qui ne peut avoir lieu que si 
leurs coefficients sont tous nuls. Cette double remarque justifie la forme de F, adoptée 
dans le texte. 

[*] On peut encore justifier cette simplification par la remarque suivante, qui pourra 
être utile dans d'autres occasions. Plusieurs séries peuvent toujours se déduire d'une 
seule, en supposant que quelques-unes des variables y deviennent nulles ; par exemple, 
la suite simple 

y, (x
t
 -+- lx

2
)-hy

2
(xj -f- λίτ

3
) +y

3
 {x

3
 -f- lx

s
 ) -hy

4
 (x

4
 -f- λ#,) -|-y

5
(a-

5
 + lx6) 

se décompose, si l'on égale y
3
 à zéro, dans les deux suivantes : 

yt (x, -+■ kx
2
) -i- y

2
 (χ·. + 1χ· ), 

Xi + λΛ·
5
) + y

5
 (χ, H- lx

e
). 

Ainsi l'on peut toujours supposer que les suites Zy'
x

 z'
B
 que nous considérons se 
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ou 

(60) 
b = y, [x, + lx2) +jr2(j?, -+- λχ3) h-... 

+Jk \xk + λΛ?ί
+

,) H- 7S 4- Asy, 

ce qui donnera 

(61) 
j~ — X\ yt x^y& + © (ζι> ?2>··· > ζά)·> 
cp = x

2
y

( -h...-hxt+,γ* +®'(li»?2»lt)· 

Les fonctions 7 étant indépendantes, nous pouvons exprimer quel-
ques-unes des variables ξ en fonction des y, et écrire 

f — Xi y i +· · · + XkT k ~f"®i(?ij§a»···! > y 25···» y/1)1 
ψ — χ·ι y t +· · ·+ Xk+tyk + C?i j ^2? · · *5 ζα» τ*) >725··· »77»)· 

Décomposons les fonctions zs'
i
 en trois groupes de termes : i° les 

termes contenant les variables y\ 20 les termes contenant les va-
riables ξ; 3° les termes contenant les produits des variables y par les 
variables ξ. 

On aura 

(62) 
W, =Ψ (7n/25-"»jA)+Jl π, + ·.· + /*Π*4ψ(ξ

)
,ξ

2
,...,ξ

α
), 

©ι = 1P'(7<J72'···» 7*)Hi -t-...+7*n
t
 4- ψ'ίξ,,ξ,,.,.ξο,), 

Π
{
·, Πί désignant des fonctions linéaires des variables ξ, et l'on aura 

F = y
t
 ζ, +...+ 74*4+Ψ+λΨ'+7, (Π, +λη,

1
)+...+ ψ + λΨ/. 

11 est à remarquer que le nombre total des variables dont dépend F 
est égal à « — χ, puisqu'iciρ = ι. On a donc 

2k -t- α = η — ι; 

déduisent d'une seule dans laquelle quelques-unes des variables y sont ensuite égalées 
à zéro. Toutes les fois qu'il s'agira uniquement de démontrer que certaines identifica-
tions sont possibles, ce qui est le cas actuel, on pourra donc, avec un grand avantage 
pour la simplicité des notations, réduire les séries à une seule; car si l'identification 
est possible, quelles que soient les valeurs des variables y, elle le sera m fortiori, quand 
quelques-unes de ces variables seront égalées à zéro. 
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mais, F dépendant en général de η — r variables, il faut qu'en la con-
sidérant comme fonction des variables y, ζ, ξ son déterminant soit 
en général différent de zéro. Or ce déterminant se réduit, comme il 
est facile de le voir, à celui de la fonction 

Ψ (IIJ-.-J ξα) -H λψ'ίξ,,..., ξ*), 

considérée comme fonction des seules variables ξ,ξ
α

. Ce dernier 
déterminant n'est donc pas nul, quel que soit λ, et nous pourrons 
tout à l'heure appliquer aux deux fonctions ψ, ψ' la méthode de l'ar-
ticle IX. 

Cela posé, faisons une troisième substitution et remplaçons ξ,, ξ
2
,..., 

|
α
 par ξ, -+- υ,,,.., ξ

α
 -+- υ

α
, υ

{
, υ

α
 étant des fonctions linéaires à 

déterminer des variables y. Après cette substitution, les termes qui 
contiennent les produits des variables y et ξ dans F deviendront 

y\ (H» ~f~λπΛ -i-y
2

(iL
2
 + λπ

2
) 

►11J I I •|91U, == 0ii¿g*!M 

Un calcul facile [*] prouve qu'on peut donner à l'ensemble) de ces 

[*] Soient en effet 
«1 =«nrt 
ν, = ααχι+... + a^yk, 
• · · · · · ' · ·····, 

«aiji -t H- a*iyt 

les expressions des fonctions υ où les coefficients a sont inconnus. En exprimant la 
condition énoncée dans le texte, on aura des équations telles que la suivante : 

Π; -t- «i-1- an-7;- + . · · -r a<à-yi~ — Πί+ι + ai,i+i -'-··■ ~t- —,~· 

Si l'on égale dans les deux membres les coefficients des variables ξ, on a un système 
d'équations qui font connaître a,,·, a

2
-„..., a

ai
 en fonction de a

u
-
+
„..., a

aji+t
, et 

dont le déterminant est le même que celui de la fonction ψ' qu'on peut toujours sup-
poser différent de zéro. Donc, étant pris arbitrairement aα,ι,..., «„ί, on détermi-
nera —1,.. *, —ι, puis k—,, U-Ί, k—1 j ·. ·, ίια-,ί—3, etc. 
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termes, en disposant des arbitraires contenues dans les fonctions v, 
la forme 

y ι (Pi -F- λΡ
2
) J"

2
(P2 -F- λΡ

3
) -F- ^P

ft+l
). 

On verra de même que le nouveau terme Ψ -+- λ Ψ' peut toujours 
recevoir la forme [*] 

y κ (Q) -+-XQ
2

) + .7*2 (Qs -+- XQs) +...+ ^(QÎH-XQU.,). 

En tenant compte de ces résultats, F s'écrira sous la forme 

F = /, [>r, -+- Pt -t- Q, -t- X(a?2 -F- P2 -+- Qa) ] 

-+~ya \_xa -t- P
2
 -F- Qa h- -t- P

3
 -+- Q

3
)j ψ -1- ·λψΛ. 

Remplaçant enfin xt -t- Ρ4
· -+- Q

{
- par X{, nous aurons la forme défi-

nitive 

F =yt [pC{ ·+-λΛί2)_Ι-···+"ΤΑ(Λ·'Α~'- "^xk-i-1) +Ψ F-λ ψ', 

et, par suite, 

f — ̂ ty 1 "F" *^2^2 "F"· · - "+" kyk F" ψ (ζι, ζ
2
,· · ·, ζα.)ι 

f = X2yt + X3yz + ---+ ^k+tyk-\r Ψ (.Çj, Ça,.··>£»)· 

En opérant sur plusieurs séries, nous eussions trouvé de même 

(63) 
/ = 2Λΐ7ΐ + -+ Λ*Ι /*, + ψ (ξ« » ξ»,. · · » ξ»)ι 

ι 

ψ +Ψ'(£" &»■■·» §■)> 

comme forme définitive de^et de φ. Les deux fonctions ψ et ψ' étant 
telles, que le déterminant de ψ -1- λψ' soit différent de zéro, donneront 
des termes de la forme de ceux trouvés à l'article IX, ce qui conduit 
au résultat général suivant. 

[*] II suffît de prendre pour inconnues les constantes figurant dans les fonctions P. 
Les équations du premier degré, auxquelles on est conduit, se résolvent sans aucune 
difficulté. 
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Étant données deux formes quadratiques f et çp, on peut toujours 
décomposer la forme f-f- λφ en plusieurs groupes ayant l'une des 
trois formes suivantes : 

,0 y,(x, + lx
2
) 4-jr

2
(^2 + *^

s
) 4-y

k
{x

k
 + \x

h+l
)·, 

2 (λ; — λ) [Χ, Xn
 + Χ2 Χη_{ -h... 4- Xn_t Χ2 4" ΧηΧ, ) 
~h" «3^2^/1—2 ■ * · *~ί™* ·Ε/ι—î ) -» 

3° X
f
X

n
-\-.,.+ XnXt 4- λ(^,Λ·„_, +...4- Xn_tXt). 

Ce résultat concorde avec ceux qui ont été trouvés par MM. Weierstrass 
et Kronecker; mais, après l'avoir établi, il reste à indiquer d'une ma-
nière précise sous quelles conditions, étant données deux formes f,, ψ, 
elles peuvent être transformées en deux autres formes f, φ'. Voici 
quelles sont les conditions qui résidtent de notre théorie des formes 
Φ0, Φ,,..., Φ„. Formons 

F=/+lf, F' =/' 4- λ<ρ'. 
Il taut: 
i° Que, pour F et F', le même nombre de formes Φ

ρ
 soient identi-

quement nulles; 
2° Que, pour les formes F et F', les relations entre les dérivées des 

formes soient des mêmes degrés par rapport à λ; 
3° Il peut arriver que, Φρ

 étant la première des fonctions qui ne 
s'annulent pas identiquement, l'équation en λ, 

ΦΡ= ο, 

admette des racines λ
2
· indépendantes des arbitraires qui entrent dans 

Φρ. Supposons alors que λ = λ; figure à la puissance a
p
 dans Φ

ρ
, a

p+l 
dans Φρ+,ν -, «p+h dans Φρ^*. Il faudra que le même facteur entre avec 
les mêmes exposants dans les formes Φ

ρ
, Φρ

+1
,..., relatives à F'. 

Démontrons que ces conditions sont nécessaires et suffisantes. 
La première est évidente et ne donne lieu à aucune difficulté. 
Quant à la seconde, pour la rendre plus précise, nous avons à él ti-

dier ce que nous avons appelé les systèmes réduits de relations entre 
les dérivées et à indiquer quelques-unes de leurs propriétés communes. 

Supposons qu'on ait obtenu un premier système réduit de relations 
entre les dérivées 

A, —■ ο, A2 — ο,. —, Ap — o, 
Tome XIX (a' série). — NOVEMBRE 1S74. 30 
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où l'on a 
A
e

=U.°X«,.--UjX'»-,-K... 

D'après la définition que nous ayons donnée d'un tel système, il ne peut 
y avoir aucune relation linéaire entre les fonctions U. Je dis qu'il ré-
sulte de là qu'on ne pourra obtenir de nouvelle relation entre les dé-
rivées sous forme entière qu'en multipliant A,, A2,..., Ap

 par des poly-
nômes entiers en λ, et en égalant à zéro la somme des résultats ainsi 
obtenus. 

Supposons en effet qu'on multiplie A,, A2>. ., Ap par des fonctions 
de λ, L,, L2,..., Lp, on aura entre les dérivées l'équation 

A,L·, -!- A2L2-t-.. -+- ApEp — o, 

si L·,, Ij2,.Lp sont fractionnaires, soit λ = h une valeur de λ qui rend 
infinie une ou plusieurs des fonctions L. En décomposant le premier 
membre de l'équation précédente en fractions simples, on aura un 
terme en dont le numérateur sera une fonction linéaire des poly-
nômes U, et, par conséquent, ne pourra être nul, puisqu'il n'y a au-
cune relation linéaire entre les variables U. 

Il suit de là que, étant donné un système réduit de relations entre les 
dérivées, pour avoir toutes les relations entre les dérivées entières par 
rapport à λ, il suffira de multiplier les équations de ce premier sys-
tème par des polynômes en λ. Supposons que, en opérant de cette 
manière, on ait substitué au système primitif de relations le suivant : 

B, = ο, B
2
==o,..., B„ — o, 

ou 1 ou a 
Βα = Υ

α

0λ'«-Υ
α

ίλ'·«-1 -î—.... 

Les fonctions V seront évidemment des fonctions linéaires des anciennes 
fonctions U. Si donc elles sont en plus grand nombre que les fonctions 
U, le nouveau système ne sera pas réduit. Or le nombre de fonctions Y 
est égal à la somme des degrés en λ des équations 

B| — ο, B
2
 —■ o,..., Bp — ο, 

augmentée de p. Il faut donc, pour que le nouveau système soit réduit, 
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que la somme des degrés des equations nouvelles soit la même que 
pour le système primitif. De là résulte la règle suivante, pour passer 
d'un système réduit particulier au système le plus général : 

Etant données les relations 

Af — ο,..., A„ —; ο, 

on ajoutera à chacune d'elles toutes celles du même degré multipliées 
par des constantes arbitraires, toutes celles de degré inférieur d'une 
unité, multipliées par des polynômes du premier degré en λ, et, en gé-
néral, toutes celles de degré inférieur de k unités multipliées par des 
polynômes de degré k. On formera ainsi le système réduit le plus gé-
néral de relations entre les dérivées. 

Il résulte de cette règle que, dans deux systèmes réduits de relations 
entre les dérivées, il y a de part et d'autre le même nombre de relations 
du même degré en λ. 

Alors notre seconde condition peut s'énoncer ainsi : 
Pour les deux formes F, F', les relations réduites entre les dérivées 

doivent être en même nombre et des mêmes degres. 
Quant à la troisième condition, elle est évidemment nécessaire : cela 

résulte de ce que les formes Φ sont des contrevariants; mais, comme 
elle achève de déterminer la forme canonique, nous voyons que, jointe 
aux précédentes, elle suffit à assurer l'équivalence des deux formes 
F, F'. 

Il est donc démontré que nos trois conditions sont à la fois néces-
saires et suffisantes. 

Comme première application, nous traiterons les deux formes 

f ——a (x, y, 4- x„j
2
 4-... 4- ,rA

y
k
) 4- x

2
 r, 4 ·... 4- x,

ul
r

A
, 

ψ = X, y, -+-...4- ap-

posons 
X, = x\, 
x2- a χ j 4- x2, 
x

3
— a2x\ 4-2nx

2 4- d3
, 

« ...-5 

xA+, = α χ, 4- kax„ —-—a-x
3
 4- — 

f 
DO.. 
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Soit aussi 
jr.-H aif

3
+... = 

: -f- nay3H-

... = y3; 

. . . . 
ou trouvera 

f = .+ a?i+Ir*» 
Ρ = *'ι/ι +.··-+- «*/*· 

Soient enfin deux formes quaternaires qui, égalées à zéro, repré-
sentent deux surfaces du second degré, nous obtiendrons les formes 
canoniques suivantes : 

la x\-hb xl-b-c xl+dx%, l a x\ 4- b x,x
s

-t- c x% 4- dx\, 

\a! x\-+-b' x\ A-dx% -hd'x^; ( a!x\ -t- b'χ
χ
χ.

λ
->τ dx\ + d'x\·, 

(ax\ +b x
t
x

2
-{-c χ* + dx

3
x

A
, ia(2x,x

3
-hx%)-hb x,x

2
-hc x$, 

(a'x\-t-b'x
h
x

2
-1-crx\-1-d'x

3
x

s
; (a'(2X,x

3
-+-x\)-4-b'x,x

2
->rc'x\; 

laifCiXt-irXzX^+b^XiXi+xQ, [a x,x
2
-t b x\, 

|a'{x
l
x^+x

3
x^)-\-b'{tx

f
x

3
-1t-x^j·, ( a'x

{
x

3
 -t- b'x\, 

que nous avons réduites au moindre nombre, en supposant que les 
coefficients <z, b, a', bpuissent devenir nuls ou égaux. Ces résultats 
sont d'accord avec ceux de M. Pain vin, dans le travail déjà cité p. 385. 


