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Sur les fonctions qui different le moins possible de zéro; 

PAB M. P. TCHEBICHEF. 

(Tiré des Mémoires de l'Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. XXII; 

traduit du russe par M. N. SE KHAHIKOF.) 

1. J'ai montré, dans le Mémoire Sur les fonctions semblables à 
celles de Legendre [*], comment le procédé que ce géomètre a em-
ployé [**], pour établir la propriété fondamentale des fonctions con-
nues sous son nom, pouvait être étendu à d'autres fonctions, plus 
compliquées, qu'on obtient en développant l'expression 

(t -+- f -4- \/ I 2 SX -+- ί')λ(ΐ — ί-+- \/I 2 SX H- S'Y 

en une série de la forme 

T0 -4- T, f -t- TaJ2 -f-.. ■. 

Jacobi, dans son Mémoire intitulé : Uniersuchungen uber die Diffe-
rentialgleichung der hypergeometrischen Reihe [***], déduit la même 
propriété des fonctions To> T,, T

2
,..., à l'aide d'une équation diffé-

rentielle à laquelle on satisfait au moyen de séries hypergéométriques. 
Je me propose ici d'appliquer ces fonctions à une recherche qui mon-
trera plus clairement encore leur rapport intime aux fonctions de Le-

[*"] Travaux savants de l'Académie des Sciences, 1869. 

[*"*] Exercices du Calcul intégral, t. II, p. 25ο. 
[*"*] JACOBI, Mathematische Werhe. Band. III. 
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gendre. Cette application consiste à déterminer les polynômes de la 
forme 

x" -+- A, .r"-1 -+- A
A
 xn~2 H-.. .h- A„_, x -+- A„, 

qui, sans cesser décroître ou dedécroîtreconstamment, entredes limites 
données, diffèrent aussi peu que possible de zéro. Les polynômes de 
cette espèce, comme' nous le verrons, s'expriment à l'aide des fonc-
tions de Legendre, uniquement dans le cas où n, le degré du poly-
nôme, est un nombre impair, et le polynôme lui-même est une fonc-
tion croissante. Dans tous les autres cas, la détermination de ces 
polynômes exige l'emploi d'autres fonctions, que nous venons de dé-
signer par T0, T,, T2,..., et que l'on obtient en développant en série 
l'expression 

2ÎX H- S*)X (l i + ^I Λ S.T -ι- Λ- J11 

pour des valeurs de λ et p, différentes de zéro. Les polynômes, déter-
minés de cette façon, trouvent une application utile dans les recherches 
de l'Analyse pure, comme dans les questions de Mécanique pratique, 
ainsi que nous l'avons montré dans notre Communication du 22 août 
1871, faite à Kiev lors de la troisième réunion des naturalistes russes, 

de même que dans notre article sur le Régulateur centrifuge, imprimé 
à la suite du compte rendu de l'École technologique de Moscou, pour 
l'année 1871. 

2. Pour simplifier les formules, nous supposerons que les limites 
des valeurs de la variable χ sont réduites à — 1 et -4- 1 (ce qu'il est 
toujours facile de réaliser). En désignant par F(.r) le polynôme 

x" -t- A| x* 1 —f— A2 xn 2 —{—...-t— A„_, χ -f— A„, 

nous ferons remarquer que l'une des conditions de notre problème 
impose à la fonction F(x) d'être constamment croissante, ou constam-
ment décroissante, depuis x = — 1 jusqu'à χ = -H 1, de sorte que sa 
dérivée première 

F'(x) 
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doit conserver toujours le même signe entre ces limites; par consé-
quent, les valeurs primitives 

F(-i) et F(+r), 

qui correspondent aux valeurs 

χ — — ι et χ = -t-1, 

représenteront les limites entre lesquelles la fonction F (Λ.') variera 
dans le passage de a? = — ι h χ —-h i . Pour que le polynôme F(x) 
puisse différer aussi peu que possible de zéro, en passant de F( — r) à 
F(-t- i), il faut que le plus grand des nombres 

F(-i), F(+i) 

soit, en valeur numérique, aussi petit que possible et qu'il ne puisse 
devenir moindre par aucune variation du polynôme F (χ), compatible 
avec les conditions de la question, qui déterminent le degré et la forme 
du polynôme 

F(x) — x"-h A, x"~f -f-, ..-h A„_, χ 4- A
n

, 

ainsi que le signe de sa dérivée F'(x). 
Il est facile de voir que le polynôme cherché doit être tel que l'on 

ait l'égalité 
F(+ τ) = — F( — i). 

En effet, si cette égalité n'a pas lieu, nous n'aurons qu'à retrancher 
de F (x) la quantité constante 

F f -4- 13 —I— F C— r) 

ce qui, évidemment, ne change ni la forme du polynôme F(^), ni la 
valeur de sa dérivée, et nous obtenons, au lieu des limites anciennes, 

F(-i) et F (-M), 

Tome XIX. (2E série). — SEPTEMBRE 1874. 
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deux nouvelles valeurs que voici : 

Ff _ i) _ g(+i) + F(-i)
 =

 F(-i)~F( + i)
> 

p. y F( + i)-HF(-i)_F(+0—Ff-i) 

En comparant les carrés de ces quantités avec la moyenne arithmé-
tique des carrés de 

F(—i) et de F (-ht), 
nous verrons que 

j~F(+i)-F(-i)J _ j~F(-i)-F(+i)j * 

_ F'(-H)+F'(-i) _ jT(+i) + F(-i$J 

D'où il résulte que le carré des nouvelles limites 

F (-+-1) — F( — i) F( — i) — F(-t-i) 

sera inférieur au plus grand des carrés 

F2(-i), F2 (-ht), 

et que, par suite, les nouvelles limites seront inférieures, eu valeur 
numérique, à la plus grande des anciennes limites. Ainsi nous sommes 
conduits à admettre que, dans la question qui nous occupe, tous les 
polynômes cherchés doivent satisfaire à l'égalité 

F ( Ή— ι) = F ( i). 

Cette égalité nous donne donc les moyens de trouver la valeur des 
polynômes que nous examinons, à l'aide de la valeur de leur dérivée. 

En effet, représentons le polynôme F(_r) par l'intégrale 

F(a?) = J F'{x)dx -h C, 
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et mettons cette expression dans l'égalité trouvée ci-dessus, nous ob-
tenons, pour déterminer la constante C, l'équation que voici : 

f^1 F'(x) dx'+ G = ~C, 

d'où l'on tire 
C = --J F'{x)dx. 

En mettant cette valeur de C dans l'expression de F (Λ?}, on a 

(0 F(.a?) = J F'{x)dx — F'^x)dx. 

En déterminant les valeurs limites du polynôme F (a:) correspondant 
àï=±i, nous trouverons qu'elles sont égales à l'intégrale 

F'(x)dr, 

prise avec le signe -f- ou avec le signe —. Il s'ensuit, de plus, que la 
plus grande valeur des polynômes que nous avons en vue sera égale 
à la valeur numérique de l'intégrale 

F'(x)dx. 

3. Passant à la détermination de la dérivée 

F'(.r), 

nous ferons observer que, comme nous l'avons dit, c'est une condition 
des polynômes que nous considérons d'avoir une dérivée première 
qui ne change pas de signe entre χ = — ι et a? = -t— ι ; non-seulement 
toutes les racines de l'équation 

F'{x) = o, 

comprises en dedans des limites χ = — ι et χ = -t-1, doivent être 
/μ.. 
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multiples, mais le degré de leur multiplicité doit s'exprimer en 
nombres pairs. 

Or, désignons par 

&2) · · ·ι tt-rn 

toutes les racines de l'équation 

F(x) = ο, 

supérieures à — ι et inférieures à -+-1, par 

aX,, aX2,..aXm 

les degrés de multiplicité de ces racines, et supposons, comme cela 
est permis, que l'équation F(x) = ο ait X racines égales à -f- r, et X0 

racines égales à — ij nous allons prouver que la somme 

λ 4- λ0 -+- a λ, -+- aX2 -+-... h- aX
m

, 

qui représente le nombre des racines de l'équation F(x) = ο ne dé-
passant pas les limites χ == — ι et χ = -4-1, ne saurait être inférieure 
à η — ι, ou au degré de cette équation. 

Pour nous en convaincre, admettons le contraire, c'est-à-dire po-
sons 

X -+- Xo -+- aX, -1— a X2 -+-... -f- a X
m

 η — ι, 

et prouvons que dans cette hypothèse il est toujours possible de faire 
varier le polynôme F (x) sans déranger ni sa forme, ni le signe de sa 
dérivée F'(x) entre les limites χ = — ι et χ = -+-1, mais de manière 
à diminuer la valeur de l'intégrale 

if*'*"&)<**> 

qui détermine la limite de l'écart entre le polynôme cherché et zéro. 
Pour le faire voir, nous observerons que, d'après ce que nous ve-
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nons de dire, l'équation 

F'(JT) = ο 
et la suivante 

(χ — Ι)
Χ

(Λ: 4-1)
1

» (χ — Α,)
2Λ

· (x — «A)
1
'
-

' · ·· (x ■— A)
2>M = Ο 

auront, entre les valeurs limites χ = — ι et χ = -+-1, les mêmes ra-
cines et avec les mêmes degrés de multiplicité, et, par suite, le rapport 

(x — ι jl (x -f- ι)λ·(χ — α, )Λ· (χ— α,)Λ>. .. (χ — 

ne changera pas de signe entre a? = — ι et χ = 1 et sera compris 
entre deux quantités distinctes de zéro. Désignons par Lo la pins pe-
tite de ces quantités en valeur numérique, et remarquons que la diffé-
rence 

(χ — ijx(x 4- ι)λ» [x — α, γ\ (χ — aa)rtJ.. . (χ — α»)2*™ >0' 

pour toutes les valeurs de χ inférieures à 4- χ et supérieures à — 1, 
aura le même signe que le rapport 

(χ — ι)λ (x -+-1)*· (χ — αι)Λι (x — α2)Λ>. .. (χ — 

et qu'elle lui sera inférieure par sa valeur numérique. La même chose, 
évidemment, aura lieu pour les expressions 

F'(ar) — L
0
(x — i)\x4-1)>0(x — (x — a

2
)2V..(x — a

m
)2>m et F'(ar), 

qu'on déduit des précédentes en les multipliant par 

[χ — ι)λ(.τ 4- ι)λ·(Λ? — a,)2X'(a: _ a
a
)2li...(a? — a

OT
)2>"'; 

d'où il est clair qu'en soustrayant de F'(a?) l'expression 

L
e
 (χ — ι)λ (x -f- !)*»(# -f- α, )2λι (x — «

2
)sXj... (x — a

m
)2/w, 



326 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

nous ne cessons pas de satisfaire à la condition de conserver le même 
signe à F'(Λ;) entre les limites χ = ± ι ; mais nous diminuons par là 
la valeur absolue de l'intégrale 

J F' (χ ) dx, 

qui détermine la limite de l'écart entre le polynôme cherché et zéro. 
Quant à la forme du polynôme 

F(.r) = xn-k- A, xn~l -t- A
2
 xn~2 -4-.. .-t- Α„_, χ -+- A„, 

après avoir fait subir à Ψ{χ) la transformation ci-dessus indiquée, 
elle restera la même, car, d'après l'inégalité (2), l'expression 

L
0
 (χ — ι)χ (x -t- Ι)Λ» (χ — Α, )2λ< (χ — Α

2
)ΪΛΊ... (χ — a

m
)2X"· 

ne contiendra pas de puissances de x, supérieures tout au plus à 
η — 2. 

Nous voyons ainsi qu'en admettant la possibilité de l'inégalité ( 2 ) 

011 peut rendre le polynôme F (a?) plus approché de zéro, en lui con-
servant, conformément aux considérations de la question, la forme 

x^ + A, xn~l 4- A2 xa~* -κ . .4- A„_, x 4- A„, 

et sans faire varier le signe de sa dérivée première entre les limites 
x=—1 et x = 4- 1. 

Or cette conclusion est absurde, puisque, par hypothèse, le poly-
nôme en question est celui qui diffère le moins possible de zéro, entre 
les limites x = — 1 et x = 4-1. 

En observant que cette inégalité, dont le côté gauche est le nombre 
des racines de l'équation F'(a:) = o, comprises entre les limites 
x = — 1 et x — 4-1, et la partie droite le degré η — ι de cette équa-
tion, ne peut avoir lieu, non plus, avec un signe d'inégalité contraire 
au premier, nous sommes conduits à admettre l'égalité 

λ 4- 4- 2 λ, 4" 2 Χ2 4~ · · · 4- 2 A
m

 — τι — I , 
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d'où il résulte que toutes les η — ι racines de l'équation F(ar) = o 
lui seront communes avec l'équation 

(χ — i)x(x -+- r)*« (χ — α,)2λι [χ — a
2
)s}-!...(x — a

m
)2>'«, 

et qu'ainsi l'on a 

F' (a:) = C(x — ί)λ(χ 4- if« (χ — α,)25,« (# — α2)2λ2...(.r — am)2X'", 

où C est un facteur constant. 
Pour trouver la valeur de ce facteur, nous observons que, le poly-

nôme cherché étant de la forme 

xn 4- A, xn * 4— A
2 xn 2 4~.. .4- A„_, x 4- A„, 

sa dérivée sera 

F'(A?) = nxn4- (« — I) A, xn~s-+- (η — τ.) k„x"~3 4-.. .4- Α
Η
_„ 

ce qui, étant comparé à l'expression ci-dessus de F'(.r), nous donne 

C = 72. 

Par conséquent, F'(x) peut être représentée par la formule que 
voici : 

F'(a?) = n(x — i)x(x 4- ix — «ι)2λ' ~ «2)^ - [x — 

Si maintenant on désigne par q et q
0
 les quotients, et par ρ et p

0 

les restes qu'on obtient en divisant les exposants λ et λ
0
 par 2, cette 

égalité pourra être mise sous la forme 

F'(AÎ) = η {x — I)P (x 4- I)P« 

X \[x — i)q (x 4- ι)'· (λγ — «ι)λ· (x — α
2
)λ'... (x — a

m
)Xm]2 

ou bien 

(*) F'(x) = 11 (x — I)P (x 4- I)P» U2, 
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U étant un polynôme donné par la formule 

U — (x — I)? (x 4-1)?» (x — Α
(
)ΛΙ (x — A)V.. [χ — 

Les nombres ρ et p
0
 de la formule (3) étant les restes de la division de 

λ et λ
0
 par 2, ne peuvent avoir que les valeurs zéro et 1, et il est très-

aisé de voir, dans chaque cas particulier, d'après la forme du nombre n, 
degré du polynôme cherché F (ar), et d'après le signe de sa dérivée 
première F'(a?), entre χ ~ — 1 et χ —-h 1, lequel de ces deux nom-
bres doit être adopté pour ρ et p

0
 dans l'expression de F'(a?), par la 

formule (3). 
En effet, si n, degré du polynôme F (a?), est un nombre impair, sa 

dérivée F'(a?) sera de degré pair, et dans ce cas l'égalité (3), où U2 est 
aussi une fonction de degré pair, indique que le facteur (x — i)p (x 4- i)p° 
doit aussi être une fonction de degré pair; mais, comme il n'est pos-
sible de satisfaire à cette condition, ni dans l'hypothèse de ρ — ο et 
p

0
 = 1, ni dans celle de ρ = r et p

0
 = o, on est forcé d'admettre que, 

dans ce cas, on aura ou ρ = ο et p
0
 = o, ou bien ρ = ι et p

0
 — 1. 

Pour décider lequel de ces deux systèmes de valeurs de ρ et p
0
 doit 

être adopté, nous observerons que le premier nous donne, d'après la 
formule (3), l'expression 

F'(x) = nU2, 
et le second 

F'(a?) — η (x — 1) (x 4- 1) U2, 

et qu'ainsi, la variable x demeurant comprise entre — 1 et 4-1, dans 
le premier cas, F'(a?) aura une valeur positive, et que, dans le second 
cas, elle aura une valeur négative* De cette façon, il est clair que les 
valeurs ρ — o et p

0
 = o doivent être adoptées dans le cas où F (x) sera 

une fonction constamment croissante entre les limites x = — r et 
a? = 4-Jj et p = ietp

0
 = i, dans le cas où F(x) sera une fonction 

constamment décroissante. 
Passant à la considération du cas où η est pair, nous observerons 

que, dans cette hypothèse, le degré de la dérivée première de F(x) 
sera impair, et, par suite, pour satisfaire à l'égalité (3), nous devons 
assigner à ρ et p

0
 les valeurs que voici : ou bien ρ — o et p

0
 = 1, ou 



PURES ET APPLIQUÉES. 32g 

vice versa ρ = ι et p
0
 = o. Or, comme pour ces valeurs de ρ et p

0
 la 

formule (3) devient respectivement 

F' (χ) = η (χ -t- i)U2, 

F'(a?) = n (χ — 1) U2, 

et que la première de ces deux expressions reste constamment posi-
tive depuis x — —x jusqu'à x = -\-i, et la seconde constamment 
négative pour les mêmes valeurs de x, nous concluons que, dans le 
cas de η pair, on a ρ — ο et p

0
 — 1, si F (a?) est un polynôme toujours 

croissant, depuis x — ~i jusqu'à x=-hi, et ρ — ι et pQ~ o, 
quand F (.r) décroîtra constamment entre les mêmes limites. 

5. Pour déterminer le polynôme U, qui figure dans l'expression ci-
dessus de F'(a:), nous ferons remarquer que, d'après le n° 5, ce poly-
nôme est un produit de la forme 

(λ — 4-1)?· (χ — α,)λt(x — {χ — a
m

)x«·, 

par conséquent, il a toujours la forme 

U = xl 4- B, xl~' 4- B
2
 xl~- -4-... 4- Β/·_, χ 4- B/, 

et la valeur du degré l s'obtient à l'aide de l'égalité (3), qui donne, 
entre les exposants, la relation 

(4) Η — Ι = Ρ 4- P
0
 4- "IL. 

D'un autre côté nous savons, par le n° 5, que la limite de l'écart 
entre zéro et le polynôme cherché E(a;)> depuis χ = — i jusqu'à 
χ — 4-1, est égale à la valeur numérique de l'intégrale 

\ F'(JC)βία:; 

mais cette intégrale (3) se réduit à 

ί~τ)ρ~^ (i+«)Pl(r — xfWdx, 

Tome-XIX Î2e-série). — SEPTEMBRE I8J4-
42 
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si l'on y met pour F'(r) son expression (3), et la valeur numérique de 
cette dernière intégrale est évidemment 

^ S (r ■+';:c)p,(I — x)9TJ2dx. 

Donc, en désignant par L la limite de l'écart entre zéro et le poly-
nôme cherché F(,r), nous aurons 

(5) L=lf (i Λ?)Ρα(ΐ — x)9Wdx. 

Ainsi, pour diminuer, autant que possible, la quantité L, sans chan-
ger toutefois les conditions de la question, nous aurons à déterminer 
le polynôme U de façon à rendre minimum l'intégrale 

(ι -t- x)9« (i — χ)P U2 dx. 

Il est facile d'y parvenir à l'aide des fonctions 

T0, T„ τ
2
,..., Γ„ 

qu'on obtient en développant l'expression 

(i S -f- \/l — 2SX -f- f2/ (i — f + v/l — 2SX 4- S2)11 

en une série de la forme 

T0 H- T, s -+- T
2
 ί2 +... -t- Τι s1. 

En effet, on sait que ces fonctions sont de degrés ο, i, a',..., Z,..., 
et qu'en général pour tout m distinct de m, elles satisfont à l'équa-
tion 

lm lwi dx = ο · 
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de plus, il résulte de ce que nous avons établi dans notre Mémoire 
Sur les fractions continues [*] que l'intégrale 

Γ1 Z- dx 

Ζ étant de la forme 

x^ —H B, x* ' -f— β, od ^ -f-... -H B/_, x -4- B/, 

acquiert une valeur minimum lorsque le polynôme Ζ ne diffère de la 
fonction T

z que par un facteur constant. Nous en concluons donc que 
le polynôme 

U = x^ —H Β^ x^ 1 -H Bo x^ 2 -+-... -j— Β;_ι χ 4- B/, 

qui correspond à la valeur minimum de l'intégrale 

J (i + ar)P«(i — Λ:)ρ U2 dx, 

sera donné par la formule U = CT/ en faisant λ = — ρ et p. = — p
0

, 
dans l'expression de la fonction T;, qui nous est fournie par le déve-
loppement en série 

T
0
 -h T, s -h T

2
 s2 +... -h Τι s1 +... 

de l'expression 

(i -f- s -+· \f ι — 2sx -+- i1)'' (i — s —t- y/i — 2 sx 4- ί')1"' 

Désignant par K; le coefficient de χ1, dans la fonction T/, et remar-
quant que cette puissance de χ doit figurer dans le polynôme U 
avec un coefficient égal à l'unité, uous en concluons que l'expression 
que nous venons de trouver pour U entraîne l'égalité 

CK, = i, 

[*] Mémoires scientifiques de L'Académie des Sciences, de la ire et de la 3e Classe, t. III. 
42.. 
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d'où l'on tire 

c=è' 
et,par suite, le polynôme U est complètement déterminé par l'équation 

(6) υ = έτ" 

où, comme nous venons de le dire, la fonction s'obtient en déve-
loppant l'expression 

(I -H s -F- ψι USX JX) PO (L S 4- \jI 2.ΤΛR -F- Λ3)-t 

Or, comme ce développement peut être représenté par l'égalité que 
voici : 

(l -t- s \jI asx-h i-+- \/l 2.1'X -f- Λ3)-5 "Vt .m 

et désignant par K
m

, K'
m
,... les coefficients de x"1, xm~~\,.. dans la 

fonction T
m

 pour une valeur quelconque de m, nous aurons 

(r-l-i-l-v'l — zsx-i-s1) e°(l — ί-4-ν/ι — 2iar4-iJ) 8 

= 2 (R"< + Kl*'"-1 +■-·) *"», ■ 

quelles que soient les valeurs de s et x. Donc, si l'on pose 

X = -> 

et si l'on fait ensuite s — o, l'égalité ci-dessus se réduit à la formule 

(.W,Kjig-. 

Cette expression nous montre que Ki5 coefficient de xl dans la fonc-
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tion Τ*, sera identique au coefficient de a2, dans le développement en 
série de l'expression 

(r -+- \/ί — 2α) 

Mais comme on sait, par ce que nous avons dit, dans le n° 4, sur 
les nombres p

0
 et p, que leur somme ne peut être que zéro, ι ou 2, la 

formule i 5 pour ces valeurs, peut etre remplacée par 

les séries ' 

ι + -α H α*4-·...Η y ;—-ce -h.·., 

ι i.3 ι 3.5 2 , ι .3.5... (2/+1) » 

11 12 1.3 ι 3 1.3.5 , , 1 /-+-1 ι.3.5 ..(2/+1) , 

par suite, le coefficient K2, selon que l'on donne à la somme ρ + p
0 

les valeurs zéro, 1 ou 2, aura les trois valeurs que voici : 

(?) 

„ 1.3.5...(21—1) 

„ I.I.3.5—(2/ + 1) 

„ 1.1.3.5.. .(2/ +1) (/ + 1) 

6. D'après toutes les recherches précédentes, il sera aisé de trou-
ver, dans chaque cas particulier, un polynôme F (χ) de la forme de 

xn + A, x"-' -f A2 X"~2 +... -h A„_, χ + A
n

, 

qui, tout en restant toujours croissant ou décroissant, depuis χ = — ι 
jusqu'à χ = ·+- 1, diffère le moins possible de zéro entre ces mêmes 
limites. 

Nous commencerons par déterminer les nombres ρ et p
0
 en obser-
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vant que, d'après le n° 4-, on a, η étant impair, 

F — ο et p
0
 = o, 

ou bien 
p = i et p„=i, 

selon que le polynôme cherché croîtra ou décroîtra constamment entre 
les limites x = i et x = + i, et que, dans le cas de η pair, ces mêmes 
nombres seront 

p = o et p0 = i, 
ou bien 

P = ι et p0 = o, 

selon que le polynôme cherché sera constamment croissant ou con-
stamment décroissant pour toutes les valeurs de x} depuis x = — ι 
jusqu'à χ — -f-1. 

Connaissant ρ et p
ot

 nous trouvons, à l'aide de l'équation (4), 

(8) , η—ρ—p„ — t 

puis nous cherchons la valeur de la fonction T/, coefficient de s1 

dans le développement de l'expression 

(l + J + \/l — 2ÎX + Î2) f°(l — S + \/l — 2SZ + S*) * 

selon les puissances ascendantes de s, et la valeur du coefficient K/, 
par la formule (7). Les valeurs de T* et de K/ étant connues, à 
l'aide des équations (3) et (6), dont on élimine la fonction U, nous 
déterminons r{x), dérivée du polynôme cherché, 

F (ar) = -g {x H- ι)* (x - i)?Tf ; 

mettant cette valeur à la place de F(x) dans l'équation (1), nous ob-
tenons enfin, pour l'expression du polynôme cherché, la formule que 
voici : 

(se — i)P {x -f- i)p° T? dx — ^ J' (x — 1 )p (x 4- ι)ρ° Τβ dx^ · 
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Nous trouverons ainsi le polynôme cherché, qui, jouissant de la 
propriété de croître ou de décroître constamment, depuis x = — ι 
jusqu'à x = + i, différera de zéro, moins que tous les autres poly-
nômes de la même forme. 

Maintenant, pour calculer la valeur de L, limite des écarts de ce 
polynôme, nous observerons que la formule (5), en y mettant l'ex-
pression de U, tirée de l'équation (6), nous donne 

L = {
1
 -+- (Ι —

 X
Y V

 DX

> 

ou bien en mettant pour η sa valeur tirée de l'équation (4), c'est-à-dire 
la somme ni -h ρ -f- p0 -+-1, 

L = 2,+ P
2

K/'~ f_
t
 i1 + x>9-~ T*dx' 

Nous observerons ensuite que, d'après ce que nous avons établi 
dans notre Mémoire Sur les Jonctions semblables aux fonctions de Le-
gendre (Mêm. sc., 1869), sur la réduction de l'intégrale 

t/_, (l+x)x(l-xydx 

à l'intégrale 

Jr»1
 2λ+^+[(Γ — , 

la valeur de l'intégrale J (1 ·Τ)Ρ°(Ι — x)?Tf dx, qui entre dans 

l'expression de L, sera le coefficient de (st)l dans le développement 
de la formule intégrale 

f1 ζ-ε.-ρ-π {1 — stx)-< , 
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suivant les puissances ascendantes de st. Or, comme cette intégrale 
devient 

~i= log pour p = ο et p
0
 = o„ 

ïU(?los^—^ J pour P=I eI 

et 
lo§ ~Ji) Pour f = ° et /5« = 1' 

de même que- pour ρ = ι et p
0
 = o, et que ces trois expressions se 

développent en trois séries que voici : 

2 4--st 4- g (if)* 4- —(ίί)'4-..., 

ÎX3 + +
 ïbî

{St)Z +
 ""

 +
 2{l + z)ï(I + 3) 

~ 4- îst 4- g(i«)a 4-...4- ̂ ~y (*«)' + 

les valeurs de l'intégrale j^ (i 4 x)Pi (i — x)p Tf dx seront, pour 

les trois systèmes de valeurs de ρ et p
0
 que nous venons de men-

tionner, 

3 /4-1 X 

En mettant ces valeurs dans l'expression de L à la place de l'inté-
grale qui y figure, et en remplaçant Kj par ses valeurs tirées des équa-
tions (7), nous obtenons pour la valeur deL les trois expressions que 
voici : 
i° |_x .3.5-. .(2/—i)J ' 

a° Γ' 1.2.3..."(/ +1) ~13 / -j- 2 

et 
3° Lr-3-5...^2/' 
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correspondantes aux trois hypothèses sur les valeurs de ρ et de p
u 

p=o et p0
 — o, 

2° p = i et pu= I, 

et 

3° p = o, ρ
0=i, ou bien p = 1 et p

0
=o; 

mais, d'après (8), ces trois systèmes d'hypothèses sur les valeurs de ρ 
et p

0 nous donnent 
7 η—ι 7 η — 3 , , η — % 

et par suite les expressions ci-dessus de L se réduisent à 

|_ι .3.5.. .(/ζ — a)J ' 

1_ι.3.5 (« — 2η — ι' 

L=a |— Γ-^-Ί * 

Les deux premières de ces expressions de L obtenues dans les hypo-
thèses ρ et p

0
 = o, et ρ etp

0
 = 1, et se rapportant toutes deux, d'après 

le n° 6, au cas de η impair, peuvent être remplacées par une seule 
formule 

I.=( — j "t1, 

qui se réduit à la première ou à la seconde, selon que dans η ±11 on 
prend le signe -h ou le signe —. Or, comme la première des trois ex-
pressions ci-dessus de L correspond à l'hypothèse ρ = ο et p

0
 = o, 

c'est-à-dire (d'après le n° 5) au cas où le polynôme cherché ne cesse 
de croître entre les limites de χ = — ι et χ = -f- t, et que la seconde 

Tome XIX (2e-sërie). — SEÏTEHBRE 1874. 
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de ces expressions a été obtenue dans l'hypothèse de ρ = t et p0 = r, 
c'est-à-dire en admettant que le polynôme cherché décroît constam-
ment entre les limites de χ = — ι et a? = -4-1, nous concluons que 
l'on doit garder, dans la formule 

L=L.3.5...(nI2)J Si' 

le signe -f- ou le signe —, selon que le polynôme cherché ne cesse de 
croître ou de décroître entre les limites x = — i et x = + i, bien en-
tendu dans le cas où n, le degré de ce polynôme, est un nombre 
impair. Quant à la détermination de L dans le cas de η pair, la valeur 
est donnée parla troisième expression de L, à savoir : 

L = 2 Lx.3.5.. .(Β —I)J 5 

car elle a été obtenue en faisant ρ = ο et p0 — ι ou bien ρ = ι et p0 = o. 

7. Les polynômes de la forme 

a?"-+-A,a." 1 H— Α,^χ" "-t-A
n

_,a? -f-A
n

, 

déterminés conformément à ce qui vient d'être dit, différeront moins 
de zéro, entre les limites x = — ι eta? = -l·-1, que tous les polynômes 
delà même espèce, et qui seront, comme eux, constamment croissants 
ou constamment décroissants entre les limites indiquées de la varia-
ble x. En d'autres termes, l'écart entre zéro et tout polynôme satisfai-
sant aux mêmes conditions ne saurait être inférieur à L, limite des 
écarts entre zéro et la valeur des polynômes que nous examinons. Les 
valeurs de L que nous venons de trouver nous permettent d'énoncer 
le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si un polynôme de la forme 

x" + A,xn~K Α
Λ
_,χ 4-k

n 

ne cesse de croître ou de décroître depuis x — — τ jusqu'à x = -t- ι, sa 
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valeur numérique ne saurait être, dans ces limites, inférieure à 

2 [7-0 ^——J si η est un nombre pair, 

ou bien à 

Lt-3.5. ■ — 2)J ÎHET ή " ^ imPair■ 

Dans la dernière formule, il faut prendre dans l'expression η ± \ le 
signe 4- ou le signe —, selon que le polynôme cherché croît ou décroît 
depuis x = — 1 jusqu'à χ — 4- r. 

Ce théorème nous permettra d'en déduire un autre plus simple, en 
remplaçant les valeurs exactes de L par des valeurs approchées, mais 
inférieures aux premières. En effet, ces valeurs approchées s'obtiennent 
aisément à l'aide de la formule de Wallis 

77 2 2 4 4 2m 2m un +2 2/// -t- 2 

Notamment, si l'on fait 

γ 2/72(2/72 + 2) (2/72 4" 2) (2/72 4* 4) 
et 

γ (2/72+2) (2/72+4)' 

l'expression de ^ devient 

π 2 2 4 4 γ 

et 
7Γ 2244 zm 2/H γ 

d'où l'on tire 

t  1.2.3. ../72 ~1
2

 277/77 

|_I .3.5. . .(2/72 — l)J ο·«Η-·γ : 
43.. 
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mais, comme les valeurs trouvées ci-dessus pour X et Y peuvent être 
mises sous les formes 

X

 (27/Î-M)*] [/ (2»; -4-3)0* 

^ (2«? -1- 1) (2/« 4- 3)J [/ (2»? -+- 3) [am -1- 5) J ' 

il est évident que 
X < r et Y > 1. 

Donc en supprimant, dans les équations précédentes, les termes de X 
et Y, nous obtenons les inégalités 

1.3.5...{2m — R)J -^2»+' 
et 

χ 3.5 (2m — i)J 2wh-I 

Ainsi la valeur de ζ ζ — sera comprise entre deux pro-

duits qu'on obtient en multipliant^^ par -a m et 27η -f- 1 ; doue cette 

valeur sera égale multipliée par une certaine valeur moyenne 
entre am et am -t-i; mais, comme cette moyenne peut être repré-
sentée par am 4- 5, où l'on a Q > ο et < 1, nous pouvons remplacer 
les dernières inégalités par l'équation 

|_I .3.5. . .(2/« l)J 2M1+1 

En faisant, dans cette formule, m = n ^ 1 pour 11 impair, et m 
pour'n pair, nous obtenons 

C.3.5...(ff — 2)] ~~ 2"
 1

~
hÔ

ï 
et 

,.1.3.5...(«-I)J = 
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Or, comme la valeur de 6 n'est limitée que par zéro et 1, et que la 
différence 1 — θ se trouve dans le même cas, cette différence pourra 
être remplacée dans la formule ci-dessus par 0, ce qui nous permettra 
de simplifier les formules où figure cette différence et d'écrire 

[_i .3.5...(» — 2)J ~ θ>· 

Comparant les égalités que nous venons d'obtenir avec les expres-
sions de L du n° 6, nous voyons que ces dernières peuvent être rem-
placées par 

L>=—^r; —π, L = ——π. 

En examinant ces valeurs de L, nous remarquons qu'on obtient la li-
mite inférieure de L par la formule L = ""t"1 -—- π, en y faisant 6 = 1 
et en prenant ±z 1 avec le signe 4-, de façon que cette valeur limite 
devient " ̂  1 π. On voit ainsi que L surpassera toujours "

 jn

 1 π, et 
nous sommes amené au théorème que voici : 

THÉORÈME. — La valeur numérique du poljnôme 

xn-\-k{xn~i -K.. +A„_,x -t-An, 

depuis χ = — 1 et χ = -+-1, doit surpasser—^-,7- si ce polynôme ne cesse 
de croître ou de décroître entre ces limites de la variable x. 

Si nous faisons, dans nos formules, 

2 ζ — a — b 

et si nous remarquons que, dans ce cas, le polynôme 

xn+ktx"-*^-^χη^1-\-... + λη^χ -f-A* 
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étant multiplié par j se réduit à un polynôme de la forme 

ζ" + A'z"-' -t-A"zn-2 + 

et que les limites de la nouvelle variable ζ deviennent z — a pour 
χ = — i, et ζ = b pour χ = + ι, nous déduisons du théorème précé-
dent le nouveau théorème que voici : 

THÉORÈME. — La valeur numérique du polynôme 

zn-f- A'zn~K ■+■ A"z"~2-h..., 

depuis z=b jusqu'à ζ — α, doit surpasser (η — 1) π; ·" ce 

polynôme ne cesse de croître ou de décroître entre ces limites. 
Or, à l'aide de ce dernier théorème, il nous sera aisé de conclure : 
THÉORÈME.— Sila valeur numérique def(b) — f{a), différence de la 

valeur de — z"-+- A'z"-' -1- A"zn~2 -t-..., pour z = a etz = b, ne 
peut surpasser la limite n[n — i) ) π, la dérivéef'{z) change de 

signe entre ζ = a et z — b. 
En effet, si f\z) ne changeait pas de signe entre s = a et z = b, le 

polynôme 

ñ li \ a «. /oIT I 

ne cesserait d'être, entre ces limites, ou constamment croissant, ou 
constamment décroissant, de façon que toutes ses valeurs, depuis 
ζ=a jusqu'à ζ=b, seraient comprises entre sesdeuxvaleurs extrêmes, 
qui correspondent aux valeurs limites de ζ que nous venons d'indi-
quer, et qui se réduisent à 

*(a) = -ïLA») -/(«)], 

♦(»)= ;[/(*) -/(«)]· 

On voit ainsi que, depuis ζ = α jusqu'à ζ = b, la valeur numérique 
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de Φ (a:) ne surpasserait pas celle de 

*[/(*)-/(«)] 

c'est-à-dire ne saurait être supérieure, d'après les conditions du théo-
rème énoncé ci-dessus, à 

I
 A

 („ _
 I}

 (*-^)\ = (» - X) (^) V 

ce qui est impossible en vertu du théorème précédent. 
Faisons 

F (a) = (m +1) f (z'n 4- Β, ζ-H B
2
 z"l~2 + ...)dz. 

La fonction F(z) se réduit, dans ce cas, au polynôme 

ζπ+A'z"-'-f-A"z"-2 

où η = m -h t et la dérivée première de F (z) est 

F' (ζ) = {m 4- 1 ) (ζ4- Β, ζ'"-' 4- B
2
 zm~2 +...), 

On a donc 

F(b) — F(β) = (nu- i)jT*(ajn+ Β,λ"1 -1 4- B
2
xm~2+ ...) dx. 

Nous en concluons le théorème que voici : 
THÉORÈME. — L'équation ζ°" + B, z'"-' 4- B

2
 z'"~2 4-... =0 doit 

nécessairement avoir au moins une racine entre ζ — a et z = ô, si la 
valeur numérique de l'intégrale 

/ (zra 4- B, zm~l 4- B
2
 Z'"-2 4-... ) dz 

ne dépasse pas la valeur de 

%m ! b— a\!X+' 
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A l'aide du même théorème, il sera aisé d'établir un· théorème 

nouveau, concernant la série de fonctions 

fiz)i /'(s). /"(*),···, /'"-''W. /"(*)> 

qui servent à déterminer les racines d'après la méthode de Fourier. 
THÉORÈMK. — Quelle que soit la valeur t, si l'on prend dans l'expres-

sion t ± 4 γ/^ te radical avec un signe contraire à celui de 

la fraction le nombre des variations de signes dans la série 

f{z), /*")(«). /<">(*), 
oit 

f{ζ) = z"-h A'zn~{ 4- k"s""2 

ne saurait rester le même, si l'on y met consécutivement pour ζ la va-

leur detet celle de t ±1^1 / y-— ' . 

Il se présente plusieurs cas différents dans la démonstration de ce 
théorème, suivant le signe des quantités f[t) et f'(t). Nous nous 
bornerons à considérer le cas où ces deux quautités auront le signe -H; 
mais le raisonnement que nous suivrons dans cette occasion s'appli-
quera facilement à tous les autres cas. 

En supposant les deux grandeurs f[t) et f'{t) positives, nous de-

vrons prendre dans l'expression t± 4 y ^ [n — l)v '
e rat

^
ca

'
 avec

 '
e 

signe —, et nous aurons à démontrer que, dans le cas de 

/(<)> ο et /'(<)> o, 

le nombre de variations de signes de la série 

/(«), f(*)>-> /ΊΗ,Ω 

η est pas le meme pour ζ = t et pour ζ = t — /J y ξ(η — ιψπ·' 
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Pour le démontrer, nous observerons qu'il est évident que toutes 

les fois qu'entre les limites indiquées ci-dessus l'une des deux fonc-
tions j\z) οuf'(z), ou toutes les deux à la fois, s'évanouissent, le 
nombre des variations de signes dans la série 

f(z), f(z)„.., /<"-<>(*), j{n){z) 

doit varier; quant à l'hypothèse qu'aucune de ces fonctions ne devient 
zéro entre les limites que nous considérons, il est aisé de démontrer, à 
l'aide du théorème précédent, qu'elle ne peut avoir lieu. 

En effet, sif{t) > ο et J'(t) >0, et si en même temps les équations 
f(z) — ο et f'(z) — ο u'avaient pas de racines entre 

z — t et 3 = t — 4 \ .. 

les fonctions y (z) et /'(2) devraient conserver, entre ces limites, le 
signe -h : donc on aurait 

Férieure à la valeur numérique 

et la valeur numérique de 

M-A'-rfvPfe] 
devrait être inférieure à la valeur numérique def(t), ce qui, en vertu 
d'un théorème précédent, est impossible; car la différence j(b) — f[a) 

pour b = teta = t — 4 y 4{η'—1.γπ*'' d'après ce théorème, doit sur-
passer 

J(n-I)» (^)·= a(B - ■)"[v
/

4(„
/
-,')■.·] =Λ'>· 

En appliquant ce dernier théorème au cas où l'équation 

zn 4- A'z"-' -t- A" s"-2+.. .= ο 

n'a pas de racines imaginaires, et observant que dans ce cas tout chan-
Tome XIX (a® série). — SKTTEHBHE 1S74. 44 
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gement du nombre des variations de signes de la série 

Λ*)· /'(ή,.··, /""'M, /"(«) 

indique la présence d'une racine de l'équation f[z) = ο entre les va-
leurs de z, nous sommes conduit au théorème que voici : 

THÉORÈME. — Quelle que soit la grandeur t, on trouvera toujours au 
•noins une racinede l'équation f{z) = z"-t-A'z"-1 + A"z"~2 -t-...= o, 

entre les limites tettdszi/ . / ' , en urenant dans ce dernier ra-

dical le signe contraire à celui de la fraction ψ—γ si toutefois l'équa-
tion proposée n'a pas de racines imaginaires. 


