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Sur les surfaces isothermes paraboloidales;

Paz M. G. LAME [*].

Dans mon Méwmoire sur les surfaces orthogonales toutes iso-
thermes [*], j’ai fait voir que le systéme paraboloidal n’était qu’un
cas particulier des surfaces orthogonaleset isothermes du second ordre;
mais il ne sera pas inutile de rechercher directement ce systéme, afin
d’éclaircir, par un nouvel exemple, laméthode générale quej’aiindiquée
pour résoudre des questions de cette nature.

Soit donc proposé de trouver les surfaces isothermes comprises dans
’équation

(1) 2lx +~my*+nz*=1,

laquelle s’étend a tous les paraboloides, tant elliptiques qu’hyperbo-
liques.

Le probléme d’Analyse qu’il s’agit de résoudre consiste 2 regarder
les coefficients [, m, n comme des fonctions inconnues d’un paramétre
A, et a déterminer ces fonctions par la condition que le quotient

d*x d*\ d*)
vt tT

3 (&) ) @

[*] Ce Mémoire de monsavant ami et regretté confrére doit remonter 4 'année 1843
on an moins & 1844. Fignore par quelle suite de circonstances il a été retardé i I'im-
pression, puis négligé et comme oubli¢ par son illustre auteur, qui n’est mort que
longtemps aprés, en 1870. Enfin il se retrouve aujourd’hui, et je m'empresse de le
communiquer au public, car on le lira encore avec plaisir et avee profit. Lamé pos-
sédait un talent trés-pénétrant, d’un genre tout particulier, et en ce sens on peut dire
qu'il n'a pas été remplacé jusqu’ici. (J. LrouviLie, )

[*] Lu 2 ’Académie des Sciences, le 21 aoit 1843, et imprimé la méme année dans
le Journal de Mathématiques, t. VIII, p. 397; voir aussi p. 515.

39..
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soit exprimable en 1 seul, lorsque, considérant 4 la fois toutes les sur-
faces comprises dans I'équation (1), ce paramétre X devient une fonc-
tion de x, 7, z, donnée par cette méme équation.

Désignons par L le premler membre de P'équation (1); posons pour
simplifier

(3) Bm?y®+n*z =M;

enfin employons une notation connue, en représentant par la méme
lettre accentuée une ou deux fois (F/, F”) les dérivées premiére et
seconde de toute fonction (F) de A, prises par rapport 4 ce parameétre
seul. On déduit de I’équation (1), par des différentiations successives et

Vélimination,
L [[D\E | (D2, (&\2]__
v [(Z) - (5) + (2)]=a

L <dz, + j;* + ’;;) =4 (M'L'— MLy —2*" L'2)

(4)

d’oti 'on conclut pour le rapport (2)

WL ML — 2"
2

LI1

-

ML’
ce qui réduit le probléme proposé 4 faire en sorte que I'équation

(5) Wy w2
2

ML’ 9

dans laquelle ¢ ne contient que 3, soit vérifiée en méme temps que
I'équation (1), ouL = 1.

La question se simplifie encore si lon élimine x entre les équa-
tions (1) et (5). En effet, en posant

(6) U (Im' — Im) y*+ (In' — I'n)z* =N,
la valeur de x tirée de I'équation (1) donne

l Ll —_ N, ZLII NI
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et ’équation (5) devient

(7) M'Ng — M(N'¢ + N¢') —

m-~n
2l

¢N>=o.

Or cette équation finale doit étre identique, quelles que soient les deux
seales varizbles indépendantes y et z actuellement présentes. Done,
pour trouver les familles- de surfaces isothermes comprises dans la
formule (1), il snffit de chercher les fonctions I, m, n, ¢ de A qui peu-
vent vérifier 'équation (7), quels que soient y et z.

Le premier membre de cette équation ( 7) se présente sous la forme
d’un polyndéme du quatriéme degré, i puissances pairesde y et z; mais
il se réduit au second degré seulement si I'on pose

! m __ n

(8) f=r=1

l m r

car N (6) se réduit 4 7, et N’ & /. Les équations (8) donnent par
I'intégration '

(9) l=ap, m=0¢, n=1y},
¢ étant une fonction de X; a, 8, 7 des constantes; d’ou I’on conclut

(10) { M=¢'F, M=a¢¢F,
4 {u‘ —_— “2_1_ @2‘7.24_ .y‘22.2.
Toutes ces valeurs, substituées dans 'équation (7), la transforment
ainsi
2
Bl
29

d?_‘f‘T .
(11) — (@ + Byt +yiat) =

b
et pour que cetie équation soit vérifiée, quels que soient y et z, il
faut que I'on ait

‘PZ

*I
(12) —‘%‘—-:0, 1=—8

. , N o rafai
Rien n’empéche de prendre ¢ = 7 et ¢ constant, pour satisfaire 4 la
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premiére équation (12); la formule (1) devient alors
(13) 20x + B(y*— F)=1,

et représente une famille isolée de paraboloides hyperboliques, qui
sont évidemment isothermes, puisque la fonction X (13) satisfait 3 1'é-
quation

oy | B 4 S
de* = dy? @

Cherchons maiutenant a vérifier I’équation (7) sans poser les rela-
tions (8). Comme cette vérification doit avoir lieu indépendamment
des coordonnées et z, on peut les supposer constantes quand A varie,
et écrire 'équation (7) de cette maniére :

) alw] ="

c’est-a-dire que le probléme proposé sera résolu si 'on fait en sorte
que la fraction
(15) N V- (lm' — ml' ) y* + (I’ — nl') 22

ot
M P - miy? + niz?

se réduise identiquement 4 une fonction ¢ de Aseul; car I'équation (14)
deviendra

(16) b mte

\

et servira & déterminer la fonction g.
Pour que la fraction (15) soit indépendante de y et de z, il fautet

il suffit que ‘

Z

I~

d d

(17) =_"_

3

s
B 5

m
dXx

. A N . X \
or rien w'empéche de prendre pour le paramétre 2 la fonction 5+ d’out
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= %, et les équations (17) donneront, par V'intégration

I 1
y M= 7p3y IR

(1) b= A(d—B) A=)

:
)

B et  étant des constantes différentes.
4

z , . v .
Onauraalors¢ =5 =—1, et Péquation (16) deviendra, par la

substitution des valeurs de [, m, n, ¢,
¢ 1 1 X
19) E=i(+ih)
équation dont I'intégration donnera
(20) p=yA—Byi—7, ou p=VA=Byy—1 ou p=VB—Ayy—1,

suivant gue A surpassera y plus grand que 8, ou sera compris entre
et B, ou enfin sera moindre que f3.

Ces trois cas différents conduisent aux familles conjuguées des para-
boloides, représentées par les équations

2z r? -+ 2 —
SN TN=T A NP Ry R
. 2z ry? z? .
(21) FRERRE WYy R wopm W R
2x y’ z?

2z _ — —
vl MB—h) Aly—X) ’
dans lesquelles on a A > >%, > > 1% >o.
La fonction ¢ étant déterminée, on sait que la température est ex-
- r ; = A d) ’ -
primée par le bindme <Af—; + B)o A et B étant constants; si done
on représente par g, &. &, I'intégrale e priseentre telles limites que

lonj jugera couvenable, pour les trois hmllles {21), on pourra posex )
d’aprés les valears (20) de g,

I 4 @ -
= e« =L e
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et la température sera une fonction linéaire de ¢, ou ¢, ou &, suivant
le systéme de surfaces isothermes (21) que I'on aura en vue.

Les intégrales (22) peuvent s'obtenir par les méthodes connues, et
'on trouve que les fonctions A de ¢, A, de g, A, de &, s¢ mettent sous

la forme
= (1) + (152) (55
(23) A= ('H_ p) - (7 —ﬁ) Ccose,,

= (1) - (259) (227

On pourrait, au lieu de 2, A, X,, prendre pour paramétres des sur-
faces (21) les transcendantes e, ¢, ¢. Les limites de ces nouveaux
paramétres sont, pour ¢, zéro et I'infini; pour ¢,, zéro et n; pour g,
zéro et 'intégrale compléte

B .
(24) e =

qui est telle que I'on a

(25) > = y— p-

On remarquera que les limites supérieures et inférieures se correspon-
dent pour A ete, pour A, et ¢ ; mais qu’il ya réciprocité entre |'ordre

de ces limites pour A, et .
Les valeurs de x, y, 2, en }, 4,, A,, obtenues par I elmunahon al'aide
des trois équations (a1), conduisent aux relations suivantes :

Cax=A4A+A—B—7
(96) .7\/7""@: /)‘—B\/lc-ﬁ\/ﬁ—)\'u
sV —B=VA—7 V7 =AY —h
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Ces valeurs vérifient les équations

y? 22

+ ETRGTR A== =

— 'r, — zz prosmstd
T —%  G—a—m
1 r z? —o,

TR —=%) T = —%)

lesquelles expriment que les trois systémes de surfaces (21) se cou-
pent 4 angle droit.

La premiére et la troisi¢éme des équations (2r1), aux paramétres A
et},, représentent des paraboloides ayant leurs axes principaux sur la
méme droite, qui est 'axe des a, mais en sens opposés; quant a la fa-
mille au paramétre 1, elle se compose de paraboloides hyperboliques.
Sil’on fait z— o dans les équations (21), on trouve, pour les équations
des courbes d’intersection par le plan des xy,

c’est-a-dire que ces sections principales sont des paraboles ayant toutes
pour foyer le point B, dont les coordonnées sont

ﬁ .

z2=0, Y=0, x=;.

Pareillement, si 'on fait y = o dans les équations (2r1), on trouve
pour les équations des traces sur le plan des zzx,

]

x-i———l,: z"’+(x——)’,

x+i_p= z2+(x——)z—
a 2 = ’

Tome XIX (3® série). — Aour 1874. 4o
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c’est-a-dire que ces sections principales sont des paraboles, ayait toutes
pour foyer le point G, dont les coordonnées sont

y=0, z=0, Xx=

Le paraboloide elliptique de la famillee,, qui correspond d e, == (24),
ou 4 A, = o, a pour équation

(27) -@——i—;-:zx;

son sommet est & I'origine A, et il enveloppe tous les autres parabo-
loides de la méme famille. Celui qui correspond 4 la valeur zéro de
€2, Oul, = 3, devient une aire plane, sur le plan des zy, ouy = o,
limitée extérieurement parla parabole ayant, sur I'aze des &, son
sommet en B et son foyer en C.

La surface ¢ correspondant 4 e= o0, ouA=1, est uneaire plane, située
sur le plan des xy ou z= o, limitée extérieurement par la parabole
ayantson sommet en G et son foyer en B. Tous les autres paraboloides ¢
ont leurs sommets plus éloignés que le point G, et sont tournés vers
les abscisses négatives; leurs sections par le plan des ay ont toutes
leur foyer en B, et leurs sections par le plan des zx en C.

Tout paraboloide hyperbolique ¢, a son sommet en D sur I’axe des ,

. . .. , A .
a une distance de I'origine égale a -2—‘, c’est-a-dire entre B et C; sa sec-

tion par le plan des zx est une parabole s’ouvrant vers les abseisses
positives, ayant son sommet en D et son foyer en C; sa section par
le plan des xy est une parabole s’ouvrant vers les abscisses négatives,
ou vers I’origine, ayant son sommet en D et son foyer en B.

Le paraboloide correspondant 4 &, = o, ou A, = B, est une aire
plane, située sur le plan des xy comme la surface s, = 0; mais cette
aire est limitée intérieurement par la parabole ayant son sommeten B
et son foyer en C; en sorte que l'intérieur de cette parabole est la
surface ¢, = 0, ou A, = (3, et 'extérieur, la surface ¢, = o, oud, =§.

Le paraboloide correspondant & ¢, ==, ou A, =17, est une aire
plane, située sur le plan des yx comme la surface ¢ = o; mais cette
aire est limitée intérieurement par la parabole dont le sommet est en C
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et le foyer en B; c’est-a-dire que sur le plan des yx I'intérieur de cette
parabole est la surface ¢ =o, ou A =1, et U'extérieur, la surface
& =T, 0ul =7.

Les surfaces (21) forment donc un systéme particulier de surfaces
orthogonales, qui pourra étre utilisé dans des recherchesspéciales. Si
Pon prend 4, },, A, pour parameétres de ces surfaces ou pour coor-
données curvilignes, les parametres différentiels du premier ordre
h, k,, ky, déduits de la premiére équation (4), transformée a I'aide
des valeurs (3), (18) et (26), sont

(D _ =, Ay

ds Vi— =X
; ny . RT,
(28) { &= Vh—hyi—X,
d), ll Vﬁ—lz\/'y—)\:
'IX'= g == 2 ==

2 \/).-—)., \/}1'—12

Si I'on adopte pour paramétres les transcendantes &, &, &, les para-
métres différentiels du premier ordre », n,, n, seront plus simplement

de 2
& =" e
i dey, 2
(29) PP L s WY v
de, 2

—_—

7 Y et Y vt v

Les équations (26) serviront de formules de transformation quand
on adoptera les paramétres }, 1, A,. Dans le cas ou Pon choisirait ¢,
€, £, il faudrait se servir de celles-ci :

(30) ( r=(—BE (f) sin (-2) & (Z) )

z=(y—B)¢ —(;g)cos(g) E(g) s

2k = (7-:5) -+ (7— ﬁ) [E(e) — cose, + E(e,) ],
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dans lesquelles on a posé généralement, pour simplifier,

&t — g%

= &(a),

(31 - =E(),
et qui se déduisent des équations (26) en y substituant lesvaleurs(23).

Dans les formules (28) et (ag), ds, ds,, ds, représentent les
éléments des courbes d'intersection des surfaces (a1), courbes qui
sont, comme l’on sait, les lignes de courbure de ces surfaces.

Pour faire une application du systéme coordonné qui vient d’éire
défini, proposons-nous d’évaluer le volume compris entre le parabo-
loide ¢, = = (a7), ou X, =o0, et un des paraboloides «. La différentielle
du volume est

d) d) d), dsds, ds
d — ¢ fhAz — ) G82
Sds.' ng bbl hz NM0z ’

et I'intégrale qu’il s’agit d’obtenir est, d’apreés les valeurs (28),
8y A =) (A =M (A — L) drh b d),
32 V = i = 2
G V=5 [ ] ) et o=
ou, d’aprés les formules (29),

(33) V:%L‘wff(l,——lg)(l—)\,)()L——L)dede.,de,;

A, Ay, Xy, dans cette derniére intégrale, étant les fonctions respectives
de ¢, ¢, &5, données par les équations (23).
On a identiquement

a— ) (= 8a) (= &) = (b = Mad¥ o (ha — A+ (o DA,

et Pintégrale (33) se décompose ainsi:

V= %[(e,f)\, de, — ¢, flads,) fl’dé
(34) +(e f Nodles — f Ads) fzds,
,—i-(s.f)tde—ef)\,ds.)'fl;dez]a

en prenant d’abord toutes les intégrales depuis ¢ = o, ¢, =0, &, = 0.
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Les fonctions (23) donnent successivement, en adoptant la nota-
tion (31), |
[ rse=(it)e +(52)ct
[P=(252)= (352 s
“hodey=(TE) e — (5 p)<>(s2),

\/‘:El’de = (7+ﬂ)28 +¥?C(E)

~2

2

+
£, 2 T R
22de, = L P B sing, +
A 1 2 2

f:’xgdez = (?—*;—")’ 6 —L=Ee(s,) +

etces valeurssubstituéesdans'V (34) donneut, toutesles réd uctionsfaites,

T— ﬂ) [E(es) Cle) +&0];

V= (Li_ﬁf {e[E(s2)— cosg, ]€(e2) sineg,
(35) o aE() +E(e) ()
— & E (&) cose, | £(e) sing, |

Enfin, sil'on fait ¢, ==, ¢, = w, il vient, pour I'intégrale (33),
(36) V=g (v— BV [E@) + E(®)] () ¢(w).
Si 'on remarque maintenant que, d’apreés la formule (25),

E(m)=1EE o(z) =24,

et que la valeur ) (23) donne successivement

=R EE)]L A-p="PEE+1], A—y=2[EE—),
Vi—BVi—7=2Fe(e);

d’ou réunissant

bR +E@]=2 Tle=vimpvi—y, =fe@)=vEy,




3:8 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

et en multipliant

OB R () + E@)] ¢(0) ¢ (a) = VB AW — BVA—7,

on voit que l’intégrale (36), et par suite (32), ont pour valeur

(37) V=2VB Ak — BV,

ouque I'ona

(A — A) (ha—2) (A — X, )dhd, b,
(38) f f f W—BVA— 1A =By — A VB—DV7 —
= an By VA—B VR —7.
Les deux paraboloides elliptiques opposés, qui limitent le volume

V (37), sont homofocaux et se coupent 4 angles droits; ) est le double
de la distance qui sépare leurs sommets: ces paraboloides ont pour

equatlons

2 z? 2z [ & 2
3 e +-—=I, Z=4+——2Tx=0
B9) o=t E—a » B ’
et, par I’édlimination de x, on trouve
.7-2 zi
o —+ =31
(do) o= T 70—

pour I'équation du cylindre droit & base elliptique qui contient leur
intersection a double courbure. Or le volume de ce cylindre, limité a
deux bases tangentes aux sommets des deux paraboloides, et qui a

; A . e 1A
conséquemment pour hauteur -, sera évidemment, d’aprés I'équa-
tion (40),

=BT BT, ou aV(3y).-

On peut donc dire tréssimplement que le volume cherché est la
moitié de celui du cylindre droit,-a base elliptique, qui I'enveloppe.




