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Mémoire sur les équations différentielles canoniques
de la Mécanique;

Par M. Emne MATHIEU.

Je me propose dans ce Mémoire d’étudier certaines propriétés des
équations différentielles canoniques de la Mécanique. Si I'on désigne
PAT Gy3Gase-es Quy Pis P2s---5 Pr 165 27 variables du probléme, et par £
le temps, enfin par H une fonction de ces variables, ces équations
sont renfermées dans les deux suivantes :

dg; __dB_ dp; _ _ dH

iyt

() W @ & ag

ou i est susceptible des valeurs 1, 2,..., 7.

1l est évident que I'intégration de ces équations peut étre, dans des
cas particuliers donnés, plus ou moins facilitée par la forme de la
fonction H. C’est donc une question intéressante que celle qui con-
siste & se proposer de transformer un systéme canonique dans un autre
par un changement de variables, qui n’ait d’autre effet que de changer
la forme de la fonction H. Je traite cette question dans ce Mémoire.

Imaginons ensuite que les 27 variables g;, p; satisfassent 4 des équa-
tions en quantités finies, au nombre de 27,

(2) fl':—"o, f;_:' Ogeiny f;,.:o,

r étant < n, et que 'on ait, en outre, '’équation

dq, , (177 ud an, o - .
(3) ——3p,+...—r—d—t-3p,,—Wﬁy,—-...-—zoqn_ﬁﬂ,
en désignant par la caractéristique 0 les variations des quantités ¢;, p;

Tome XIX (2° série). — JuiLLer 1874. 3[;
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compatibles avec les équations (2), et OH représente la variation de H
provenant de P'accroissement de ces variables. Dans le cas ou r serait
nul, les variations dg;, dp; seraientindépendantes, et 'on retrouverait le
systéme des équations (1). Si I'on suppose, au lieu des équations (2),
r équations conditionnelles qui renferment les n variables g;, mais qui
ne contiennent pas les variables p;, ces équations jointes i ( 3) peuvent,
comme je le montre, se rapporter 4 un probléme de Mécanique. Dans
ce cas, il est facile de prouver que le systéme des équations (2) et(3)
peut étre ramené & un systéme d’équations canoniques dontle nombre
des variables se réduit & 2(n — r). Mais il est intéressant d’examiner
le cas plus général ou les équations conditionnelles données renfer-
ment non-seulement les variables ¢;, mais encore les variables p;; or
je montre que le systéme des équations (2) et (3) peut étre ramené &
un systéme de 2(n — r) équations différentielles canoniques dépendant
de la méme fonction H, & I'aide du probléme de Pfaff; je montre en-
suite certains cas ol cette réduction peut s’opérer plus facilement.

Le probléme de Pfaff étant un probléme de Calcul intégral d’une
grande complication, il y a lieu de chercher 4 étudier le systéme des
équations (2) et (3) tel qu’il se présente, et sans le ramener 4 un sys-
téme canonique. Or je montre que le fameux théoréme de Poisson et
Jacobi, relatif aux équations canoniques, et qui permet de déduire,
en général, de deux intégrales une troisiéme, est applicable 4 mon
systéme d'équations; ’énoncé du théoréme prend seulement une forme
plus compliquée.

Je donne aussi dans ce Mémoire une théorie des perturbations qui

‘renferme plusieurs considérations nouvelles; enfin j'expose des pro-

priétés nouvelles de la fonction que 'on représente en Analyse par le
symbole [«, 8].

Equations différentielles de la Mécanique. Démonstration trés-simple
des équations hamiltoniennes.

1. Considérons un systéme de n points matériels; désignons par m;
la masse de chacun de ces points, et par x;, ¥;, z; ses coordonnées par
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rapport & trois axes rectangulaires, { ayant les valeurs 1, 2,..., n. Dési-
gnons par

(1) F,=o0, F,=o0,..., F,=o0

les équations qui expriment les liaisons auxquelles le systéme est assu-
jetti. Imaginons un déplacement virtuel de tous les points du systéme,
et soient en général ox;, dy;, 0z les variations de x;, ¥;, 2;. Posons

dx; ,

. dy; __ _, dz; __ ,
@ TP g T T

Ziy
l’expressidn de la demi-force vive est
= —Zun (24 y2+ 37);

supposons qu’il y ait une fonction de forces, que nous représenterons
par U, et les équations différentielles du probléme sont contenues
dans la formule

d*z; d*y; d*z; :
(2) zmi (Tlt‘- ox, -+ e 6_}'; -+ a’_tz.szi) =0U.

En différentiant T, on peut écrire les deux formules
S ,4dy; i dz;
20T = 82111,( L - — T & 71;)

tr i (ll
oT = ?nz,( ! —': -L-_}‘{t?—y— - z’c'?—i)

ot

en changeant I'équation (2) de signe, puis ajontant 0T aux deux
membres, nous pourrons la mettre sous cette forme

s dr; . dy; - ,(«z dr; ﬁ,\dy L adz;
621725(1';‘—1[ =Y dtl I cltl> Zm,( ;00 -t .ai(')\dtf

— (S 0+ B oy O 02) = 0T — 30

Représentons la fonction T — U par H, et I’équation précédente

34..
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deviendra

82m,( R AR 1 IR "’ﬁ) 23 (St yi8y i+ 2 82) = OH.

Représentons les quanlités x;, 7;, z; par la lettre Q affectée de diffé-
rents indices, et les quantités m; x!, m; yi, m;z} correspondantes par
la lettre P affectée des mémes indices, de sorte que I'équation précé-
dente deviendra

(3) a( B, %% 4 p, % )—%(P.EQ,+P28Q2+..}=6H.

Au moyen des r équations conditionnelles (1), on peut exprimer
les variables Q ou x, ¥, 3, qui sont au nombre de 37, au moyen de
3r — r variables seulement, et de maniére que leurs expressions satis-
fassent identiquement aux équations (1); désignons par ¢; ces 3n— r
nouvelles variables, et choisissons des variables p; en méme nombre
que les g;, et qui satisfassent & 1’équation

([l) P 89{ —+ pa 872 R o Pk89k= Py 3Q4 ...+ Py, BQM,
en posant én— r=2Fk En prenant les variations virtuelles égales 4

celles que subissent effectivement les variables ¢;, Q; dans I'instant d,
on déduit de I'équation précédente

(5) Pl g, T p, R,
et, par suite, 'équation (3) devient

0 (p,% +ot p,,‘-%‘) ‘%(p, 0¢, + ...+ prdg,) = 0H,
ou encore

() Loptont Legp— Do —..— Py, = b

or il n’existe plus d’équations conditionnelles entre les nouvelles va-
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riables, et, comme on a

JH = Z—Zd‘q,+. e 8q,, d‘p,+ + 3pk,

on en conclut les équations kamiltoniennes

‘ dy, (ZH dgr dH
= T e v
(B) ) (g v
dp _ _dE - dps_ dH
( de tlj, Yo T dy

2. Examinons les variables p; dans I'équation (4), les variations 8¢
sont indépendantes, et 'on en conclut

. tlQl 4Q, | dQ,,
(6) p‘;‘— (I([ +P2"7([—:‘T“. o'+' Pan {l"

Telle est la formule qui permettra en général de passer des variables
de I'équation (3) a celles de I'équation (A) et des équations (B);
mais, en se rappelant ce que représentent les quantités Q, P, on peut
obtenir de p, une autre expression. On a alors, en effet,

_ dt, ’ d]‘; , dzl- .
Ps—zmz (-1 gy .}fid_q;_i—zi;v;;)?
or ona, en désignant par ¢, ¢),.. . les dérivées de q,, ¢,. .. par rap-
portai,

() x,___dxi__fzxi r _l_dzi r+
7 [l

on en conclut la premiére des trois équations

dr; _dw; dyj _dy; dz __ dz
dygt dqs’ dgs :l?,’ dql ~ dg.

et les deux autres s’obtiennent de méme : on a donc enfin

i v dy} !dzl _dtT
) po=Zom (e 5 i+ sy ) = G

¥
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D’aprés cela, on aura la quantité p; en exprimant T en fonction des
variables g et de leurs dérivées ¢’, et, en prenant la dérivée de T par
rapport 4 ¢.. Dans les équations (B), H= T — U doit étre exprimé au
moyen des variables g;, p; : il faut donc exprimer T au moyen de ces
variables. Or, de I’équatioun (5) on conclut

Piqyi+e o+ peqi = 2T;

il suffit donc de porter dans cette équation les valeurs de ¢\, ¢, - .-
tirées des % équations (8).

Ce qui fait que la démonstration précédente des équations d’Ha-
milton est plus simple que celles qu’on a coutume de donner, c'est
que nous remplacons I'équation (2) par V'équation (3), qui est d’une
forme plus générale et qui renferme cependant les mémes propriétés
a démontrer. La généralisation a alors pour effet d’obliger a aller au
but par la voie la plus directe. 1l faut, au contraire, remarquer que
I’équatien

dT
Pe =g

est fondée sur la forme particuliére des quantités Q, P. Toutefois, il
est facile de démontrer que cette équation a lieu toutes les fois que la
fonction donnée H de I'équation (3) se compose d’une fonction — U
qui ne renferme que les variables Q et d’une fonction T, homogéne et
du second degré par rapport aux variables P, qui contient les va-
riables Q d’une maniére quelconque.

3. L’équation (A) présente certains avantages sur les équations (B).
En effet, I’équation (A) est encore applicable dans le cas ot il 0’y a pas
de fonction de forces dans le probléme de Mécanique; il suffit de con-
venir que, dans SH = 8T — 3U, dU n’est pas une différentielle totale
tant qu’on n’imagine pas les variables exprimées en fonction de ¢. Un
second avantage de I’équation (A) consiste en ce qu’elle peut encore
étre admise dans le cas ot les variables ¢ satisferaient a des équations
conditionnelles.

En effet, considérons r’ des équations (1),

(9) F,=o0, F;=0,..., Fr=o,

-
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r’ étant < r et pouvant se réduire 4 zéroj; il est possible d’exprimer les
variables Q 4 Paide de 37 — r variables que nous désignerons par q,,
qas« -+ Gy, €n faisant 2= 3n — r', et detelle sorte que les expressions
des variables Q satisfassent identiquement aux équations (g). En sub-
stituant ensuite ces expressions dans les r — 7’ équations (1) qui n’ont
pas encore été employées, on aura r — r’ équations conditionnelles
entre les variables g,

L,=o0, L,=o,....

Alors, en posant I'équation (4), on sera encore conduit 4 'équation (A),
mais dans laquelle les variations d'g, dp ne seront plus indépendantes.
Les variables p, seront encore données par la formule
_ar
Ps = g1

En effet, les variations 0g n’étant plus indépendantes dans I'équa-
tion (4), I'’équation (4) n’entraine pas nécessairement 1’équation (6);
mais il sera permis de poser d’abord les k équations renfermées dans
Péquation (6), ce qui entrainera I'équation (4). Enfin P'équation (6)
conduit comme ci-dessus a I'équation (8).

4. Nous avons admis, dans ce qui précéde, que les liaisons ne dé-
pendaient pas du temps Z. Il est aisé de modifier notre analyse pour
Ia rendre applicable au cas ot ces équations contiennent le temps.
Dans ce cas, il faut remarquer que les variations virtuelles ne peuvent
se confondre avec les variations effectives, de sorte que 1’équation (4)
ne conduit plus 4 I’équation (5).

Les équations de liaison équivalent aux équations qui expriment les
3n variables Q; au moyen des 3 — r variables ¢;, et qui renferment
actuellement le temps ¢,

Q4 =0, (‘In Jas+ -5 Qiy £},
Q.=10, (q«; Gas-- -+ Gy £),

et si I'on éliminait ¢, ¢., . .. entre ces 3n équations, on aurait un sys-
téme de r équations équivalant aux équations de liaison données.
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Les variations 0Q,, 6Q.,, ... del’équation (4) s’obtiennent en faisant
varier ¢,, ¢,..., mais en supposant ¢ constant, ainsi que cela résulte
du principe des vitesses virtuelles; ainsi I'on a

119; d9,‘ b;
0Q; = ;q—lSq, +an2 +...+;q—k3q,‘.

Désignons par ¢} la dérivée partielle de §; par rapport a ¢, nous au-
rons, pour la dérivée totale,

I

Qg RS
R AT Th
les variations g étant arbitraires, on peut faire en particulier et pour

toutes les valeurs de s =1, 2,..., &

0q; = q. dt,
et il en résulte
3Q; = (‘-’3 ~ 6;)de.

L’équation (4) ne donnera donc plus I'équation (5), mais la sui-
vante :

d l’f]} (lQ« . - dQE ’ ]
P(qut—l'f'..--i“PkE:Pa"‘E"‘l----‘f‘sz-—'Piel—“'npkek'

Par 13, I'équation (3) devient
a( R PR pk%> — & p Bt -pidge) =O(H — D\, —Pof, ..
Ainsi 'équation (A) subsiste, pourva qu’on y change H en
H—P,6,— Py, —.u.y

et les équations (B) subsisteront aussi avec le méme changement. Les
variables p eontinueront d’ailleurs  étre données par les équations (8).



PURES ET APPLIQUEES. 273

Transformation d’un systéme canonique d’équations différentielles
dans un pareil systéme.

5. Considérons I’équation

d d n d ({171
() Gt GO — G 8 — o — T O = O,

H étant une fonction des 2n variables g, p, qui peut méme renfer-
mer £. Nous supposons d’abord que les variables ¢, p ne sont liées par
aucune équation conditionnelle, de sorte que I'équation précédente re-
vient aux 27 équations renfermées dans les deux suivantes :

dy; _dll dp; dH

(2) de T wpi t (,(/1‘

ol i est susceptible des valeurs 1, 2, ..., n.

Nous nous proposons de passer des variables g;, p; 4 des variablesQ;,
P; en méme nombre, qui satisfassent 4 des équations canoniques toutes
semblables 2 (2), en sorte que la fonction H reste la méme, mais prenne
seulement une autre forme.

Pour y parvenir, nous reviendrons 4 Péquation (1) que nous met-
trons sous cette forme

dq, dq, d N
6(1’{7;]7‘*‘---4‘}% d—qt) — 2 (pidqu ...+ paO,) = OH.

Alors il suffira de choisir des variables Q, P, fonctions des premiéres,
et qui satisfassent a I'équation

[}

(3) P,dQ, +...+ P, 3Q, = p, 8¢, +-.. = Pn 0qus
car il en résultera aussi

Q. dQu _ 'l
P,—KE{T...-{—P,,ZT—[) — b P

Tome XIX (20 série). — Juirer 1874.

L
Cr
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on aura donc'l’équation

di dQ, d 7
8(1‘, U 3 2) — 2(P,8Q, +...+ P,dQ,) = oH;
on en conclut une équation semblable & I’équation (1), dans laquelle
les lettres p, q sont remplacées par P, Q, et, par suite, on a les équa-~
tions

dQ; _dH dP,__  dd

de — ap; At d_Q‘

Examinons maintenant comment nous satisferons 4 ’équation (3).

Elle revient 4 ar équations renfermées dans les deux suivantes :

dq,

(4) P p’dQ +P2dQ +.. +Pﬂdg
. dl d: dn
(8) 0= Py gp + Paigp oot Py

ou Z est susceptible des valeurs 1, 2,..., .
Des n équations (5) on conclut, en éliminant p,, pyy..., Py, que le .

déterminant
2 - Jq; d(]v } dqn
dp, ap, ' dp,

est nul, et, d’aprés un théoréme bien connu, il en résulte qu'il existe
entre les variables g,, q,,..., ¢,, qui sont fonctions des variables Q;, P;,
une relation qui ne renferme pas P,, P,,..., P,; cette relation peut
s’écrire

(6) ‘P(‘Iu G2s<<3 qn; Qi Q""""Qn):O'.

¢ désignant une fonction arbitraire. En différentiant cette équation
successivement par rapport 4 Q; eta P;, ona :

&y __dbdg | 4} dg, 4y dg,
St P S i3 a-. ik S L]
(7) Q= g a4+ dg, a0 e 4"
\ a dga.
o="0dq  Hdg 4 dy

a'q. dP dq, dp; dq, dP;
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En comparant les n équations renfermées dans cette derniére avec les
n équations (5), on a

(8) Cdy

dy .
( b

Y up, D oy
dql_‘f“PH dq,—p'pz""’ dq,,_p',".’

p étant un facteur indéterminé, et, en comparant (4) avec (7), on a

=L
: Py= p dQ;
ou les n équations
dy . d d
(9) . Z&:”’FPH Z—'gz = p‘Ph'“) ‘d%‘;‘z_gpn-

Des équations (6) et (8), on peut tirer g, Qy; Qs,..., Qp, puis des équa~
“tions (g) tirer P, P,,..., P,.

Un cas particulier de la solution précédente mérite d’étre remarqué,
c’est celui ot 'on prend, comme dans le n° 4, pour les variables ¢;
des fonctions quelconques de Q,, Qz,..., Q,; alors les z équations (5)
sont identiquement satisfaites, et les P; sont déterminées par les néqua-
tions (4). Ce cas particulier a été donné par Jacobi (Jacobi's Dynamik,
p- 453).

La résolution de I’équation (1) peut, comme on sait, étre remplacée
par celle d’une équation aux différences partielles, H étant une fonc-

tion de gy, Gas.++s Gas P1s P2s-+s Prs

H(Pan,---, Prs G1s Qa:e-2s ‘In);

faisons-y
av dv
p{"._-_ d—-—q', pzz-d;;,a..,

il suffira de résoudre I’équation aux différences partielles °
dv  dv
@ )=
o1 & est une constante arbitraire, ou plutét d’en trouver une solution

compléte. A la transformation de I'équation (1) correspond une trans-
35..
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formation de I'équation (10), et la formule
P, 0Q, 4+ Py 0Q,+...== P 694 -+ [’2692“5'- .

montre que la fonction V est la méme dans I’équation (10) et dans celle
en laquelle elle se transforme.

6. Comparons la régle que je viens de donner, pour passer d’un
systéme canonique 4 un systéme semblable avec celle qui a été donnée
par Jacobi pour résoudre le méme probléme (Dynamik, p. 447).
Voici cette regle :

« Supposons 27 variables g;, p; données par les équations hamilto-
niennes

dg; dan dp; 431
(a) 7,7;=;;1;; &= Ay

ou 7 est susceptible des valeurs 1, 2,..., n; soit, de plus,

4’((14"]21---1 Tny Qis Qaserny Qn)

une fonction arbitraire des »n variables q,, ¢.,..., g, et de = nouvelles
variables Q,, Q,,..., Q,; déterminons Q,, Q,,...,Q,, et d’autres P,,
P,,..., P, en fonction des premiéres variables au moyen des équations

dy 7 b i

(b) 7,7!=Pn :I—(h:,”?.’“-, Z];—pm
oy d db

(C) ‘[Z'—'Ql-——'P,, '@—""I‘E,..., c@_—-pn’

les variables Q;, P; satisferont aux équations

(d) Qi A dP_ dH
dt dp; dt dQ;

On voit que la régle que j’ai donnée ci-dessus a une grande analogie
avec celle de Jacobi; les équations (8) et (g) sont identiques aux équa-
tions (b) et (¢), sil’on y fait p. = 1. La solution de Jacobi renferme I'in-
connue p. en moins, et, par compensation, elle renferme une équation ~
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de moins, qui est

Y =o.

La régle de Jacobi peut se démontrer trés-simplement comme il suit.
Le systéme des équations («) peut étre remplacé par la sunivante :

dr[.

(II) 6(P| +. +Pn )—%(pg c?q,—i—...—i—p,,b‘q,,): oH.

Or on a, d’aprés les équations (5),
dq. d
3({)« 2 5 Pa d,)—d—,(zh 8y -+ .-+ Prdqn)
— a4 dn L Mo dp _dfdh o +
= B(ZIEE B d—'qn dt) _Z(;l—q—. 6q| +...+‘l'l—q; 6(1,,)
_ ay dQ, ay Ao\ d{ db Y )
_6(—d—Q—| -{—z; —'...—'z@ 'Z') ——d_t(—t-[—@d\Q’ —...—@&Q”),

car I’égalité des deux derniers membres revient &

rf_l

En ayant égard aux équations (c), on voit donc que le premier
membre de I’équation (11) est égal & 'expression

a(P, kP @_) — 2P, 3Q+...+ P,2Q,),

L

qui est ainsi égal & OH, et I'on en conclut les équations (d).

7. On peut encore imaginer beaucoup d’autres moyens pour passer
d’un systéme canonique 4 un autre semblable. Nous allons en indiquer

quelques autres.
Le systéme des équations canoniques est renfermé dans une seule

dp; &

d]’n N
8p +. + lt 0[),, [0q4—~ --“l—”&qn:OH,

dq :
dar



278 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

et celle-ci peut se mettre sous ces deux formes :

d
6(p‘ P d:) z (Pt 9¢, =+ ..+ p, 0,) = H,
dp, dpn
._a(q. B g, z)—l—dt(q,ﬁp,—l— o+ G, 0p,) = oH

en les ajoutant, on a

dg dp, dq, dp
6(’" aftl Var TPy —q"‘;l_tz'*—"‘)

—d_:(P' 09, — q, 8py + p29q, — @2 Opy+...) = 20H.

On en conclut aisément que les variables Q,, Q,,..., Qs PyyPsy..., Py
satisferont 4 un systéme canonique semtblable, si elles satisfont a
Péquation

(A) . P,3Q, — Q, 3P, +...+ P, 8Q,— Q, 9P,
=:p,6q,—'-q,&p,—i—...—i—p,’zaq,,—qnd‘p,,,

qui équivaut, comme on sait, & 27 équations.
Remarquons encore la transformation indiquée par I'équation

.2(P| 6Q, T PnaQn) = P aql— T 6‘pl S REE i af Pn6q7r‘— qnapm

et celle qui en résulte par I'échange des grandes lettres avec les
petites. ‘ '

On voit, par ce qui précéde, qu'il s’est glissé une inadvertance dans
le Traité de Dynamigue, de Jacobi, 4 la page 453, ou il est dit qu’on
vient de donner toutes les transformations possibles d’un systéme
canonique dans un autre. Cette inadvertance s’explique d'ailleurs trés-
aisément dans une ceuvre posthume.

Revenons sur la transformation renfermée dans la formule (A).
Posons généralement

P;= R,‘COS@,‘, Q,' = B" sin@,-,

pi—= ricosb;, g;= r;sinf,,
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i étant susceptible des valeurs 1, 2,..., n. La formule (A) deviendra
(B) R2dO; +...+R2d0,= 12dl; +...+ r2db,.

SiI'on prend pour les 6 des fonctions déterminées des 0, récipro-
quement les © pourront s’exprimer au moyen des ¢ et les R seront
donnés par la formtile

df de
- 2 . — 2 ' 22 2 2
R =T T de,-+"'+"‘

db,
de;

Plus généralement on pourrait raisonner sur I'équation (B), ainsi
qu’on I'a fait, au n° 5, sur Péquation

Pl 6Q4 e i P,ZBQ,, —_ P‘ 6(1‘ + .. p,,aqn.
Transformation dun certain systéme d’équations
dans un systéme canonique.

8. Supposons encore que les variables q,, §2,...; gus Pis Pas-+- PnSa-
tisfassent & I’équation

da, dg, dp, dpa
(1) %Bp,—i—...—x—?";—z?pn——%d‘q, —...———(%(M,,:&H;

mais supposons en outre que ces variables soient liées par 2r équa-
tions conditionnelles

(2) Ji=o0, fo=0,....;, far=0.

Je vais démontrer que ces 27 variables peuvent étre remplacées par
un systéme de 272 — 2r variables Q,, Qzy...y Qury Py; Pyye vy Pry qui
satisfont aux 27 — 2r équations canoniques

(3) . dQ; 4 dP; _  dd
dt — aP; A dQ;

i étant susceptible des valeurs 1, 2,...,n — 1.
Nous pouvons remarquer que ce théoréme est déja démontré au
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w1 de ce Mémoire dans le cas ot les équations conditionnelles ne

renferment que les variables g, ¢2,..., gn-
Mettons encore I’équation (1) sous cette forme.

dg.\ _ d,.
3(/)'—‘;-*- -+ Pa q) =(Prdqs + - Padqs) = 8H;
si nous choisissons de nouvelles variables qui satisfassent & I'équation

([}) P| 6(]4 -+ P26q2 +..-+I)”6qn = P‘ 6Q| “+-. .+ P,,_,-&Q,,_,.,

nous aurons

a(P. Q P, "‘i’,‘;’) —2(P3Q, ..t Ppy3Quy) = O,

et comme les variations 0Q,, 8Qy,..., 0P, 0P,,... seront indépendantes
on en conclura les équations (3).

Montrons comment on pourra satisfaire & I'équation (4). En diffé-
rentiant les équations (2) selon la caractéristique 0, on aura

1 df
llql 7+ +% 6q'l—" f 6P i + f 8Plz-r
i 5 f _dfi @,
_— — 3qn—r+l T aee p lqu qrn — ‘l])n—r Bpll—r+l A d—p,, 0 Prs
df; f; 8p el + 8pn—r
—_ 4f: 'lﬁ af
= — r— B(In—r+1 R :;;n qrn — ‘ll’n—-r Bp,l_,._H a 6‘0”’

....................................................................

De ces ar équations on peut tirer les ar variations 0¢,_,y(; ...y 0¢y,
OPp—rs-1ye-+y OPny €L en les portant dans P'équation (4) on aura une

équation de cette forme
G,9q, + G30¢; +... + Gy 8¢, 4+ Ly dp, + Ly ops +.. —x—L,,_r Spnr
=P,0Q, + P,0Q, +...+ P, rr9Qn 4,

Gy, Ga,..ey Ly, Ly, ... pouvant, d’aprés les équations (2), étre réduits a
ne contenir que les variables ¢ §2s.<es Gurs Pis P2se-s Prre
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La question est donc ramenée & trausformer V'expression différen-
tielle du premier membre en une autre qui renferme moitié moins de
différentielles des variables. Ce probléme est connu sous le nom de
probléme de Pfaff, et Von sait qu’il est toujours possible.

Tl est utile de remarquer que le probléme de Pfaff ne peut se ré-
soudre que par des opérations de Calcul intégral d’une grande com-
plication; nous wontrerons plus loin comment on pourra éviter ce
probléme dans certains cas. D’ailleurs la seule possibilité de la réduc-
tion des équations (1) et (2) 4 un systéme canonique conduit a des
conséquences importantes.

Sur des cas ot la transformatior. du systéme d équations dun°8
en un systéme canonique peut s’eﬁéctuer -facilement.

9. Nous avons vu que le systéme d’équations entre les variables ¢;, p;,

d. 1 d (] i dﬂ
(1) B 3po +oet 2 3p, — Lt 8g, —...— Fe dg, = 3,
(2) fl =0, fz =10y ...s fr = 0,
(3) ,f:"+| = 0, ﬁ+2=0, aeey f:r=01

peut toujours se transformer en un systéme canonique a Iaide du
probléme de Pfaff. Nous allons examiner des cas oti la transformation
pourra s’effectuer sans aucune opération de Calcul intégral.
Supposons que, parmi les équations conditionnelles (2) et (3), les
r premiéres ne renferment que les variables g;. D'aprés les équa-
tions ( 2), on peut donc exprimer ces variables au moyen den — r va-
riables seulement Q,, Qs,..., Qn,, en sorte que leurs expressions

(4) ql = 'Pl (Ql’ Q2""7 Qu—r)s--w qn=q’n(QuQ27"'7 Qn—r)

satisfassent identiquement aux équations (2); et, en éliminant Q,,
Qs,.--5 Qn-entre les équations (4), on trouverait un systéme de r équa-
tions équivalant aux équations (2). Les variables ¢; ne sont eXpri-
mables au moyen des Q; que par les formules (4), tandis que les Q; sont
fonctions des g; d’une infinité de manieres.

36
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Metions I'équation (1) sous cette forme

dg, d
3( V= ek P j{)—‘—i;(p,&q,—l—...+p,,8q,,)=-—3H,

et nous voyons qu’il suffira de déterminer des variables P,, P,,.,., P,_,
qui satisfassent a I'équation

(5y  P,0Q, +...+ P, ,0Q, .= p, 0, + p20qs + ...+ p, g,

Par hypothése, les variables g; ne dependent pas des variables P;
cette équation équivaut donc aux n — r suivantes :

df. 3 ‘
a{%&q, % qu +.. + &1,, = o,
. df. af. \
d—g&q. —l—d—{;ﬁqg.—l—...—l-d';' 99, = o0;

multiplions ces équations par des fonctions inconnues p,, p.z, .y e €L
retranchons-les de I’équation (5), nous aurons, en egalant a zéro les
coefficients des variations 3q,

Q. 4Q Q.. af, L4
P‘Tq:+PaE;+ +Pn—r dg, =P H"t_l;:_l_ —'_H‘rd "
(-7) ....................................................... ,
dQl - ng dQn—-r d.fl d./;‘
P‘@Z"_P’dq,."- L a p,,+y.d—q’;+ .+ " g

Comme nous I'avons dit, les Q; sont fonctions des ¢; d’une infinité
de maniéres, et I'on obtient I'une quelconqued’entre elles en formant
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n — r combinaisons des équations (4) et en résolvant les équations
résultantes par rapport 4 Q,, Qa,.-., Q.,; alors onaura a porter les
expressions de ces derniéres quantités dans les premiers membres des
équations (7).

Les n équations (7) jointes aux r équations (3) permettent de tirer
Pis P2s-s Pr €t Py fagees, e €n fonction des variables P; et g; et par
suite en fonction des variables P;, Q;.

I! est évident que la méthode précédente sera applicable toutes les
fois que 'on pourra combiner les équations conditionnelles données
de maniére & obtenir r équations distinctes qui ne renferment que le
systéme des variables ¢; ou celui des variables p;, et ceci se présentera
toutes les fois que le nombre des variables p; ou celui des variables g;
qui entreront dans les équations conditionnelles (2) et (3) pe sera pas
plus grand que r.

Remarquons encore que chaque variable g; est conjuguée 3 une
variable p;, mais que les n variables g; et les n variables p; ne forment
pas deux systémes essentiellement distincts.

En effet posons ) ,

Ps=4qs et gs=— P,

et I’équation (1) peut s’écrire

dq i dq s—1 dq:- 7 dq.f+l
T 0pu e = Opany A+ 0P 5T 0Py o

,
— Brog == Pty — Ledg — T, ... = OH;
ps prend aiuosi la place de ¢;, et —g;, celle de p,. Il suit de 1a que la
méthode précédente est aussi applicable toutes les fois que 'on pourra
combiner les équations conditionnelles données, de maniére & obtenir
un systéme de r équations distinctes, qui ne renferme pas plus d’une
variable de chacun des # couples )

GiaP1s Gas P2 93y Paree--
10. Examinons le casou il serait donné seulement r équations con-

ditionnelles i .
fi=o0 fai=0,.... fr=0
, , 36..
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ne renfermant que les variables g;. En différentiant une quelconque
d’entre elles, on aura
& dq | 4 dg,

dq, dt "‘E"'Z-F...:O;

wais, dans le cas actuel, ’équation (1) donne
(lq. i dH dqz — dH R
dt — dp, dr  dp ]
on a donc A
df, dB  df, di

ddp. " dgidp, T
qu'on peut écrire plus simplement
[foH]=o0.
La théorie précédente peut donc encore étre appliquée, pourvu
qu’on y fasse : .

Sror =L, fra=[forHlsoooy far=Lfo H].

Au reste, ce cas se trouve traité aun° 1.

On pourrait faire une application de ce cas particulier 4 Pintéres-
sant Mémoire de Bour Sur les mouvements relatifs (Journal de M. Liou-
ville, t. ViIl, 1863). En appliquant les formules (6), on obtient immé-
diatement, sous la forme canonique, les équations du mouvement
relatif d’un systéme 4 liaisons quelconques, que Bour obtient par un
calcul comparativement trés-long, qui s’étend de la page 11 4 la page 19

du tome cité.
Abaissement du nombre des équations conditionnelles.
41. Soit I'équation

dgq, dg, « °  dp, dp, ,
(1) 7}[8;), +...+737 p,,—-—d!;—d*q,—...—%&q = 0H,

et les 21 équations conditionnelles

(2) _/;:07 f;v=0,-.‘, ji‘r:: 0.
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Nous avons vu qu’on peunt réduire ce systéme d’équations a un sys-
téme canonique; on abaisse ainsi le nombre 7 4 zéro et le nombre n
a4 n — r. Mais il n’est pas sans intérét d’examiner les cas ot Von
pourra abaisser les nombres z et r d’'un nombre d’unités moindre
que r, sans effectuer aucune opération de Calcul intégral, car on s’ap-
prochera ainsi du systéme canonique.

Supposons que les équations (2) ne renferment que 4 des variables
p: que nous désignerons par p,; p,,...., px et que k soit < aret > r.
(Si & était plus petit que r, on serait ramené a la questiou du n® 9.)

Des équations (2), éliminons p,, p,,. ..., ps il en résultera ar — £
équations

(3) P =0, @3==04...; Qor =0,

qui ne renfermeront que les variables ¢,, g,.. ., ¢,. Prenons ensuite £
des équations {2) qui soient distinctes des équations (3), et puissent
par conséquent, avec ces derniéres, remplacer les équations (2), et
partageons-les en deux groupes, que nous disposons ainsi sur deux
lignes :

(4) Ji=o0, fJi=o0, fosr=o,
(5) fzr—lﬁ-l = 040009 ﬁ=0-

Au moyen des équalions (3), nous pouvons exprimer les n variables
1> as--+» §n a1l moyen de n — 2r + k variables seulement, que nous

désignerons par Q,, Qs,...; Qu2r.4. Puis choisissons des variables
P,, Ps,..., Py sk de maniére & avoir

P, 8(2« 4t Prons 8Qn—-2r+& =P 6‘[4 .o Py 8’[;;?

cette équation revient a celle-ci :

(6) g P, (Z_% 0q,+ gq%’ 8q2+...+%8q,,> + Pz(ggl-‘ﬁq, +'“+ZTQ: 6(1,,) i

= py 0@, +erot Pn 0G,.

Les variables ¢; s’expriment d’'une maniére unique au moyen des
variables Q;; les variables Q;, au contraire, s’expriment au moyen des
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¢:; d’une infinité de maniéres. Imaginons une de ces maniéres, de sorte
que les dérivées des Q;, par rapport aux g;, sont ‘alors parfaitement
déterminées. .

Différentions les équations (3), puis multiplions-les par des coeffi-
cientsindéterminés g, fg,...y for—x; €nfin ajoutons-les & I’équation (6);
nous en déduirons les 7 équations suivantes : -

dQn_zrik doar_k

P2 i
,d;z‘—l—P Q=+ ..+P,,_2,+kTq~—-P4 +P-|Jq Foot Por g dq, ?
(D, et Ceetaeeesnaaenaas Ceeeeseiananae ceeenen
dQ, dQ, AQuzrk Ayt
P,@; +P . —+.. +Pn_2r+kTq:,i p,,—l—p;.—-l-----l-{!-zr—k dq,

Réunissons les n équations (7) aux equatlons (4), et nous aurons
n + 2r — k équations pour déterminer les n -+ 2r — k variables p,,
P2s- -3 Pn €1 [qy fay. - - €0 fonctiou des P; et ¢;; par suite, on pourra
déterminer les variables p;en fonction des P; et Q;.

Substituous les valeurs des g; et p; en fonction des Q;, P; dans les
2 (k — r) équations (5), et nous aurons ainsi 2 (k — r) équations con-
ditionnelles entre les Q;, P;, avec I’équation

d 13 n—13r. dPl dPn—zr
DO, ot Drbyp, e D0Q, —— Brd0), = OH;

nous avons donc abaissé les nombres 7 et r des équations (1) et (2) de
ces 2r — k unités.

On doit remarquer que, si 2r est plus grand que z ou égal a n, la
méthode précédente sera toujours applicable en y faisant £ = r; car
on pourra alors toujours éliminer les n variables p entre les équa-
tions (2). Le nombre z — 2r 4 k devient 2 (7 — r); ainsi le nombre n

de Péquation- (1} sera abaissé a 2 (n — r), et le nombre des équations
conditionnelles se réduira au méme nombre.

Introduction des dérivées principales de H dans le systéme des équations
précédemment étudices.

12. Imaginons une fonction quelcongue p des variables Gir Garer s
Grs P1> Pss--+» Pxy €L Supposons que ces variables satisfassent a 2r
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équations

(1) fi=o0, fa=o0,.., fi=o.

En différentiant I’expression de ¢, nous aurons
do
dp = d?. dg, + ‘P a’q2 +. + dq,, -}- P dp, 4+ —|- dp,“

et, en différentiant les équations (1), nous aurons

df df ﬁ

dq, + df ag, s+ G dgu g dpy o+ fjd[)m

df“ dq + uq2+ o f’ dq,z (/;u—l— = & dpn,

..........................................................

Multiplions ces équations respectivement par des fonctions des
mémes variables que nous désignerons par 1,, X, ... et ajoutons-les &
I'expression de dp; nous obtiendrons ainsi dp sous une autre forme
dépendante des fonctions A, 2,,.... Les coefficients de dy,, dg,, ...,
dp,, dp,,. . ., forment un groupe de d\érivées wvirtuelles de la fonction ¢.
Représentons-les ainsi :

 dyp dy dfy df, .

s(?’ﬂ a, g g e gy,

(2) de\ _ dy df, dﬁ dfu
'(d_q,)—cfy,'*—)“&?"')‘?d +. +12,

d? _ dy dfl df, %.

s (tTp-l>-—dP ‘+')\,dp +)\ -+ +A2rdpi,

(3) dp\ _ dp df, df; dfr

((E)_@_F)\'E;q_{_)\gﬁ_i— -l-)\g,-[-ilz,

Suivant la notation habituelle, posons, « et ¢ étant deux fonctions
quelconques des variables,

[uv] duﬂ__l_d_uga__l_ +du de
! dq, dp, dq. dp, dgq, dp,
du dv du dv du dv

dp, dg, dp.dg. " dp.dg.
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- - - - ’ - : - dlfi
Alors, si nous multiplions les équations (2) respectivement par ol
1

df; : dfs : .
£’"' » et les équations (3) par 7 v, :é'""’ et que nous retranchions
2 H 2

la somme des secondes de celle des premiéres, nous aurons

dy\ of: o, dy\ 4
(dq:) & T ( )dp Hee (JE‘) dp,

-@%-@a—Fa
= [0 A Lfo i Lo ST oo Lo i

et, comme i est susceptible des valeurs i, 2,..., 2r, celte équation en
renferme 2r distinctes. Adoptons maintenant, pour les fonctions },,
Aay..., celles qui annulent le second membre de I'équation précédente,
et qui sont, par suite, les solutions de ces 2r équations,

. [fzifp‘z + [faofJhs +-. +[f2r’ff])‘2r [fes 935
[for 21N i + [fas ol bs o[ for Lo PR =120 9},

...........................................................

E !-fhfzr])\l +[f2’j2r] A+ [fs:j;r])\a ke * = [_/;n ‘P]

1)

Les dérivées virtuelles de ¢ satisfont donc aux 2r équations ren-
fermées dans la suivante : '

o | BEEE@) R
-£(2)-4(2) - -%(&)-

ou i est susceptible des valeurs 1, 2,..., 2r.

Quaud les quantités A ont les valeurs déterminées par les équa-
tions (4), nous donnons aux dérivées virtuelles de g le nom de dérivées
principales, et nous désignerons de plus I'expression

=09 +X fi+d fot..F R for

sots le nowm de forme principale de la fonction g. D'apres Péqua-
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tion (5), on voit que la forme principale de ¢ satisfait aux 2r équa-
tions

[fol=0, [fu¢l=0,...; [fam¢']=0.

Si le nombre des équations (1) était impair, le déterminant des équa-
tions (4) serait nul, et ces équations incompatibles. Cest pour cette
raison que nous avons supposé ce nombre pair.

13. Revenons a ['équation
d (an - d dpu A
(l) TZ‘SSP“E_ -‘f“zapn—%aql—“—zaqn‘:o}l,

H étant une fonction des variables ¢;, p; que nous supposous liées par
ar équations conditionnelles

(2) fi=o0, fa=0,., fo=o0.

Ean introduisant des multiplicateurs indéterminés AisdAaseers Aoy ON
déduit des équations (1) et (2)

dq, __ dH df. dafs dfor

-5—‘71-)—‘ 1‘217%4—12@:—'—“ +)\2rdp"

(3) dg, __ dH df, df; dfar

@ = dp Mgy R, T gy
dp, di df; dfs "y Yo
— % Tap Thag T Aagg, oo Aar .’

(4) dp, __ dH df, df, af,
4 pa : af: *
dr dq, + )\’ dq. +)\2 dq. -+ + 12"d ?

Si’on différentie une des équations (2) f;=o,on a
q

Srdg  idy e Bidn

. e . =03
dg, dt dg, dt dp, dt dp, dt + 7

et, en remplacant les dérivées des g;, p;, d’apreés les équations (3) et

(4),0n a .
[ﬂ1 H]‘*“)\a [fhf«]—*—)kz[ﬂqu]—l—...: 0;

Tome XIX (2® série). — Aovr 1874.
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on en conclut que les multiplicateurs-3,, A,,... satisfont aux 2r équa-
tions suivantes :

.

T Vafilh Uil fan ) der =1 H],
oleld " +[fakeller [ fon foilder=[/:, B],

R A AN I S R R I T T T T T T T T T S Y

Or il résulte de ces équations que les seconds membres des équations
(3) et (4) sont les dérivées principales de la fonction H, et, en les re-
présentant au moyen des dérivées immédiates placées entre paren-
théses, on a, au lieu des équations (3) et (4),

dp _ (dB) dgp_ (dE\  dg _(dE
ad " \dp) @&~ \a) 7 @& T \&u)

ap, dH dp, dH dp, dR
de — \dq.)’ &¢ T dg.)”"" " & T T \dq.)’

Théoréme sur la variation des constantes arbitraires.

_14. Considérons les a7 équations

dg: dB dp; = dH
(I) dat —dp,-, dr dq,-’

dans lesquelles H est une fonction quelconque des gy p:et de z et i est
susceptible des valeurs 1, 2,..., #. Ces équations renferment celles de
la Dynamique, mais elles sont plus générales; car, dans la Mécanique,
H est assujetti & éire la somme de deux fonctions, dont I'une ne ren-
ferme que les variables ¢; et le temps ¢, et dont I'autre est homogéne
et du second degré par rapport aux variables p;.

Supposons que I'on ait obtenu les valeurs des ¢;, p; qui dépendront
de 27 constantes arbitraires et de #. Adoptons la caractéristique D
pour désigner les accroissements des quantités ¢;, p; et de la fonction H
quand ces constantes subissent de certaines variations.

Multiplions les équations (1) par Dp; et — Dg;, ajoutons-les et som-
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mons par rapport & i; nous aurons I’équation

(2) E (dg;Dp: — dp;Dq;)= DHdt,

T

qui est entiérement analogue & I'équation (1) du numéro précédent.
Désignons par A une caractéristique qui se rapporte 4 d’autres va-
riations des constantes arbitraires, et diftérentions ’équation précé-
_dente selon A; nous aurons

2 (dAq; Dp; - dg; ADp; — dAp;Dg; — dp;ADgq;) = ADHd:.

r

Nous obtiendrons une équation également vraie, si nous permutons les
caractéristiques D et A

N (dDg; Ap; -+ dq: DAp; — dDp; Aq; — dp; DAg;) = DAH e

i

Retranchons ces deux équations I'une de I'autre, en remarquant que
les deux signes DA et AD sont équivalents, et nous obtenons

Ed(Aqi Dp; — Dq; Ap;) = o3

13

nous en concluons que
(3) 2 (49:Dp; — Dg; Ap;)

est indépendant du temps. Cest 'important théoréme donné par La-
grange (Mécanique analytique, section V, § 1).

Si les variations selon A se rapportent a I’accroissement Au d’une
seule constante « et les variations selon D a I'accroissement D d'une
autre constante 3, le théoréme de Lagrange exprime que la formule

> dq: dp: _ dg: dp:
de df ~ dp da

est indépendante du temps.
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On peut généraliser le théoréme précédent en supposant que les q;,
p: satisfont 4 I’équation

(4)

dq dg, /) " dp,
9 3[);—]— L b‘p” - 8(],.—-—...——‘%6%1:: oH,

et que les variables g, satisfont & des équations conditionnelles : alors
le systéme de ces équations se rencontre aussi en Mécanique; mais,
pour generallser encore davantage, supposons des equatlons condition-
nelles qui renferment non-seulement les variables ¢;, mais encore les

variables p;
: fi=o, fr=0,..., for=0.

D’aprés ce que nous avons vu au n° 13, nous serons conduits aux
équations
dg; __ (dfl dp; dH
dt —\dp;)’ &t~ " \adg:)’

dont les seconds membres représentent les dérivées principales de la
fonction H. Sil'on remarque que 'on a

 [dH
(dql)Dq,—i— + (%) Dau+ (32,) Poi - .+ () op=DH,
on obtiendra encore I’équation (2) ef, en suivant exactement la mé-

thode exposée ci-dessus, on trouvera aussi que I'expression (3) est
indépendante de 2.

Sur la- théorie des perturbationlc.

15. Supposons encore que les 27 variables g;, p; satisfassent a I'équa-
tion (4) et aux 2r équations conditionnelles

([) .f;_:‘O; f2:0’-"3 ,f;r:‘—O;

on en conclut les 2n équations

(2) dg: _ (dH\ dp;_ _ (dH
‘th-_‘ t% ? dt 'dq;
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Les valeurs des g;, p; en fonction de ¢ ne doivent contenir que
2(7 — r) constantes arbitraires; représentons-les par

(3) q9:= ‘Pz‘(ta Oy Cayenn, “2(n—r))7
p:i— q’i(t’ Obyy Olgyessy az(n—r))-

Imaginons ensuite que H subisse un accroissement Q et qu’on adopte
encore pour formes des solutions les expressions (3), mais alors en
considérant a,, a,,... comme des fonctions de ¢£; on aura

dop | dgeds | dgids (4 (d2)
dr da, dt do, dt dp, dp;
dp; dp; dz, (l/), de, __ . [dH . ( do.
& U day dt T day dt T \dg: dq,

Retranchons les équations (2) des précédentes, et il en résulte

(&)

dp; dp; , . do.
Elda{,—t—d—%daa—r = (3;1) dt.

l

dq, dg:
—_ -
dac, . doey, . .

Multiplions ces équations par — dp;, 0g;, et sommons par rapport
4 i; nous aurons

(4) mzz(ﬁga — )‘l“'+2(d% ._d?&qg)%?—i—..“

Comme les quantités « n’ont été supposées qu'en nombre égal 2
2(n — r), elles ne sont liées par aucune équation conditionnelle; si
donc on désigne par 2 une quelconque des quantités «, on aura

do dg: dp;  dp; dg;\ dx, < [dg; dp;  dp; dg; (lacz
2 q: dp; _ dp; dg > 7: dp: _ dp; dq; .

ag da, df ~ dx, dB ) dr doy dB ~ du, df

Si Ion pose généralement

dg: dp;  dp; dg;
(EF-EG) =)
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cette formule deviendra

do. dz, day
B (@is ) 7 + (& B) 77+
ou
do T da,
(5) Lo Y (h)

D’aprés ce que nous avons va (n° 14), les quantités («;, f) sont
indépendantes de £. Si 'on suppose r = o, cette équation devient la
formule de perturbation de Lagrange; on voit donc que cette formule
subsiste sans modifications par I'introduction des équations condition-
nelles (1).

Si les fonctions & peuvent se partager en deux groupes de n —r
quantités oty 0gse- .y & ry Bis oo -5 Brory qui satisfont aux équations

(6) (anar)=0, (BnPBr)=0, (anfs)=0, (asp:)=1,

ou i et k sont deux nombres différents, les 2(n — r) équations ren-
fermées dans I'équation (5) deviennent

de; _do dpi _ de

dt T g’ & da

16. Supposons ensuite que 1'on intégre les 22 équations

dq; dHa dp; dH

- (8). 5= (2)

séparément des équations conditionnelles; alors les ¢;, p: ne renfer-
meront plus seulement 2 (» — r) constantes arbitraires comme précé-
demment, mais elles s’exprimeront an moyen de # et de 27 constantes.
Toutefois, le nombre des constantes arbitraires du probléme doit se
réduire 2 2(n — r); on obtiendra les 2r relations qui lient les con-
stantes trouvées en portant les expressions des ¢;, p; dans les équa-
tions (1); d’ott I'on conclut que ¢ doit s’y éliminer de lui-méme. -

Ainsi, an lieu des équations (3), nous devrons écrire ’

g: = @; (vt, Gy Ugyesos Ran)y
pe = (2 0y Qgye - oy Can)y

@, G- .. étant liés par ar équations conditionnelles.
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Ce probléme conduira encore & I'équation (4), que nous pouvons
mettre sous cette forme

d: d d.
0Q —_—Z(a, ) 580(, +Z(oc, os) ‘T:f 0oty +. -+2 (e, oca,,,)d—;c d‘ocz,l,.

otile signe}: s’étend i toutes les valeurs de «, qui sont a,, a,,..., dy,.

Dans le cas particulier ot les fonctions « peuvent étre partagées en
deux groupes a;, ay,.. , &, et Bi, Ba2y..+s Br, qui satisfont aux équa-
tions (6), on a

— dﬁ‘ dﬁz dpn
00 = — —Jt—d'ac, S 30:2 - . Z 6“”

dz, dez, dd,,_
+ & 0f, -+ = OBs + ..+ =2 0B,
et cette équation équivaut, comme on sait, aux équations

de; _ (do dp; ds
de — \dp;)’ ar —  \a=)’

les dérivées principales de O par rapport aux quantités « et f étant
prises d’aprés les 2r équations conditionnelles qui lient ces quantités.

17. Poisson a donné des formules de perturbation résolues par
rapport aux dérivées des éléments troublés, dans le cas o1 les équations
conditionnelles disparaissent; ces formules fournissent par conséquent
la résolution des équations (5), par rapport aux dérivées des quantités o,
lorsque r est nul. Mais ces formules cessent tout i fait d’étre appli-
cables, lorsqu’on suppose, entre les variables du probléme, des équa-
tions conditionnelles; nous allons chercher les formules par lesquelles
on les doit remplacer.

Supposons encore entre les 2n variables ¢,, ¢,,.. , Gy Piy Pace - P
les 2r équations finies

(7) fi:07 .{‘-2:07'“7 f;r:O:

et les équations différentielles

8) ) dzl; _ d_H dp; _dE
( ;it- - dp, ? E - dqi ?
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dans lesquelles i est susceptible des valeurs 1, 2,..., net H. peut ren-
fermer ¢, outre les variables g¢;, p;.

Concevons que I'on ait intégré ces équations et que I’on ait trouvé
pour intégrales les 2an — 27 équations

Bi =41 (q15G2r- -2 Gua Pis Pase - s Prs E)s
(9) ﬁ2=%(qnq2,~-, 9ny P13 P25« +9 Py t)7

52(,,_7_): ‘1’2(11-7') (qh (I2s- RS ] QM PH P2!' ey Pm l),

dans lesquelles 8, Ba,. - ., Ban—r désignent des constantes arbitraires
qui n’entrent pas dans les seconds membres.

Dans la Mécanique, si la fonction de forces ne dépend pas de z, Hen
est aussi indépendant, et alors on peut supposer que £ ne se présente
que dans une des équations (g), et additivement-a la constante qui y
entre.

Tmaginons ensuite que ’on ait & résoudre le méme probléme dans
lequel la fonction H est senlement remplacée par H -+ Q, de sorte que
Q est la fonction perturbatrice, et Q est en général une trés-petite
quantité. Les équations (7) subsistent encore, mais les équations (8)
sont remplacées par
(10) dq; _ (d(H-;—Q)), dpi _ (d(H—{—.Q.)).

dr dp; dt dq;

Alors les fonctions des ¢;, p; qui forment les seconds membres des
équations (9) n’ont plus des valeurs constantes; mais leurs dérivées
sont en général de trés-petites quantités qu’il s’agit de déterminer.

Ces fonctions, que nous désignerons par la letire 8, sont définies
par les équations (9) et ces équations, jointes aux 2 équations (7),
pourraient servir i exprimer les 27 vanables qiy pi» au moyen des
quantités {3 et de 2, et d’une seule maniére. '

Désignons par o = ¢ une intégrale du probléme sans perturbations,
c’est-2-dire une des équations (g), dans laquelle « est la constante ar-
bitraire. En différentiant cette équation, on a

i=n
- (_{i dqi d"!‘ dpz) ﬂ
O“Z(dq,-ﬂ""dp‘(dt ta

I=x
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et le dernier terme est nul, si £ ne se présente pas explicitement dans ¢;
en ayant égard aux équations (8), on obtient

W oS )

Passons ensuite au probléme avec perturbations, nous devrons alors
regarder, dans I'équation &= ¢, « comme une fonction de £, et, en
la différentiant, nous aurons

i=n

do __ dy dg; , dy dp; a4y
& ‘“2(@5{? o) T
les dérivées des variables ¢; p; étant fournies par les équations (10),
et il en résulte

Z
I=1x

Retranchons les deux derniéres équations I'une de Pautre, et, dans
le résultat, mettons la lettre « au lieu de ¢, ce qui ne pourra plus main-
tenant entrainer de confusion, et nous avons

de o [de (do) _ de (‘i‘i
dr ‘"2 dg: \dp:)  dpi\dq:

La fonction O peut s’exprimer au moyen des quantités 3 et de Z, et
d’une seule maniére, et, d’aprés une propriété démonirée dans mon
Mémoire sur les dérivées principales (Bulletin de la Société mathéma-
tique, t. I, p. 164), les dérivées principales de O par rapport aux va-
riables ¢; p; sont données par les formules

(&) -25@) @) -2FG)

Tome XIX (2 série). — Aour 1874 38

on a donc
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On a d’ailleurs

d| d| af df, df.
()= OE+m@ L+t p(p) L
!d d d| da dzr
(F)=mrmOZ+m@ L+ +p( L

en prenant pour g, (8), p.(B),... les quantités qui satisfont aux
2r équations

+ o filpa(B) -+ fis JB)+- +[fan fi T2 (B)=[12,8],
Lforfe)pa (B)+ +foSelta B+ [ fars fa] tar (B) = [ fis B,

.............................................................

Ex remplacant les dérivées principales des quantités 3 par les ex-
pressions ci-dessus, on a enfin

%= 20 B+ @il + pa @ fi] + o i (@) [ S
8 ,
qui est la formule cherchée.

Cette derniére formule peut étre considérée comme provenant de la
résolution des équations (5) par rapport aux dérivées des éléments
troublés; donc, puisque les quantités (x5 B) sont indépendantes du
temps ¢, il en est de méme de Pexpression

[ BT+ () [an il + pa (B) [ s fo] ...

La formule de perturbation que je viens de donner est évidemment
exacte, quelles que soient les limites dans lesquelles Q puisse varier ;
mais si Q reste toujours trés-petit ainsi que ses dérivées, les quantités
de
dr
et 'on aura une valeur approchée d’une des quantités « par une qua-

seront elles-mémes trés-petites, les quantités & varieront trés-peu,

. da
drature, en regardant le coefficient deﬁ comme consfant, et en ne

regardant comme variable, dans Q qui est fonction des « et de t, que
la quantité z.
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* Théoréme relatif & U’ mtegmtzon d’un systéme d’équations
précédemment consideré.

18. Supposons entre les 27 variables ¢;, p;’équation

1 1 dp,
4 — 0Py .. +—3p,, i 8{1,—...-75—6(/,,:6‘H,

dr

(a)
et les équations conditionnelles

(6) Si=o0, fo=0,..., for=o0.

Nous avons démontré (n° 8) qu’on peut remplacer les 27 variables
qi, p: par 2n — 2r variables Q,, Qq;..., Qury Py, Pyy..., P, indépen-
dantes entre elles, et quisatisfont aux 2n — 2réquations différentielles

1€tq
canoniques renfermées dans les deux équations

dQ; _dH dp;_ _ dH
(1) dt T dP; ar - dQ:

ot { est susceptible des valeurs 1, 2,...,n — r.

La quantité [ a, 8] est formée avec les dérivées de « et 3 par rapport
aux variables g;, p;; formons une quantité qui se compose dela méme
maniére, au moyen des dérivées de o et {3 par rapport aux variables Q;,
P;, et posons

y__ da do df da dp
[e B) = 75 dP ., Tt R @

dex df  dx dB de  dB

T dP QT dP,dQ. T @B, Q..

Comme il n’existe pas d’équations conditionnelles entre les variables
Q;, P;, la formule de perturbation du numéro précédent par 'emploi
de ces variables se change en la suivante :

(2) 7=l
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Les coefficients des dérivées de Q doivent étre les mémes dans les
deux formules, et 'on en conclut

(3) [ BY=[a, B1+ 1 (B) [as fi]+ pa(B) [ @ Sl -+ prar () [to for |
Daprés le célebre théoréme de Poisson, si

o == const., [3 = const.

sont deux intégrales du systéme d’équations canoniques (1), alors la
formule

(4) [« B]'= const.

est également une intégrale de ces équations, 4 moins que le premier
membre ne soit identiquement constant.

Ce théoréme provient d’ailleurs de ce que, dans la formule (2), les
coefficients des dérivées de Q sont indépendants de £, ainsi qu’on en a
fait la remarque 4 la fin dun® 17.

Si des variables Q;, P; on revient aux variables ¢;, p:, on obtient le
théoréme suivant : '

THEOREME. — Supposons que
o = const., [3= const.

soient deux intégrales du systéme des équations

.f; = 0y ﬁ: 0,000y f2r= o,

d. _ (B dn_  (dH . _  (H

ad = \dp) &= \am)""7 @~  \dp)’

dp, __ (4A\ dp, __ (dH dp. ___ (dH

" \dq,)? @& T " \ag)" @& —  \dg)’
alors Péquation .

[, B]+ 14 (B) [ fi 14+ + piar(B) [ fr] = comst.

sera aussi une intégrale de ce systéme d’équations, a moins que le pre-
mier membre ne soit identiquement constant.
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Ce qui augmente 'importance de ce théoréme, c’est que le passage
des variables g;, p; aux variables Q;, P; ne peut se faire que par des
opérations trés-difficiles du Calcul intégral, de sorte qu’il ne serait pas
commode d’appliquer la formule (4).

Le théoréme préeédent n’est qu'un corollaire de la formule (3);j’ai
déja fait remarquer ailleurs que la formule (3) avait été donnée par
Jacobi dans le cas ot lgs équations conditionnelles ne renferment que
les variables g;, et alors cette formule prend une forme toute différente
et plus compliquée. Dans ce cas, en effet, en désignant, comme au
n° 10, par

ﬁ:o, f2=o,..., f,:o

les équations de condition données, il faut faire, dans la formule (3),

_ ﬁ+l:[ﬁ7H]7 ,ﬁ-+2=[f;)HJ7"'7 f.’r‘-: f;'aH]

1l convient aussi de faire observer que la formule que Jacobi a dé-
montrée s’appuie sur une transformation particuliére des variables g¢;,
p: en les variables Q;, P;, ce qui I'oblige 4 donner deux pages entiéres
a P'énoncé de son probléme (Nova Methodus, § 38, OFuvres, t. I1I).
Dans mon théoréme, au contraire, la transformation des g;> p: en les
Q:, P; se faisant dans un systéme canonique quelconque, son énoncé
est trés-simple. On pourrait encore faire remarquer que la transforma-
tion, adoptée par Jacobi, des variables g;, p; dans les variables Q;, P;,
n’est pas applicable & I'équation

Lopyt oty gy Py o

prise dans toute sa généralité; elle s’appuie essentiellement sur la forme
particuliére qu’elle prend dans la Dynamique, ot H se compose de
la somme d’une fonction — U qui ne renferme que les variables G
et d'une fonction T des p;, ;, qui est homogéne et du second degré par
rapport aux variables p;. Toutefois on peut reconnaitre que, par les
considérations du § 49 du Mémoire de Jacobi, on peut s’affranchir de
cette derniére restriction.
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On voit, d’aprés ces réflexions, en combien de maniéres la formule
(3) est généralisée, de sorte que je crois pouvoir dire que le théoréme
renfermé dans cette formule était entiérement nouveau, lorsque je 1'ai
énoncé pour la premiére fois (Comptes rendus des séances de U’ dcadémie
des Sciences, 1873, t. LXVI, p. 1193).

Propriétés de I'expression [a, 3].

19. Nous avons vu dans 1€ n° 18 que les 27 variables ¢;, p;, qui sa-
tisfont aux équations (a) et (b), peuvent étre remplacées par 2(r — r)
variables Q;, P; fonctions des premiéres, et qui satisfont & un systéme
de 2(n — r) équations différentielles canoniques, et que, en posant

i=n—r

, de d8  de dp
[a, B] ‘—2 (3@:7[’-, - Ei-‘ﬁ)’

i=x

on a la formule
(M [aBY=[a Bl+m(B) [ fi]+- -+ ter(B) [, for ]

1l importe de démonirer que, dans cette formule, a et 3 peuvent étre
considérés comme deux fonctions quelconques des variables Q;, P; ou
q:» p:; en sorte que cette formule servira & remplacer Pexpression [, £l
ol a et f3 sont deux fonctions quelconques des variables Q;, P; par une
autre expression qui ne renferme que les variables ¢;, p;.

En effet, dans la théorie exposée ci-dessus,

(2) o = const., (3= const.

étaient deux intégrales du systéme canonique renfermé dans les équa-
tions :
dQ; di  dP; dH
ar T dP; At T dQ

b

ott i est susceptible des valeurs 1, 2,..., n — r. On a donc, en diffé-
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rentiant les équations (2),
,, da ;. d
(3) [e,B] + 5 =0, [BH]+ d—g:o.

Ainsi la théorie précédente suppose qu’on peut trouver une fonc-
tion H qui satisfasse i ces deux équations ; ce qui limite les fonctions
qu’on peut prendre pour « et 3. Mais imaginons que I’on ait obtenu
la formule qui donne P'expression [«, 8] au moyen des variables ¢,
P.» lorsque « et 8 sont deux fonctions quelconques. Les variables ¢,
p: sont des fonctions des variables Q;, P; qui ne dépendent pas de la
fonction H, ni de ¢, ainsi qu’on peut s’en assurer par le n° 8; pareille-
ment, la formule considérée qui donne [«, 3] est indépendante de H.
Si donc on suppose ensuite que, dans cette formule, « et 8 satisfassent
aux équations (3), il ne s’ensuivra aucune réduction; donc, récipro-
quement, la formule (1) trouvée, dans la supposition que les équa-
tions (3) sont satisfaites, peut étre étendue & deux fonctions quel-
conques.

20. Au lieu de la fonction donnée pour «, mettons dans la for-
mule (1) Pexpression

(a) =& _%_llj; +)\2ﬁ+~--+ l27‘f;r7

en choisissant pour A,, A,,... les multiplicateurs qui donnent 4 « sa
forme principale. D’aprés ce que nous avons vu au n° 12, on a

(@), fil=0, [(@)fe]l=0, [(@),fu]=:o.

Donc tous les termes qui suivent le premier dans le second membre
de la formule (r) s’annulent, et'on a

(4) [a, BY =[a + N fi +2ofo +.. + donffor Bl

11 est évident que je n’ai pas & mettre («) au lieu de « dans le premier
membre; car a, dans ce premier membre, est exprimé au moyen des
variables Q;, P;, ce qui ne peut avoir lieu que d’une seule maniére.
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De méme, si 8 a sa forme principale, on a

By (ﬁ) =0, ”2(ﬁ) = 04:cey P*zr(]e) =0, .

et 'on conclut encore de la formule (x)

[ BT =[=(P)]

ou

(5) [ BY=[t, B+ (B)Sfi + pa(B) S+ -+ pPar(B)for -

Cette derniére formule se vérifie trés-aisément; car, en la développant,
on obtient :

o, BT = [ B]-+ (B [a i+ pia(B) [0 il + -
+ [ pa (BYfs [0 ()] fotoor

et comme f,, f»,... sont nuls, on retrouve P'équation (r).
Aux formules (4) et (5) on peut évidemment ajouter cette autre

[ B =[(@), (B)] = [& + M fi + dafo+ocy Brpufi+pafo+o]s

et cette derniére revient encore  la suivante, qui est formée au moyen
des dérivées principales de « et de 3,

wa1=(2)(8) + (2)/(2) -
(@)@ -

Les formules (4) et (5) montrent que ’on peut modifier les formes
des fonctions « et 8, d’aprés les équations conditionnelles, de ma- .
niére 4 rendrel’expression [«, ] indépendante du choix des variables
¢i pi» On peut voir, d’aprés mon Mémoire sur les dérivées princi-
pales, qu'il existe, pour les expressions de « et 3, d’autres formes qui
conduisent également a ‘ce but. Toutefois, je considérs les précédentes
formules comme les plus simples et les plus curieuses. :

1
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21. Dans le n° 15, nous avons trouvé la formule de perturbation

s=z2(n—r)

do. do;
a8 =§(“ﬂﬁ) P7
eq POS&I]!
(g dp;  dp: dg:
(6) (o B) =2 (%~ %)

i==1
Si I'on suppose que les variables ¢;, p; soient transformées en les
. . dz. . p
variables Q;, P;, le coefficient de —~ est généralement remplacé dans
cette formule par

T fdQ; ap;  dP: dQ;
(7) (@, 5)—_—2(,,—“,,;—5—533)'

i=x

On en conclut que les deux derniéres expressions sont égales, el
qu'on a

(“n ,B)’= (an ﬁ)'

Je terminerai en démontrant cette formule, ol n’entrent que les
* variables ¢;, p;, supposées assujetties & des équations condition-
nelles :
[“h a, | (@4 az) + [“iy ot ] (2, o)+t [“i’ %agnri]’ (%agu—rys k)
— o si i est différent de %,

=—1sii=k,

les premiers facteurs des termes du premier membre étant donnés par
la formule .

o nr=3[(E) (- ) &)

et les seconds facteurs étant formés d’apres la formule (6).

Tome XIX (2¢ série). — Aour 1874

39
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En effet, d’aprés une formule connue, on a, en exprimant les
2 (n — r) fonctions «, au moyen des variables Q;, I’;,

[y @y (s, os) + [z, aa) (otay @) 4. oo [ @iy Fonn | (@aiuerys @)
= o si i est différent de &, '

=—1sii=k,

en posant
' [ da; dey,  de; de,
(9) [ &) =3, (TQ, ap. — b, ;r'Q,> d
u=1

et (&, «x) étant formé d’aprés la formule (7).
Orona

(“.n “k), = (“s, Ox)y

et les deux expressions (8) et (g) sont équivalentes. On en conclut la
formnle & démontrer.



