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PURES ET APPLIQUÉES. a65 

Mémoire sur les équations différentielles canoniques 
de la Mécanique; 

PAR M. EMILE MATHIEU. 

Je me propose dans ce Mémoire d'étudier certaines propriétés des 
équations différentielles canoniques de la Mécanique. Si l'on désigne 
par q„q

2
,..., q

n
, pl5p2,..., p

n
 les zn variables du problème, et par t 

le temps, enfin par H une fonction de ces variables, ces équations 
sont renfermées dans les deux suivantes : 

(0 dqt d H dpi rfH 

où i est susceptible des valeurs 1,2 
Il est évident que l'intégration de ces équations peut être, dans des 

cas particuliers donnés, plus ou moins facilitée par la forme de la 
fonction H. C'est donc une question intéressante que celle qui con-
siste à se proposer de transformer un système canonique dans un autre 
par un changement de variables, qui n'ait d'autre effet que de changer 
la forme de la fonction H. Je traite cette question dans ce Mémoire. 

Imaginons ensuite que les 2 η variables qi, pi satisfassent à des équa-
tions en quantités finies, au nombre de 2r, 

(2) °!···5 

r étant < re, et que l'on ait, en outre, l'équation 

(3) ÙLip, +...+ ̂  ip„ _ - . - £ o>„ = »H, 

en désignant par la caractéristique 5 les variations des quantités q
h
 p

( 
Tome XIX (2E série). — JUILLET I8;4· 34 
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compatibles avec les équations (2), et oïl représente la variation de H 
provenant de l'accroissement de ces variables. Dans le cas où r serait 
nul, les variations ciq£, op£ seraient indépendantes, et l'on retrouverait le 
système des équations (1). Si l'on suppose, au lieu des équations (2), 

r équations conditionnelles qui renferment les η variables q£, mais qui 
ne contiennent pas les variables p£, ces équations jointes à ( 3) peuvent, 
comme je le montre, se rapporter à un problème de Mécanique. Dans 
ce cas, il est facile de prouver que le système des équations (2) et(3) 
peut être ramené à un système d'équations canoniques dont le nombre 
des variables se réduit à 2(22 — r). Mais il est intéressant d'examiner 
le cas plus général où les équations conditionnelles données renfer-
ment non-seulement les variables q£, mais encore les variables p£\ or 
je montre que le système des équations (2J et (3) peut être ramené à 
un système de 2 (/2 — r) équations différentielles canoniques dépendant 
de la même fonction H, à l'aide du problème de Pfaff; je montre en-
suite certains cas où cette réduction peut s'opérer plus facilement. 

Le problème de Pfaff étant un problème de Calcul intégral d'une 
grande complication, il y a lieu de chercher à étudier le système des 
équations (a) et (3) tel qu'il se présente, et sans le ramener à un sys-
tème canonique. Or je montre que le fameux théorème de Poisson et 
Jacobi, relatif aux équations canoniques, et qui permet de déduire, 
en général, de deux intégrales une troisième, est applicable à mon 
système d'équations; l'énoncé du théorème prend seulement une forme 
plus compliquée. 

Je donne aussi dans ce Mémoire une théorie des perturbations qui 
renferme plusieurs considérations nouvelles; enfin j'expose des pro-
priétés nouvelles de la fonction que l'on représente en Analyse par le 
symbole [a, β]. 

Équations différentielles de la Mécanique. Démonstration très-simple 
des équations hamiltoniennes. 

1. Considérons un système de η points matériels; désignons par m£ 
la masse de chacun de ces points, et par x£, y£, z£ ses coordonnées par 
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rapport à trois axes rectangulaires, i ayant les valeurs 1,2,..., n. Dési-
gnons par 

(0 F,=:o, F2 —o,..., Fr = Ο 

les équations qui expriment les liaisons auxquelles le système est assu-
jetti. Imaginons un déplacement virtuel de tous les points du système, 
et soient en général ox,·, iïy£, 8z£ les variations de Xi,y£, z£. Posons 

dJl — -r' iïî — y' dZi — 

l'expression de la demi-force vive est 

τ = ̂ m^^r2+ *?)·» 

supposons qu'il y ait une fonction de forces, que nous représenterons 
par U, et les équations différentielles du problème sont contenues 
dans la formule 

M mi ¿ÖPJTP TPC rìpiiv ir 

En différentiant T, on peut écrire les deux formules 

*17 

( , tír¿ . dr i 

en changeant l'équation (2) de signe, puis ajoutant $T aux deux 
membres, nous pourrons la mettre sous cette forme 

+r,-x+* -,u) s +r,· ·« + „·) 

- Σ (S »*, + % ** +»>) = «-»· 

Représentons la fonction Τ — U par H, et l'équation précédente 
34.. 



208 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
deviendra 

^Tt ■+■ £ι -£) - jc ΣNII ^ + *; oz,·)=SH. 

Représentons les quantités x£,y£, z£ par la lettre Q affectée de diffé-
rents indices, et les quantités τη,ιχ'^ ηι£ζ\ correspondantes par 
la lettre Ρ affectée des mêmes indices, de sorte que l'équation précé-
dente deviendra 

(3) δ (P| igi
 + ?2 +

.._ *
 (Pi 8Qi + p

2 5Q
2 +

 ..)
 =

 §H. 

Au moyen des r équations conditionnelles (i), on peut exprimer 
les variables Q ou x, y, z, qui sont au nombre de 3 n, au moyeu de 
3n — r variables seulement, et de manière que leurs expressions satis-
fassent identiquement aux équations (i); désignons par q( ces 3«— /· 
.nouvelles variables, et choisissons des variables p£ en même nombre 
que les q£, et qui satisfassent à l'équation 

(4) Pi + Pî àq2-h· · ·-!- pk^lk— Pf P
3
n §Q

3
„, 

en posant 3n — r = k. En prenant les variations virtuelles égales à 
celles que subissent effectivement les variables q£, Q£ dans l'instant dû, 
on déduit de l'équation précédente 

(5) n dqi „ dqk ~ ρ d(ï> , , ρ 

et, par suite, l'équation (3) devient 

δ {p* lû 4 · ' ·+ Ρ*~αί) ~~ dt^P* + · · · + Pkàq
k

) — ^H, 

ou encore 

(A) £ %}p
t
- £»f,= 3H; 

or il n'existe plus d'équations conditionnelles entre les nouvelles va-
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riables, et, comme 011 a 

rfR . ί/Η. ίίΗ, rfH. 

on en conclut les équations hamiltoniennes 

(B) 

dq, . </H clqt i/H 
dt dj'i dt dp/,' 

dp, dEL dpt <iH 
dt dtp dt dtp 

2. Examinons les variables p; dans l'équation (4), les variations àq 
sont indépendantes, et l'on en conclut 

(6) n Ρ elQ> , Ρ 1 . ρ (lQ>n 

Telle est la formule qui permettra en général de passer des variables 
de l'équation (3) à celles de l'équation (A) et des équations (B); 
mais, en se rappelant ce que représentent les quantités Q, P, on peut 
obtenir de p

s
 une autre expression. On a alors, en effet, 

p,=2 (*Î %+*%+* G) ; 

or on a, en désignant par q^q^·,·.. les dérivées de qu q
3
,... par rap-

port à t, 

(7) ^=iû = W<qiJr4q^···' 

on en conclut la première des trois équations 

dx'i cbr-i dpi dy,- dz\ dzt 

et les deux autres s'obtiennent de même : on a donc enfin 

(8) Σ( , dx'i , dy\ , dz[ \ dT 
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D'après cela, on aura la quantité p

s
 en exprimant Τ en fonction des 

variables q et de leurs dérivées q', et, en prenant la dérivée de Τ par 
rapport à q'

s
. Dans les équations (Β), H = Τ — U doit être exprimé au 

moyen des variables qh pi : il faut donc exprimer Τ au moyen de ces 
variables. Or, de l'équation (5) on conclut 

p, q\ -h -h pkq'k — 2T; 

il suffit donc de porter dans cette équation les valeurs de q\, c/
2
,... 

tirées des k équations (8). 
Ce qui fait que la démonstration précédente des équations d'Ha-

milton est plus simple que celles qu'on a coutume de donner, c'est 
que nous remplaçons l'équation (2) par l'équation (3), qui est d'une 
forme plus générale et qui renferme cependant les mêmes propriétés 
à démontrer. La généralisation a alors pour effet d'obliger à aller au 
but par la voie la plus directe. Il faut, au contraire, remarquer que 
l'équation 

Ρ·=Φ. 

est fondée sur la forme particulière des quantités Q, P. Toutefois, il 
est facile de démontrer que cette équation a lieu toutes les 'fois que la 
fonction donnée H de l'équation (3) se compose d'une fonction — U 
qui ne renferme que les variables Q et d'une fonction T, homogène et 
du second degré par rapport aux variables P, qui contient les va-
riables Q d'une manière quelconque. 

3. L'équation (A) présente certains avantages sur les équations (B). 
En effet, l'équation (A) est encore applicable dans le cas où il n'y a pas 
de fonction de forces dans le problème de Mécanique; il suffit de con-
venir que, dans οΉ = δΤ — $U, δϋ n'est pas une différentielle totale 
tant qu'on n'imagine pas les variables exprimées en fonction de t. Un 
second avantage de l'équation (A) consiste en ce qu'elle peut encore 
être admise dans le cas où les variables q satisferaient à des équations 
conditionnelles. 

En effet, considérons / des équations (1), 

(9) F, =0, F2 = o,.F,, = o, 
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r' étant < r et pouvant se réduire à zéro; il est possible d'exprimer les 
variables Q à l'aide de 3η — r' variables que nous désignerons par q,, 
q

2
,..q%, en faisant k — 3η — r', et de telle sorte que les expressions 

des variables Q satisfassent identiquement aux équations (9). En sub-
stituant ensuite ces expressions dans les r — r' équations (1) qui n'ont 
pas encore été employées, on aura r — r' équations conditionnelles 
entre les variables q, 

L, — o, Lo OJ· . · « 

Alors, en posant l'équation (4), on sera encore conduit à l'équation (A), 
mais dans laquelle les variations &q, dp ne seront plus indépendantes. 
Les variables p

s
 seront encore données par la formule 

Ps~ dq·; 

En effet, les variations oV/ n'étant plus indépendantes dans l'équa-
tion (4)j l'équation (4) n'entraîne pas nécessairement l'équation (6); 
mais il sera permis de poser d'abord les k équations reûfermées dans 
l'équation (6), ce qui entraînera l'équation (4). Enfin l'équation (6) 
conduit comme ci-dessus à l'équation (8). 

4. Nous avons admis, dans ce qui précède, que les liaisons ne dé-
pendaient pas du temps t. Il est aisé de modifier notre analyse pour 
la rendre applicable au cas où ces équations contiennent le temps. 
Dans ce cas, il faut remarquer que les variations virtuelles ne peuvent 
se confondre avec les variations effectives, de sorte que l'équation (4) 
ne conduit plus à l'équation (5). 

Les équations de liaison équivalent aux équations qui expriment les 
3η variables Q

{
· au moyen des 3 72 — r variables qi} et qui renferment 

actuellement le temps t, 

Q< =0« (?.,<Z2«· -, qk, t), 
Q

2
 = θ3 (qlf q»·,-. -, qk, £), 

et si l'on éliminait q
t
, q2,... entre ces 3t2 équations, on aurait un sys-

tème de r équations équivalant aux équations de liaison données. 
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Les variations ÔQ,, ôQ

2
,... de l'équation (4) s'obtiennent en faisant 

varier q
n

 q
2
,..mais en supposant t constant, ainsi que cela résulte 

du principe des vitesses virtuelles; ainsi l'on a 

δ<2'· ~ df,
 +

 df,
 +

 ' '
 +

 dq
k
 ̂

k
-

Désignons par la dérivée partielle de 0,- par rapport à i, nous au-
rons, pour la dérivée totale, 

dt 1 dq^kJ 

les variations dq étant arbitraires, on peut faire en particulier et pour 
toutes les valeurs de s =x, 2,..., k 

fys — q's dt, 
et il en résulte 

Y, —- -4-

L'équation (4) ne donnera donc plus l'équation (5),. mais la sui-
vante : 

efyi , , „ Ίηι, Ρ dQ, T Ρ rfQ} Ρ m Ρ η' 

Parla, l'équation (3) devient 

^{ρ^+···+Ρ'%-^'Ι·+···+ΡΜ=^-^,--ΡΛ-··). 

Ainsi l'équation (A) subsiste, pourvu qu'on y change H en 

uation (3) devient 

et les équations (B) subsisteront aussi avec le même changement. Les 
variables ρ continueront d'ailleurs à être données par les équations (8). 
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Transformation d'un système canonique d'équations différentielles 
dans un pareil système. 

S. Considérons l'équation 

(·) ΐ >P,+-+ι - £ »?. — - ΐ »?■ = w-

H étant une fonction des 2 η variables q, p, qui peut même renfer-
mer t. Nous supposons d'abord que les variables q, ρ ne sont liées par 
aucune équation conditionnelle, de sorte que l'équation précédente re-
vient aux 2η équations renfermées dans les deux suivantes : 

ω dtji rl\\ dpi cHl 

où i est susceptible des valeurs 1, 2,..11. 

Nous nous proposons de passer des variables q
h

 ρ ι à des variables Q
£
·, 

P
t
- en même nombre, qui satisfassent à des équations canoniques toutes 

semblables à (2), en sorte que la fonction H reste la même, mais prenne 
seulement une autre forme. 

Pour y parvenir, nous reviendrons à l'équation (1) que nous met-
trons sous cette forme 

5

(P< ΊΓ +' ■ ■
 +

 P· 1=) - S (P,·H +■■■+ P-*?·) = *>· 

Alors il suffira de choisir des variables Q, P, fonctions des premières, 
et qui satisfassent à l'équation 

(3) P j ciQ 1 H- P
;£

 <ïQ« — Pifyt + · · · Pu ° 7« » 

car il en résultera aussi 

Ρ
· Ί

 +
 · · ·-*-

P
» -t=p· s 4

-■ ■ ■ +■ f- > 

Tome XIX (-2° série). — JUILLET 1874. 05 
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on aura donc l'équation 

,(ρ4+-+ρ·?)-ί(ρ· "Ό. +·■ ·+ Ρ-<Ό.) = 

on en conclut une équation semblable à l'équation (t), dans laquelle 
les lettres ρ, q sont remplacées par P, Q, et, par suite, on a les équa-
tions 

dQj _ dH. dP; _ rfH 

Examinons maintenant comment nous satisferons à l'équation (3). 
Elle revient à an équations renfermées dans les deux suivantes : 

(4) Pi -P*%+P*2I++p^ 

(5) ° - P* %+P* % +---+P*% 

où i est susceptible des valeurs i, 2,..., n. 
Des η équations (5) on conclut, en éliminant pt) p2,.··> ρη·> que le -

déterminant 

~ dPi dP2" "dPn 

est nul, et, d'après un théorème bien connu, il en résulte qu'il existe 
entre les variables q,, q2,.·., qn

, qui sont fonctions des variables Q;, P,·, 
une relation qui ne renferme pas P

l5
 P

2
,..., Ρ

Λ
; cette relation peut 

s'écrire 

(6) ψ(?1» ?2>*··? *7«? Q<5 QïV» Qn) °» 

ψ désignant une fonction arbitraire. En différentiant cette équation 
successivement par rapport à Q* et à P;, on a 

(7) dif d-if dqi dfy_ dq2 r/ψ dqn 

°~~d^t dP( dq2 rfP/ dq η dP,·' 



PURES ET APPLIQUÉES. 275 

En comparant les η équations renfermées dans cette dernière avec les 
η équations (5), on a 

(8) dé dé dé . 

μ étant un facteur indéterminé, et, en comparant (4) avec (7), on a 

ou les η équations 
p.—_ I £i, 

(9) ivo MU uijuaiiuij 

Des équations (6) et (8), on peut tirer μ, Q,, Q2,..., Q„, puis des équa-
tions (9) tirer P,, P

2
,..., P„. 

Un cas particulier de la solution précédente mérite d'être remarqué, 
c'est celui où l'on prend, comme dans le n° 1, pour les variables q{ 
des fonctions quelconques de Q,, Q

2
,·.., Q

n
; alors les η équations (5) 

sont identiquement satisfaites, et les P
{
- sont déterminées par les «équa-

tions (4). Ce cas particulier a été donné par Jacobi ( Jacobi's Djnamik, 
p. 453). 

La résolution de l'équation (r)peut, comme on sait, être remplacée 
par celle d'une équation aux différences partielles, H étant une fonc-
tion de q

t1
q
t>··■,?«,P2·)··, Pn> 

q„ q2,...,7«)ï 
faisons-y 

Pi-ZfS P*—dqt''"'> 

il suffira de résoudre l'équation aux différences partielles ' 

(10) HV^' ?·»?»··■·} -

où h est une constante arbitraire, ou plutôt d'en trouver une solution 
complète. A la transformation de l'équation (1) correspond une trans-

35.. 
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formation de l'équation (10), et la formule 

Ρj oQj P
2
 oQ

2
 p

t
 iïq

t
 -f- p

2
 §7, h- ... 

montre que la fonction V est la même dans l'équation (10) et dans celle 
en laquelle elle se transforme. 

6. Comparons la règle que je viens de donner, pour passer d'un 
système canonique à un système semblable avec celle qui a été donnée 
par Jacobi pour résoudre le même problème [Djnam.il·, p. 447)· 
Yoici cette règle : 

« Supposons m variables qit p£ données par les équations hamilto-
niennes 

(«> dq; fZH ftp; d\\ 

où i est susceptible des valeurs 1,2rc; soit, de plus, 

Ψ (*71' ?2i*·· j Qi j Qa>·»·ι Qn) 

une fonction arbitraire des η variables q„ q2,...,qn
et de η nouvelles 

variables Q
0 Q2,..., Qre

; déterminons Q4, Q«, et d'autres P,, 
P

2
,..., P„ en fonction des premières variables au moyen des équations 

(*) Hï, — P" 0^~Ρλ' 

(«) _ ρ _p ρ . 

les variables Q,·, P
t
· satisferont aux équations 

(d) dQ; _ dn dP; _ dH 

On voit que la règle que j'ai donnée ci-dessus a une grande analogie 
avec celle de Jacobi; les équations (8) et (9) sont identiques aux équa-
tions (b) et (c), si l'on y fait μ = ι. La solution de Jacobi renferme l'in-
connue μ en moins, et, par compensation, elle renferme une équation 
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de moins, qui est 
ψ — o. 

La règle de Jacobi peut se démontrer très-simplement comme il suit. 
Le système des équations (a) peut être remplacé par la suivante : 

(«) Pnd-%)-J'{P,àq,+ --+ Pnà(]n)= SH 

Or on a, d'après les équations (£), 

Ρ1 Pn~3t)~ ίΜ1 

% { db (la, db dt/Λ dfdb 5, .M . \ 

— °V <*Q. Λ ·'· rfQ„ ώ] A\ ^Qi ·· dQ. ^7' 

car l'égalité des deux derniers membres revient à 

$d±
 =

 * 5ψ. 

En ayant égard aux équations (c), on voit donc que le premier 
membre de l'équation (11) est égal à l'expression 

»(ρ· § + · ■■ ■· ■+ p« '%) ~ s(p' *5' + · ■■ '+ p« «Q»!· 

qui est ainsi égal à δΗ, et l'on en conclut les équations (d). 

7. On peut encore imaginer beaucoup d'autres moyens pour passer 
d'un système canonique à un autre semblable. Nous allons en indiquer 
quelques autres. 

Le système des équations canoniques est renfermé dans une seule 

%r*r.+-+%*p.-%*<i>- ··-£»?·= 
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et celle-ci peut se mettre sous ces deux formes : 

^ (p{~dt +· " + Ρη~&) ~ ίΜκ +· * ' +/>« fy») = 

~ ^ (?« "λ + ΙϊΜ* +··'~*- 9ηάρ
η

)=ζ ÔH; 

en les ajoutant, on a 

dq,dt+ 

— }
t

(P< 71 ί/»ι +/»S^Î-ÎSÎPS+ .·.) = a3H· 

On en conclut aisément que les variables Q,, Q2,..., Q„, P,, P2,..., P„ 
satisferont à un système canonique senJblable, si elles satisfont à 
l'équation 

(A) p, 5Q
(
 - Q, ÎP

f
 +... -H P„ $Q„ - Q„ δΡ„ 

= p> fy, — 71 &/»,+...+ Pntyn - qnfyn, 

qui équivaut, comme on sait, à 2» équations. 
Remarquons encore la transformation indiquée par l'équation 

2(P, 5Q, +...4- P„$Q„) = Pi fy, — 7, ty, -4-...+ P„$q„— q»9p„ 

et celle qui en résulte par l'échange des grandes lettres avec les 
petites. 

On voit, par ce qui précède, qu'il s'est glissé une inadvertance dans 
le Traité de Dynamique, de Jacobi, à la page 453, où il est dit qu'on 
vient de donner toutes les transformations possibles d'un système 
canonique dans un autre. Cette inadvertance s'explique d'ailleurs très-
aisément dans une œuvre posthume. 

Revenons sur la transformation renfermée dans la formule (A). 
Posons généralement 

P, = R,· cos0f, Q, — R
{
- sin θ,, 

Pi — r«cos0
t
-, qt — r,· sin θ£, 
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iétant susceptible des valeurs ι, a,..., n. La formule (A) deviendra 

(B) R 2 d®{ -4-... R2 dQ
n
 — r\ ddf -4-... -+- /-2 dQ

n
. 

Si l'on prend pour les θ des fonctions déterminées des Θ, récipro-
quement les Θ pourront s'exprimer an moyen des θ et les R seront 
donnés par la formule 

T> 2 r2 ■ „2 , , ..2 dQn _ 

Plus généralement on pourrait raisonner sur l'équation (B), ainsi 
qu'on l'a fait, au n° 5, sur l'équation 

P, -+-.. -r- P/jSQn — pt Hq, -+- ... 4- p
n

^q
n

. 

Transformation dun certain système d'équations 
dans un système canonique. 

8. Supposons encore que les variables q,, q2·,····, qn
, p,,p

2
,... p

n
 sa-

tisfassent à l'équation 

(■) «L tp,+...+ % tp. - *tq, % »,.= SHi 

mais supposons en outre que ces variables soient liées par zr équa-
tions conditionnelles 

00 j\ — °t f — o,f
2r

 — o. 

Je vais démontrer que ces ζη variables peuvent être remplacées par 
un système de zn —zr variables Q,, Q2,..., Q„_

r
, Pn

 P
2)

. P„_
r

qui 
satisfont aux zn — zr équations canoniques 

(3) dQi _ fZH dPi _ _ dE 

i étant susceptible des valeurs 1, a ,...,n—r. 
Nous pouvons remarquer que ce théorème est déjà démontré au 
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u° 1 de ce Mémoire dans le cas où les équations conditionnelles ne 
renferment que les variables q,, q

n
. 

Mettons encore l'équation (i) sous cette forme. 

~Jt + " P'1 ~~ + ^ ' 

si nous choisissons de nouvelles variables qui satisfassent à l'équation 

(4) p
t
$q, -t- p

2
oq

2 ■+-···-hfao?» = Pt
 ^Q, -f-. .-h P„_

r
5Q„_

r
, 

nous aurons 

θ(Ρ,^Η-·..+ P„-r -^(P.OQ. + ■-+ Pn-r^Qn-r) = ^H, 

et comme les variations oQ,, ÔQ
2
,...,§P,, δΡ

2)
... seront indépendantes 

on en conclura les équations (3). 
Montrons comment on pourra satisfaire à l'équation (4). En diffé-

rentiant les équations (a) selon la caractéristique o, on aura 

% +
 · · ^§;^Ρ'^··· + £ζ 

4ft 4fi 'ifi dfi 

f: ■+■··+Ê + +···+lb 

— <tyn_r+, '7n~M ··· dHn rfyww /W+< ·" 

. . . . . 

De ces ar équations on peut tirer les ar variations oq 
δρη-r+t:··<■> tyni et en les portant dans l'équation (4) on aura une 
équation de cette forme 

G, 5q
t
 -t- G

a
 iïq

2
 H-.·, -h G

n
_
r

§^
n
_
r
-h L, &p

t
 -+- L

2
δρ

2
 + L„_

r
àp

n
-

r 

— P| ÙQi + P
2
ÎQj P/j-r^Qn-Γϊ 

G,, G
2
,..., L

t
, L

2î
... pouvant, d'après les équations (a), être réduits à 

ne contenir que les variables q,, q
2
,..., ç„_

r
, p,, p

2
,..., p„_

r
. 
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La question est donc ramenée à transformer l'expression différen-
tielle du premier membre en une autre qui renferme moitié moins de 
différentielles des variables. Ce problème est connu sous le nom de 
problème de Pjàff, et l'on sait qu'il est toujours possible. 

Il est utile de remarquer que le problème de Pfaff ne peut se ré-
soudre que par des opérations de Calcul intégral d'une grande com-
plication ; nous montrerons plus loin comment on pourra éviter ce 
problème dans certains cas. D'ailleurs la seule possibilité de la réduc-
tion des équations (1) et (2) à un système canonique conduit à des 
conséquences importantes. 

Sur des cas où la transformation du système d'équations du n° 8 
en un système canonique peut s'effectuerfacilement. 

9. Nous avons vu que le système d'équations entre les variables^,/?,·, 

(") f ^^ $«*. = 3H, 

(2) /1 — —O, .... f
r
 —O, 

(3=) Jr-t-t — °) Jr+2. — ■··» fir — °i 

peut toujours se transformer en un système canonique à l'aide du 
problème de Pfaff. Nous allons examiner des cas où la transformation 
pourra s'effectuer sans aucune opération de Calcul intégral. 

Supposons que, parmi lès équations conditionnelles (2) et (3), les 
r premières ne renferment que les variables ç

{
·. D'après les équa-

tions (2), on peut donc exprimer ces variables au moyen de η — r va-
riables seulement QiiQî)···! Q«-rj en sorte que leurs expressions 

(4) ?» —?» (Q»» QîJ···» Qre—r)»···» ?n—?re(Q»> Qï>···» Qn—r) 

satisfassent identiquement aux équations (a); et, en éliminant Q,, 
Qj,..., Q„_

r
entre les équations ($), on trouverait un système de r équa-

tions équivalant aux équations (2). Les variables qt ne sont expri-
mables au moyen des Q,· que par les formules (4), tandis que les sont 
fonctions des qL d'une infinité de manières. 

Tome XIX (2e série). — Aobt 1874. 06 
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Mettons l'équation (1) sous cette forme 

9(ρ^+·'·+Ρ«ΈΓ)~~&Ρ*9ν* ÔH' 

et nous voyons qu'il suffira de déterminer des variables Ρ,, Ρ2,·τ·) P«-> 
qui satisfassent à l'équation 

(5) P, 5Q, Pn-r^Qn-r = pi à<j[t "+" p2%2 pn^<Jn· 

Par hypothèse, les variables qt ne dépendent pas des variables Ρ ; 
cette équation équivaut donc aux η — r suivantes : 

(6) 
Ρ — η — -+- u — -4- -4-0 d(*". 

........ 

Ρ"-Γ ~ Pl + P" dQl
r

 + * ''■+■ P" dll ' 

En différentiant les équations (2), on a 

(IR =da,P> dq, +''“ 

dqr¿Q,■+ 

multiplions ces équations par des fonctions inconnues p,
(

, p
2
,.. , p

r
 et 

retranchons-les de l'équation (5), nous aurons, en égalant à zéro les 
coefficients des variations àq, 

(?) 

dQ, p dQs p dQ„_r dft dfr 

V. ——■ -t- ra -z 1— . - - —t— 1 n—r — Pn lJ-i ~D h... H- H,r -j— 

Comme nous l'avons dit, les Q,· sont fonctions des qt d'une infinité 
de manières, et l'on obtient l'une quelconque d'entre elles en formant 
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η — r combinaisons des équations (4) et en résolvant les équations 
résultantes par rapport à Q4, Q2,. ., Q„_r; alors on aura à porter les 
expressions de ces dernières quantités clans les premiers membres des 
équations (7). 

Les η équations (7) jointes aux r équations (3) permettent de tirer 

Pu />!)·'·) Pn et pi j pif--·} pr en fonction des variables P,- et et par 
suite en fonction des variables P,·, Qt·. 

Il est évideni que la méthode précédente sera applicable toutes les 
fois que l'on pourra combiner les équations conditionnelles données 
de manière à obtenir r équations distinctes qui ne renferment que le 
système des variables qt ou celui des variables p(, et ceci se présentera 
toutes les fois que le nombre des variables pi ou celui des variables q

t 
qui entreront dans les équations conditionnelles (2) et (3) ne sera pas 
plus grand que r. 

Remarquons encore que chaque variable qt est conjuguée à une 
variable p(, mais que les η variables qi et les η variables p

t
 ne forment 

pas deux systèmes essentiellement distincts. 
En effet posons 

Ps — — Ps ·> 

et l'équation (1) peut s'écrire 

juj uuuAIIVÍÍIUUIV/ÜI 

-1'" Ψ ®i 

p
s
 prend ainsi la place de q

s
, et — q

t
 celle de p

s
. Il suit de là que la 

méthode précédente est aussi applicable toutes les fois que l'on pourra 
combiner les équations conditionnelles données, de manière à obtenir 
un système de r équations distinctes, qui ne renferme pas plus d'une 
variable de chacun des η couples 

ÇllPlI ?2» Pi) Çilpi)···· 

10. Examinons le cas où il serait donné seulement r équations con-
ditionnelles 

/) — O yij — O, ... » Jr Ο 
36.. 
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ne renfermant que les variables ç

{
-. En différentiant une quelconque 

d'entre elles, on aura 

dfs dq, dfs dq 2 ^ 

mais, dans le cas actuel, l'équation (1) donne 

dq, dH dq, dB. 
on a donc 

dq, dpι dq2 dp, ' 

qu'on peut écrire plus simplement 

[/„H J=o. 

La théorie précédente peut donc encore être appliquée, pourvu 
qu'on y fasse 

./»·+) — L/î » hj, f
r+i

 — [f
2

, hj ,..., y
2r

 — h]. 

Au reste, ce cas se trouve traité au n° 1. 
On pourrait faire une application de ce cas particulier à l'intéres-

sant Mémoire de Bour Sur les mouvements relatifs ( Journal de M. Liou-
ville, t. VIII, r863). En appliquant les formules (6), on obtient immé-
diatement, sous la forme canonique, les équations du mouvement 
relatif d'un système à liaisons quelconques, que Bour obtient par un 
calcul comparativement très-long, qui s'étend de la page 11 à la page 19 
du tome cité. 

Abaissement du nombre des equations conditionnelles. 

11. Soit l'équation 

(■) En effet Dosonà 

et les 2 /· équations conditionnelles 

(2) Ji — °r Js — °i* · ■» °· 
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Nous avons vu qu'on peut réduire ce système d'équations à un sys-
tème canonique ; on abaisse ainsi te nombre r à zéro et le nombre τι 
à η — r. Mais il n'est pas sans intérêt d'examiner les cas où l'on 
pourra abaisser les nombres η et r d'un nombre d'unités moindre 
que r. sans effectuer aucune opération de Calcul intégral, car on s'ap-
prochera ainsi du système canonique. 

Supposons que tes équations (a) ne renferment que k des variables 
Pi que nous désignerons par p

t
, p

2
,...., pk et que k soit <^2 ret r. 

(Si k était plus petit que r, on serait ramené à la question du n° 9.) 
Des équations (2), éliminons ρ,, p

2
, , pk, il en résultera 2r — k 

équations 

(3) Ç)| — Ο, — O,. . Ç2r—k — Oj 

qui ne renfermeront que les variables q
t
, ç

2
,..., q

n
. Prenons ensuite k 

des équations (a) qui soient distinctes des équations (3), et puissent 
par conséquent, avec ces dernières, remplacer les équations (2), et 
partageons-les en deux groupes, que nous disposons ainsi sur deux 
lignes : 

(4) /1 — Oj — °J fir—k — O» 

(5) fïr—k+K — "ν·! fît — °· 

Au moyen des équations (3), nous pouvons exprimer les η variables 
q
t
, q2,..., qn

 au moyen de η — a r -h k variables seulement, que nous 
désignerons par Q,, Q2,. ·., Qn_2r+A· Puis choisissons des variables 
P,, P2,..., Pre_2r+*T de manière à avoir 

P, SQ, + Ρ η—2γ-+-Α 5Q„ 

cette équation revient à celle-ci : 

(6) Pj + + P
2
(^fy, + 

= ρ, dq, -b...-hp
n

âq
n

. 

Les variables q£ s'expriment d'une manière unique au moyeu des 
variables Q,·; les variables Q

{
-, au contraire, s'expriment au moyen des 
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qi d'une infinité de manières. Imaginons une de ces manières, de sorte 
que les dérivées des Q

£
-, par rapport aux q^ sont alors parfaitement 

déterminées. 
Différeutions les équations (3), puis multiplions-les par des coeffi-

cients indéterminés μ,, μ2,···ι μ2Γ-ί·, enfin ajoutons-les à l'équation (6); 
nous en déduirons les re équations suivantes : 

(7) 

U^+P^+ -i-P dQn-'r+k_ /Τ"-* 

ρ , ρ d(h . . ρ dQn-,r+k_ <*?. rf<p2r_* 

Réunissons les re équations (7) aux équations (4), et nous aurons 
re + 2r — k équations pour déterminer les n + ar — k variables p

t
, 

P21· · ·■> Pn et μ,, μ
2
}· · · en fonction des P

t
- et q

e
·, par suite, on pourra 

déterminer les variables p(-eη fonction des P
t
· et Q

£
. 

Substituons les valeurs des qt et pt en fonction des Q,·, P
t
- dans les 

2 {k — r) équations (5), et nous aurons ainsi 2 [k — r) équations con-
ditionnelles entre les Q

t
-, P

£
, avec l'équation 

uuiminenes cm re ics r¿, aveu i equauun 

nous avons donc abaissé les nombres re etr des équations (1) et (2) de 
ces 2 r — k unités. 

On doit remarquer que, si 3Γ est plus grand que η ou égal à re, la 
méthode précédente sera toujours applicable en y faisaut k = n; car 
on pourra alors toujours éliminer les re variables ρ entre les équa-
tions (2). Le nombre re — 2Γ -f- k devient 2 (re — r) ; ainsi le nombre re 
de l'équation-(i) sera abaissé à 2 (re — r), et le nombre des équations 
conditionnelles se réduira au même nombre. 

Introduction des dérivées principales de H dans le système des équations 
précédemment étudiées. 

12. Imaginons une fonction quelconque φ des variables q,, q2,..., 
q

K
, />,, />,,..., p», et supposons que ces variables satisfassent à ar 
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equations 

00 J'f — O, jz — O,. . J2r — o. 

En différentiant l'expression de ψ, nous aurons 

d* = iί,''ι·+ + i,df<+·· +TF.dp" 

et, en diiférentiant les équations (1), nous aurons 

°=^xd1<+diï
1

d(l*-t --+dï/i(ln~i~dïxdPi +·· dp
n
 P'n 

° = %d^ + % d(t* +· · •"
+

" % dv»+ % dP* dpm 

Multiplions ces équations respectivement par des fonctions des 
mêmes variables que nous désignerons par λ,, λ

2
,... et ajoutons-les à 

l'expression de df ; nous obtiendrons ainsi df sous une autre forme 
dépendante des fonctions λ,, λ

2
,.... Les coefficients de dq

f
, dq

2
,.. 

dp
K
, dp.χ,..., forment un groupe de dérivées virtuelles de la fonction ψ. 

Représentons-les ainsi : 

(2) 

/d<f\ dy . df1 . df . dfr 

(±) = ± -f- λ, f- + λ
2
 ψ 4-. . .+ 1

2Γ
ψ, 

\dq,j dq, dq, dq, dq, 

(3) 
\dp,J dpi dpi i dp , dp\ 

(%L) = p- + λ, f- 4- λ
2
 ψ -h-. .-h λ

2Γ
ρ, 

Suivant la notation habituelle, posons, u et ν étant deux fonctions 
quelconques des variables, 

. -, du dp du dp du dv 

du dp du dp du dp 



a88 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

Alors, si nous multiplions les équations (2) respectivement par -

^>··*> et les équations (3) par A, et
 I

0
*'

nous retranchions 

la somme des secondes de celle des premières, nous aurons 

(ΑγΑ±{Α.γΑ + + (Α)Α 

— (A\ dA _ A _ / rfy \ 

— [?' fi] ■+· L+ L/a'/i] λ
2

 "+■ i ·.+ \ j\n fi\ hn 

et, comme i est susceptible des valeurs 1, 2,..zr, cette équation en 
renferme 2r distinctes. Adoptons maintenant, pour les fonctions λ,, 
λ

2
,..celles qui annulent le second membre de l'équation précédente, 

et qui sont., par suite, les solutions de ces zr équations, 

(4) 

[f^f] ^2 + [/î'/i]^· 3 + · · · + [/an jt ]λ
2Γ

 — [/η ψ], 

+···+[/2Γί/2]λ2Γ — [fïi ?]» 

r/fi/ïr]^i -Η[^2»/2Γ]λ
2
-{-[/

3
,
ι

/^
Γ
]λ
ΐ

-ί-...-(- * — \Jiri ?]· 

Les dérivées virtuelles de ψ satisfont donc aux zr équations rea-
ièrmées dans la suivante : 

(5) 
dpt\dqtJ dp2 \dq2J dp, \dqnJ 

f \ Ai ί?Λ A. ( 0 

où i est susceptible des valeurs 1, 2,..., zr. 
Quand les quantités λ ont les valeurs déterminées par les équa-

tions (4), nous donnons aux dérivées virtuelles de φ le nom de dérivées 
principales, et nous désignerons de plus l'expression 

ψ' = ψ -h λ, ft -f- λ2 A "+"· · ·"+" ̂ zrjir 

soiis le nom de forme principale de la fonction ·φ. D'après lVqua-
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tion (5), on voit que la forme principale de φ satisfait aux ar équa-
tions 

[f» φ'] = O, [/» <p'j = Ο, · · ·, [fan φ'] = Ο. 

Si le nombre des équations (1) était impair, le déterminant des équa-
tions (4) serait nul, et ces équations incompatibles. C'est pour cette 
raison que. nous avons supposé ce nombre pair. 

15. Revenons à l'équation 

(') %»p.~ %»q, - ■ · - dJS *'= 

H étant une fonction des variables qif pt que nous supposons liées par 
2r équations conditionnelles 

(») fi— °f fi °»··'» fzt—°· 

En introduisant des multiplicateurs indéterminés λ,,λ
2
...., λ

2Γ
, on 

déduit des équations (1) et (2) 

(3) 

φι dH - dfx « dft il fïr 

dq2 dH ·, df[ dfi ·. dfir 
» * 

(4) 

φι dH . φι ^ Φι , , λ df2n 

φ2 «ΖΗ » df « φΐ » φΓ 

Si l'on différentie une des équations {2) fi — o, on a 

dfj dq, ^ df dq, ; ; df dp, ^ df dp? ^ _ Q. 

et, en remplaçant les dérivées des q
i2
 ρ

2
, d'après les équations (3) et 

(4), on a 
Ut ? h] -t- λ, 1 -f- λ

2
 \fiifz. ]+—0 ; 

Tome XtX (a® série). — Aom 1874. 
37 
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on en conclut que les multiplicateurs λ,, λ2,... satisfont aux zr équa-
tions suivantes : 

ν 

* [Λ./,]λ
!
 + [/»,/]λ,+...Η-[/„/)λ

!Γ
 = [/„ H], 

[* "+XfïlJA ^3 ■+' H]» 
. . . . . . . . 

Or il résulte de ces équations que les seconds membres des équations 
(3) et (4) sont les dérivées principales de la fonction H, et, en les re-
présentant au moyen des dérivées immédiates placées entre paren-
thèses, on a, au lieu des équations (3) et (4), 

dqt ί^\ 

dp, _ ___ /^H\ dp„ _ __ /aïHN 

Théorème sur la variation des constantes arbitraires. 

14. Considérons les 2 η équations 

W dqt dR dpi _ dR 

dans lesquelles H est une fonction quelconque des qt, pt et de t et i est 
susceptible des valeurs 1,2n. Ces équations renferment celles de 
la Dynamique, mais elles sont plus générales; car, dans la Mécanique, 
H est assujetti à être la somme de deux fonctions, dont l'une ne ren-
ferme que les variables qt et le temps t, et dont l'autre est homogène 
et du second degré par rapport aux variables 

Supposons que l'on ait obtenu les valeurs des pt qui dépendront 
de an constantes arbitraires et de t. Adoptons la caractéristique D 
pour désigner les accroissements des quantités q{, et de la fonction H 
quand ces constantes subissent de certaines variations. 

Multiplions les équations (x) par D/J,- et — D<7«·, ajoutons-les et som-
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mons par rapport à ζ ; nous aurons l'équation 

(2) 2 {dqt D/z. — dpiOqi) — DHrfi, 

qui est entièrement analogue à l'équation (1) du numéro précédent. 
Désignons par Δ une caractéristique qui se rapporte à d'autres va-

riations des constantes arbitraires, et différentions l'équation précé-
dente selon Δ; nous aurons 

y [dAq
t
 Dpi -1- dqi Δ Dp, — dApi Oq

;
 — dp, AD qî) = ADH dt. 

Nous obtiendrons une équation également vraie, si nous permutons les 
caractéristiques D et Δ 

y (dDqiApi l·dqiOAp, — dDpt Aq{ - dpiOAqPj — OARdt. 

Retranchons ces deux équations l'une de l'autre, en remarquant que 
les deux signes ΏΔ et AD sont équivalents, et nous obtenons 

Dpe — Dq, Apt) = ο ; 

nous en concluons que 

(3) ^ (Δ^· Dp,— Oq
t
 Ap

t
·) 

est indépendant du temps. C'est l'important théorème donné par La-
grange [Mécanique analytique, section Y, § 1). 

Si les variations selon Δ se rapportent à l'accroissement Av. d'une 
seule constante α et les variations selon D à l'accroissement ϋβ d'une 
autre constante β, le théorème de Lagrange exprime que la formule 

Σ /dqi dpi dçi dp;\ 

est indépendante du temps. 
3
7

.. 
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On peut généraliser le théorème précédent en supposant que les q
it 

Pi satisfont à l'équation 

(4) % ^-£»,.-...-£»,„=911, 

et que les variables qt satisfont à des équations conditionnelles : alors 
le système de ces équations se rencontre aussi en Mécanique ; mais, 
pour généraliser encore davantage, supposons des équations condition-
nelles qui renferment non-seulement les variables ç

t
-, mais encore les 

variables pt 
f\ — ft—°»···> ft>—°· 

D'après ce que nous avons vu au n° 15, nous serons conduits aux 
équations 

dqi /iffl\ dp-L /ΛΙ\ 

dont les seconds membres représentent les dérivées principales de la 
fonction H. Si l'on remarque que l'on a 

(S)D!·-■■ ·+ (I.)(*)»*+■.-·- (S)m< 
on obtiendra encore l'équation (2) et, en suivant exactement la mé-
thode exposée ci-dessus, on trouvera aussi que l'expression (3) est 
indépendante de t. 

Sur la théorie des perturbations. 

15. Supposons encore que les 2 η variables q^ pt satisfassent à l'équa-
tion (4) et aux 2 r équations conditionnelles 

(0 ji — O, f
2
 — o,.. , f

2r
 — 0 ; 

on en conclut les 2η équations 

(*) dqi /<2H\ dp ι / 
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Les valeurs des q(, en fonction de t ne doivent contenir que 

i{n — r)constantes arbitraires; représentons-les par 

(3) 
5 , CC2J · · · / a2(n—r))> 

Ρ' ψί ( ft| J ft2î ···■> ®2(«—Γ))· 

Imaginons ensuite que H subisse un accroissement Ω et qu'on adopte 
encore pour formes des solutions les expressions (3), mais alors en 
considérant comme des fonctions de t\ on aura 

dq,- ^ dqi dx, ^ dqt dx, . f rffi\ / dil \ 

dpi ^ dp; dx, ^ dpi dx, ^ / rZH \ / (ΙΩ, \ 

Retranchons les équations (2) des précédentes, et il en résulte 

pdx
t
 4(p) dt, 

*l,kl + pda,+ 

Multiplions ces équations par — 8pit oq,, et sommons par rapport 
à i ; nous aurons 

(« » =Σ (ï °> -1s") ι +Σ (£ ta ~ t Φ,+·■ · · 

Comme les quantités α n'ont été supposées qu'en nombre égal à 
2(n — r), elles ne sont liées par aucune équation conditionnelle; si 
donc on désigne par β une quelconque des quantités a, on aura 

dQ. -r-, /dqi dpi dpι dqA dx, ^ fdqi dpt dpi dqt\ dx, t 

Si l'on pose généralement 

Σ  (dqt dpi dpi dqi\ , 
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cette formule deviendra 

ins « peuvent se partager en~3 

ou 

(5) %= Σ («-«£· 

D'après ce que nous avons vu (n° 14), les quantités {a
s
, β) sont 

indépendantes de t. Si l'on suppose r = o, cette équation devient la 
formule de perturbation de Lagrange; on voit donc que cette formule 
subsiste sans modifications par l'introduction des équations condition-
nelles (i). 

Si les fonctions α peuvent se partager en deux groupes de η — r 
quantités a

f
, «2·.··., «η -η βι> βϋτ ■ ·> βη-η 9U' satisfont aux équations 

(6) {«■il «k) — {βϊ' βΙι) — {«ii βϋ) — t), {«ii βί) — I, 

où i et k sout deux nombres différents, les ζ {n — r) équations ren-
fermées dans l'équation (5) deviennent 

dcti dû dfi, dû. 

16. Supposons ensuite que l'on intègre les zn équations 

dqi f <2H\ dpi / itH\ 

séparément des équations conditionnelles; alors les q£, p£ ne renfer-
meront plus seulement z{n — r) constantes arbitraires comme précé-
demment, mais elles s'exprimeront au moyen de t et de ζ η constantes. 
Toutefois, le nombre des constantes arbitraires du problème doit se 
réduire à z{n —r); on obtiendra les zr relations qui lient les con-
stantes trouvées en portant les expressions des q£, p£ dans les équa-
tions (i); d'où l'on conclut que t doit s'y éliminer de lui-même. 

Ainsi, au lieu des équations (3), nous devrons écrire 

Qi — ψί (A «i ' «21· · *i «2n)i 
Pi — Φί (^j «ι » «2ι · - "j «2η)ι 

α,, α2,·.. étant liés par a/· équations conditionnelles. 
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Ce problème conduira encore à l'équation (4), que nous pouvons 

mettre sous cette forme 

! Pi, 8s,- QUI S 

où le signe ̂  s'étend à toutes les valeurs de a, qui sont a
if

 a
2
...., a

2n
. 

Dans le cas particulier où les fonctions α peuvent être partagées en 

deux groupes «,, α
2
,.. , a„ et β,, ]32,..., /3„, qui satisfont aux équa-

tions (6), on a 

4* A»Jß, *Itoa* ~-Ï** 

Λ χ^βί / <ff \ if α; J ' 

et cette équation équivaut, comme on sait, aux équations 

</at- / iffl \ ί?β,- / Λΐ\ 

les dérivées principales de Ω par rapport aux quantités a et β étant 

prises d'après les 2 r équations conditionnelles qui lient ces quantités. 

17. Poisson a donné des formules de perturbation résolues par 

rapport aux dérivées des éléments troublés, dans le cas où les équations 

conditionnelles disparaissent; ces formules fournissent par conséquent 

la résolution des équations (5), par rapport aux dérivées des quantités a, 

lorsque rest nul. Mais ces formules cessent tout à fait d'être appli-

cables, lorsqu'on suppose, entre les variables du problème, des équa -

tions conditionnelles; nous allons chercher les formules par lesquelles 

on les doit remplacer. 

Supposons encore entre les 2η variables q
t

, q
2
,.. , q„, p

n
 p

2
.. . p., 

les 2r équations finies 

(7) jf, — Ο, jf
2
 — o,.. f

2T
 — o, 

et les équations différentielles 

(8) dgj / rfH\ dpi / rfH\ 
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dans lesquelles i est susceptible des valeurs 1,2,..., «etH-peut ren-

fermer t, outre les variables q£, p£. 

Concevons que l'on ait intégré ces équations et que l'on ait trouvé 

pour intégrales les m — 2 r équations 

(9) 

βΐ ψΐ (?l> ?2Τ· ■ ·5 Ps»· ' ·' 

βί — ψζ(<ϊίι<Ϊ2ι· · ·) PiïPif · -ιΡηι 

βα(η—r)— ψϊίη-τ·) (?ΐι ?25· · ·5 Ρη Ρ2?· · ·» Ρηι ^)ι 

dans lesquelles β
1} β2,· ■βαρ-Γ) désignent des constantes arbitraires 

qui n'entrent pas dans les seconds membres. 

Dans la Mécanique, si la fonction de forces ne dépend pas de t, H en 

est aussi indépendant, et alors on peut supposer que t ne se présente 

que dans une des équations (9), et additîvement-à la constante qui y 

entre. 

Imaginons ensuite que l'on ait à résoudre le même problème dans 

lequel la fonction H est seulement remplacée par H Ω, de sorte que 

Ω est la fonction perturbatrice, et Ω est en général une très-petite 

quantité. Les équations (7) subsistent encore, mais les équations (8) 

sont remplacées par 

(10) dqi f cl{ΈΙ —dpi ( 

Alors les fonctions des q£, p£ qui forment les seconds membres des 

équations (9) n'ont plus des valeurs constantes; mais leurs dérivées 

sont en général de très-petites quantités qu'il s'agit de déterminer. 

Ces fonctions, que nous désignerons par la lettre β, sont définies 

par les équations (9), et ces équations, jointes aux 2 r équations (7), 

pourraient servir à exprimer les 2« variables q£, p£, au moyen des 

quantités β et de t, et d'une seule manière. 

Désignons par a = ψ une intégrale du problème sans perturbations , 

c'est-à-dire une des équations (9), dans laquelle α est la constante ar-

bitraire. En difiérentiant cette équation, on a 

ο (±ί\\ + ék, 



PURES ET APPLIQUÉES. 297 
et le dernier terme est nul, si t ne se présente pas explicitement dans ψ; 

en ayant égard aux équations (8), on obtient 

(») ° ~ Zi \_dqt \dpiJ dpi \dqij J dt 

Passons ensuite au problème avec perturbations, nous devrons alors 

regarder, dans l'équation α = ψ, α comme une fonction de t, et, en 

la différentiant, nous aurons 

du. f db dqi dp/\ 

les dérivées des variables qi ρ ι étant fournies par les équations (10), 

et il en résulte 

(12) dct ί id (H -ί- û)\ dfy fd (H *4- Ώ)\ j ^ 

Retranchons les deux dernières équations l'une de l'autre, et, dans 

le résultat, mettons la lettre a au lieu de ψ, ce qui ne pourra plus main-

tenant entraîner de confusion, et nous avons 

doc Γ dct f d£l \ dot / d£l \ "J 

La fonction Ω peut s'exprimer au moyen des quantités β et de t, et 

d'une seule manière, et, d'après une propriété démontrée dans mon 

Mémoire sur les dérivées principales ( Bulletin de la Société mathéma-

tique, t. I, p. 164), les dérivées principales de Ω par rapport aux va-

riables qi pi sont données par les formules 

/dQ. \ ^ dC1 f d$ \ / dSl\ eftï /dp \ 

on a donc 

dec dQ.^r\ Γ du f d$ \ du f tffi \ "j 

Tome XIX (a® série). — Αουτ îSqfj. 
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On a d'ailleurs 

(s!) - %
+

w %
+

<*» %
+

· ■ ■
+

w ê' 

($)=|+p. (1
3

) S*-m ■+·■ · ·f. 

eu prenant pour μ
4
(β), μ

2
(β),... les quantités qui satisfont aux 

3Γ équations 

+ + ■ + I/ar,/i]f*«r(|3) = [/«,i3], 

[ft>Â¥< (β)-+- -+-[/»*/»]μ»ίΡ)+· · · 
. . . . . . . 

Eu remplaçant les dérivées principales des quantités |3 par les ex-
pressions ci-dessus, on a enfin 

s = Σ® + P' +· · ·+ P»(fl[«./»]l. 

qui est la formule cherchée. 

Cette dernière formule peut être considérée comme provenant de la 

résolution des équations (5) par rapport aux dérivées des éléments 

troublés; donc, puisque les quantités («
4
, {3) sont indépendantes du 

temps i, il en est de même de l'expression 

[«, β]+ p.,(/3)[«,/1] + fA!!(|3)[«,/2] + .... 

La formule de perturbation que je viens de donner est évidemment 

exacte, quelles que soient les limites dans lesquelles Ω puisse varier ; 

mais si Ω reste toujours très-petit ainsi que ses dérivées, les quantités 

^ seront elles-mêmes très-petites, les quantités α varieront très-peu, 

et l'on aura une valeur approchée d'une des quantités α par une qua-

drature, en regardant le coefficient de ̂  comme constant, et en ne 

regardant comme variable, dans Ω qui est fonction des « et de i, que 
la quantité t. 
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' Théorème relatif à l'intégration d'un système d'équations 

précédemment considéré. 

18. Supposons entre les 2η variables q^ Pi l'équation 

(«) t »/>.+···+Φ */>. - ΐ »?.-··· - τ«'/» =
SH

. 

et les équations conditionnelles 

(*) /« = °f /2 = 0,..., /
2r

=0. 

Nous avons démontré (n° 8) qu'on peut remplacer les 2« variables 

q^pipav 2« — 2r variables Q,, Q
2
,.., Qn-r5 Pu Ρ3,···»Ρ«-/· indépen-

dantes entre elles, et qui satisfont aux 2 η — 2 r équations différentielles 

canoniques renfermées dans les deux équations 

(') dQ; _ <m dP; _ dE 

où i est susceptible des valeurs 1,2 ,.,,η — r. 

La quantité [α, p] est formée avec les dérivées de α et ρ par rapport 

aux variables q,,, pt·, formons une quantité qui se compose delà même 

manière, au moyen des dérivées de α et ρ par rapport aux variables Q
£
·, 

P/, et posons 

r„ qm __ d"· dfl i da d[i dx d$ 

da d$ dot. d$ dx d& 

Comme il n'existe pas d'équations conditionnelles entre les variables 

Q i, Pj, la formule de perturbation du numéro précédent par l'emploi 

de ces variables se change en la suivante : 

(2) dt L ' PJ " 

38. 
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Les coefficients des dérivées de Ω doivent être les mêmes dans les 

deux formules, et l'on en conclut 

(3) [α, β]'= [a, 0]+ μ, (β ) [α,/j ]-+- μ
2
(β) [a,f]4-... -+- fMP)[a fir]· 

D'après le célèbre théorème de Poisson, si 

α = const., β = const. 

sont deux intégrales du système d'équations canoniques (i), alors la 

formule 

(4) [a, β]'= const. 

est également une intégrale de ces équations, à moins que le premier 

membre ne soit identiquement constant. 

Ce théorème provient d'ailleurs de ce que, dans la formule (a), les 

coefficients des dérivées de Ω sont indépendants de t, ainsi qu'on en a 

fait la remarque à la fin du n° 17. 

Si des variables Q,·, P/ on revient aux variables q,, ph on obtient le 

théorème suivant : 

THÉORÈME. — Supposons que 

a — const., β = const. 

soient deux intégrales du système des équations 

f — °> fi—°j···? fir— °> 

dq, / «?H\ dq7 / £?H\ dqn / rfH \ 

dp, ^P" \ 

alors l'équation 

[a, β]-t- μ,(β) [a,/,] + ... + Μ|3) [a»/?r] = const. 

sera aussi une intégrale de ce système d'équations, à moins que le pre-

mier membre ne soit identiquement constant. 
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Ce qui augmente l'importance de ce théorème, c'est que le passage 

des variables qif pt aux variables Q/, P, ne peut se faire que par des 

opérations très-difficiles du Calcul intégral, de sorte qu'il ne serait pas 

commode d'appliquer la formule (4)· 

Le théorème précédent n'est qu'un corollaire de la formule (3); j'ai 

déjà fait remarquer ailleurs que la formule (3) avait été donnée par 

Jacobi dans le cas où lgs équations conditionnelles ne renferment que 

les variables qt, et alors cette formule prend une forme toute différente 

et plus compliquée. Dans ce cas, en effet, en désignant, comme au 

n° 10, par 

f — /2 — °? · · · j f — ° 

les équations de condition données, il faut faire, dans la formule (3), 

fr*-i—L/ÏjH], fM— [/i, H],..., fr 

Il convient aussi de faire observer que la formule que Jacobi a dé-

montrée s'appuie sur une transformation particulière des variables qi: 
Pi en les variables Q

{
·, P,, ce qui l'oblige à donner deux pages entières 

à l'énoncé de son problème (Nova Meihodus, § 38, OEuvres, t. III). 

Dans mon théorème, au contraire, la transformation des qh en les 

Qi, Ρi se faisant dans un système canonique quelconque, son énoncé 

est très-simple. On pourrait encore faire remarquer que la transforma-

tion, adoptée par Jacobi, des variables qit pi dans les'variables Q
t
·, P,·, 

n'est pas applicable à l'équation 

%»p, +.f te.-

prise dans toute sa généralité; elle s'appuie essentiellement sur la forme 

particulière qu'elle prend dans la Dynamique, où H se compose de 

la somme d'une fonction — U qui ne renferme que les variables q;, 

et d'une fonction Τ desp
t
, qh qui est homogène et du second degré par 

rapport aux variables p
t
-. Toutefois on peut reconnaître que, par les 

considérations du § 4P du Mémoire de Jacobi, on peut s'affranchir de 

cette dernière restriction. 
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On voit, d'après ces réflexions, en combien de manières la formule 

(3) est généralisée, de sorte que je crois pouvoir dire que le théorème 

renfermé dans cette formule était entièrement nouveau, lorsque je l'ai 

énoncé pour la première fois [Comptes rendus des séances de VAcadémie 

des Sciences, 1873, t. LXVI, p. ng3). 

Propriétés de Vexpression [a, /3]. 

19. Nous avons vu dans lë n° 18 que les 2 η variables q
if
 p

(
, qui sa-

tisfont aux équations [a) et (b), peuvent être remplacées par 2 [η — r) 

variables Q
£
·, P

£
 fonctions des premières, et qui satisfont à un système 

de a [η — r) équations différentielles canoniques, et que, en posant 

ι«,β]
 =z{dôfdêl-dBldQtr 

on a la formule 

(') [α, β]' = [a, β] -4- μ, (β) [a,μ»(β) 

Il importe de démontrer que, dans cette formule, a et β peuvent être 

considérés comme deux fonctions quelconques des variables Q
t
, P

£
· ou 

qif pi; en sorte que cette formule servira à remplacer l'expression [a, β]', 

ou a et β sont deux fonctions quelconques des variables Q
t
-, P

{
· par une 

autre expression qui ne renferme que les variables ge, ρ g. 

En effet, dans la théorie exposée ci-dessus, 

(2) α = const., β = const. 

étaient deux intégrales du système canonique renfermé dans les équa-

tions 

dQi _ CÎH dPi _ _ <m 

où i est susceptible des valeurs 1, 2,..., η — λ On a donc, en diffé-
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rentiantles équations (2), 

(3) [«'
Η
Γ+Ι = °. [?."]'+i = ο. 

Ainsi la théorie précédente suppose qu'on peut trouver une fonc-

tion H qui satisfasse à ces deux équations ; ce qui limite les fonctions 

qu'on peut prendre pour a et β. Mais imaginons que l'on ait obtenu 

la formule qui donne l'expression [α, β]' au moyen des variables q£, 

p
£
, lorsque α et ρ sont deux fonctions quelconques. Les variables q

n 

pi sont des fonctions des variables Q
{
·, P

{
· qui ne dépendent pas de la 

fonction H, ni de Z, ainsi qu'on peut s'en assurer par le n° 8; pareille-

ment, la formule considérée qui donne [α, β]' est indépendante de H. 

Si donc on suppose ensuite que, dans cette formule, α et ρ satisfassent 

aux équations (3), il ne s'ensuivra aucune réduction; donc, récipro-

quement, la formule (1) trouvée, dans la supposition que les équa-

tions (3) sont satisfaites, peut être étendue à deux fonctions quel-

conques. 

20. Au lieu de la fonction donnée pour a, mettons dans la for-

mule (x) l'expression 

(α) — a -ι- λ
2
/^-Κ. -f- λ2Γ_/2Γ, 

en choisissant pour λ,,λ2,... les multiplicateurs qui donnent à α sa 

forme principale. D'après ce que nous avons vu au n° 12, on a 

[(«)>/<]= [(«)»/*] = Γ(α)»Λ·]= °· 

Donc tous les termes qui suivent le premier dans le second membre 

de la formule (r) s'annulent, et l'on a 

(4) [α, ρ] — [α -f- -f-λ2<
/

2
 -f-.. X2rj^r

, p]. 

Il est évident que je n'ai pas à mettre (a) au lieu de α dans le premier 

membre; car a, dans ce premier membre, est exprimé au moyen des 

variables Q
£
-, P

£
, ce qui ne peut avoir lieu que d'une seule manière. 
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De même, si ρ a sa forme principale, on a 

μ,{β) = ο, μ
2
(β) = ο,..., μ2Γ(β) — ο, 

> et l'on conclut encore de la formule (i) 

[α, /3]' = [a,(P)l 

ou 

(5) [α, P] -—[oc, β -Τ- Ρί(Ρ)/ι +" μ2(Ρ)/2 -+-··.+· P-ir[$)fir · 

Cette dernière formule se vérifie très-aisément; car, en la développant, 

on obtient 

[oc, β]' = [et, P]-+- μ,(P) [oc,/;]4- μ
2
(β) [α,/

2
]4-... 

+ [«, μ, (Ρ)1/ι +[oc, μ
2
(Ρ)]/ΐ+ ···-. 

et comme/j,/>,... sont nuls, on retrouve l'équation (i). 

Aux formules (4) et (5) on peut évidemment ajouter cette autre 

[oc, β]' — [(oc), (p)] — [oc 4- λ, ft 4- l2ft + ··-» ρ -Η fij/i -Η p.2/a -+-·■·]> 
et cette dernière revient encore à la suivante, qui est formée au moyen 

des dérivées principales de oc et de p, 

f
a

' py— (^) (^)
+

($,) (|r
2
)
+

··· 

/ dot. \ / d$ \ / da. \ / d$ \ 

Les formules (4) et (5) montrent que l'on peut modifier les formes 

des fonctions α et β, d'après les équations conditionnelles, de ma-

nière à rendre l'expression [α, β] indépendante du choix des variables 

qi, ρ£. On peut voir, d'après mon Mémoire sur les dérivées princi-

pales, qu'il existe, pour les expressions de oc et β, d'autres formes qui 

conduisent également à'ce but. Toutefois, je considère les précédentes 

formules comme les plus simples et les plus curieuses. 
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21. Dans le n° 15, nous avons trouvé la formule de perturbation 

S=2 (/t—r) 

en posant 

(6) /„ o\ _'V (dHdPi dP' d9i\ 

Si l'on suppose que les variables y,-, soient transformées en les 

variables Q
i?
 P

£
, le coefficient de ̂  est généralement remplacé dans 

cette formule par 

(7) {„ Ω y _ V Τdpi dPi rfQ'"\ 

On en conclut que les deux dernières expressions sont égales, el 

qu'on a 

(α« β)' = («s, β)-

Je terminerai en démontrant cette formule, où n'entrent que les 

variables qi, pit
 supposées assujetties à des équations condition-

nelles : 

[<*«, a.]'(«<, a
k
) -l- [a

£
, a

a
]'(a

2
, a

A
) + ...+ [a,·, «

2
(n-r)]'{oc 2(n—r) 5 aft) 

= ο si i est différent de k, 

— — ι si i = k, 

les premiers facteurs des termes du premier membre étant donnés par 

la formule 

(8) [«« «,] =Σ\\ΐξ.) \df.) - \ϊί.) fejj' 

et les seconds facteurs étant formés d'après la formule (6). 

Tome XIX (ae série). — Août 1874 •19 
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En effet, d'après une formule connue, on a, en exprimant les 

ι (η — r) fonctions a, au moyen des variables Q,·, P*, 

[«;, «, ]' (ct
{

, [«/, Ctk [a
t
·, Ût2(n-r)]'(a2(n-r)» ah)' 

= o si i est différent de k, 

= — r si i = k, 

en posant 

(9) =Z^rfP.-rfP.5o;J' 

et («„ a*)' étant formé d'après la formule (y). 

Or on a 

(a*«*)'— («««*)» 

et les deux expressions (8) et (g) sont équivalentes. On en conclut la 

formule à démontrer. 


