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PURES ET APPLIQUÉES. J9 

SUR LES QUADRATURES; 

PAR M. P. TCHEBICHEF. 

( Lu au Congrès de l'Association française pour l'avancement des Sciences, à Lyon.) 

1. Dans l'Ouvrage très-important que M. Hermite vient de publier 
sur l'Analyse mathématique, l'illustre géomètre donne une nouvelle 
formule pour évaluer approximativement la valeur de l'intégrale 

Γ-^=Ί*. 

Dans cette formule, toutes les valeurs de la fonction ψ(χ) entrent avec 
un même coefficient; c'est ce qui apporte une différence essentielle 
entre la formule de M. Hermite et celle de Gauss, et ce qui en rend 
très-commode l'application numérique. L'utilité des formules approxi-
matives de ce genre m'engage à présenter quelques réflexions sur la 
recherche de ces formules. 

Nous supposerons que, la fonction F (a?) étant donnée, on cherche 
à exprimer le plus près possible les intégrales de la forme 

F [x)y(x)dx, 

quelle que soit la fonction φ (x), par la formule 

Α[φ (λγ, )-t-φ (a:
4
)+?(*»)], 

où k, x
{
, Λ·

2
,..., x„ sont des valeurs indépendantes de la fonction ©(ac). 

Comme cette formule ne contient que η -+-1 quantités k, x
t
,cc

s
,.,., x

n 

3.. 
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dont on puisse disposer, il est impossible de l'identifier avec la valeur 

de l'intégrale J' F (x) f(x)dx au delà des termes qui contiennent les 

η premières dérivées de la fonction φ (χ), et, par conséquent, on aura 

(*) 
J F(x)f (x)dx — k[<p (a?,) -hψ(x

2
) -4- ... -hψ(.»„)] 

= k
f
 (ο) -+- k

2
 <p("+2> ψ (ο) -f-..., 

en désignant par k
t
, k2J... les coefficients de <p("+,)(ο), ψ(π+2)(o),.... 

dans l'expression de la différence 

F(d?) ψ (x)dx — k [ψ (χ,) -h ψ {x2) -t- ... 4- φ {&„)], 

que l'on trouve en développant, d'après la formule de Maclaurin, la 
fonction ψ(χ) sous le signe de l'intégrale et les valeurs ψ(JC,), <p(x2) 
ψ (x

n
) qui sont hors ce signe. 

2. Pour trouver, d'après la formule (i), tant qu'elle est possible, la 
valeur du coefficient k et les valeurs xt, x21..., xn de la variable χ, 
nous remarquons que cette formule, dans le cas particulier de 

» / Iz) I 

z étant une quantité quelconque, se réduit à l'égalité 

r* m Οχ _ k +_i_ \ 

= 1.2.3... (RA 4-1)kt
 ζ~"~2 -h Ι.2.3... (n 4- 2)k

2
z~n~3 4- ..., 

où A, k
f
, k

2
,..., x

t
, x

2
,..., x

n
 sont des valeurs indépendantes de z. 

D'autre part, en dénotant par f(z) le produit 

{z — X, ) {z — x2)... (z — x
n
), 

on a 

/(z) z—x t z — x2 ζ—χΛ 
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et, par suite, la formule précédente se réduit à celle-ci : 

00 Γ+ΙΈ{Χ) J _7„/,(z} , I.2.3...(B-*-I)/Î-, , I.2.3...(M-2)*, , 

En multipliant cette formule par ζ et en remarquant que, pour ζ = oo , 
les valeurs 

z£m
dx= Γ" ιοί**,. 

/(«) ft I_f? ï—— ' 

Ι,2.3...(η + Ϊ)^Ι I,2.3...(JZ-H2)£3 

sont respectivement égales à 

J F(a?)i£r, η, ο, o,..., 

on parvient à cette égalité 

J F (x)dx = nk, 

ce qui nous donne, pour la détermination du coefficient k, la formule 
suivante : 

k — F (x)dx. 

3. Pour déterminer la fonction 

/(a) = (a — x
t
) (a — x

2
).. .(Ζ — ΛΓ

λ
), 

nous remarquons que la formule (2), étant intégrée par rapport à z, 
nous donne 

f_~'mlog(*-x)te=ilog® -
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où C est une constante, et de là 

Χ2 3...,ί&ι x.2.3 ..(jz-Hr)£s ι 1·+' , .. - , , 

Comme la fonction cherchée 

f(z) = (z — x
f
)(z — x

s
)...(z — œ„) 

est de degré η et que l'expression 

g kt&** A2s"+S 

ne diffère de ι que par les puissances de ζ inférieures à z~K, il est clair 
que la partie entière du premier membre de la formule trouvée est 
égale à la fonction f(z), et, par conséquent, on aura 

f{z) — ECe 

ou 

(3) i f F(x)l0£(af—ar)Ar 

en désignant par Ε la partie entière de la fonction mise sous ce signe. 
Dans cette formule, la valeur de la constante k, comme nous l'avons 
vu, est donnée par l'équation 

(4) ¥{x)dx. 

Quant à la constante G, on trouvera aisément sa valeur en remar-
quant que le coefficient de as", dans la fonction cherchée, est égal à ι ; 
mais nous n'insisterons pas sur la recherche de la valeur de cette con-
stante, vu qu'elle peut être toujours supprimée sans modifier l'équation 

τ f F(x)los(«—x)dx 

dont les racines présentent les valeurs de χ,, x
2
,..., χ„ dans la for-
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mule en question 

F(a·) φ {x)dx = k [φ ) -+- φ (ara) + ... -+- ψ {xn)'\. 

4. Passant aux applications, nous ferons d'abord 

y* F(¿c)f(¿c)d 

ce qui est le cas de M. Hermite, et où l'intégrale 

I F(x)y{x)dx 

se réduit à 

r'jkLrfx. 

Pour cette valeur de-F (a?), on trouve 

Γρ(ι|ά=Γ^="' 
f F(x)log(z — x)dx = f lo^z *■ dx = it logilt-V^ 1-

donc, d'après (4), 
iMfL 

et, d'après (3), l'équation/(ζ) = o, qui détermine les valeurs dea·,, 
Λ·2, ..., sc

n
, se réduit à 

„ο,ΐ±£=2.* /ζ + ν/ΪΊΤ?\" 

résultat identique avec celui de M. Hermite, vu que la partie entière de 

la fonction + ~ z ^
 est

 égale à 

-^-7 cosfn arccosx). 
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5. Pour montrer une autre application des formules que nous 
venons de donner, nous poserons maintenant 

F(a?) = i, 

F (χ) ψ {χ) dx se réduit à 

I cp(x)dx, 

intégrale pour laquelle Gauss a donné sa formule de quadrature. 
Comme on trouve 

j^ dx=i, jT* log(z — x)dx= log^^l - a, 

on conclut, d'après le n° 5, que la valeur approchée de l'intégrale 

Ι ψ [χ) dx sera donnée par la formule 

*[? (*"« ) H" Ψ («a) + ■■· · + ? (χη)], 

quand on fait 4 = 2,
 e

t que l'on prend pour a?,, ar
2
,..., x

n
 les racines 

de l'équation 

Eev =o ou E* = 

équation qu'on peut mettre, par le développement en séries, sous la 
forme suivante : 

(5) Ezne *·*** 4·5ί< 6·7ί" " =ο. 

6. En donnant à η les valeurs les plus simples, telles que 

η — 2, 3, 4, 5, 6, 7, 

on trouve que, pour ces valeurs de n, l'équation (5) devient respecti-
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vernenf 

3 = °' 

ZJ Ζ = Ο, 

* -3^ + Ρ=°· 

2!-j2S+ —Ζ = 0, 

+ I 2__O I' 

ζϊ 2 2s -I- „3 _ '49 - 0 

et, en résolvant ces équations, on obtient les systèmes suivants des 
valeurs de x,, x2,..., x„ : 

72 = a. 

x, =— 0,816479, 

X2 =+0,816479; 

/2=3. 

x, = — 0,707166, 

x2 = o, 
xs = + 0,707166; 

η = 4· 
X, = —0,794622, 
χ2 =— 0,187597, 

Xj = + 0,187597, 

χ
Λ
= 0,794622; 

/2 = 5. 

j?4 =— 0,832437, 
X2 = — 0,374542, 
x3 = o, 
X

4
 = + 0,374542, 

x
5
 = + 0,832437; 

Tome XXIX (2e série). — JANVIER 1874. 4 
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Λ =6. 

x
t
 — — 0,866249! 

Χο = — 0,42254ο, 
χ3 = — o,a666o3, 
χ4 = -t- 0,266603, 
Χ5 =-+- 0,42254ο, 
χ

β
 = + 0,866249; 

Η = 7· 

Λ·, = — ο,883854, 
χ2 — — 0,529706; 
χ3 = — ο,32385ο, 
.r4 = ο, 

xs = -+- ο, 32385ο, 
χ0

 = -+- 0,529706; 
χτ = -+- ο,883854-

Avec ces valeurs de χ,, x2,..., x„, la formule 

JO(x,)+?(ar
a
)+... + ?(*»)] 

φ[χ)άχ, qui, 

dans certains cas, est plus commode pour les applications que ne l'est 
celle de Gauss; car, dans cette dernière formule, les valeurs φ(-»?,), 
φ(χ

2
),..., φ (x„) entrent avec des coefficients différents. Comme notre 

expression de l'intégrale l <p(x)dx n'est exacte que jusqu'aux 

termes en φίη+,)(ο), <p(n+2)(o),..., 011 devra y prendre, en général, plus 
de termes que dans la formule de Gauss. Néanmoins, dans le cas où 
les valeurs de ψ (-r,), φ(χ

2
),..., φ(Λ·„), d'après lesquelles on détermine 

l'intégrale J* φ (x)dx, sont affectées d'erreurs inconnues, notable-

ment plus grandes que celle qui résulte des termes rejetés, la formule 
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approchée que nous venons de trouver doit être préférée à celle de 
Gauss même par rapport au degré de précision, vu que, dans celte 
formule approchée, la somme des carrés de coefficients, à cause de 
leur égalité, a la plus petite valeur possible. 

7. Revenant au cas résolu par M. Hermite, nous remarquons que 

l'intégrale J - pour a: = cosô, se réduit àJ ç>(cos0)dô; 

donc la formule donnée par lui peut avoir des applications très-utiles 
dans la recherche des valeurs approchées du premier terme du déve-
loppement de <p(cos0) en série 

A0 -F- A, cosô -+- A
2

COS26 -1-

Pour trouver une expression pareille du coefficient A,, 011 devrait 
faire, dans les formules du n° 5, 

F(
a?
)=

7
^==. 

F(x)dx, qui eutre dans 

les formules du n° 5, se réduit à zéro, ce qui fait voir clairement que, 
pour le cas en question, ces formules ne sont pas applicables. Nous 
allons montrer le parti qu'on peut cependant tirer, dans ce cas, de la 
méthode exposée plus haut. 

En remplaçant, dans l'intégrale j* F(.r) f(x)dx, la fonction <p(x) 

par son développement en série 

φ{ο) -l- î-^.r Y^-x:i -+- J xz 

le ferme du résultat qui contient ç>(o) s'annule toutes les fois que Pin-

tégrale 1 F(x)dx est égale à zéro; mais il n'en est plus ainsi, évi-

demment, de son expression sous la forme 

h[y{x
{
) -t-f(.ra) -t- ... + ?(*„)], 

4 · 
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à moins qu'on ne prenne, dans cette formule, la moitié des termes 
avec le signe —. Nous allons donc chercher à exprimer la valeur 

approchée de l'intégraleJ* F(x)<p(x)dx, dans la supposition de 

f F (x)dx, par la formule 

k[y{x
t
) + .··—o{x

m+l
)—f{x

m+i
) —... — o{x

am
)], 

où il y a m termes avec le signe -f- et m termes avec le signe —. 

8. Comme, dans la formule 

k [? (®ι) + Ψ (®ι) + · · · + φ ) — ψ ί Χ,η+ι) — ψ {Χ,η+ζ) — - φ (ar
s
»)Ji 

il y a 2m -+■ r valeurs, savoir : k, xt, x2,..., xm, xm+ι> xmw · ·■> xim 
dont on peut disposer, et que, par sa composition, le terme en <p(o) s'an-

nuîe, on peut identifier cette formule avec l'intégrale J F (λ-) y{x)dx 

jusqu'aux termes qui contiennent les zm -f- χ premières dérivées de 
f(x), ce qui nous donne l'équation 

J F(x)(p(x) = k[û[x
i
)-h<p(x

2
)-h ... 

-f- ψ (^3C
in

) ψ ψ (^m+2) " * ' Ψ (^2ira)j 

-+- k, fm+2(p) -t- k
a
 ®2m+3 (o) 4- .... 

En suivant la même marche que dans les nos 2, 5, nous trouverons, 
d'après cette équation, les valeurs des quantités k, x

t
, x

2
,..., xim. 

En effet, posant 
ç(x) — —— ) 

l'équation précédente se réduit à celle-ci : 

r~hIlifldx = k(——1—ï—t— 

4 1 ' 1 ) 

( x. 2.3.. .{zm a) Λ-, ( 1 2.3...(2/7,+ 3) A·, , 
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Faisant ensuite 

/o (z) = (z — x
t
) (ζ — x2)... (z — a?

OT
), 

.A (*0 — 3-m+t) {" ^m+û) · - · (Z 3%/n 

et remarquant que, pour ces valeurs deyi{z), /j(z), on a 

/o^) ζ — X, Z — X2 Z — 3Cm 

J\ (2) 2 — z—xm-k-i 2 — 

on peut mettre l'équation sous la forme suivante : 

C + l F(z) j /.Γ/ο'ί^·) /l'(z)"| , 1.2 3.. .(2OT + 2)X-, 

1.2.3.. .(2m -+- 3)A-j 

d'où, en intégrant par rapport à z, on tire 

f_
t

 F(z) log(z x)eîx = *log - ' '2 3" 'j™ + l)*' 

1.2.3 {zm2.)ί·, 

La constante introduite par l'intégration se réduit à zéro, vu que 
tous les termes s'annulent pour z — cc . 

D'après cette équation et en faisant, pour abréger, 

1.2.3 (2 m +l) kl T 1.2.3. . . (2/n-t-2) k, r 

ou trouve 

/.(*) .-LlS—-L.,— 

Les fonctions fo{z),f,[z) étant de même degré, la fraction est 

du degré zéro; de plus, l'expression e
-^-·■"-·—■■■

 ne
 diffère de s 

que par les puissances de z inférieures à z~2m~*m, par conséquent, 

l'équation trouvée nous montre que la fraction ne diffère de I'ex-
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pression e 1 que par les termes qui renferment les puis-
sances de z moins élevées que z~2m~l et, par suite, moins élevées que 

le degré de la fraction
 z

j-y*
z

car fonction f(z), comme nous 

l'avons vu, n'est que du degré m; mais, on le sait, la fraction ne 

peut donner une valeur approchée d'une fonction quelconque exacte 

jusqu'à l'ordre de
 ζ

^
ζ
γ>

 a nioins qu'elle ne soit l'une des fractions 

convergentes qu'on trouve par le développement en fraction con-
tinue, et que le quotient complet, correspondant à cette fraction 

convergente, ne soit dépourvu du terme en En partant de là, il est 

aisé de trouver et la constante k et les fonctions f
0
 (z), f

K
 (z), qui 

déterminent les valeurs de ar,, x2,..., x
mr

 x
m+l

, x
m+2

,.. - , x2m. A cet 

effet, on développera 1 expression e ~r en traction con-

tinue, en s'arrètant au quotient qui correspond à une fraction con-
vergente dont les termes sont du degré m. Egalant à zéro le coefficient 

de - dans l'expression complète de ce quotient, on aura l'équation 

qui déterminera la valeur de la constante A, et, en mettant la valeur 
de k, ainsi déterminée, dans deux termes de la fraction convergente, 
on aura les fonctions cherchées f0{z), 

9. Pour montrer, sur un exemple, l'usage de ce que nous venons 
-d'exposer, supposons qu'il s'agisse de trouver l'expression approxi-

mative de l'intégrale J xf(x)dx. Pour cela on posera, dans les 

formules du numéro précédent, 

F (a;) = x. 

Pour celte valeur de F (a?), on obtient 

j F(a?)log(z — x)dx— f a?log(z — x)dx=z-—L j
0
g^^ — z, 

RI F(X)IO%{z—x)dx LOÏ-—-
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En développant la dernière expression en fraction continue, on trouve 
que le quotient complet, correspondant à une fraction convergente 
dont les termes sont du premier degré, est égal à 

3£z+ (gA- ·"' 

et que cette fraction est égale à 

3 kz — ι 

d'où nous concluons que, dans l'expression approximative de l'inté-

grale J x<p(a:)dx par la formule Λ[φ(α·,) — φ (λ?
2
)], on doit prendre, 

pour k, une racine de l'équation 

5* ~ξϊ-0< 

et, pour x,, x
2
 respectivement, les racines des équations 

3 kz — ι = o, 3 kz + ι = o. 

On trouve ainsi deux valeurs de k : 

k~+\/li' k = -\/w 

et deux systèmes des valeurs de x
t
, x

2
 : 

■v>= + \/r x* = -\/v 

*'=-^5' "T2=:H-V/5; 

mais, de ces doubles valeurs de k, x,, x2, il ne résulte évidemment 
qu'une seule valeur de l'expression cherchée, savoir : 

5 27 A = -
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Pour trouver une expression approximative à quatre termes de l'in-

tégrale j* x<p(x)dx, on prendra le quotient de la même fraction 

continue qui correspond à la fraction convergente dont les termes 
sont du second degré. Comme la valeur complète de ce quotient s'ex-
prime par la série 

9okz 543Ï=TS ï + ·" 

et qu'il correspond à la fraction convergente 

270 k*z*— goX-z-f- ro — 

on trouvera les valeurs de la constante k et de x
2
, x3, x

t
 par les 

équations 
5832k* — ιαι6342 — 35o = o, 

270 k2z* — opkz -t- 10 — 54&2 = o, 

270k2z2 + 90kz -+■ 10 — 54k2 = o. 

En les résolvant, on parvient à cette expression approximative de 
l'intégrale en question 

0,41621 [ψ (0,78326) 4-1^(0,01762) — φ(—0,01762) —φ(— 0,78326)]. 

iO. En passant à la recherche des expressions approximatives de 

l'intégrale J cos0<p (cosS)dd ou J ■ ψ (x)dx, nous poserons, 

dans nos formules, 

F (*) = -=£=. 

Pour cette valeur de F (j?), on obtient 

I F(x)log(z—x)dx= I -==log()5—x)dx=—π(ζ— \/z2 — 1), 

if F[x)lotCz—x)dx —V^'-r) 
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Développant la dernière expression en fraction continue, on trouve 
les fractions convergentes 

4iz — jr —12 Απζ + π*—12 A2 

qui correspondent aux quotients complets 

Ι2Λ* Ζ (l2rt —π2;ΤΓ 2 

d'où, d'après le n° 8 : i°, pour la détermination de k, ac,, x
2 dans 

cos0 <p(cos&)ù0 par la 

formule A[y(.r,) — φ(χ
2
)], résultent ces équations 

12 A2—π2 = ο, 4 Az — π = o, 4 Αζ-)-π=ο; 

et 20, pour la détermination d'une expression semblable à quatre 
termes, les équations 

ι4444 — 6οπΑ2 + π* = ο, 

48A2 ζ2 — 12kuz -t- π2 — 12A2 = ο, 

48Α2ζ2-Μ2Απί + 7Γ2— 12 A2 = ο. 

Les expressions approximatives de l'intégraleJ cos0y(cos$)d$, que 

l'on obtient d'après ces équations, se réduisent à ceci : 

f cos$tp(cos9)de = -ψ={ψ (cos0
o
) — p[cos(n 0

O
)] J, 

Γ cos0<p(cos0)i/0 = 0,15x765 [<p(cos0
4
) -f- ç(cos0

2
) 

— φ [cos (π -ί- 0,)] — ψ [cos (π 4- 0
2

ϊ ] j, 
où 

Ô
0
 = 3o°, θ, = 12° 32'4ο", 0

2
 = 47°5Χ'32". 

Tome XVIII (IE série). — JANVIER I8J3. 
5 
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Ou trouverait des expressions plus approchées de l'intégrale 

cos0<p(cos0)i/0, en prenant plus de termes dans la formule 

k[<p(a>,) +f(x2) f{ac
m

) — ψ (aw,) — ψ (®„) — ... — φ (®2m)]. 

Nous n'insisterons pas sur la recherche de ces formules; nous re-
marquerons seulement que, en remplaçant dans toutes ces formules 
les termes de la forme ψ (cos0χ) par 

7|j>(cos7J + ?(cos —— J Η l-9>(cos^ JJ, 

où l est un nombre entier, on obtient les expressions approximatives 

cos(W) <p(cos6)d6. 

Ainsi, en partant des formules précédentes, qui donnent les valeurs 
approchées, à deux et quatre termes, de l'intégrale I cos6çp(cosô)d&, 

on passerait aux expressions approximatives à 2I et l\t de l'intégrale 

J cos(lû) (p(cosô)dâ, expressions qui peuvent être présentées ainsi : 

[co$6)dÔ, expressions qui 

"■'^
65

· ς'(- ·)" [» (cos + ί (cos ], 

où les signes de sommation s'étendent àfn^o, j, 2,..., 2I — t. 


