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AR

B AW VAN VLAV Ve

SUR LES QUADRATURES;

Par M. P. TCHEBICHEF.

( Lu au Congrés de I’Association frangaise pour I'avancement des Sciences, 4 Lyon.)

1. Dans I'Ouvrage trés-important que M. Hermite vient de publier
sur ’Analyse mathématique, l'illustre géométre donne une nouvelle
formule pour évaluer approximativement la valeur de l'intégrale

T o2 g
. Vi—a
Dans cette formule, toutes les valeurs de la fonction ¢ (x) entrent avec
un méme coefficient; c’est ce qui apporte une difiérence essentielle
entre la formule de M. Hermite et celle de Gauss, et ce qui en rend
trés-commode 1’application numérique. L' utilité des formules approxi-
matives de ce genre m’engage & présenter quelques réflexions sur la

recherche de ces formules.
Nous supposerons que, la fonction F(#) étant donnée, on cherche

a exprimer le plus prés possible les intégrales de la forme

[TF(x)p(x)de,

quelle que soit la fonction ¢ (), par la formule
klp(®:) + o (22) + ..+ 9(xa)];

ot k, x,, Xy,..., X, sont des valeurs indépendantes de la fonction ¢ (x).
Comme cette formule ne contient que 7 + 1 quantités &, x,, 2a,.... X,

3..
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dont on puisse disposer, il est impossible de I'identifier avec la valeur
-1
de I'intégrale f F(x) ¢(x)dx au dela des termes qui contiennent les
—1

n premieéres dérivées de la fonction ¢ (&), et, par conséquent, on aura

=k, 0" (0) + k, o™ ¢ (0) +- ...,

(1)

en désignant par k,, k... les coefficients de ¢+ (o), ¢+ (0),....
dans 'expression de la différence

“+1
| Flx)o(x)dr —kp(x)) + o (@) + ... + ()],
que l'on trouve en développant, d’aprés la formule de Maclaurin, la

fonction ¢ (x) sous le signe de I'intégrale et les valeurs ¢ (), ¢(x,),;.. .,
o (x,) qui sont hors ce signe.

2. Pour trouver, d’aprés la formule (1), tant qu’elle est possible, la
valeur du coefficient £ et les valeurs x,, x,,..., 2, de la variable x,
nous remarquons que cette formule, dans le cas particulier de

o(®)=—0

z étant une quantité quelconque, se réduit a I’égalité

f+xm(lx—k(——l——;+ — e )

_ 2—x Z— 2 Z— 2 Z— &,

=r1.2.3...(a+0)kz"?+1.2.3...(B+ 2)k, 57" + ..,

ou k, ky, ksye ..y x4, ay. .., 2, sont des valeurs indépendantes de z.
D’autre part, en dénotant par f (z) le produit

(8 —x,) (3 — 23)...(3 — x,),
on a '
J'(z) 1 L et

f5)  i—ax | z—x Z —

H
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et, par suite, la formule précédente se réduit 4 celle-ci :

(2) F(x) dx kf( 1. 2.3...(n+1)l~,+I.2.3...(n+2)/r,+

Z
f( ) Zh 2 Zhs

En multipliant cette formule par z et en remarquant que, pour z= oo,

les valeurs .
‘r 41
z‘/:_ :‘_ii,dx =f F(x,,)cdx, .

zf I 1 1
40P S S
S(z) Xy z, 2z,
I— — I— — I—
z z z
1.2 (n+r)k, 1.2.3... (n+2)l,
zn+t zn+2 ¢

sont respectivement égales &
I
F(x)dx, n, o, o,...,
-1

on parvient i cette égalité
' +1

F(x)dx = nk,

-1

ce qui nous donne, pour la détermination du coefficient %, la formule
suivante :

r=X(""F

3. Pour déterminer la fonction
f(3)=(z— x,) (2 — x5).. . (5 — x,),

nous remarquons que la formule (2), étant intégrée par rapport i z,
nous donne

f F(x)log(z—x) "—/t]og flB) 1. -2.3...nk 1.2.3...(n+1)l-,_m’

Zhtt Z 2
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ou C est une constante, et de l1a

x 2 3.0k 1.2.3 ..(n+1)k 1 pFr
— o I-cf . F(z)log{z—x)dx

S(z)e T =Ce
Comme la fonction cherchée
Fla)=(z—x)(z — %) ... (5 — @)

est de degré n et que |'expression

1.23...nk;  z.23...(n+1)
] Kaz e

e

ne différe de 1 que par les puissances de z inférieures 4 27, il est clair
que la partie entiére du premier membre de la formule trouvée est
égale 4 la fonction f(z), el, par conséquent, on aura

I +z
flz) = o e
ou

e
,-‘E f IF(.r)log(z-—-.r)dz
—T .

(3) JS(z)=CEe ’

en désignant par E la partie entiére de la fonction mise sous ce signe.
Dans cette formule, la valeur dela constante %, comme nous I'avons

vu, est donnée par I'équation
+1
(4) k= ;f_r F(x)dox.

Quant & la constante G, on trouvera aisément sa valeur en remar-
quant que le coefficient de 2", dans la fonction cherchée, est égal 4 1;
mais nous n’insisterons pas sur la recherche de la valeur de cette con-.
stante, vu qu’elle peut étre toujours supprimée sans modifier I’équation

: f :IF(.r)los(s—x)d.r

f(z) = CEe =0,

dont les racines présentent les valeurs de x,, xs,..., x, dans la for-
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mule en question

TR (@) p()do = k[g () 9 (@) + .. + (@]

—I

4. Passant aux applications, nous ferons d’abord

I

Vx—-a:’,

ce qui est le cas de M. Hermite, et ot 'intégrale

[ TR (@)e(x)dx

—I

F(x)=

se réduit 2

e(=) g

Pour cette valeur de F(x), on trouve
—+1 —+x dx
F(x)dx = —_— =T
-/;I ( ) -1 Vr—a? ’
Tilog(z — x) 2422 —1
PO

+IF(x)log(z—x)dx= ——‘/_:—afx=1zlog—-——2
1 1—

donc, d’apreés (4),

ki
k=-
n

et, d’aprés (3), 'équation f(z) = o, qui détermine les valeurs de 2,
Lay ..y XLn, s€réduit a

Vi=zt ——\n
"]osz.i.__._. z4 1 — 3
Ee 2 —o0 .ou E (.___v;___ = o,

résultat identique avec celui de M. Hermite, vu que la partie entiére de

— 3! " 7 X
la fonction (?——F—\/;—z—) est égale &

I
5= €0s(n arccosx).
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5. Pour monirer une autre application des formules que nous
venons de donner, nous poserons maintenant

F(x) =1,

—+1
ce qui est le cas ou I'intégrale f F(x) ¢(x)dx se réduit 2

—1I

'[_-:I?(x)dxa

intégrale pour laquelle Gauss a donné sa formule de quadrature.
Comme on trouve

+r o +1 . (54 1)+t
). dx =2, ‘/;I log(z-—x)dx_log(;—_-_T);_—l——z,

on conclut, d’aprés le n° 3, que la valeur approchée de Pintégrale

f i o (x)dx sera donnée par la formule

k[o(x:) +o(xa) + o+ 2(2a) s

. 2 N
quand on fait k= ~» et que Fon prend pour x,, x,,..., &, les racines
de l’équation

(s 1)

(1) =
E'—-——‘:;')

(z—1x) =2

(l (:+x)’ +1
HEED

=0 ou =0,

équation qu’on peut mettre, par le développement en séries, sous la
forme suivante :

5 Rare PR TR EE T o,

6. En donnant & 7 les valeurs les plus siﬁ:ples, telles que
n=2,3,4,56,7

on trouve que, pour ces valeurs de 7, 'équation (5) devient respecti-
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vement
z’—%:o,
I
2 —~-z=o,
#2224+ =0
3 45 !
z° gz3+—7—z=o,
8 s L2 T
z ' +52 35 — %
17 __ 7.5 19 3 149
2 =62 T 36 682 =

et, en résolvant ces équations, on obtient les systémes suivants des

valeurs de @x,, &4,..., X, :
n==2.

x, = — 0,816479,
x, =+ 0,816479;

n=23.
x, = — 0,707166,
Xg = 0,
xy =+ 0,707166;

n=—_— 4.
x, = — 0,794622,
x, =— 0,187597,
x5 = -+ 0,187597,
x, = 0,794622;

r=>5.
x, = — 0,832437,
Xy = — 0,3745342,
x;= o0,

x, =+ 0,374542,
x5 =+ 0,832437;

Tome XXIX (2¢ série). — Janvier 1874, 4
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rn=~6.
x; = — 0,866249,
xs = — 0,422540,
Xy = — 0,266603,
x; = -+ 0,266603,
x5 =+ 0,422540,
x, =+ 0,866249;

n—_ 7.
x, = — 0,883854,
x, = — 0,529706,
— 0,323850,
0,
x5 = - 0,323850,
o= -+ 0,529706,
x; =+ 0,883854.

i

Avec ces valeurs de x,, a,,..., x,, la formule

2o (@) + @ () -+ oo+ 9(24)]

~“+1
donne I'expression approzimative de I'intégrale f o(x)dz, qui,

-1

dans certains cas, est plus commode pour les applications que ne I'est
celle de Gauss; car, dans cette derniére formule, les valeurs ¢(x,),
@(22),..., 9 (2,) entrent avec des coefficients différents. Comme notre

“+1 .
expression de l'intégrale f o(x)dx n’est exacte que jusqu’aux

—1

termes en 9™ (o), ¢+ (0),..., on devra y prendre, en général, plus
de termes que dans la formule de Gauss. Néanmoins, dans le cas ou
les valeurs de ¢ (x,}, ¢(x,),..., 9 (x,), d’apreés lesquelles on détermine

+1I .
Pintégrale f o (x)dx, sont affectées d’erreurs inconnues, notable-

—-—1

ment plus grandes que celle qui résulte des termes rejetés, la formale
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approchée que nous venons de trouver doit étre préférée a celle de
Gauss méme par rapport au degré de précision, vu que, dans cette
formule approchée, la somme des carrés de coefficients, & cause de
leur égalité, a la plus petite valeur possible.

7. Revenant au cas résolu par M. Hermite, nous remarquons que
-+ kg
I'intégrale v:(x);dx, pour x = cosf, se réduit éf ¢ (cosb)db;
—r — 0
donc la formule donnée par lui peut avoir des applications trés-utiles
dans la recherche des valeurs approchées du premier terme du déve-
loppement de ¢ (cos@) en série

Ay + A cosf + A,cos26 +....

Pour trouver une expression pareille du coefficient A,, on devrait
faire, dans les formules du n°® 3,

Z

‘/I——:r".

+1
Or, pour cette valeur de F (), 'intégrale f F(x)dx, qui entre dans
—1

les formules du n°® 3, se réduit & zéro, ce qui fait voir clairement que,
pour le cas en question, ces formules ne sont pas applicables. Nous
allons montrer le parti qu’on peut cependant tirer, dans ce cas, de la
méthode exposéc plus haut.
+I
En remplacant, dans l’intégralef F(x) ¢(x)dzx, la fonction ¢ (x)

-1
par son développement en série
?”(0) w (0

x4 T )x3+
1.2 1.2.3 Tt

7
., 90

o(o) + —x +

le terme du résultat qui contient ¢ (o) s’annule toutes les fois que I'in-
—“+7 .
te’gralef F(x)dx est égale 4 zéro; mais il n’en est plus aivsi, évi-
-1

demment, de son expression sous la forme

E[p(x,) —{—30(.1'?.) + .o+ (X)),

EEN
'
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4 moins qu’on ne prenne, dans cette formule, la-moitié des terines
avec le signe —. Nous allons donc chercher 4 exprimer la valeur

approchée de l'intégrale f +IF(x)c‘a(x)dx, dans la supposition de

r+!F(.'Jc) dx, par la formule

J—1
K[p(x2) 49 (202) + - . +9(%m) — 9 (Fmrt) — 9 (Xmaa) — -+ — 7(L2m) ]
ouil y a m termes avec le signe + et m termes avec 1e signe —.
8. Comme, dans la formule
k[p(e)+o(xa)+ - oo +0(Lm) — 9L L) — 9 (Lmra) — -+ — ¢ (Z2m)]s

il y a 2m + 1 valeurs, savoir : k, &y, Zay-.+y Lmy Lt Lims2se > Lam
donton peut disposer, et que, par sa composition, le terme en ¢ (0} s'an-
Y st
nule, on peut identifier cette formule avec I'intégrale f F(x) p(x)dx
—1
jusqu’aux termes qui contiennent les 2m ~+ 1 premiéres dérivées de
9 (x), ce qui nous donne I'équation

41
f Fa) o(x) =k[g{x,) + o (22) + ...
-+ ?(x”l) -9 (.Z‘,,H_,) -7 {:-1',,,_,_2) TTeee T ‘no(x2'n)]
-+ k’ 902""*'2(\0) -+ k2?2m+3 (0) -+

En suivant la méme marche que dans les n® 2, 3, nous trouverons,
d’aprés cetle équation, les valeurs des quantités &, a,, X2,..., Topm-
En effet, posaut

I

49(.1') = 3

2—&

Péquation précédente se réduit 4 celle-ci :

[y

+.--
J_y 2= \z — i, Z—
N
H . 4 X 1
+ — — - — vy —
Z ==y T = Tptt Z —— X2 3 = Zan

1.2.3...(2m 42}k - 1 2.3...(em+3)k

5 n-+-3 z'lﬂi—l—ﬁ

-+

g e



PURES ET APPLIQUEES. 2g

Faisant ensuite

Jo(2)
Si(2)

et remarquant que, pour ces valeurs de f,{z), f;(2), on a

Il

(2 —x) {7 — ). (2 — ),
(2

""xm+l) - xm+2)'-'(z_"x2m)a

Il

Si(z) _ -1 1

Alz) T z—a Z— T, +..'+z—.;r.',,.’
VAC N N S
Ji(z) Z— Ty Z— Tpga 2 — T

on peut mettre I’équation sous la forme suivante :

f‘“ F(z) o = k Fli2) f{(z)] L L2 3...(2m+2)F

; 8% Slz) A=) g
4 1.2.3..’:5’]‘2—: + 3)k, s
d’ou, en intégrant par rapport a z, on lire
—+1 . 3
F(z) !og(z——x)a’x:klo Jolz ) 1.2 3'”“(2,.”_‘_])"
—1 °fil= ) g
1.2.3...(2m<-2)4
— -+

z'lﬂl-’l-J

La constante introduite par U'intégration se réduit a zéro, vu que
tous les termes s’annulent pour z == .
D’aprés cette équation et en fiaisant, pour abréger,

1.2.3...(am-+2)k

1.2.3...(2am 41}k,
e l‘ =Il2,-l ,

k

= ]“l N
on trouve

iz
f;(z) P Ml Ef_, Fiz) log (s — a3 dx

£i(2)

Les fonctions f,(2), f,(z) étant de méme degré, la fraction

JSa(3)
Jfi(z)
- ne différe de 1
; par conséquent,

est

—ameg Y, 5—3m—3.

du degré zéro; de plus, 'expression e~
?
que par les puissances de z mfeneures g=2m=—ts

So(2)
ﬁ()

ne différe de I'ex-

l’equanon trouvée nous montre qne la fraction
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..

¢ pFr
. T Reos—adz ) ) .
pression e* que par les termes qui renferment les puis-

sances de z moins élevées (ue z7*"~! et, par suite, moins élevées que

le degré de la fraction m; car la fonction f|(z), comme nous
fi(2)
fi(z)

peut donner une valeur approchée d’une fonction quelconque exacte

I’avons vu, n’est que du degré m; mais, on le sait, la fraction ne

. . LR . .
jusqu’a 'ordre de Z(Fap A moins qu’elle ne soit I'une des fractions
- :

convergentes qu'on trouve par le développement en fraction con-
tinue, et que le quotient complet, correspondant & cette fraction

Y 1 o
convergente, ne soit dépourvu du terme en —- En partant de 14, il est

aisé de trouver et la counstante & et les fonctions f,(z), fi(z), qui
déterminent les valeurs de 2, 2,... ., Xy Tirgy Tipose voy Lo A cet

¢ p¥r
, . Lz F(x)log{z—x)dx
effet, on développera I’expression e"f—'

tinue, en s’arrétant au quotient qui correspond & une fraction con-
vergenle dont les termes sont du degré m. Egalant a zéro le coefficient

en fraction con-

I . . . y .
de -~ dans l'expression compléte de ce quotient, on aura 'équation

qui déterminera la valeur de la constante k, et, en mettant la valeur
de %, ainsi déterminée, dans deux termes de la fraction convergente,
on aura les fonctions cherchées f,(z), fi(3).

9. Pour moantrer, sur un exemple, 'usage de ce que nous venons
d’exposer, supposons qu’il s’agisse de trouver I'expression approxi-
mative de l'intégrale f—l—lx?(x) dx. Pour cela on posera, dans les

—r
formules du numéro précédent,
Pour cette valeur de F(x), on obtient

[ R (@) log (s~ )= [ xlog(s—x)dn="12" log it

-1

—Z
Oz —1x !

-+ = =
E-f F(x}log(s—x)dx L-rlogif—-:
ek —r —e 2t
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Eu développant la derniére expression en fraction continue, on trouve
que le quotient complet, correspondant i une fraction convergente
dont les termes sont du premier degré, est égal 4

3kz + (g/c— 611)—:-—{- ey

et que cette fraction est égale a

3kz—r.
3kz+1’

d’ott nous concluons que, dans Vexpression approximative de 'inté-
“+1
gr?lef x9(x)dx parla formule 2[o(x,) — o (2, )], on doit prendre,

pour £, une racine de I’équation

et, pour x,, x, respectivement, les racines des équations

3kz—1=0, 3kz+1=o0.

On trouve ainsi deux valeurs de & :

= _
k=+ \/——a = - iv
27 27
et deux systémes des valeurs de x,, x, :
_ 3 _ 3
Xy =4 5 Lo == ~— 5

g /
Xy =—V'5", xg—_——l-\/‘g':

mais, de ces doubles valeurs de &, x,, @,, il ne résulte évidemment
qu'une seule valeur de I'expression cherchée, savoir :

(VD)V}
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Pour trouver une expression approximative & quatre termes de I'in-
-1
tégrale f x29(x)dx, on prendra le quotient de la méme fraction
—_—T

continue qui correspond 2 la fraction convergente dont les termes
sont du second degré. Comme la valeur compléte de ce quotient s'ex-
prime par la série

5832 44— 12163 k72— 350 1
24352 —15 z

gokz —

et qu’il correspond 2 la fraction convergente

290k22* — gokz 410 — 54.5—’
270 #22* +- Qo k3 + 10 — 54%°

on trouvera les valeurs de la constante k et de x,, &,, &5, &, par les
équations - .
o 5832k* — 121634% — 350 = o,
270k22* — gokz + 10 — 54k = o,
270k%2% 4 gokz + 10 — b4k* = o.

En les résolvant, on parvient a cette expresswn approximative de
I'intégrale en question

0,41621{¢(0,78326) -+ ¢ (0,01762) — ¢(— 0,01762)— ?(— 0,78326)].

10. En ‘passant & la recherche des expressions approximatives de
Pintégrale f wcochp(cos@)d@ ou f - 7 = o(x)dx, nous poserons,
S 11—z

(4]

dans nos formules,
x

Pour cette valeur de F(x), on obtient

f_—: F(x) log(z—x) dx—f log(z-x)dx —n(z—yz*—1),

ezf“ FE)log(s—x)ds e——%(.—.-v/ﬁ)
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Développant la derniére expression en fraction continue, on trouve
les fractions convergentes

fhz—x 48Rz —12kwz+4 n?— 1247
hkz+ = B8Rzt 12kns+m—124°

29

qui correspondent aux quotients complets

1445 — Gom* k> + 7 1

128 —ax? 1
(1282 —n%jmw 3

e eeny 12k3 —
124 z

hkz 4+ —

d’ou, d’aprés le n® 8: 1°, pour la détermination de £, x,, x, dans
I'expression approximative de l'intégrale f " cos ¢(cos@)df par la
o

formule %[¢(x,) — ¢(a,)], résultent ces équations
Izlc”f- n?=o0, Lkz —mn=o0, Akz+ m=o0;

et 2°, pour la détermination d'une expression semblable & quatre
termes, les équations

144%* — 6onk® +n* = o,
48222 — 12knz 4+ n® — 12k* = o,

48K22° +12hkn5 + n2— 12k% = 0.

Les expressions approximatives de I'intégrale f " cost ¢(cosf)do, que
o

I’on obtient d’aprés ces équations, se rédunisent & ceci :

jom cosfo(cosd)do = —ﬁ—;{qp (cos8,) — g[cos(m + 6,)]},

fncosega (cos@)dd = 0,151765 { p(cosb,) + ¢(cosbs)

’ —o[cos(r+0,)] —p[cos(n +0s]1,

ou

6, =30°, 6,=12°32"40", 0,=47°51'32".

Tome XVIIF (2¢ série). — Jaxvier 1873.
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On trouverait des expressions plus approchées de limtégrale
f " cos6 ¢(cos@)dd, en prenant plus de termes dans la formule
klo(z) +¢(22) 4.+ 9(@n) = ¢(Biss) — 9 (Fmia) — - - - — 2 (@2m]]-

Nous n’insisterons pas sur la recherche de ces formules; nous re-

marquerons seulement que, en remplagant dans toutes ces formules
les termes de la forme ¢ (cosf)) par

-;-[qJ (cose-;) + ¢ (cos%_;- l) G40 (cos——————(l_ll)“_'— 9“)],

ol  est un nombre entier, on obtient les expressions approximatives

de P'intégrale f " cos(16) o (cos6)dd.

Ainsi, en partant des formules précédentes, qui donnent les valeurs
. T
approchées, 2 deux et quatre termes, de I'intégrale f cosf o(cosf)dd,
. (1]
on passerait aux expressions approximatives i 27 et 47 de I'intégrale

x .
f cos(10) p(cosf)dl, expressions qui peuvent étre présentées ainsi :
o

p=2al

it 2 (g (cost ).

‘0,715176511'*‘_ prw+ 0 pw ~+ 6,
—— X (—1 [go(cos )—l—q:(cos : )],

p=0

ou les signes de sommation s'étendent d p == 0, 1, 2,..., 20 —1.




