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Sur la Méthode d'intégration de M. Tchebichef; 

PAR M. G. ZOLOTAREFF, 
de Saint-Pétersbourg. 

Dans une Noie insérée dans le Bulletin de VAcadémie des Sciences 
de Saint-Pétersbourg [*], M. Tchebichef a fait connaître, sans dé-
monstration, sa méthode d'intégration de la différentielle 

\jxl -f- a.x3 + βχ7 -f- η χ S 

où a, /3, y, â désignent des nombres rationnels. Suivant la marche 
indiquée par M. Tchebichef, on obtient cette intégrale une fois qu'il 
est possible de l'exprimer en termes finis; on démontre, dans le cas 
contraire, l'impossibilité d'une pareille expression. 

Cette Note de M. Tchebichef a été réimprimée dans le Journal de 
Mathématiques de M. Liouville (1864, p. 225 et suiv.). Il est aisé de 
voir, d'après les recherches d'Abel et de Jacobi, que cette méthode est 
liée intimement au développement du radical 

sjx* ux3 -+- /3x2 -+- yx -i- o% 

en fraction continue et aux fonctions elliptiques. 
En étudiant cette liaison, je suis parvenu non-seulement à démontrer 

la méthode de M. Tchebichef, mais encore à trouver quelques rela-
tions nouvelles qui se rattachent au développement de 

\/x4 -i- a.xz -i- β χ2 -î- "/x 4- ο 

en fraction continue. 

[*] Voir Bulletin de l'Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. III, i860. 
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Je me propose de démontrer, dans ce Mémoire, la méthode d'inté-
gration de M. Tchebichef. 

1. Considérons, avec Jacobi [*], deux variables χ et ζ liées par 
l'équation 

(0 [a x2 4- 2 b χ c) z2 4- 2 [a'x2 4- 2 b'x 4- c') z 4- (a"χ- 4- 2 b"x -4- c") — o, 

ou, ce qui revient au même, par l'équation 

[az2 -f- 2 a'ζ 4- a") x2 4- 2 [b z2 4- 2 b'z-h b") χ 4- (c z2 4- 2 c'z 4-6·") = ο. 

En posant 

(ιa'x2 4- 2b'χ 4- c')2 — (d'x2 4- 2b"x 4- c") [ax2 -1- 2bx 4- c) = Rx, 

{bz2 4- 2b'z 4-b")2—[az2 4-2a'z -ha") [cz2 -h 2c'z -hc") = B.
t
z, 

on obtient, en vertu des équations précédentes, 

(3) _ — [a'x1 -4 2 b'x 4- c' j± s/Kx 

(4) —[bz^-h ib'z-h b")± \/R>z 

L'équation (i) différentiée nous donne 

[[ax2-h 2bx 4- c) z 4- [a'x2 4- 2b'x 4- c')] dz 
-h[[az2 -h 2a'z -ha")x-h [bz2 4- 2b'z 4- b")) dx — ο.

 t 

Or des expressions de z et de χ on déduit 

[ax2 4- 2bx 4- c) z 4- [a'x2 4- 2 b'x 4- c') = ± \lRx, 

[az2 4- 2a'z 4- a") χ 4- [bz2 4-2b'z 4- b") — dt y'R, z, 

et par suite 

dz dx 

[*] JACOBI, Matkematische Werke. Band. 3, p. 83. 
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Au moyen de l'équation (i), on peut transformer la différentielle 

\jx' 4- a.r3 β .ï2 -l·- 7 a: -f- iî 

en celle de la forme 

yz1 -+■ lz3 -\-mz1 -f- nz 

c'est-à-dire telle que le polynôme placé sous le radical contienne le 
facteur z. Déterminons à cet effet les constantes a, h, c, a', b', c', a!', 
bc", de sorte que Ra: soit égal à x* -+- a.x3 -+- βχ2 -+- y χ -+- &, et 
que R, s ait la forme zA -+- lz3 -f mz2+ nz. 

On a alors les équations suivantes : 

a'2 — aal' = i, l\a'b' — 2ab" —'a al' b = a, 

4b'2 ■+■ 2a'c' — ac" — a"c — 4bb" = β, 

4 b'c' — 2 bc" — 2 b" c — y, c'2 — cc" = o\ 

b2 — ac= ι, δ"2 — «"c" = o. 

Comme il n'y a ci-dessus que sept équations servant à déterminer 
les neuf inconnues a, b, c,..., nous en pouvons choisir deux à vo-
lonté. La transformation employée par M. Tchebichef s'obtient en 
posant 

a = o, a"=o. 

Des équations précédentes, il vient 

b" = o, a' = ±ï, b—± i. 

Prenons a! — i, b = — i. 
Des mêmes équations on déduit 

e — 7 1^2 

Kizfz! 

21.. 
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Égalant les coefficients des mêmes puissances de la variable dans 

les expressions R,z et z* -h lz3 +· mz3 -+- n, on obtient 

/ — m-a'Y-GÎS 

m = — a/3 4-f a2, 
Η = -7 + ΐ^-8«3· 

Quant aux signes devant les radicaux dans les formules (3) et (4)» 
nous choisirons dans la première le signe négatif, et dans la seconde 
le signe positif. 

D'après cela 

a;2 Η 1 —— ya:4-}- aie3 -+- βχ7 -+· y a: -1- δ 

ζ2—— z-j-i/z'-t-Zz3 -t- m ζ2 ηζ 

Les équations précédentes nous conduisent à celles-ci : 

\Jjla -4- αζ3 -+- β a? -t- 7 a: -i-8 y/z4 lz3 -1- njz2-t- nz 

f =1 Π' '
 +

 '
Α
)'

&
.α·Χ.η;. 

C'est la transformation dont se sert M. Tchebicbef dans son Mé-
moire. 

2. Maintenant nous allons établir les conditions qui doivent être 
satisfaites pour que.l'intégrale de la différentielle 

(z-l- A)rfz 

puisse s'exprimer en logarithmes. 
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Si cette intégrale s'exprime sous forme finie, elle s'obtient, comme 
on sait, d'après la formule 

λ Π2 + &^dz _ J
Q
g (pr Q/ \j-R_z} _1_ const. , 

où P' et Q' désignent les fonctions entières dont les degrés sont res-
pectivement λ et λ — 2, et qui satisfont à l'équation 

(5) P'2 — Q'2Rz = i. 

Dans le cas où s = o, on a Rz = ο, P'= rfc i. On peut supposer 
d'ailleurs Ρ' = ι ; car, si l'on avait P' = — ι, l'équation (5) subsisterait 
encore pour les valeurs — P' et — Q'. 

Cela posé, nous pouvons écrire l'intégrale précédente comme il 
suit : 

"\r^
=los(p

'
+Q

'
s
®>· 

Soient g, g', g" les trois racines de l'équation 

z3 -t- Zz2 -t- mz + 11 — o. 

On peut supposer que, parmi les valeurs zéro, g, g', g", il n'y en ait 
pas deux égales entre elles, car, dans le cas contraire, l'intégrale 

/(ζ —t- A) dz 

s'exprimerait sous forme finie, quel que soit le paramètre A; mais ce 
cas, nous le laissons de côté. 

En remarquant que Rz s'annule pour ζ = g, g', g", on conclut de 
l'équation (5) que P est égal à ± ι pour ces valeurs de z. On aura, 
par suite, 

. Γ° (z -f- A) dz . . . fô" (z-i-A)dz , . 

où μ et μ' représentent des nombres entiers qui dépendent évidem-
ment des chemins d'intégration; mais, dans le but que nous nous pro-
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posons, il faut exprimer, sous une autre forme, les conditions d'inté-
grabilité en logarithmes. 

Réduisons pour cet effet l'intégrale 

/(z -f- A.) dz 

à sa forme canonique. 
En posant 

g sin9 am ri 

< aç- = β-,—-> sin- ama — ~—·> 

et par conséquent 

s" = —, P' — —β , 

on a 

/«7 — g(g"~g) J.p'ia" — p\ sinamu cosamubamudu 

fz-t-AWz , sin am a cos am α Δ am adu 

OÙ 
M = — 2 ( A -f- e·) ,. ,f — sin2 ama. 

Done 

(6) xr^=
log

(
I
"
+Q

'^
)=x

(
M
-

a
iw)"

+xlo
Sff^' 

où Θ et H sont les fonctions jacobiennes. Pour déterminer les con-
stantes a et A, remarquons que ζ reprend la même valeur toutes les 
fois qu'on augmente ou diminue u de aK ou aK'z et, par conséquent, 
de 2/»K -+- am'K'i, m et m' désignant des nombres entiers. Dans ce 
cas, l'accroissement du second terme de l'équation (6) doit être égal 
à 2s%i, où s est un nombre entier. Par conséquent 

(7) 
λ ^M — 2 (2 m Κ -I- 2m'K'i) 

, , Η (a-h π-h 2/ηΚ + zm'K'i) ,, Η(iz-f-e) 
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D'autre part on a 

H (« 4- 2τη!K. i) = ( — i)""H (u) e 11 , 

H (u 4- AMK) = ( — I)'"H (M), 

et par suite 

II(« 4- a 4- ÎBK -1- ÎK'K'I) H (a-hu) ■•-un'» 

D'après cela, l'équation (7) peut s'écrire 

λ — 2 β ̂  j (2flzK. 4- 2/n'R'i) — _
 2S7l

i
m 

Posant dans cette équation m — 1, m' — ο et désignant par v' la va-
leur correspondante de s, on obtient 

(8) M-3?42 = "4Î. 

Ensuite, faisant m — o, m = 1, et désignant par — ν la valeur cor-
respondante de s, on aura 

vK + v'K'i 

De l'équation (8), on déduit la valeur de M ou de A. 

5. La détermination de l'intégrale J"' z ^> dans le cas où elle 

s'exprime en termes finis, se réduit, comme on sait, à la détermination 
des fonctions Ρ et Q satisfaisant à l'équation 

(9) Ρ2 — Q2Rz = a, 

a désignant une constante. De toutes les solutions de l'équation (9), 
on peut naturellement préférer celle où Ρ atteint le moindre degré 
possible. On sait que ces fonctions Ρ et Q peuvent être trouvées au 
moyen du développement de s/Hz en fraction continue, et que leurs 
coefficients s'expriment rationnellement en ceux de Rz. Lorsque ces 
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derniers sont rationnels, les coefficients de Ρ et Q le seront aussi. Nous 
supposerons les coefficients l, m, η de Rz entiers. 

Quant à l'équation (9), il y a deux cas à distinguer, savoir : i° lors-
que λ, degré de la fonction P, est un nombre impair ; 20 lorsque λ est 
pair. 

Nous allons démontrer actuellement que le second cas ne peut avoir 
lieu que lorsque Rz se décompose en deux facteurs du second degré 
à coefficients rationnels satisfaisant à certaines conditions que nous 
allons signaler ci-dessous. 

Remarquant que, d'après l'équation (9), P2 acquiert la valeur a
7 

lorsque z s'annule, et désignant cette valeur par b2, on peut mettre 
l'équation sous la forme qui suit 

P — b2 — Q2Rz, 
d'où il vient 

P — b = ± Q2 (z2
 -4- pz), 

P 4- ù = ± Qt (z2 4- rz 4- s), 
où 

Q,Q
2
 = Q, Rz = (z24-pz)(z24-rz4-i). 

En effet les fonctions P — b et P 4- b n'ont pas de facteurs communs, 
car, autrement, chacun de ces facteurs diviserait leur différence, ce qui 
est évidemment impossible. Il s'ensuit que Q doit être égal au produit 
de Q, et Q

2
, Q, étant lui-même le produit des facteurs de Q appartenant 

à P — b, et Q
2
 celui des facteurs qui sont communs à Q et à P4- b. 

Quant au polynôme Rz, on ne peut faire à son égard que deux suppo-
sitions. En effet, P — b et P 4- b étant des fonctions de degrés pairs, 
Rz doit figurer comme facteur dans l'une de ces fonctions (savoir, dans 
P — b, si ζ = ο, Ρ = b, ce qui peut toujours être supposé) ou être égal 
au produit de deux facteurs z2 4- pz et z2 4- rz 4- s, dont le premier 
appartient à P — δ et le second à P 4- b. La première supposition doit 
être rejetée, puisqu'elle nous conduirait aux équations 

P - b — àz Q2Rz, 

P4-Ù = ±QS, 

ou bien à l'équation 
01 — Q?Rz = ±2Ù; 
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ce qui nous fait voir que, de toutes les fonctions satisfaisant à l'équa-
tion (9), Ρ et Q ne sont pas du moindre degré possible. 

D'après cela, nous ne nous occuperons que des équations 

(ίο) 
P- b = ±.Qz

i{z2 + pz), 
Ρ -f- b = ± Qf (z24- rz 4- s). 

Il est aisé de voir que les nombres p, r, s sont rationnels. Quant à p, 
cela résulte immédiatement de ce que l'équation —-— = ο à coeffi-
cients rationnels a la racine z = — p, dont le degré de multiplicité est 
impair, tandis que ses autres racines ont des nombres pairs pour leurs 
degrés de multiplicité. En outre, p étant une racine rationnelle de 
l'équation 

z3 4- lz- 4- m ζ -1- il — ο 

à coefficients entiers, on en conclut qu'il est entier. Il en est de même 
pour rets, comme le montre l'égalité 

zs4- lz2-h mz 4- « = (z 4- p) (z24- rz -t- s). 

Il résulte de ce qui précède que les coefficients Q, et Q
2
 sont ra-

tionnels. 
Des équations (10), il vient 

(») Q§ (z2 4- rz 4- s) — Q? (z2 4- pz) — ± nb. 

En attribuant successivement à z les valeurs zéro et — p, et en dési-
gnant par A, et A

2
 les valeurs correspondantes de Q

a
, il s'ensuit que 

(12) 
A.2s = zh ib, 

A|(p2 — pr 4- s) = ± 2b·, 

par conséquent 

slp2 — pr-Jr s) = -^r = nombre carré; 

c'est la première relation entre les coefficients p, r,s. 

Tome XIX (2e série}. — AVRIL I 8j4· 22 
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Les racines de l'équation 

£-"** -f— 7" Ζ —f- S — Ο 

peuvent être imaginaires ou réelles. Dans le premier cas, on a l'inégalité 
4-s1 — r2 05 dans le second cas, désignons ces racines par z, et z

2
, et 

par B, et B
2 les valeurs correspondantes de Q,. Faisant dans (11) suc-

cessivement ζ = s, et ζ = ζ.ι-, on trouve 

-B2(zf= ±26, 

— Bf(z|-:-/>z2) = ± ib, 

si s >> ο, ± ib >- o, en vertu des équations (12); par conséquent 

, en venu aes € 

z\ -+-/?z2< o. 

En additionnant ces inégalités, on aura 

zi + z\ Ρ(zt zî) °î 

ou, ce qui revient au même, 

r2 — pr — ai<o; 

mais r2 >· 4-ïj donc pr — 2S^> o. 
Si, au contraire, £<0, on a, d'après (12), 

p- — pr -h s < o, 

d'où pr — s> o, et par suite pr — 2s > o, en vertu de s < o. 
D'après cela, l'inégalité pr — is > o doit avoir lieu, si r2 — (\s >· o. 

Ainsi, pour que l'équation (1 () ait lieu, il est nécessaire qu'il existe au 
moins l'une, des inégalités 

4s —r2>o, pr — 2S^>o. 

4. En s'appuyant sur des résultats obtenus, nous allons démontrer 



PURES ET APPLIQUÉES. r7i 

que l'intégrale λ f dz, lorsqu'elle s'exprime par log (P + Q ν Rz)
 5 

où Ρ désigne une fonction de degré pair λ, peut être réduite à une autre 

qui s'exprime par log(P'-f-Q'\/Rz), P' étant une fonction de degré 
impair. 

Remarquons pour cela que, si nous parvenons à transformer, au 

moyen d'une substitution rationnelle, l'intégrale J
Kd

' ·> qui s'ex-

prime en termes finis, eu une autre / (s -f- A )d- ___ y
 n

' 

sont rationnels, et dans laquelle la fonction sM = Z'z'3-+-m,z,2+7i'z' se 
décompose maintenant en facteurs du second degré z'2 -h p'z' et 
z'2 -h r'z' + s'à coefficients rationnels, de manière que s' (p'~— p'r'-l·- tf') 
devienne un nombre carré, et, en outre, qu'une des inégalités 

4s' — r'2 > o, p'r' — is' > ο 

au moins soit satisfaite, nous aurons 

λ' Ç
 =

 log ( P'
 +

 Q'
 s

/i
iz

' ) , 

où P' est une fonction de degré impair λ'. 
Pour transformer l'intégrale de cette manière, M. Tchebichef em-

ploie la substitution 

(i3) {/J — r? (2r —f— pz) 

et remarque que, au moyen de pareilles substitutions, on peut arriver 
à l'ntégrale de la forme désirée, ou à une telle dont l'expression en lo-
garithmes est connue a priori. 

D'après l'expression de z, on a 

„2 {r — p)z + s 

« -f~ / ~~r~ S ; : 
22,. 



17 2 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
par conséquent 

ί'4) [(/•—/■>) 8+Z,+ (/>—/•)’] 

En outre, de la même équation (i3) il vient 

(e-
r
)z=- -1+»■]■+ 

Nous avons préféré le signe négatif devant le radical pour avoir une 
valeur infinie de ζ pour ζ, = oo . 

En diiîérentiant(i3), on trouve 

(r — p)dz dzi 

(i5) (r—pY{z+à)dz _ ipjp — r)+;, + 2Â(r^)^ , t j_ 
(r-p}z±s 2 '

 2 

D'après les équations (i4) et (i5), on aura 

(z -+- A)dr I Ç \_p{p — r) +ΖΙ + 2 A (r—p)]dz{ 

+ log Vzi ■+* (/» - '')2]· 

Les racines de l'équation 

[z
t
 -hp(p — r)]2 + 4szt = ο 

sont 
p[r— p) —2s±.\j^s{pi — pr + s)\ 

elles sont rationnelles à cause de s(pi — pr + s) = nombre carré. Ainsi 
toutes les racines du nouveau polynôme du quatrième degré, placé sous 
le radical, seront des nombres rationnels. Nous allons chercher d'abord 
combien de fois ce polynôme se décompose en facteurs 

(z2-bp
l
z

1
)(:zf4-r,z

l
4-.y,), 
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3 

satisfaisant aux conditions dont nous avons parlé plus haut. Essayons 
d'abord de poser 

Pi = (P~ O2» 
donc 

r, = 2[p(p — r) + a #], 

f· =/;2(p -r)2; 
il en résulte 

si {P\ — p
t
n-+-Si)=P*{p- rY (r2 — 4*), 

r2 — 4s
1 =i6s(s — pr-i-p2)>o, 

p, r, — as,= z{p — rf (as—pr). 

Pour que Î, (pl — p, r, + 's) soit un nombre carré, il est nécessaire 
que r2 — 4s ne soit pas négatif; mais, dans ce cas, d'après ce qui a été 
dit plus haut, pr — as doit être positif, et, cette dernière condition étant 
satisfaite, les nombres p,, r„ s, ne satisfont à aucune des inégalités 
4s, — rf > ο, p, r, — as, > o. 

Ainsi il suffit de poser 

Pi ~P(P ~ r) ■+■ as dz 2 \js(p2 — pr -t- s), 

Si — (p rf [ρ {p — r) -h as zp a \/s(p2 — pr + j)], 

r, = (p — r)2-t- (p — r)p 4- as±a\/s(p2— pr-h s), 

d'où il vient 

—Pi -+-*«) 

= ± 4(p — *')
2 {p* — Pr-t- s) [f'P — 2i± 2 \Js(p2 — pr-l·- j}], 

r2 — 4ί, — [r2 — rp + as άζ a\js{p2 — pr -h î)]2, 

r,p, — as, — (p — r)2 [rp — as±6\/s(p2 — pr + j}]. 

Il est aisé de voir qu'il faut, dans les formules ci-dessus, affecter du 
signe positif le radical ijs[p2 — pr -t- s); en effet, comme l'inégalité 
4.î| — r\ >> ο n'est évidemment pas satisfaite, posons r,p, — as, ]> o. 
D'après cela, le signe négatif devant \s(p2 — pr -+- s) ne peut être re-
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tenu que lorsque rp — 2s est positif et supérieur à 6 \s (p~ — pr 4- s) ; 
mais alors s

t
 (pl — ρ, r, ) deviendrait négatif et, par conséquent, ne 

pourrait pas être un carré. Posons donc 

Pt =P(P— r) + af ■+" 2V'S(P2— pr+s), 

r, = p(p — r) 4- as 4- (p — rf — 2\js(p2 — pr-\-s), 

s
t
=(p- r)2 [p(p - r) + 2* — a ψ(ρ2 — pr -h j)]. 

Si s, (pl — p, r, 4- s, ) est encore un nombre carré, nous ferons de 
nouveau la transformation en passant aux nombres p

2
, r

2
, s

2
, qui s'ex-

priment enp
t
, r,, s

t
 de la même manière quep

t
, r,, s, s'expriment en 

p, r, s, et ainsi de suite. Si, en opérant comme il a été dit plus haut, 
nous rencontrions des nombres égaux p£ — /7, nous trouverions l'inté-
grale correspondant au système p

£
, r,·, s

£
 d'après la formule 

(Ζ.· + ΤPi)dZj = 1 ln.o· \/zi" + Ρίζί~+- PiZj-h s,· 

5. Il nous reste maintenant à prouver que, lorsque nous ne rencon-
trerons pas de nombres p£ et r£ qui soient égaux entre eux, nous arri-
verons, après un nombre fini d'opérations, aux nombres p

v
, r

v
, Î

v
, de 

sorte que (p2 — r
v
p

v
4- î

v
) ne sera pas un carré. 

D'après ce qui précède, il existe entre les nombres p[L, r[X, et ρμ_,, 
/μ_ι, ίμ_ι les relations suivantes : 

ί μ(ρ2 — Ρ ν- Γμ "Η ^V) 
= 4(/V-«—■Γμ-ί)*[''ν-ίΡν-ι — 2^-l+-2V^-, (pl-i — ρ

μ
_, Γμ

_
1
 4" ί

μ
_,) 

■!" ν-ίμ-ί (ρ.Γ—I Ρμ-ΐ'μ— I "+" ^μ-Ι )], 

'"μΡμ 2ίμ — iPv—t Γμ-ι )" ['"μ—ι /;μ-ι ~ 2ίμ-ι 

4- 6 vV-. {pl-f — /V"<
 Γ

μ-Ι + ίμ-.)]· 
Soient 

Α2 'Vf/Jy Ρ:··'V4--'V) 

g _ ^μ/ν 2,?μ 
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5 

donc 
Ά-μ 4 (Βμ— ) 4" 2 Αμ_| ) Αμ_|, 

Βμ — Βμ— I 4" 6Αμ_,. 

Comme Α0 = \/s{p~ — pr-h s) et B
0
 = rp — 2s sont des entiers, A

0
 et 

Βμ le seront aussi pour toutes les valeurs de μ, pourvu que 

Sv-(P% Ρμ·Γμ4- V) 
soit un carré. 

Démontrons à présent que tout diviseur commun impair de Αμ et de 
Βμ sera aussi un commun diviseur de Αμ_, et de Βμ_,. 

En effet, soit kμ le plus grand diviseur impair commun à Αμ et Ρμ, et 
Α

μ

_, le plus grand commun diviseur impair de Α
μ

_, et de Βμ_
{

. En 
posant 

Αμ — Αμβμ, Βμ — ΑμΑμ, 

Αμ_, — Αμ—, <Ζμ_, , Βμ_, Αμ—, Αμ_,, 

on a 

(ι6) 
k'p dp — 4^"-l (Αμ—I 4" 2ίΧμ_, ) ίίμ_|, 

ΑμΑ
μ

 = Α-μ__, (Α
μ

_, Η- 6βμ_, ). 

Il s'ensuit que A^sera divisible par Α
μ

_,, parce que, dans le cas con-
traire, βμ et Αμ auraient eu quelque diviseur commun impair, et, par 
conséquent, Αμ n'aurait pas été le plus grand commun diviseur impair 
des nombres Αμ et Βμ. Soit Αμ = λΑ

μ
_

(
, λ étant un entier impair. 

Des équations (16) on a 

λ2<Ζμ= 4λ«μ_,Αμ— 

λΑ
μ

 = Αμ_| -I- 6βμ_,. 

On conclut de la première équation que et λ ont un diviseur 
commun, et, de la seconde, que ce diviseur appartient aussi à Αμ_,, ce 
qui ne peut avoir lieu, car Αμ_, est le plus grand commun diviseur im-
pair de Αμ_, βΐάβΒμ_,.Ι1 en résulte quele plus grand commun diviseur 
impair de Α

μ

 et de Βμ sera en même-temps le plus grand commun di-
viseur impair de A

0

 et de B
n

. Réciproquement, soit k le plus grand di-
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viseur commun à ces derniers nombres (qui peut aussi être pair). En 
effectuant le calcul des nombres A,, B,, A», B2

,—, on trouvera que k 
sera le diviseur commun de Αμ et de Βμ.. Soient 

A μ. — > 

alors 
Α,Γ= 4Α'

μ
_

ι
 (B'p_( ·+- 3Α'μ_,), 

B; =B;_
1+

6A;_,. 

D'après ce qui précède, il est clair que B^ et A^ sont sans diviseur 

commun impair. Considérons à présent la fraction 2 ̂ ° après qu'elle 

sera réduite à ses moindres termes, c'est-à-dire après la division de ses 
termes par k, le plus grand commun diviseur de A

0
 et de B

0
 ou de A„ 

et de B
0
 .2 A0, ce qui est la même chose. Suivant la notation adoptée, 

cette fraction deviendra B° ■ Remarquons que les termes de cette 

fraction sont positifs. Quant au dénominateur, cela se voit immédiate-
ment, etle numérateur ne peut être négatif que lorsqueB„=rp — 2s <0. 
Eu outre, en remarquant que dans ce cas le nombre 

B® — 4Aq = (rp — 2sY — 4s(p* — pr-h -s) = ρ2 (r2 — 4·0 

doit être négatif, en vertu de 4·* — r2 > o, on voit que B
0
 est inférieur 

à 2A0 ; doncle numérateur B
0
 + zA

0
 est positif. Considérons à présent 

le cas où la fraction B" ~*T,2A° se réduit à l'unité. Alors on a B
0
= — A

0
. 

En effectuant le calcul, on trouve 

A, = 2A0> Β, = 5Αβ, A2 = 8.g.A2; 

A
a
 n'est pas déjà un nombre rationnel. Nous nous occuperons ensuite 

du cas où au moins un des termes de la fraction a des divi-

seurs impairs. Soit qf celui des diviseurs dont le degré de multiplicité/ 
est le moindre, q étant un nombre premier. Des expressions 

A'I = 4A'0(B'0 + 2A'0\ 
BJ = B'

fl
 b A"

0
 = B

0
 H- 2 A'

0
 + 4A'

0
, 
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il suit que A", est divisible par q, et B\ ne l'est pas. En outre, pour 
que A'

t
 devienne un nombre entier,y doit être pair et, par conséquent, 

A', admet le diviseur q*. Des expressions 

A'®= 4A', (B', ■+· 2 A'J, 

Β 2 =B'
1
4-6A'

i
, 

on voit encore que A'| est divisible par q, et B'2 ne l'est pas. Pour 

que A'
2
 soit un nombre rationnel et entier,-doit être pair; donc A

2 

admet ^ fois le diviseur q. On prouvera de la même manière que B'
3
 ne 

sera pas divisible par q, et que A'
3
 admettra le diviseur q au degré 

lorsqu'il sera un nombre rationnel et entier. Suivant la même marche, 
on voit que le nombre A'^, contenant q au degré impair, ne sera pas un 
carré, et par conséquent A'^, ne sera pas un nombre rationnel s il est 
évident que α est inférieur à f. 

Considérons enfin le cas où l'un des termes de la fraction ——-,—L 

est égal à oùf est l'exposant quelconque et l'autre l'unité. 
Soient d'abord 

B'
0
 aA'

0
 — ι, A'

0
 — nf. 

En évaluant A't, B't,..., on aura 

a; = 2s, Β; = a8, 

où^doit être pair. Le numérateur de la fraction irréductible 

AA'.+B', _ (Î-HZ* ) 

ne renferme que des facteurs impairs dont les degrés ne sont pas su-
périeurs àf En effet,-cela résulte de ce que, pour j — 2, le numérateur 

devient 5* et, pour j >2,1-+-2 8 ^3·". 
Tome XIX (a® sérié). — MAI 1874. 20 
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II résulte de là qu'il suffit de répéter les mêmes opérations moins 

dej^ fois pour arriver au nombre A® qui ne sera pas un carré. Soient 
maintenant B'

0
 -t- aA!

0
 = 2?, A

0
 = 1. Remarquons que/ne peut pas être 

égal à a, car alors B'
0
 serait aussi égal à 2, et par suite B

0
 = 2A

0
, c'est-

à-dire B„— 4-^0 —p2 (r2 — 4-y) = o; donc il faut admettre ρ = ο ou 
?·2 — 4·? = o. Dans les deux suppositions, l'équation 

z(z-\-p) (ζ- + rz + s) = o 

a des racines égales; mais nous avons fait abstraction de ce cas, 
comme cela a été dit plus haut. Après avoir démontré que/ ne peut 
pas être égal à 2, passons au calcul des nombres Α'η B^,.... Nous 
avons 

A', = a.22, où/ doit être pair, 
B'

t
 = 2* (1 -+- 2^~2). 

Le numérateur de la fraction 

2 A', + TF, (J -T- 2 2 ) 

ue contiendra que des facteurs impairs, dont les exposants ne surpas-
sent pas / — 2. Il suffit donc d'opérer ces calculs un nombre de fois in-
férieur à/— 2 pour arriver au nombre A®, qui ne sera pas un carré. 

6. D'après ce qui a été dit ci-dessus, on voit qu'en transformant, 
au moyen de la formule 

(p — r)2(z2 -t-pz) 

l'intégrale 

Γ (z-hA)dz 

on obtient une intégrale de la même forme, et, en outre, il a été 
montré qu'après un nombre fini d'opérations on rencontre l'intégrale 
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dans laquelle p£ = 77, ou celle dans laquelle la fonction placée sous le 
radical ne se décompose pas en deux facteurs (z2 -4- pz) (z2 -+- rz -4- s,) 
dont les coefficients satisfont à cette condition-ci : 

s (p2 — pr-h s) — un nombre carré, 

et au moins à l'une des inégalités 

4s — r~ o, rp — 2S o. 

Il résulte de là qu'on peut toujours se borner aux intégrales dans 
lesquelles la fonction placée sous le radical ne se décompose pas en 
facteurs satisfaisant aux conditions précédentes; afin d'évaluer dépa-
reilles intégrales, M. Tchebichef se sert de nouveau de transformations 
successives. 

D'après sa méthode, passons de l'intégrale 

/' (z-f-A)rfz 

à celle-ci 

Γ (Z| -+· A.' ) dzi ^ 

en ayant égard à la transformation du n° 1, c'est-à-dire en posant 

,, _ Tê1* — ilm +in 

1 ?,l3—8/n2-(-i6«' 

772, = — 2/72 -t- f i2, 

7?ι = — /2 ■+- 4 Irn — |· Z3. 

De s nombres l,, τ?7,, ιι
{
 nous passerons aux nombres L, m

s
, 77

2
,..., 

2.3. 
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en posant généralement 

(r7) 
l+> { 2 If — S/,mt-4-i6«,·' 

= — 2ffli 4-f/
;
2, 

"i-M — H '2 i-i^i β ' 

et en prenant /„ = Z, m0 = m, n0 = «. 
Maintenant allons chercher où nous conduisent ces transformations 

successives, lorsque l'intégrale Γ, (z 4- A) rfz —s'pvpri mo pn tprmpg 

finis, et, pour cet effet, considérons les relations entre les racines des 
équations 

z3 4- lz2 4- mz ·+· η — ο, z\ 4- Z, zj 4- m, z, 4- /z, = o,. .. 

Soient g,·, g], g", les racines de l'équation 

z? -t- Z,zf 4- m,· 4- = o; 

Soi s'o 1 So étant désignés plus haut par g, g', g". Il est aisé de faire 
voir que gi+l, g'-.

hI
, g"

+z sont liés à g,·, g], g" de la manière sui-
vante : 

(J9) 

„ _ (gi + ëi — ë'Î) fgi 4- ë"i- g'l) 

_ (ë'Î -+- ëi—ël ) (ëi -+-g'i — gi) 

„* __ (ëi ëï — ëi) (gi -+-g"i — gi) 

En effet, multipliant ces expressions, il vient 

gift SL . S"i + r~~ "<+l = 1 (gi -4" ëi — g"i ) (gi + g" — gi ) (gi +g"i- gi)'> 

mais 
Qi Si Si — i » 
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donc 
->»,« = s.) (- ;-«:·)(- ; -s?)' 

= "i — i hnii + f^-

C'est la troisième formule (17). 
Ensuite 

ffii+i §*£-{-1 "i" gl+< Si-t-i "t- §i+i §1 + il 

= τ (g* ■+■ gi — gî )2 ·+* i(§"/ + Si — 8t )2-1_ 4 (»'· +· Si — S·')2' 
= - 2m, 4-f 

c'est la deuxième formule (17). 
En additionnant enfin les expressions (18), il vient 

j _ (gi+gi—g" Yigi+g"—g'ÏÏMg" +§i—g'ifigi+g'i—gÏÏMg'i +g"—g.) J(g/ +g\—s"i)\ 

par conséquent 

4«*« = (- ;-«?)'(- J ■~4V (-1 - *)' 

I PÍ8 

Le second nombre de l'équation précédente est une fonction symé-
trique et entière des racines gi} g\, g]. Après l'avoir exprimé en coef-
ficients lif mh rti, on a 

hm ni+l = {rm-\ lf)* 4- li(ni — | m£I£ 4- |/?), 
donc 

1 _ _ / (/?—4w,-)' 

c'est la première formule (17). 

7. A présent, nous allons faire connaître les expressions de gv, g'-, 
g' en fonctions elliptiques. Après avoir posé 

ο _ g" (g. —go) _ g" (g'-g) "2 nmn _ go—go _ g"—g 
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nous avons eu 
60 A2ama "° cos2ama 

Ces formules nous donnent de même 

, „ χ — y.2 sin4 am a 

„ , χ — a z2 sin2 am a -1- χ2 sin1 am a 

tjo^&o 0 0 0 ° cos2 am a A2 am a ' 

d'où, ayant égard aux formules (x8), en y posant / = o, on trouve 

go Aam 2 a cos am 2 a (ι — y.5 sin4 am a) 

r s» cos am 2e(i — z2siniama) 

„ g„ A am 2a (τ — y5sin4 am a) 

done 
A2am2a cos2«ni2e 

v? = e){fl s,\, sin2am za = ̂ -
ir

ii, 

c'est-à-dire, lorsque des racines g
0
, g'

0
, g"

0
 on passe aux racines g,, 

g't , g", le module κ reste invariable, et l'argument « se redouble. Il 
en résulte qu'on peut immédiatement écrire les valeurs de g,-, g'j, g" 

(r9") 

s'. — gi . , = ii 

sin am 2t—1 a cos am 2' a A am 2' a 

et par conséquent 

(r9ê) sin am 2a cos am 2sa Aam 2'a ' 



PURES ET APPLIQUÉES. i83 

8. Supposons maintenant que 

Ç* {z -4- A) dz 

(point de départ de nos transformations) s'exprime en termes finis, la 
constante A ayant une valeur convenable. Il a été démontré que le 

paramétré a acquiert dans ce cas la valeur > ou ν, ν et λ sont 

des entiers, dont le dernier est un nombre impair. Soit à présent σ le 
moindre entier satisfaisant à la congruence 

2σίΕΞ2 (mod.λ), 

laquelle est toujours soluble, λ étant un nombre impair. Soit 

25=α+ 7/λ, 

où le nombre h est évidemment pair. 
Si, dans les formules (18) et (19), on attribue à i la valeur <ret si l'on 

remplace a par -
 5

 on aura 

— &0 O*— 01' Off— Oi' 

et, par conséquent, 

ηισ = m,, na = nf. 

Donc, si l'intégrale donnée s'exprime en termes finis, les quantités 
m£, n£ sont périodiques. Si les nombres ν et v' sont pairs, on aura 

lu— 1 — la ι ftlu—t — '"οι "σ—1 — Hoj 

et par conséquent la période commencera par l
0

, m0, w„; mais lorsque 
au moins l'un des nombres υ et v' sera impair, la période ne commen-
cera que par , m,, ni. 

Maintenant nous allons démontrer que, dans le cas de périodicité, 
tous les nombres l£, mh n£ sont des entiers, pourvu que l0, m0, n0 

le soient. 
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Posons 
2 li — 8 li m ι -f- 16ni " 

i étant un entier quelconque, et démontrons que, dans le cas de pé-
riodicité, les systèmes /f, m

t
·, et tous les nombres «

t
· seront entiers. 

Nous allons le prouver d'abord pour le nombre a
0
, et, pour cet effet, 

cherchons la forme générale des expressions ln,-en /
0
, m

0
, /?„ et 

a
0
, lesquelles sont respectivement égales à l, m, n, a. 
On a 

(ao) 
Z, = — l— α, 4mt = — 8'« 3Z2, 

8n, = — 8« -f- 4Z/n — i3· 

Remarquons d'abord que /j, ro
t
·, «

t
· peuvent être exprimés en a par 

les formules 

li = 5 4 = -, ' Ofli ? 

où Φ/, ç>
{
·, Ψ

ί5
 ψ

£
, Ω& ω

{
- sont des fonctions entières rationnelles de α à 

coefficients entiers (ces coefficients renferment Z, m, n). Eu outre, ces 
fonctions seront de la forme 

(ai) 
Φ,·α =3aft 4-..., ψίΟ. = 2ί_< (aft-1 +...); 
Ψ,·α = 3aft 4-..., ψ;α = a21-1 (aft-2 4-...); 

= ari4-..., Uja = 23ι-β (αΓ-3 4-·..)· 

Les exposants des termes vont en décroissant; nous avons affecté 
des parenthèses les fonctions entières de α à coefficients entiers. On 
peut très-aisément vérifier ces formules pour les nombres /

2
, τπ

2
, η

Λ
. 

En effet, après avoir substitué, dans les formules (17), au lieu de 
m,, n,, leurs valeurs (20), on aura 

l — 3κ "ι~·", 4m2 = 3a4-.·., 8n2 = a4 4-...; 

donc ψ2α et ω2α sont égaux à l'unité. 
Afin d'établir la généralité des formules (21), nous supposerons 
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qu'elles subsistent pour un nombre quelconque i et prouverons qu'elles 
ont encore lieu pour i 4-1. 

Nous avons 

21 I — 8 l¡mi+ 16n¡ 

2Φ,·αψ,·α(ΦΙ? αψ,-αω,-α—Φ,·α,· Ψαω,-αφ/ α -l· il,-αφ·1 αψ,-a) + ω,α (Φ;' αψ; α—Ψ,· αφ, α)' 

Après avoir remplacé les fonctions Φ^α, <ρ
£
·α,... par leurs valeurs, 

on obtient, en réduisant, 

''+l " 2'V'+,_' -+-··.)' 

ou 
/>»+1 = kpi + zq-i h- Ύ — 7· 

D'une manière analogue on trouve 

, 3Φ; αψ,-g — 2 φ/ α Y,· α 3 αΐ,+ι -Η. . . 

où 
7<·+-ι — 2pi 7« 

ο g — ω,· (g) Ψ,-(α) Φ,· (g) φ2 (κ) + Φ2 (α)ψ,·αω,·α 

_23,'-3(αΓ'>-3+...)' 

OÙ 
/·;+) = 3 /jj -+- <jfj -+- Γ

£
· — 5. 

Par conséquent, les formules (21) ont lieu pour i -+- r : c'est ce que 
nous voulions prouver. Iln été démontré plus haut que, lorsque l'in-
tégrale donnée s'exprime en logarithmes, nous arriverons de nouveau 
aux nombres m,, les systèmes Z

£
-, nz

£
·, «

£
fe succédant périodique-

ment Soient, comme il a été supposé, l
a
 = Z

1}
 m

c
 = «

σ
 = η,. 

Tome XIX (ae série). — Mit 1874. 24 
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On a, dans ce cas, 

i22). 8 n,=^, 

Oil 

Ωσα — 8«, ωα
α — ο. 

En remarquant que 

871, = — 877 -4- 4 — Ρ 

est un nombre entier, on voit que a est une racine rationnelle de 
l'équation à coefficients entiers, dont le premier terme a l'unité pour 
coefficient; donc α sera un nombre entier. De ce que 

2/3 — 8Im -I- i6n 

est un nombre entier, on voit que l doit être pair; par conséquent 

/,=—/—«, /77, = — 2777 ■+■ f Z2, 
77, = — 77 -f- i- lm — -i- Is 

seront des nombres entiers. 
Soit à présent 

{l\— 4/77,)" 

En remplaçant dans la formule (22) les nombres l, 777,11 par m,, 
77, et « par a,, on aura 8τ7

σ+
, au lieu de 8η

σ
, savoir : 

877
σ+1
 - 877

2
 -

o
^, 

les nombres Ζ,, /77,, 77, entrent dans les coefficients des fonctions Û'
ff
 et 

ω, de la même manière que l, m, η dans ceux de Ω
σ
 et ω„. 

Comme 
8772 = — 8T7, ·+· 4h = ^1 
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est un nombre entier ; d'après l'équation 

Ω'„ (a, ) — 8 «
2 ω'

σ
(α, ) = ο, 

que «, est un nombre entier : donc 1.2, m2, n2 seront aussi des entiers. 
On voit de la même manière que l3, m3, n3,... sont aussi des entiers. 

9. Pour achever la démonstration delà méthode de M. Tchebichef, 
il ne nous reste qu'à faire voir que les nombres des systèmes Z

t
-, m,·, nt 

que l'on obtient avant que la périodicité soit manifestée ne surpassent 
pas une limite finie. Nous reprendrons, pour cet effet, les relations qui 
existent entre les racines gi+i, g'i+r, g'

+t
 et gv, g,, g·. On a 

§1-1-1 ) à,2 ami.'a cos2 a m 2.'a 

g' sin2 am 2ί_ι a , . „ . 

. r „ , 2 κ'2 sin2 am 2.'a 

gl z'2sin2 am 2'-1 a . , „ . 

„ . 1 , 2 κ2 sin2 eimz'a 

s?·/.'2 sin2 am 2'_l a „ , 

Des relations ci-dessus, il vient 

gL(gi+,- g"+<)- + g'âAgL· — gi+sY + gTlr(gi+i — g'+,)2 

= gfig'i - g")' + g'iHs" - a/)2 + gi'Ygi - §/)3· 

En y introduisant les coefficients /,·, m,·, n
t
, /,·+,, m

Î+l
, n

i+
, au lieu 

des racines, on aura 

mL· — n
i+{

 = mf — 3/,·«,. 

2.4.. 
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Des mêmes relations on a 

gl+tg'àz g"l* (gi+i — g'i+t)2 (g'i+r — gi+l)2 (gi+1 — Ζ"' )2 

= Si g'*g'i2 (Si - s'if (s'i - sïf fe" - 8v)% 

ou, ce qui revient au même, 

1(4lf+iϋί+1 Z?
+1

 mf+i 18 m
i+)

 7î/
+

| 4- 4"i
i+

i ~1~ 2y7Zj
+1

) 
= n?(4/®»f — Ifmf — iSkmiTii-i- ̂ mf -h z'jnf). 

Il suit des égalités obtenues que le nombre de différents systèmes 
/,·, m,·, η; ne surpassera pas celui des solutions entières des équations 

Y2 — 3XZ = m® - 5/tz, 
ζ2 (4X3z - x2Y2 — i8XYZ 4- 4Y3 4- 27Z2) 

= n2(4l3n — l2m2 — iSZmn 4- 4w3 4- 2772®}. 

Ces solutions Χ, Y, Ζ ne peuvent être qu'en nombre limité, comme 
l'a démontré M. Tchebichef lui-même [*]. 

[*] Journal de Mathématiques de M. Liouville, 1864, p. 235. 


