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Sur la Méthode d’intégration de M. Tchebichef;

Pir M. G. ZOLOTAREFF,

de Saint-Pétersbourg.

Dans une Note insérée dans le Bulletin de I’ Académie des Sciences
de Saint-Pétersbourg [*], M. Tchebichef a fait connaitre, sans dé-
monstration, sa méthode d’intégration de la différentielle

(z -+ A)dz
\/a:‘ -+ a.z:‘+ﬁx’+1x—|—3

ot «, 3, 7, & désignent des nombres rationnels. Suivant la marche
indiquée par M. Tchebichef, on obtient cette intégrale une fois qu'il
est possible de I'exprimer en termes finis; on démontre, dans le cas
contraire, 'impossibilité d'une pareille expression.

Cette Note de M. Tchebichef a été réimprimée dans le Journal de
Mathématiques de M. Liouville (1864, p. 225 et suiv.). Il est aisé de
voir, d’aprés les recherches d’Abel et de Jacobi, que cette méthode est
liée intimement au développement du radical

V' + ax® + fx*+ yx + 7,

en fraction continue et aux fonctions elliptiques.
En étudiant cette liaison, je suis parvenu non-seulement & démontrer

la méthode de M. Tchebichef, mais encore a trouver quelques rela-
tions nouvelles qui se rattachent au développement de

Vo' + ax® + Ba* + x40

en fraction continue.

[*] Voir Bulletin de 1’ Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. 11, 1860.
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Je me propose de démontrer, dans ce Mémoire, la méthode d’inté-
gration de M. Tchebichef.

1. Considérons, avec Jacobi [*], deux variables x et z liées par
Péquation

(1) (@x®+2bx 4 )2+ 2(@'x + 28’2 4 ¢) 3+ (@' 22+ 26" + ') =0,

ou, ce qui revient au méme, par I'équation

(2) (@2* + 2d'z+ a")x® + 2(b2* + 28’5+ b")x + (c 2* + 2¢'z+C") =0,
En posant

(@x?+ 2b'x + ') — (@"x* + 2b"x + ") (ax® + 2bx + ¢) = Ra,

(b2* +2b'z + 0" (az® + 24’z +a"j(cz® + 2¢'z +c¢")=R,3,
on obtient, en vertu des équations précédentes,

—(da? 428z + )= R
s

(3) 2= azr*4+20x+e¢
_ — (b2 22+ b") = YRz
(4) X = az + 2a'z -4 a” )

L’équation (1) différentiée nous donne

[(ax*+ 2bx +c)z + (@x® + 20/ + ¢')] dz
+ [(az® + 24’z +a")x + (bs® + 2b'z + b")]dx =o. |

Or des expressions de z et de & on déduit

(ax® + 2bx +¢)z + (@x®+2b'x+ ¢') == yRa,
(az® + 2a'z+ a")x + (bz? 4 2b'z + b") = ==/ R, 7,

et par suite

[*] Jacosr, Mathematische Werke. Band. 3, p. 83.
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Au moyen de I'équation (1), on peut transformer la différentielle

dz
Vot - az®+ B +-qyz +¢

en celle de la forme
ds

- 9
V2t 4+ I3 - m2* - nz

c’est-a-dire telle que le polynéme placé sous le radical contienne le
facteur z. Déterminons i cet effet les constantes «, b, ¢, a', &', ¢, a’,
b, ¢’, de sorte que Rx soit égal & x* + ax® + fx® + yx + 0, et
que R,z ait la forme z° + [z -+ mz* + nz.

On a alors les équations suivantes :

a®—aa" =1, fa'l —-2ab" —2a"b=a,
48 + 2a' ¢’ — ac” — a’c — 4bb" = B3,
4b'¢' — 2bc” — 2b’¢c =17, *—cd’ =4,
b*—ac=1, "™ —a'c’=o.
Comme il n’y a ci-dessus que sept équations servant a déterminer
les neuf inconnues «, b, ¢, ..., nous en pouvons choisir deux & vo-

lonté. La transformation employée par M. Tchebichef s’obtient en
posant

Des équations précédentes, il vient

b'=o0, ad==x1, b=:1.

Prenonsa’' =1, b = —1.
Des mémes équations on déduit .

2 2
=3 =163 o=l
a?\?

A Gt

il3)-

~

¢ = —

N =2

BN

210
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Egalant les coefficients des mémes puissances de la variable dans
les expressions R,z et z* + [2° + mz® + n, on obtient

— (4B — ) —643
l= _“_.2m3—82ﬂ+167"
m=—2af+ 3
n=—y+Liof -1

Quant aux signes devant les radicaux dans les formules (3) et (4),
nous choisirons dans la premiére le signe négatif, et dans la seconde
le signe positif. ‘

D’aprés cela

’ — Y
x’+§- “+ 4‘3-—8—“- -+ \/.z‘—l—a.z"’—i-,px’-{—'yx-l—«?
2=

£
2\ 2
-9
22 -+ 2

@ _"i) 7

i (e-7)-3
zz—:-lz+\/z*+lz“+mz’+nz
x = .

22

Les équations précédentes nous conduisent 4 celles-ci :

dx dz
= ?
Vot 4+ Bz + gz 438 Vo' + 188+ mzi+ nz

. :
(z+A)dz —If(z—;-!—zA)dz + tlogz
\/.t‘+ocxs+pz’+7x+8—2 V& 412+ mz* -+ nz : )

C’est la transformation dont se sert M. Tchebichef dans son Mé-
moire.

2. Maintenant nous allons établir les conditions qui doivent étre
satisfaites pour que.l'intégrale de la différentielle

(z+ A dz
Ve

puisse s’exprimer en logarithmes.
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Si cette intégrale s’exprime sous forme finie, elle s’obtient, comme
on sait, d’aprés la formule

A)d: o
Af(it‘/n_zlzlog (P’ + Q' yRz) + const.,

ou P’ et Q' désignent les fonctions entiéres dont les degrés sont res-
pectivement X et X — 2, et qui satisfont 4 I’équation

(5) P2 — Q*Rz =1.

Dansle cas ot z =0, ona Rz=o0, P’=:=1. On peut supposer
d’ailleurs P’ = 1; car, sil'on avait P’ = — 1, I'équation (5) subsisterait
encore pour les valeurs — P’ et — Q'.

Cela posé, nous pouvons écrire I'intégrale précédente comme il
suit :

l‘/vz(z—i-A Jdz log(P’ +Q \/ﬁ})

Soient g, g’, g8” les trois racines de I'équation
2+ 1z* +~mz+n=o.

On peut supposer que, parmi les valeurs zéro, g, g, g”, il n’y en ait
pas deux égales entre elles, car, dans le cas contraire, I'intégrale

(z-+A)dz
S5

s’exprimerait sous forme finie, quel que soit le paramétre A ; mais ce
cas, nous le laissons de coté.

En remarquant que Rz s’annule pour z = g, g/, g, on conclut de
P’équation (5) que P est égal a4 == 1 pour ces valeurs de z. On aura,

par suite,
s (51 A) rlz__ (z+A)rlz , .
kf VRz pay )\f \/Rz = R

ou p et p’ représentent des nombres entiers qui dépendent évidem-
ment des chemins d’intégration ; mais, dans le but que nous nous pro-
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posons, il faut exprimer, sous une autre forme, les conditions d’inté-
grabilité en logarithmes.
Réduisons pour cet effet I'intégrale

(z+A)dz
VRz
i sa forme canonique.

En posant
gsintamu
3 0 H
sin?amu — sin*ama

o o — g .. ol — o
cat=28"25, sin®ama=E5_8,
- g 8§ — 4
et par conséquent
" I g
8 = ostama’ 8 = msnama’
ona
g(g _g) P singmu cosamulAamudu
\/RZ - Vg & — ) (sin*amu — sin*ama)? ’
(i:f-i) dz — Mdu — 2 smt.m:acosamt.zAzamadu
VRz sinamu — sin?anta
ou
II
M= —2 (A+g)7;-”—)-s1n ama.
Donc
o [T EHAE oo 4 Q VB2) =2 (M — 220 5 - log 2+,
°8 ®(a) EHa—u)’

ol O et H sont les fonctions jacobiennes. Pour déterminer les con-
stantes @ et A, remarquons que z reprend la méme valeur toutes les
fois qu’on augmente ou diminue % de 2K ou 2K’i et, par conséquent,
de 2mK + 2m'K'i, m et m' désignant des nombres entiers. Dans ce
cas, I'accroissement du second terme de I'équation (6) doit étre égal
A4 2s7i, ol s est un nombre entier. Par conséquent

A (M —2 g'((:))) (2mK + 2m'K'i)
(7) H(a +n-+2mK+2m'K'i) Al H(xz--a)

+ llog H(a—u——me—zm’K’i; - H(x—a) = 287
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D’autre part on a

=i e e
— K

H(n + 2m'K'i) =(—1)"H(u)e * ,

N

H(z + 2mK) = {—1y"H (),
et par suite

M{z+a+2mK-+2m'K'i) Ha-+u) )__E%

H(a—u—2mK—2m'K'i) = H(ae — &)

D’aprés cela, I’équation (7) peut s’écrire

armi)am’

G)’(a)) (2mK + 2m'R'i) - —¢

o (a)

= 2§7ni.

A(M—z

Posant dans cette équation m = 1, m' = o et désignant par v’ la va-
leur correspondante de s, on obtient

o'la) _ V'wi

(8) M—Z@—(a—)-—T"

Ensuite, faisant m == o, m = 1, et désignant par — v la valeur cor-
respondante de s, on aura
WK+ v K
- .

De I’équation (8), on déduit la valeur de M ou de A.

P . . e ez z-+A)dz .
3. La détermination del'intégrale f L——%, dans le cas ou elle
v’ 4
s’exprime en termes finis, se réduit, comme on sait, a la détermination

des fonctions P et Q satisfaisant & I’équation
(9) P2— Q*Rz = a,

a désignant une constante. De toutes les solutions de I'équation (g),
on peut naturellement préférer celle o P atteint le moindre degré
possible. On sait que ces fonctions P et Q peuvent étre trouvées au
moyen du développement de yKz en fraction continue, et que leurs
coefficients s’expriment rationnellement en ceux de Rz. Lorsque ces
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derniers sont rationnels, les coefficients de P et Q le seront aussi. Nous
supposerons les coefficients 1, m, n de Rz entiers.

Quant i I'équation (g), il y a deux cas & distinguer, savoir : 1° lors-
que A, degré de la fonction P, est un nombre impair; 2° lorsque A est
pair.

Nous allons démontrer actuellement que le second cas ne peut avoir
lieu que lorsque Rz se décompose en deux facteurs du second degré
2 coefficients rationnels satisfaisant & certaines conditions que nous
allons sighaler ci-dessous.

Remarquant que, d’aprés I'équation (9), P? acquiert la valeur @,
lorsque z s’annule, et désignant cette valeur par 5%, on peut mettre
I'équation sous la forme qui suit

: P—5*=Q*Rz,
d’ou il vient
P — b === Q}(2+pa),
P+ b==2Q%(z+ rz+s)

Q,Q:=Q, Rz=(z"+ps)(sat+rz+s).

En effet les fonctions P — b et P 4 b n’ont pas de facteurs communs,
car, autrement, chacun de ces facteurs diviserait leur différence, ce qui
est évidemment impossible. Il Sensuit que Q doit étre égal au produit
de Q, et Q,, Q, étant Ini-mémele produit des facteurs de Q appartenant
aP —b, et Q, celui des factenrs qui sont communs a Q et aP+b.
Quant au polynéme Rz, on ne peut faire 4 son égard que deux suppo-
sitions. En effet, P — b et P + b étant des fonctions de degrés pairs,
Rz doit figurer comme facteur dans 'une de ces fonctions (savoir, dans
P — b, siz =0, P = b, ce qui peut toujours étre supposé) ou étre égal
au produit de deux facteurs 2* -+ pz et z* -+ 72+, dont le premier
appartient 3 P — b et le second 4P + 5. Ta premiére supposition doit
étre rejetée, puisqu’elle nous conduirait aux équations

P - b==x0QIRz

P+ b==Q3

ou bien a I’équation
Q:— Q3Rz=1t2b;
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ce qui nous fait voir que, de toutes les fonctions satisfaisant a I’équa-
tion (9), P et Q ne sont pas du moindre degré possible.
D’aprés cela, nous ne nous occuperons que des équations

P— b ==Q(z+ pa),
P+ b=2Q%(z2+ rz + s).

(10)

Il est aisé de voir que les nombres p, r, s sont rationnels. Quant a p,

r - [ 4 . r - P _ ]) h Y
cela résulte immédiatement de ce que I'équation — =0 4 coeffi-
cients rationnels a la racine z = — p, dont le degré de multiplicité est
impair, tandis que ses autres racines ont des nombres pairs pour leurs
degrés de multiplicité. En outre, p étant une racine rationnelle de
Péquation
2+ lz2+mz+n=o

a coefficients entiers, on en conclut qu'il est entier. Tl en est de méme
pour r ets, comme le montre 'égalité

2+ Izt ms+n=(z+p)(B+rz+s).

11 résulte de ce qui précéde que les coefficients Q, et Q, sont ra-
tionnels. )
Des équations (10), il vient

(11) Q2(z*+ rz + 5) — Qi (2*+ pz) =+ 2.

En attribuant successivement 4 z les valeurs zéro et — p, et en dési-
gnant par A, et A, les valeurs correspondantes de Q,, il s’ensuit que

A2s =z=2b,
(12) | A2(p* — pr+s) =% 2b;

" par conséquent

Az

~ N

48° ;.
s(p*—pr+s) = y e nombre carré;

c’est la premiére relation entre les coefficients p, r, s

Tome XIX (2¢ série). — AvriL 1894. 22
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Les racines de I'équation
2+rz+s=o

peuvent étre imaginaires ou réelles. Dans le premier cas, on a I'inégalité
4s — r®> o; dans le second cas, désignons ces racines par z, et Zy, €t
par B, et B, les valeurs correspondantes de Q,. Faisant dans (11) suc-
cessivement z = z, et z = 3z,, on trouve

[.L

LA
~

+p£~,) ==
+pay) ==

W e

20,
20,

i

[ S 3

—B
— B2(z
si s >0, =25>> 0, en vertu des équations (12); par conséquent

22+ pz, <o,

23 + Pay<_ 0.
En additionnant ces inégalités, on aura
22+ 22+ p(2, + 2,) < o,
ou, ce qui revient au méme,
r*—pr—as<o;

mais r* >> 4s; donc pr — 25 > o.
Si, au contraire, s < 0, on a, d’aprés (12), .

p*—pr+s<o,

d’ott pr —— s> o, et par suite pr — 25> 0, en vertu de s < o.

D’apreés cela, 'inégalité pr — 25 > o doit avoir lieu, si r* — 4s > o.
Ainsi, pour que I’équation (11) ait lieu, il est nécessaire qu'il existe au
moins une des inégalités

4s —r*>o, ‘pr— 28 > 0.

4. En s’'appuyant sur des résultats obtenus, nous allons démontrer
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que lintégrale A f : gz—}__l{ﬁ#dz » lorsqu’elles’exprime par log P+ QyRz),

ot1 P désigne une fonction de degré pair 1, peut étre réduite 4 uneautre
qui s’exprime par log (P’ Q'yRz), P étant une fonction de degré
impair.
Remarquons pour cela que, si nous parvenons a transformer, au
el e . . (z+ A)dr .
moyen d’une substitution rationnelle, I'intégrale f ‘—V—E_—)—’ qui s'ex-

. . ? (2" -+ A')ds
pl‘lme en termes ﬁnls, en une autre j

oul,m,n

J Ei s

sont rationnels, et dans laquelle la fonction z/* = 1"z +m'z*+n'z se
décompose maintenant en facteurs du second degré z* -+ p'e et
2% 4 r's + §' 4 coefficientsrationnels, de maniére que s'(p”*— p'r'+ )

devienne un nombre carré, et, en outre, qu'une des inégalités
s ? ] o
M2 !
4s'—r'*>o0, p'rr—as>o

au moins soit satisfaite, nous aurons

Pz’ AT dd —
N ’ g——_..—" == lO P’ ! /RzZ
. Rz 8 ( Q'y ) ’
ot P’ est une fonction de degré impair X'.

Pour transformer P'intégrale de cette maniére, M. Tchebichef em-
ploie la substitution
(13) 7, = LT EEp3)

VT (r—p)z+s

et remarque que, au moyen de pareilles substitutions, on peut arriver
i I'ntégrale de la forme désirée, ou & une telle dont'expression en lo-
garithmes est connue a priori.

D’aprés I'expression de z, on a

(p—r)
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par conséquent

(r—p)z+s]Valz+ (pP— )]
(p—r)y

(14) V(2 + p2) (& +rz + 5) =!
En outre, de la méme équation (r3) il vient

(p—r)z= —li(p;zr)j_—zl — \/tl’_(l’_:_zf)ﬂn]’_*_ 524,

Nous avons préféré le signe négatif devant le radical pour avoir une
valeur infinie de z pour 2, = .
En différentiant (13), on trouve

(r—p)dz dz,

=g \pp—nral+ fen

(15) (r—p)’(z-—i—-A)dz=ip(p—~r)+z,+2A(r——p)
(r—pls+s 2 Vip(p—r)+zf+ bsz

dz, + L1dz,.

D’aprés les équations (14) et (15), on aura

f' {(z4A)ar _If [p(p—r)+5 4 2A(r—p)ldz
v

@+pa)rrats) 2 )ala+@—rPlp(p—r)+al+foal
+log[ Ve + vz +p =17 ]

Les racines de I’équation

[z:+p(p—7)P+b4sz =0
sont

p(r— p)— 2s =hs(p*— pr+s);

elles sontrationnelles & cause de s(p* — pr + s} = nombre carré. Ainsi
toutes les racines du nouveau polynéme du quatriéme degré, placésous
le radical, seront des nombres rationnels. Nous allons chercher d’abord
combien de fois ce polyndme se décompose en facteurs

(2} +pi5) (22 4+ 1z + $1)s
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satisfaisant aux conditions dont nous avons parlé plus haut. Essayons
d’abord de poser

pi=(p—r),
donc

ry=2[p(p —r)+2s],
s =p*p— )
il en résulte '
si(pi—piri+s:) =p*(p — 1) (r* — 4s),
r; —4s, =16s(s — pr+p*) > o,
piry— 28, = 2(p — r*(2s — pr).
Pour que s,(p}— p,r;+s) soit un nombre carré, il est nécessaire
que r®— /4s ne soit pas négatif; mais, dans ce cas, d’aprés ce qui a été
dit plushaut, pr — 25 doit étre positif, et, cette derniére condition étant

satisfaite, les nombres p,, ry, s; ne satisfont 4 aucune des inégalités

4s,—ri>o,p,r,— 25, >o.
Ainsi il suffit de poser

pr=p(p — 1)+ asE 2ys(p*—pr +s),
si=(p—r2lplp—r)+ 255 2ys(p"—pr+9)],
rn=p-—-ry+(p—ryp+ 23—_*—2\/5([)2-—111'—!— ),
d’ou il vient
si(pt—piri+81)
== 4(p — Vs (PP —pr+s)[rp —as =2 ys (PP — pr+ )],
r;—4s, = [r:' —rp+2sk 2v’s(p2—-pr +35]2,

rp—as, =(p—ri[mp — 2s = 6s(p°— pr + )]

11 est aisé de voir qu’il faut, dans les formules ci-dessus, affecter du
signe positif le radical ys(p*— pr+ s5); en effet, comme I'inégalité
4s, — r} > o n’est évidemment pas satisfaite, posons r,p, — 25, > o.
D’apres cela, le signe négatif devant ys(p* — pr + s) ne peut étre re-
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tenu que lorsque rp — 2s est positif et supérieur 4 6 Vs(p*— pr-+s);
“mais alors s, (p? — p,r,s,) deviendrait négatif et, par conséquent, ne
pourrait pas étre un carré. Posons donc

p=plp— 1)+ 25+ 2GS prE9)
ro=p(p—r)+as+(p—rp—ays(p’—pr-+s),
so=(p— ) [p(p — 1)+ 25 — 2y (pF = pr+9)].

Sis, (p? — p,ry+ $,) est encore un nombre carré, nous ferons de
nouveau la transformation en passant aux nowbres p,, r,, §,, qui s'ex-
priment en p,, ,, 5, de la méme maniére que p,, r,, s, s'expriment en
p, T, S, et ainsi de suite. Si, en opérant comme il a été dit plus haut,
nous rencontrions des nombres égaux p; = r;, nous trouverions I’inté-
grale correspondant au systéme p;, ry, s; d’aprés la formule

{z:+ %p,-)dz,- — 1 log \/Z;" —+ pizi+ \/Z,2+ Dizi+ i
V(z2 + piz:) (2} + pize+s:) 2 °© V22 -+ pizi+ 52 przits;

5. Il nous reste maintenant 4 prouver que, lorsque nous ne rencon-
trerons pas de nombres p; et r; qui soient égaux entre eux, nous arri-
verons, apres un nombre fini d’opérations, aux nombres p,, r,, s,, de
sorte que 5,(p? — ry,p,-+ $,) ne sera pas un carré.

7 b3 . ’ * - -
D’aprés ce qui Brecede, il existe entre les nombres p,, ry, s, et p_,,
Iy—1, Su—t les relations suivantes :
2 .
selp? — PuTu Su)
—_— 4] . . 2 T
= 4(Pyms—Tp1) [' 1P — 28— 248y (PR s — Pui Ty Spi)
, . B} "
-+ VS (Pg—« — Pyu—tTp— SF—')]’
- J— A2,
roPe— 280 = (Puct — Tt} [y s — 25

+ 648y (P2t — Pt Tmt + Sps )]-

Soient
2 S (P — Patp+ %)
e (Po—mr— 7t} (Pp—a— 7‘},._1)‘ cos(p— .r-)"
Tulu— 28,

H

b= (Pems— Tt} (Pua— rua ) (p— s}



PURES ET APPLIQUEES. 175
donc

A2 =4(By_,+ 24, )A,

‘B{L = Bp___' -+ 6AEL—{‘

B, le seront aussi pour toutes les valeurs de p., pourvu que

2
(P — PuTe+ S)
soit un carré.
Démontrons 4 présent que tout diviseur commun impair de A, et de

B, sera aussi un commun diviseurde A,_, et de B, _,.

En effet, soit &, le plus grand diviseur impair commun 4 A, et Py, et
k,_, le plus grand commun diviseur impair de A, et de B,_. En
posant

All = ffy,ap‘, By_ = /fpbu,
Ay.—i = kp.—l Qyys Bp.—l = kp.-—l bp.—n
ona
(16) kla} = 4K\ (byr+ 20, )@y,
kb, = kyy (byy + Bayy).

1l s’ensuit que k, sera divisible par %,_,, parce que, dans le cas con-
traire, @, et b, auraient eu quelque diviseur commun impair, et, par
conséquent, k, n’aurait pas été le plus grand commun divisear impair
des nombres A, et B,. Soit k, = Xk,_,, X étant un entier impair.

Des équations (16) on a

Na,= fra,_ b, — 16a?_,;

)\bp_ == bp._] '*‘ 6(1{1‘_!-

On conclut de la premiére équation que a,_, et A ont un diviseur
commun, et, de la seconde, que ce diviseur appartient aussi 4 b,_, ce
qui ne peut avoir lieu, car k., estle plus grand commun diviseur im-
pair de A,_, et de B,_,.1l en résulte quele plus grand commun diviseur
impair de A, et de B, sera en méme temps le plus grand commun di-
viseur impair de A, et de B,. Réciproquement, soit & le plus grand di-
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viseur commun 2 ces derniers nombres (qui peut aussi étre pair). En
effectuant le calcul des nombres A,, B,, A, B,,...., on-trouvera que &
sera le diviseur commun de A, et de By. Soient

alors
A= 8, (B o+ ady ),

B, =B,_,+ 6A,_,.

D'aprés ce qui précéde, il est clair que B, et A, sont sans diviseur
B.+ 24,
0
sera réduite 2 ses moindres termes, c’est-3-dire aprés la division de ses
termes par k, le plus grand commun diviseur de A, et de B, ou de A,
ét de B, + 24A,, ce qui est la méme chose. Suivant la notation adoptée,
B, -2 A’ '
—““{-,——“- Remarquons que les termes de cette
[
fraction sont positifs. Quant au dénominateur, cela se voit immédiate-
ment, etle numérateur ne peut étre négatif que lorsqueB,=rp — 25 <o.
En outre, en remarquant que dans ce cas le nombre

commun impair. Considérons 4 présent la fraction apreés qu'elle

cette fraction deviendra

B} — 4A} = (1p — 25)* — 4s(p* — pr+ )= p*(r* — 43)

doit étre négatif, en vertude 4s — r* > o, on voit que B, est inférieur
4 2A,; doncle numérateur B, +- 24, est positif. Considérons 4 présent

~+ 2 A

hY - B’ ' » - b P4
le cas ou la fraction —=——" se réduit 4 'unité. Alors on a B,= — A,.

A,
En effectuant le calcul, on trouve
A, =24, B,=54A, Al=8.9.A;
A, n’est pas déja un nombre rationnel. Nous nous occuperons ensuite
B A ..
%3—4' a des divi-
- - - [
seurs impairs. Soit ¢f celui des diviseurs dont le degré de multiplicité f
est le moindre, ¢ étant un nombre premier. Des expressions
AT =4 A, (B, + 24},
B? = B - 6A, =T + 24, + 44|,

du cas ol au moins un des termes de la fraction
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il suit que A est divisible par ¢, et B ne 'est pas. En outre, pour
que A’ devienne un nombre entier, f doit étre pair et, par conséquent,
r

A’, admet le diviseur ¢*. Des expressions

A= 4A'| (B, + 24)),
B, = B+ 6A',

on voit encore que A? est divisible par g, et B, ne I'est pas, Pour

que A’, soit un nombre rationnel et entier, ‘gdoit étre pair; donc A,

£

admet 4rfois le diviseur ¢. On prouvera de la méme maniére que B, ne

sera pas divisible par ¢, et que A’; admettra le diviseur ¢ au degré g,

Jorsqu’il sera un nombre rationnel et entier. Suivant la méme marche,
en voit que le nombre A, , contenant g au degré impair, ne sera pas un
carré, et par conséquent A, ,, ne sera pas un nombre rationnel : il est
évident st inférieur a f.

que p est inférieur 4 f. , '

o+2Ao
1

ety . B
Considérons enfin le cas ot 'un des termes de la fraction 5
0

est égal 4 o, ol fest exposant quelconque et I'autre 'unité.
Soient d’abord

B +ahA, =1, A,=2"

En évaluant A"}, B|,..., on aura

fr2 {2
1 U
Ay=a?, B=1+2",

ot f doit étre pair. Le numérateur de la fraction irréductible

L2

24’ + B __(l+2 2 )
’ - fr2
Ay P

ne renferme que des facteurs impairs dont les degrés ne sont pas su-

périeursa f. En effet,cela résulte de ce que, pour f = 2, le numérateur
fe2 1
. . i
devient 5%et, pour f > 2, 1+ 2 * T3

Tome XIX (a¢ série). — Mar 1894~ 23
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1l résulte de la qu'il suffit de répéier les mémes opérations moins
de f fois pour arriver au nombre A? qui ne sera pas un carré. Soient
maintenant B, + 24, = 2%, A, =1. Remarquons que f ne peut pas étre
égal a 2, car alors B, serait aussi égal 4 2, et par suite B) = 24, c’est-
a~dire B§— 4A% = p*(r®— 4s) = o; donc il faut admetire p=oou
7* — 45 = o. Dans les deux suppositions, 'équation

Z(z+p)(Z+rz+s)=o

a des racines égales; mais nous avons fait abstraction de ce cas,
comme cela a é1¢ dit plus haut. Aprés avoir démontré que f ne peut
pas étre égal a 2, passons au calcul des nombres A', B),.... Nous
avons
' L - .
A} =2.2%, ol f doit étre pair,
B, = 2% (1 + 2/2),

Le numérateur de la fraction

=2
2/, + B, . (r-{—z 2 )
A - —2

N
1

ne contiendra que des facteurs impairs, dont les exposants ne surpas-
sentpas f — 2.1l suffitdonc d’opérer ces calculs un nombre de fois in-
férieur & f — 2 pour arriver au nombre A}, qui ne sera pas un carré.
6. D’aprés ce qui a été dit ci-dessus, on voit qu'en transformant,
au moyen de la formule
(p—r)*(z* +p3)
= (r—p)z-+s

f {z -+ A)dz ,
\/(zz+pz)(z’+rz+s}

on obtient une intégrale de la méme formre, et, en outre, il a été
montré qu'aprés un nombre fini d’opérations on rencontre l'intégrale

2y

Pintégrale
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dans laquelle p; = r;, ou celle dans laquelle la fonction placée sous le
radical ne se décompose pas en deux facteurs (2* + pz) (2* + rz + s,)
dont les coefficients satisfont a cette condition-ci :

s (p* — pr + §) = un nombre carré,
et au moins & I'une des inégalités
4s —r*>o0, rp—as>o.
1l résulte de la qu'on peut toujours se borner aux intégrales dans
lesquelles la fonction placée sous le radical ne se décompose pas en
facteurs satisfaisant aux conditions précédentes; afin d’évaluer de pa-

reilles intégrales, M. Tchebichef se sert de nouveau de transformations

successives.
D’aprés sa méthode, passons de P'intégrale

(z4A)dz
\,/z‘—l— (234 mz--nz

(z:+ A")dz,
J Va4 - myzl 4z

a celle-ci

?

en ayant égard a la transformation du n° 1, c¢’est-a-dire en posant

Pt 1
5l im +-5n

7
Vo' + Izbmz? 4+ nz—22 — Lz — 4"1,\; !
(it — fm)? .
ly=—1— >
288 —8im +16n
m, =— am -+ $12,
n=-—n+4ilm-—- L%

De s nombres [,, m,, 72, nous passerons aux nombres [,, 1., 2,s...,
23.
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en posant généralement

L= — [, — . \B—fm)
B ¢ ol —8Lm;+ 161
(17) M =— 2m; + Z 1127
\ Moy = — g+ 5 Lim; — 17,

et en prenant /, = I, m, = m, 1y = n.
Maintenant allons chercher ot nous conduxsent ces transformations
(z4+A)dz
\/z‘ +1z22 4 mz -+ nz
finis, et, pour cet effet, cansidérons les relations entre les racines des
équations

successives, lorsque'intégrale s’exprime en termes

2t + Iz? +mz+n¢o, z} + 1,2} +myz +n =o,. ..
Soient g;, g; , 8, les racines de I'équation
2} + l;22 +m; + n; = oy
80> 8o+ Bo €tant désignés plus haut par g, g, g”. Il est aisé de faire

. ’ or ) o .
VOIr qUe i1y Siviy Ziv. SOnt liés & g, gt g7 de la maniére sui-
vante :

[ givy = (8:+ g —87) (81 + gi — g1}
" a8+ 87 —8)
’ (g!‘*‘gz—g;)(bz-l'g,—g.)
I ]
( 9) { Bivr =— Py (oz+g;'——g,)
o’ (6’5-*‘&—5'.-) (g;-l—g‘-—g;).
S 2(gi + g —gi)

" En effet, multipliant ces expressions, il vient
Bivt Bias Bire =—Ners = § (g + g — g1 ) (8: + 8 — &) (8 + & — &

mais
3 »
g+g+g=—1I



 bigy —
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C’est la troisiéme formule (7).
Ensuite

My = Fivs gz+r + 8 Di+t gH-! -+ g:+r Dl-i- 3]

T(gi+ o:) 4(gl+gt—g1)+ ( a —gl)z’

= — am; + 317

Il

c’est la denxiéme formule (17).
En additionnant enfin les expressions (18), il vient

(g:+gi— g1 g+ gt — gy -+(gi +gi— giPgi+gi—g P+ {gi+5i — g (gi+8—

gy,
b

2(gi-+gi— &) (g +gi—gi) (g + g — i)
par conséquent

I’. " 2 I 2 I; , 2 A 2
li+‘ni+|=(_5—gi _-2-_ i + —;_—gi —;—-gi
I; % 2

Le second nombre de I'équation précédente est une fonction symé-
trique et entiére des racines g;, g , g; . Aprés 'avoir exprimé en coef-

ficients /;, m;, n;, on a

by Mgy = (m; — LI+ Li(ny — Lm 1l + £ 13),
donc
L, =] — (i —4m:)? .
Lt ¢ 21?—8m,-l.-+16n,-’

c’est la premiére formule (17).

7. A présent, nous allons faire connaitre les expressions de g;, g;,

g en fonctions elliptiques. Aprés avoir posé

o (o — ¥4 J__ ) . — P—
w2 = a'o(uo g) —_ 1 (5;' g . sin2ama = g“ g
g8, —8) glg"—8g) gu g”
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nous avons eu
r & v o
80 Nama’ 89~ Costama

Ces formules nous donnent de méme

+ o 1 — 2*sin‘ama
—_ = —
8o+ 8o 80 = 89 sosrama rtama

1— 2?sin?ama -+ x*sinama

" 7
g 4+ 8o — B0 =
8ot 80— Bo= 5o costama A*ama ?
. v 1 — 2sin?ama - ¥ sinfama
8o 80— o= 80 ;
o 0 cos*ama A ama

d’oti, ayant égard aux formules (18), en y posanti = o, on trouve

g, Aam 2.acosam 2a (1 — »*sin*ama)
= )
2 cos’ama A ama

8
cosam 2a (1 — #2sin‘ama)
D17 o Aamaacos’amaAlama

Aam2a(1— x*sin‘ ama)

1]
= ’
1 o cosam 2acostamaA*ama

donec
’ S " &
= —_——
81 = Tumza 817 costamaa’

" 14 /4 o
X2=g,'(g,§ gx)’ sinZ am 2(1:g' ”b"
g, (81 —8g) &4

c’est-a-dire, lorsque des racines g,, g\, g, on passe aux racines g,
g'» 87, le module x reste invariable, et 'argument & se redouble. Il
en résulte qu’on peut immédiatement écrire les valeurs de g;, g; , g7

8i

8gi _
P —
cos‘am 2*a

14 N n
|8 = mamaw &=
{

sinam 2™'acosam 2 aAam 2ia

(199

s O, - — —
( 6 B sinam otacosam 2 —aAamo—'a’

et par conséquent

b sinam 2a cosam 2ia Aam sia’
Q. — O
9 bi — by i )
‘ silnam 2'a cosam 2alam 2a
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8. Supposons maintenant que
(z4A)dz
\/z‘ + Iz 4mz* -+ nz

(point de départ de nos transformations) s’exprime en termes finis, la

constante A ayant une valeur convenable. Il a été démontré que le

. . K +vK'i
paramétre a acquiert dans ce cas la valeur —————; ol v, ¥’ et X sont

des entiers, dont le dernier est un nombre impair. Soit a présent ¢ le
moindre entier satisfaisant 4 la congruence

2°=z22 (mod.}),
laquelle est toujours soluble, A étant un nombre impair. Soit
2% == o -+ k],

ou le nombre % est évidemment pair.
Si, dans les formules (18) et (1g), on attribue 4/ la valeur ¢ et si I'on

vK v K/ g
remplace ¢ par ———— on aura

o -— ("' _— 0" O’” — "
8cs=8i» §:=81» 8= 81>
et, par conséquent
b H
L,=1, m;=m,, n;=n,.

Donc, si l'intégrale donnée s’exprime en termes finis, les quantités
l;y m;, n; sont périodiques. Si les nombres v et v’ sont pairs, on aura

by =1, me,=my, n,_, =n,,

et par conséquent la période commencera par £,, m,, n,; mais lorsque
au moins 'un des nombres v ety sera impair, la période ne commen-
cera que par /,, m,, n,.

Maintenant nous allons démontrer que, dauns le cas de périodicité,
tous les nombres /;, m;, n; sont des entiers, pourvu que 1, m,, n,
le soient.
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Posons
(I} — 4o}

2li3—- SIim;—i- lﬁlzi = ai’

i étant un entier quelconque, et démontrons que, dans le cas de pé--
riodicité, les systémes /;, m;, n; et tous les nombres «; seront entiers.
Nous allons le prouver d’abord pour le nombre a,, et, pour cet effet,
cherchons la forme générale des expressions [;, m;, n; en ly, m,, n, et
a,, lesquelles sont respectivement égales a I, m, n, &

Ona

L=—1l—a, 4m——8m+ 30,

(20) 8n, =—8n+ fim — . '
" Remarquons d’abord que /;, m;, r; peuvent étre exprimeés en « par
les formules '

[ii 733 L 713
[[=—, fm; =

Qix
——, 8 n; = —
Pix ?;a Wi
ot ¥;, ¢z ¥y, Yiy Q;, w; sont des fonctions entiéres rationnelles de « &
coefficients entiers (ces coefficients renferment [, m, z). En oulre, ces

fonctions seront de la forme

;o0 =3aPi ..., @ =2 (ot +...);
[a1) Vo =30%+4+..., Pa=2"(a97%+...);

Qi = oi+4..., @o0=2%"8(c® +4...).

Les exposants des termes vont en décroissant; nous avons affecté
des parenthéses les fonctions entiéres de « a coefficients entiers. On
peut trés-aisément vérifier ces formules pour les nombres I, m,, n,.
En effet, aprés avoir substitué, dans les formules (17), au liea de [,

"m,, n,, leurs valeurs (20), on aura

3a' +... )
lg‘-:-‘;—:—:—:—-a 4m2=3a+..., 8722:::1“—[—...;
donc ¢, a et w,a sont égaux i lunité. _
Afin d’établir la généralité des formules (21), nous supposerons
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qu’elles subsistent pour un nombre quelconque i et prouverons qu’elles
ont encore lieu pour i + 1.
Nous avons

(B —fmy
2l} — 8Lim;167;

2@l (9 ediawa— b Vanapl @ 4+ Qigl afix) + wia(diopia —Viag, az)"
- 2q;apix {9 alunie — Q¥ anagl « 4+ Q;ap] eia)

L=,

Aprés avoir remplacé les fonctions ®;2, 9;a,... par leurs valeurs,
on obtient, en réduisant,

k. P an s DU

it = (P L)

ou
Pivi = 4pi+ 2q-; + ri— 7.

D’une maniére analogue on trouve

30; afizx — 29} «¥ia 3ol e,
/ . —_— T i £ — -
4ml+l - ‘l‘x"z?iza 2zz—z(aq‘~+'__g .. .)’
ou
Givs = 2P; + G — 2
8., = 9;( &) dimpf & — o (@) Vi) @i () 97 (@) + F () hizwix
e wife)Yi{e)i («)
P R SO
T EE L)

ou

Piy = 3ps+ qi—+T: — 5.

Par conséquent, les formules (a1) ont lien pouri—-r : c’est ce que
nous-voulions prouver. Il a ét¢ démontré plus baut que, lorsque I'in-
tégrale donnée s’exprime en logarithmes, nous arriverons de nouveau
aux nombres I,, m,, n,, les systémes ;, m;, 1, ce succédant périodique-
ment. Soient, comme il a été supposé, &, = Ly Mmc =My, n; = n,.

Tome XIX (¢ série). — Mat 1874 24
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On a, dans ce cas,

_Q,,a
(22) 8n, =

ot
Q. —8n, w0 = 0.

En remarquant que
8n,=—8n-+ 4lm —F
est un nombre entier, on voit que & est une racine rationnelle de

Péquation & coefficients entiers, dont le premier terme a I'unité pour
coefficient; donc « sera un nombre entier. De ce que

(42— 4my
20— 8im +16n

o =
est un nombre entier, on voit que / doit étre pair; par conséquent

— —_ 372
[, =—1—a, m=—2m+2P,

ny=—n+4lm— L0

seront des nombres entiers.
Soit a présent

2 —4m¥ —
2l —8Lm +16n,

En remplagant dans la formule (22) les nombres /, m, n par i, m,,
n, et « par a,, on aura 87, au lien de 8n,, savoir :
o, (“1) .

8ng = 8n, =

co,(al)’

les nombres ,, i, n, entrent dans les coefficients des fonctions Q, et
o, de la méme maniére que /, i, n dans ceux de Q; et w,.
Comme
8n, = — 8n, + 41, m, = 1
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est un nombre entier; d’aprés I’équation

Q, (054) — 8n, &);(al) = 0y

que o, est un nombre entier : donc /,, m,, 12, seront aussi des entiers.

On voit de la méme maniére que I;, my, n;,... sont aussi des entiers.

9. Pour achever la démonstration de la méthode de M. Tchebichef,
il ne nous reste qu’a faire voir que les nombres des systémes /;, m;, n;
que I'on obtient avant que la périodicité soit manifestée ne surpassent
pas une limite finie. Nous reprendrons, pour cet effet, les relations qui

existent entre les racines g;.qy 8i.r) 8is. €t 85 85> 8:-0n 2

gl sinfamaia
gi+t(gi+x gz+!) g+
Algm2ia costamaia

gisintama—a

#2sinzamaia

T Alamoi'acos? amoita g '

r "
8irt (s — Bine) = — Bl cos? am2ia A2am2ia

gix*sinramai—a

Alamoi—tacostam2i™a

» #?sinfamaia

1
g"+‘(g""" - 8i"") — 8 costamal adamaia

g2#?sin*am2™"a

A2amoi'acos*amai—t a

Des relations ci-dessus, il vient

(8t — &)

0'”
== 8i

? " o 2 113
g?+x(gi+z - gi—rr) -+ DL-H'(gH-x gl'-H) -+ gi+"(gi+’

=gigi— g ) +g2(g — &) + g (8

En y introduisant les coefficients 7, my;, 1y, lieyy Mivyy iy a0 lien

des racines, on aura

— 2
m?, — 3y Ny = M — 3lin,.

ra
— 8i).

(8: —

g

o

o

P
S
<

)

- g:'+l)2

24..
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Des mémes relations on a

g:&:g?i: g,i,fx (gi—l-l ha g:'+:)2 (g;+x - g'z{+l)2 (g:+1 - gi—l-l )2

- 19 19 ’ 1 r " 2
=gig g (& — 80)° (8:— 81" (8 — 84"
ou, ce qui revient au méme,

3 2
n? (415 nyy — BB ml, — 180, myy, g + 4m, - 270,
=n2(413n; — Pm? — 18l m; n; + hm} + 27n}).

11 suit des égalités obtenues que le nombre de différents systémes
l;y m;, n; ne surpassera pas celui des solutions entiéres des équations

Y2 — 3XZ = m?* — 3n,
Z* (4X3Z — X2Y? — 18XYZ + 4Y? + a7Z?)
= n?(48n — Pm* —18lmn +- fm® + 271%).

Ces solutions X, Y, Z ne peuvent étre qu'en nombre limité, comme
I'a démontré M. Tchebichef lui-méme [*].

[*] Journal de Mathématiques de M. Liouville, 1864, p. 235.




