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Sur les fonctions entiéres irréductibles suivant un module premier,

dans le cas ot le degré est une puissance du module;

Par M. J.-A. SERRET.

1. Dans un précédent Article (voir p. 301 de ce volume), j'ai fait
connaitre le mode de formation des fonctions entiéres irréductibles
suivant un module premier, et dont le degré est précisément égal au
module. Je me propose d’examiner ici le cas plus général des fonctions
entiéres irréductibles, dont le degré est égal & une puissance quel-
conque du module premier p.

Posons, comme dans I'article cité,

| X, = 2r*— Ex””_'—i—...—}—(—-1)""‘(*‘_')" e — 4 1) ot
(1) o 1 1.2...4

+ (— 1) %xl’ + (=ntx (mod.p),

formule de laquelle résulte la congruence
(2) Xy =X{ — X, (mod.p).
La formule (1) peut s’écrire symboliguement de la maniére suivante :
Xy=(E— ¢ (mod. p),

en convenanl que, aprés avoir effectué I'opération indiquée dans le
. r—k
second membre, on remplacera chaque puissance &+ de & par x?'



(5)
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Alors, si Vindice g est divisible par une puissance de p, et que I'on

fasse
p=vp>

on aura symboliquement

Xopn — (E — 1)P" = [(g - P ] == (87" —1)"  (mod. p),

c’est-a-dire

(v — 1)...(v— &+ I) xp(._k)pm
1.2.. 4

" v (v—r1) p™
Xpn=a?" 2?4 (=)

+ (— 1) -:'-xppm—t- (—1)x (mod. p);

dansle casde vy =1, 0n a

(4) Xp=x?" — x (mod.p).

La formule (2) exprime que X,, se change en X, , quand on change x
en xP — x, c'est-a-dire en X, ; d’ailleurs J]a méme formule se réduit,
pour g = 0, a

X, =X - X,

ce qui montre qu’on doit regarder X, comme étant égal a x. Il résulte
de la que, pour exécuter p fois de suite dans les formules (1) et (3)
le changement de x en x? — &, il suffit d’ajouter p unités aux indices
des fonctions X qui y figurent, La formule (3) devient ainsi

v pit v—1)pm —1I)... —k v—rF) p"™
svauﬂEXfp —-;Xf,’( ” +...+(—I)k”(v )['2‘(7‘,‘ ')Xf( L

( (=) EX 4 (= 1)K, (mod. p).

2. Je désignerai généralement par V, le produit de toutes les fonc-
tions entiéres de degré p”, irréductibles suivant le module p. D’aprés
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la formule (4), ce produit est égal au quotient des deux fonc-
tions X,», X5 ainsi 'on a

(6) Xp =XV, [mod.p).
Ensuite Ja formule (2) donne

Xpm =X —X,
Xpr2=XJ,, — Xpiy»

multipliant ces congruences entre elles et divisant la formule résul-
tante par le produit X, X,.,,.. « Xyiv—y, il vient

(1) X=X (X = 1) (Xfz = 1)...(Xf2, — 1) (mod. p).

Faisons

p=p pry =g,
il viendra, a cause de la formule (6),

(8) Va=(XJo —n)(Xp,, — (X0, —1).. (X5, —1)  (mod. p).

Chacun des facteurs X%%,, ., —1 du second membre de la for-
mule (8) se décompose en p —1 facteurs X iy, — g ol g ales
valeurs 1,2,...,p —1, et cette derniére fonction est elle-méme le
produit de p~ ' facteurs irréductibles du degré p~.

Il 'y a lieu de distinguer en plusieurs genres les fonctions entiéres
irréductibles de degré p”, ainsi que je I'ai fait déja dans le cas parti-
culier de n=1. Je nommerai fonctions du 3™ genre celles dont
X i — 1 est le produit, A ayant les valeurs

1,2,3,..., (p—u)p—,

et le dernier genre, celui qui répond & X = (p —1)p™, sera dit le
genre principal.
Si I'on exécute le changement de x en x? — x, dans le second
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membre de la formule (8), chacun des p* — p"~' — 1 premiers facteurs
entre parenthéses se changera dans le facteur suivant, d’aprés ce qui
a été dit plus haut. Quant au dernier facteur X77% —1, qui est le
produit des fonctions irréductibles du genre principal, il se changera
en X7* — 1, ce qui est le premier facteur de V,,,, c’est-a-dire le pro-
duit des fonctions entiéres irréductibles du degré p**' et du premier
genre. De cette considération résulte immédiatement le théoréme
suivant :

TukoriME. — Soit F(x) une fonction entié¢re du degré p", irréduc-
tible suivant le module premier p. Si cette jfonction appartient au
Aéme genre supposé non principal, la fonction F(x? — x) ou F(X,) sera
réductible, et elle se décomposera en p facteurs du degré p”, irréduc-
tibles suivant le module p et appartenant au (\ + 1)*™ genre. Mais,
si la fonction F(x) de degré p* appartient au genre principal, la
fonction F(x? — x) sera clle-méme irréductible suivant le module p,
et elle appartiendra au premier genre des fonctions de degré p™*'.

%. Considérons d’abord les fonctions entiéres irréductibles de
degré p" et du premier genre. Le produit de ces fonctions est

X —1=I(Xp —g) (mod, p),

le signe de produit IT s’étendant aux valeurs 1, 2,.. , (p — 1)de g. Le
facteur X o — g est ce que devient X,»—. — 1 quand on y remplace x

par get qu’on multiplie le résultat par g; il s’ensuit que la recherche

des fonctions entiéres irréductibles du premier genre est ramenée & la
décomposition en facteurs de la seule expression

(9) Xpi —1=2a" —x—1 (mod.p).

Soient F(x) I'un des facteurs irréductibles de la fonction (9) et i,
une racine de la congruence

(10) F(x)=o0 (mod. p).
La racine i, appartiendra aussi & la congruence

(xr1) Xt —1=0 (mod.p),
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et I'on aura en conséquence
(12) i —i,=1 (mod.p).

En tenant compte de la formule (12), la congruence (11) peut
s’écrire de la maniére suivante :

(2 — i " — (x —i)=0 (mod.p),

et, par conséquent, les p?"' racines de cette congruence seront don-
nées par la formule

(13) x =i, + f(i,) (mod.p),

dans laquelle i,_, désigne une racine d’une congruence irréductible
quelconque de degré p**, et f une fonction entiére du degré p™' —1,
dont les coefficients peuvent avoir les valeurs o, 1, 2,..., (p —1).

Parmi les valeurs de x comprises dans la formule (13), figurent
les p” racines de la congruence (10), et comme, d’aprés la théorie des
congruences, 'une de ces racines est i;, on aura

(14) i? — ip,=f(ip"y) (mod.p),

la fonction f devant éire ici convenablement choisie. La formule (14)

permet d’éliminer des expressions qui les contiennent les puissances
de i, au dela de la (p — 1)%™, en introduisant les diverses puissances

de i,_,.
De la on peut conclure que, si I'on désigne par

Uy lgy Igyece g Ip

des racines de congruences irréductibles suivant le module p, dont les
premiers membres soient des diviseurs des fonctions respectives

X,—1, Xp—1, Xp—1,..., Xp——1,

on aura
r—i=1,
i? —i,=P,,
(15) it — iy=P,, ( (mod.p),

Teser ey
p 3
=i, =P,

Tome XVHI (2¢ série). — DEcEusre 1873.
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I, ctaut une fonction entiére des racines i, i,,. . ., i,, qui ne renferme
aucune puissance de ces racines supérieure a la (p — 1),

Il reste 4 connaitre la condition que doivent remplir les fonctions P,
pour que les valeurs de i, i,, ..., #,, définies par les formules (15),
satisfassent effectivement aux congruences respectives

(16) X,—1=0, X,—1=0, X,,—15=0,..., X —1:=0 (mod.p).

Pour remplir cet objet, nous aurons & nous appuyer sur uu lemme
(jue nous allons d’abord établir.

4. Lemme. — Soit

f(C)=ao+a|'§+42§2+---+av'€“

une fonction entiére du degré v < p, d’une quantité § racine de la
congruence

L e (mod. p),

et dont les coefficients a, réels ou imaginaires, satisfont tous a la con-
gruence
pp"‘

@’ —a==o0 (mod.p);

si Uon attribue a X, la valeur f (&), on aura
Xprip==1.2...v.a, (mod.p).

La démonstration de ce lemme se déduit trés-facilement de la
formule (5), qui donne l'expression de X, en fonction de X,. Pour
¢lever f(£) ala puissance p"*", il faut répéter v — £ fois 'opération
de l'élévation a la puissance p?"; or, d’apres I'énoncé du lemme,
cette opération change & en ¢ + 1 et elle laisse invariables les coef-
ficients @; donc ’hypothése X, = f(Z) entraine

Xé,('«—k)n"'::__f‘(g ty — k) (mOd. P)7
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et, & cause de la formule (5),

o

Xymag =J (& 19) = 2§ +v = 1) = Lo fg v - 2) .

4 (= 1) %f(?; 1) == (= 1)Yf(E) (mod. p).

Le second membre de cette congruence est la différence v de I
fonction f(g) relative 4 la différence constante 1 attribuée a £; il a
donc pour valeur

I.2. .v.a,,

ce qui démontre la proposition énoncée.
Comme le produit 1.2.3...(p —1) est congru & -1, suivant le

module p, on déduit de ce qui précede le corollaire suivant, relatif
au casdev =p —1. :

Cororratre. — Si Uon attribue a X, une valeur représentéc par
une fonction entiére f($)du degré p — 1, d’'une racine § de la con-
gruence P — ¢ =1 (mod. p), dont les cocfficients a satisfassent it lu
congruence @' — a:=o (mod. p), la fonction X n+i_p,, prendra une
valeur congrue au coefficient changé de signe de la puissance §'~'

dans f(§).

5. Revenons maintenant aux formules (15). Supposons les fonctions
Pl’ sz AR | P"-z’

telles que #,, i5, .., 7,_, soient respectivement racines des n — 1 pre-
micres congruences (16), et cherchons dans quel cas la valeur de 7,
définie par la derniére des formules (15), est racine de la dernicre des
congruences (16). 11 est évident que cela revient a4 chercher dans quel
cas la congruence

X,=:P,, (mod.p)
entraine

Xp—=1 (mod.p).

56
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Désignons par P, le coefficient de i2Z; dans P,_,, par P le coeffi-

ne~g

cient de i2_; dans P{?,, par P le coefficient de i?~; dans P\ , et ainsi

n—3

de suite; le coefficient P"-” de i, dans P"-” sera un nombre entier.

n—1 n—1
Cela posé, le corollaire du lemme du n°® 4 est applicable successi-
vement dans les n — 1 hypothéses suivantes : :

m=n-—2 p=I, gzin—n f(g)=+Pn—H
m=n—3, P::Pn_‘_P"—""'a § =ip f(;)':_Pf.in
m=n—4, p=p —p P41, =1, f((:)'—‘—f-Pfi,,
m=n—>5 p=p~—pra1, =iy, [ =—PY,
m = o, P=Pn_'_P+Ia g =i, j'(g)z(—-l)"—’PL’:’)_
Effectivement les conditions de ce corollaire, savoir :

" —¢=1, @ —a=o (mod.p),

sont remplies dans chacune de nos # — 1 hypothéses; donc la con-

gruence
X,=P,, (mod.p)

entrainera successivement les suivantes :

Xpn—l_pn—2+4 = - PS,?.,,
xpn—l_pu—8+| =+ Pﬁ.’l,,
— __p®
Xpn-l_p"—‘ + = P""’ (mod. P),
Xppipry = (— NP,
Koo = (capp

et, par conséquent, pour avoir X, =1 (mod. p), il faut et il suffit

que
PO =(—1y"" (mod. p),

c’est-a-dire que P,_, contienne le terme P/, .. i7" avec le coeffi-
cient (— )",
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De la nous pouvons tirer la conclusion suivante : '

Pour que les quantités i,, iy, . .., i,, définies par les formules (15),
solent respectivement racines des congruences (16), il faut et il suffit
que chaque jfonction P, contienne le terme ir—ir™*. . .i"~ avec le coeffi-
cient (— 1)¥.

6. 1l est facile maintenant d’établir une régle générale pour former
les fonctions entiéres irréductibles du degré p* et du premier genre.

La congruence irréductible de laquelle 7, dépend résulte de 1'¢li-
mination de i,, iy,..., 7,_, entre les congruences (15). Cette quantité 7,
étant 'une quelconque des racines de la congruence (11), si 'on dé-
signe par g un entier quelconque, le produit gi, représentera une
racine d’une congruence irréductible quelconque du degré p* et du
premier genre. Faisant donc gi, = x, la derniére des congruences (15)
deviendra

(l7) XIEPn_q (mOd‘ P),

P,_, désignant ici une fonction entierede i, i,,..., i,_,, du degré p—1
par rapport & chacune de ces quantités, et dans laquelle le coefficient
de iP™*if™*.. i~} est un entier quelconque autre que zéro.

4

D’un aatre c6té, on peut remplacer les racines i,, iy,.. ., i, qu'il

o i i
faut éliminer de la formule (17), par g—', E’,-~-, L uy Bare vy Bumi
1 2 Sn—1
étant des nombres entiers, et il est évident que cela revient 4 substi-
tuer aux n — 1 premiéres congruences (15) les suivantes :

7 — i =P,

P — i, =P
(18) ST (modop),
~— ir’:--x = Pn—a

ou P, est un entier autre que zéro, et ou P, n’est assujetti, générale-
ment, qu’a la seule condition de renfermer le terme 77" i7~*.. i’ avec
un coefficient différent de zéro.

Si I'on représente par

F,(X,)=o0 (mod. p)
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le résultat de I'élimination de i, i,,..., i,, entre les congruences (17)
et (18), F,(X,) ou F,(x? — x) sera I'expression générale des fonc-
tions entieres, irréductibles, suivant le module p, du degré p" et du
premier genre.

On peut, sans diminuer la généralité du résultat, attribuer telles
valeurs que I'on voudra aux coefficients des congruences (18), en
excluant toutefois la valeur zéro pour le coefficient de 77"/, ..
dans P,. Effectivement, d’apres Vanalyse du n°® 3, i,, 7y,..., i,_, ne
sont que des auxiliaires assujetties a la seule condition d’étre des racines
de congruences irréductibles du premier genre et des degrés p, p?,...,
p"~! respectivement; il n’y a donc pas dans F, (X, ) d’autres arbitraires
que les coefficients de P,_,.

La forme la plus générale que 1'on puisse supposer a P,_, est la
suivante :

pn—l = § ((l‘, -+ il + dy I: e Qpo if73+ ixp_x)
> (a:,‘l\ - a('l) 1'2 - a(yl‘l‘: a4 a(r;\-xl'ZJAz -+ I‘}?—y)
(19) (@) + a’iy, + AP 4. A4al il i

p— - i;_—l( ) ,

n—i

\. S A @y G

gy Qgy Ay,. .., A,_, étant des entiers arbitraires, et ', al¥,..., a?, des
fonctions entieres de iy, i,,.. ., i, du degré p — 1, au plus, par rapport
i chacune de ces quantités. Il y a donc dans P,_, un nombre de coef-
ficients arbitraires égal & p™='; mais il est facile de voir que ce nombre
doit étre diminué, pour notre objet, de n —1 unités. En effet les

congruences (18) ne changent pas quand on y remplace

IH iy Igs - -

respectivement par
iRy, =R+ QG Ry Quy oy By R+ Qs

Iy, Fay..., ha, étant des entiers arbitraires et Q,, Q,,..., Q,—. des

fouctions convenablement choisies, de méme nature que P,, P,,.. .,

,_.. Si 'on désigne par P, ce que devient P, par le changement dont
r—2 g p ® q ®
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il s’agit, la fonction Q, sera déterminée par la congruence
QL — Qu==P, — P, (mod. p),

dont le second membre ne renferme pas le terme /7 =1, iyl

s'ensuit, d’apres I'analyse du ne° 5, que Q, sera exprimable en fonc-
tion des seules quantités i,, i,, . . ., fye

II est donc permis d’exécuter le méme changement dans le second
membre P,_, de la congruence (17); la forme (19) de P,_, sera con-
servée, mais on pourra disposer des indéterminées 2,, A, ..., b,

pour faire disparaitre n — 1 termes, par exemple, les parties con-
stantes des coefficients de i7", P70, 077 dans les divers facteurs

|4

entre parventheses de la formule (19); ainsi donc il est permis de
supposer que a,_, est nul et que les coefficients @, v’ont pas de

p—2

terme constant. Alors notre expression de P,_, ne renferme plus que

pP"' — n + 1 coefficients; chacun de ceux-ci peut avoir les valeurs o,
1,2,..., (p—1), a Pexception du coefficient &, qui ne prend que les

valeurs 1, 2,..., (p —1). Il s’ensuit ue le nombre des fonctions F,(X,)
est (p — 1)p?"'"=", ce qui s’accorde avec ce qu’on a vu plus haat.

Je dois rappeler ici que, dans mon premier Article, Jai donné Vex-
pression des fonctions irréductibles de degré p. En changeant x en
2 — x dans les fonctions du genre principal, on obtiendra immédia-

tement, parle théoréme du n°2, les fonctions entiéres irréductibles du
degré p* et du premier genre.

7. Sil'on veut se borner a la recherche d’une seule fonction cnticre
irréductible du degré p”, le plus simple sera, en général, de réduire
P, au seul terme qui doit y figurer nécessairement, ou 4 ce terme
augmenté d’une constante. Ainsi 'on prendra, pour la cengruence (17),

Xy=xg"i" ' —g (mod. P

g étant une constante quelconque.
Cousidérons, par exemple, le cas de 7 == 2. On posera

> . e 1
==, X,==i '—15:;_- (mod. p);
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remplacaut donc 7, par 5](_. dans la premiére congruence, il vient
XP 4+ XP' — =0 (mod.p).
Ainsi X7 -+ X —1, cest-a-dire (x? — x)P + (2P — x)P~' —1, est

une fonction irréductible du degré p* et du premier genre.
Considérons encore le cas de n = 3. Nous poserons

. . . . o o apmtipet
F—i=1, {—h=i""—1=p X,=i#" -1 (mod. p),
et nous ferons en outre

P T
f|12:;’

d’ou

On tire de ces formules

[

; ;-i—l -z-;———l
§ = = (mod. p),
1
d’ou
A o X+
l‘:f‘-—'_-z) lr:x'_z (mOd. P),
et I'élimination de i, donne
P P 3)—— N 2
X, (X +1) (XP4-XP 1)—Xz+ 2 —o (mod. p),

z (X, — 3)
ou, en désignant par z,, z, les valeurs de z qui annulent le numérateur,

(52— 2) (z —3)
72 (X, — 2}

[

o (mod. p).

Multiplions entre elles la précédente congruence et celles qu’on déduit
de celle~ci par le changement de zen 23, 3z,...,(p —1)z; remplagons

; il viendra

. 1
ensuite zP-' par
pa X| -+1

(X, 4+ 1) (22, P — (X, + 1) (2P + 25 — XP)
XP 4 XP~7

--1=0 (mod. p).
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Faisons, pour abréger I'écriture,

P=X,(X, + I)(Xf—l—Xf—’——I),

Q=X dxrop 4 g B2 B3] kg

2.3. .p
p—1
( 5 4—2)...([)-1) p—3
+ — P,
2.3, .21
2

on aura

2,2,=P, 2274+ Z7=X""4+PQ (moil. p),
et notre congruence deviendra

(X, +1PX, PP — (X, +1)*)X,Q —1=0 (mod. p).

449

Le premier membre de cette congruence est une fonction entiére

irréductible du degré p® et du premier genre.

8. Les formules (15) du n® 3 peuvent étre regardées comme défi-
nissant un premier groupe de fonclions entieres irréductibles du pre-
mier genre et des degrés respectifs p, p*,..., p". Nous allons montrer,
en terminant cet Article, de quelle maniére les fonctions irréductibles
du degré p* des divers genres se rattachent a ce groupe fondamental.
Revenons donc a la formule (8) et considérons I'un quelconque des

facteurs de son second membre. Posons

(20) Z‘FEX{L’"—-I (mod. pj;
I'indice p a I’'une quelconque des valeurs

pn-o, Pn“_‘_l_’ Pn-c + 2,..., P —
nous le supposerons mis sous la forme

p=to+ayptap’ ...+ o pt,

Ogy &yy- - - 5 An_g Stant des entiers positifs ou nuls et inférieurs a p.
Tome XVHI (2° série). — DEcEKBRE 1873. 57
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Désignons par &, un entier arbitraire, et faisons généralement

— K K : O B sk
(21) & =al +a" i +af i, + .+ al) i+ (mod. p),

dk -1

af, a*,... étant des fonctions entiéres de i,, iy,. .., iy qui se réduisent
a des entiers dans le cas de k = o0; la quantité &, se réduira elle-
méme a 'unité dans le cas de a; = 0. Quant aux racines i,, is,..., iy, elles
sont, je le répéte, définies par les formules (15).

Cela posé, je dis queles (p — 1) p* racines de la congruence

{22) Z,=o0 (mod.p)
sont données par ia formule

(2‘5) x=E8,5...5, (mOd-P)’

dont le second membre est effectivement susceptible de (p — 1) p* va-
leunrs différentes. Deux de ces valeurs de x sont nécessairement dis-
tinctes, car leur différence est une fonction de degré inférieur a p par
rapport aux quantités { qui y figurent, et notamment par rapport a
celle i,, de ces quantités qui a le plus grand indice. Si donc la diffé-
rence dont nous parlons était congrue a zéro, i,, serait racine d’une
congruence de degré inférteur & p™, ce qui n’a pas lieu.

D’aprés cela, il nous suffit de prouver que la valeur (23) de x
satisfait a la congruence (22}, et nous y parvenons sans difficulté au
moyen du lemme du n® 4.

Faisous, pour abréger,

Uy == 0 + Gy P+ . s ph
et ’
Ay = 2.0, X 1200, g X ... X 1.2, . &3

si Porr appligue le lemme du n® 4 daus les n hypothéses suivantes :

m=n-—1, v=0yp.,, =0, g= Ine f(§)= gnsw--'&n—q B
m=n—2, V=a&y g, P~ [lnz, C:i,,_,, _/(g):An—igogr' ‘En—n
m=n—3. v=a, s, =W n-3a, &= i1 f(gj=An—2€0§| Y-

s a e e sw Py cr e ey ss s e s a e 3 seemEsag s s s aim s emaa e

n=o, V=0, =M [ho» =i, f(§)=Ar. Eo iy
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on reconnaitra que la formule (23) entraine successivement les sui-
vantes :

xy—pl,,_, =4, & & .. &neys
X-p.—p,._-,E An—?&oél . E.n—-ﬂ’

. e Cer e .y (mod,P),
Xu«u,, = A, &%, *
Xy = A8,

et, puisque X, se réduit ainsi a4 une constante, il est évident que la
congruence (22) est satisfaite.

La formule (23) définit, avec les formules (15), les congruences
irréductibles des divers genres de degré p”. Celles-ci s'obtiennent
effectivement en éliminant i,, i,,..., i, de la formule (23). Par les
motifs indiqués au n° 6, on peut, en vue de cette élimination, sup-
poser nulle la partie constante du coefficient de Pavant-dernier terme
des fonctions &.
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