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Sur l'intégration de l'équation dx2 -h dy2 ds2 et de quelques 

équa tions analogues ; 

PAR M. G. DARBOUX. 

Euler a, comme on sait, intégré le premier l'équation 

(0 doc2 ■+- dy2 — ds2, 

c'est-à-dire qu'il a donné en fonction d'un paramètre arbitraire les 

expressions les plus générales de x, y, s satisfaisant à cette équation 

et débarrassées de tout signe d'intégration. Je me propose d'indiquer, 

dans cette Note, un moyen nouveau de parvenir aux formules d'Euler 

et d'intégrer quelques équations du même genre que la précédente. 

Remplaçons dans l'équation (i) s par zyj— i, elle deviendra 

(2) dx2 -t- dy2 -I- dz2 - o. 

Si l'on y regarde χ, y, ζ comme les coordonnées rectangulaires d'un 
point de l'espace, l'équation (2) représente toutes les courbes gauches 
imaginaires dont l'arc compris entre deux points quelconques est nul. 
On obtient de la manière suivante les équations finies de ces courbes. 

Soit 
Αχ -i- Βy -h Cζ + D = n 

l'équation de leur plan osculateur. Les expressions connues de A, B, C 
permettent de vérifier sans peine que, pour les courbes satisfaisant à 
l'équation (2), on a 

(3) A2 -h Β1 + Ca = o, 

et de cette remarque résulte la solution suivante : 

L'équation 
Φ — Αχ h- Β γ -i- Cz + D = o, 

où A, B, C, D sont des fonctions d'un paramètre arbitraire, assujetties 
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seulement à vérifier la relation (3), représente un plan variable qui 

enveloppe une surface développable. L'arète de rebroussement de 

cette développable est la courbe cherchée. On aura donc, pour tous 

les points de cette courbe, 

Φ = ο, ί/Φ =.τ ο, = ο, 

et de ces trois équations on déduira x, y, ζ en fonction de A, B,... et 

de leurs dérivées. 
Prenons, par exemple, Φ sous la forme 

χ cosO y sinô — ζ sj — 1 -f-/(0), 

et remplaçons z\j — c pari; nous aurons 

Ce sont précisément les formules d'Euler. 
La méthode précédente ne s'applique pas, comme je l'avais cru 

d'abord, à l'équation 

qui a été résolue d'une manière très-élégante par M. J.-A. Serret 
(t. XIII de ce Journal, ire série). INous reviendrons plus loin sur cette 
équation. 

Soit maintenant à intégrer de la même manière l'équation diffé-
rentielle 

c'est-à-dire qu'il s'agit de trouver deux courbes planes se correspon-
dant point par point, de manière que les arcs correspondants soient 
égaux. On pourra poser 

d{x -hy si- 1) = ea"frid{x
i
 +y

t
 y/— 1), 

d(x — y y/— 1) = —y
t \J~). 

Conservons seulement la première de ces équations en supposant ω 

χ cos0 -t- y sin θ — s -t- f{6) = o, 

— ;rsin0 -hycosO = o, 
— λ: cos β —y sin 6 -I- f"(6) ο. 

fix* -1- dy2 -4- dz- — ds-, 

(4) dx5 -f- dy- = dx\ 4- άγ\, 
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réel, car la seconde s'en déduira par le changement de signe de y — ι, 
On l'intègre par les formules 

x -ljv'- j e^-' (x, -+-y,
 v

 — ι ) -μ α β
 v
 - j, 

ο =_ d<a y'— ι [x, v —
 1

 ) + da 4- (/β y — ι. 

En séparant les parties réelles et les parties imaginaires, nous trouvons 

x, — -y- si η ω cosw, x — a ft 

r, -- —cosw 4—A sinw, r = a h- —■ 

C'est la solution que fournit la théorie du déplacement d'une figure 
dans le plan. 

Considérons maintenant l'équation plus générale 

(5) doc2 dy2 -h dz2 — dx\ -+- dy\ 4- dz2. 

On pourra poser 

1 doc = adx, 4- a' dy, 4- a"dz,, 
(6) | dy = bdxι -h b'dy, 4- b" dz,, 

( dz = c rfo;, -t- c'cfy", 4- c" dz,, 

u, 6, c, étant des fonctions d'un paramètre t liées par les rela-
tions connues 

(7) 
| a2 4- b2 -y c2 = 1, aa! -h bb' 4- ce' — o, 
( ' * ·> 

Ees équations (6) s'intègrent de la manière suivante. Posons 

(8) 

x = a.v, 4- a'y, 4- a"z, -4 a, 

y bx, -+- b'y, 4- b"z, 4- β, 
s = ex, 4- c'y, 4- c"z, 4- y. 

Différentions en tenant compte du système (G); nous aurons 

(9) 

ο =.· x, da -h γ, da' 4- ζ, da" 4- da, 
ο = x, db 4- γ, db' 4- ζ, db" 4- άβ, 
ο = χ, de 4-y, de' 4- ζ, de" 4- dy. 
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Les neuf quantités a, b, c s'expriment en fonction de trois angles. Le 

système (9) donnera x
t
, y,, z, en fonction de ces angles, de a, β, y et 

de leurs dérivées. Ensuite le système (8) fera connaître x, y, z. On 

voit que la solution contiendra six fonctions arbitraires de t et leurs 

dérivées du premier ordre seulement. 

Le procédé précédent s'applique sans difficulté à l'équation intégrée 
par M. Serret 

(10) dx~ H- dy2 -h dz2 ds2. 

On posera 

(Ό 
x as -1- a, γ — bs -t- β, ζ -- es ■ y, 
ο = s da da, ο — s db L dβ, ο - s de -\- dy, 

et l'on aura ainsi la solution générale de l'équation, pourvu que les 

fonctions a, b, c, a, β, y satisfassent aux équations 

a--+-b- + c- = i, 

Supposons que a, b, c satisfassent à la première de ces équations et 
soient donnés; nous allons voir qu'on peut tirer a, β, y des deux der-
nières sans employer aucun signe d'intégration. 

En effet, si l'on considère a, b, c d'une part, a, β, y de l'autre, 
comme les coordonnées des points correspondants de deux courbes 
gauches, on voit que les tangentes aux courbes en ces points devront 
être parallèles. Donc chacune d'elles sera l'arête de rebroussement 
d'une surface développable dont les plans tangents seront parallèles 
aux plans oscillateurs de l'autre. Soit 

φ X(dbd2c — dcd2b) Y (dcd'2a — dad2c) 
-+- Ζ[dad2b — dbd2a) — udt3, 

u étant une fonction quelconque du paramétré variable t. Les valeurs 
de Χ, Ύ, Z, déduites des équations 

φ = o, d<f> — o, d2 Φ — o, 
seront précisément les valeurs de a, β, y. En les substituant dans les 
formules (11), on aura la solution avec trois fonctions arbitraires. 

L'équation (5) peut être intégrée par un autre procédé, qui offrira, 
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dans certains cas, de grands avantages. Posons 
7=Y + Y„ z — Ζ + Ζ,, 
χ, Χ _ Χ„ jr, = Y - Υ„ ζ, = Ζ - Ζ,; 

elle prendra la forme 

(ta) dxrfx, -τ- ίίΥί/Υ, 4- dZdZ, = o. 

Supposons que X,, Y,, Z, soient donnés en fonction dn paramètre t, 
et proposons-nous de déterminer X, Y, Z. On pourra poser 

XdX, +Yî/Y,+ ZdZt = U dt. 

Différentions et tenons compte de l'équation (12), il restera 

Xd*X, 4- Yd2Y
t
 -+~Zd*Z, -~=d(\]dt). 

Ces deux dernières équations donnent la solution cherchée. 11 est vrai 
qu'elles ne font pas connaître X, Y, Z; mais on prendra Z arbitraire-
ment ou l'on écrira une relation quelconque entre Χ, Y, Ζ, X,, Y,, 
Z,. On pourrait, par exemple, supposer que la courbe lieu du point 
(.r, y, z) soit sur une surface donnée. 

Considérons, en terminant, l'équation 

f{dx, dy, dz,..., dt, du) — o, 

où ̂ désigne une fonction homogène desdifférentiellesfi£r,...,t/«, à coef-
ficients constants ou fonctions de l'une des variables u. On pourra poser 

dx — adu, dy = bdu, dz=cdu,...
1
 dt = kdu, 

pourvu que les fonctions a, b, c,. ., k satisfassent à l'équation 

f(a, b,c,..., k, i) = o 

et ensuite, a, b, c,..., k étant connus, 

χ — au -t- a, y = bu -+- jS,..., 

pourvu que les nouvelles fonctions α, β satisfassent aux relations 

da d$ dy 

On intègre ces équations par un procédé analogue à celui qui a été 
suivi plus haut, dans la résolution de l'équation (to). 


