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M vV A “wa

Sur la résolution de U’équation du quatrieme degré;

Par M. G. DARBOUX.

On connait bien des méthodes de résolution de I'équation du qua-
tricie degré. Celle que je propose met en évidence, sans faire appel
a la théorie des invariants, les éléments essentiels qui figurent dans
les différentes solutions, et elle conduit, sans difliculté, a I'expression
de la fonction la plus générale d’une racine par une somme de
trois radicaux. Ce résultat me parait nouveau; j’en déduis 'expression
des fonctions des racines qui dépendent d’une équation du quatrieme
degré, pour laquelle I'invariant quadratique est nul. M. Hermite a
montré que les équations de cette forme se raménent immédiatement
a celles qu'on rencontre dans la théorie de la trisection des fonc-
tions elliptiques, et c’est de ce fait important qu’il a déduit sa mé-
thode de résolution des équations du quatrieme degré par les
fonctions elliptiques.

On sait que la recherche des points communs 4 deux courbes
du second degré se ramene a la résolution d’une équation du qua-
triéme ordre a une inconnue. Inversement, on peut faire dépendre
la résolution des équations biquadratiques de la détermination des
points communs a deux coniques, On est ainsi conduit 4 la marche
que je vais exposer, saus y méler aucune considération géométrique.

Soient

¢ = Ay X+ ay y* -+ a, 2"+ 2a, ¥2 + 2a, 22 + aa, 1y,

U Bl

deux formes quadratiques. La fonction adjointe de ¢ -- m ¢ sera don-
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née par la formule

o X Y Z i
X @, a, a,— 2m ‘

(2) F=- Y a, ay,—+ me day- ’
Z a,— am Qg a,

et I'on sait qu’elle deviendra un carré parfait, pour toutes les valeurs
de m qui annulent le déterminant suivant :

a, a, a, — 21

l
(3) A(m) = a, a,-+m a, ! .

l

J

d, — 211 a, a,
Ce déterminant développé prend la forme
(4) A(m) =17+ Lin — 4m?,
ou ’on a posé

(5) I =aya,a,+ 2a, aya, — a,al - a,a? - aj,
5

l =aya,— 4a,a;+ 3al.

Le développement de F nous donne, de méme, ,

(6) F=H+ Km + Lm?,

ou H, K, L sont trois formes quadratiques définies par les équations

‘'H=(a,a,—a})X*+ (a,a,— a})Y?
+ (ayay— a})L* x 2(a, a; — a,a,)YL
(7) ¢ +2(a, ay— al)XZ > 2(a, a,— a,a,)XY,
K =a,X*+ 4a,Y* + a,2* * 4a, YZ + 2a, XZ ¥ fa,XY,
L = 4(XZ — Y?).

Cela posé, décomposons en fractions simples la fraction rationnelle
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F Y .
3 considérée comme fonction de m. On aura

o] X Y zZ

(8) E————Z ’ . _ X a, a, a; —- 2v, :
a Al {m—vw) | Y a, a, + v, a,
Z a,— av, a, a,

v,y ¥3, ¥, 6tant les trois racines de I'équation A(m) = o et la somme
qui figure dans le second membre étant étendue i ces trois racines.
D’aprés une remarque, déja faite, sur la forme adjointe, chacun des
trois déterminants qui figurent dansle second membre de I’équation (8)
est un carré parfait et 'on a, par exemple,

o X Y Z
: X a a
o 1
X a a a,—2¢ 1
’ ! 2 " =p2= Y a a,+v
= _— 1 2 1
Y a, a,+ ¢, a, 17 al—a,a—ay .
. Z a,—2v, a,
Z a,— 2v, a, a,

L’équation (8) pourra donc s’écrire

F _ P} . P; o pP: .
(IO) A(m) - Ao )(m—v) Al (e)(m — v,) Aoy} (m — o)’

c'est la relation fondamentale que nous voulions établir et d’ott il
serait bien facile de déduire la décomposition des formes ¢ et ¢ en
sommes composées des mémes carrés. On en déduit, par la comparai-
son avec la formule (6),

H+Km+Lm’=2A,(—_0;AT(:)_—pz),

et, en égalant les coefficients des mémes puissances de m dans les
deux membres,

I P3

ZL _ZA'(a,)’

1 o P13
(Il) ZK sz’
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On 2 aussi évidemment

5 P!= —H—Kp,— L¢2,
(12) P!= —H—Ko,— L2,
Pl= - H—K¢,— Lo,

1L

Pour obtenir des formules relatives aux formes biquadratiques, rem-
plagons dans les équations précédentes

X, Y, Z vpar gy e—ay, x%,
nous trouverons
(13) K =a, x'+ 4a, °y + 6a, xy*+ fa, xy* -+ a y*=f(x,r),
et f(x, y) sera pour nous la forme fondamentale ;

H=(a,a,— a})x*+ 2(a,a, — a, a,)x*y
(14) + (a,a,+ 2a, a, — Jal)x?y?
+ 2(a, a,— a, asjxy® + (a, a,— al)yt,

et enfin

(15) L=o.

Nous désignerons la nouvelle valeur de H par &, c’est le hessien de
la forme £. On a, en effet,

b= [LL&7  (af\T,
a2t | da? dy? dxdy

Quant aux fonctions P,, P,, P,, elles deviendront des fonctions Q.,

Qa, Q; homogenes et du second degré en x, y. On aura identiquement,
en vertu des équations (1),

(16) ¢, :

Ao} T a'(rs) | A'(my)
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et

40 Q} 4v, Q3 49, Q3
(17) f(.r, r)= A (o) -+ A'(e,) + a'(es)’

ce qu’on peut écrire, en tenant compte de I'équation précédente,

(18)  flx, )= 4‘olA'_("’nn))Ql .l 4(%4&_'2:))(2’ —+ 4(‘,JA-T(:":’))Q“S,

m ayant une valeur quelconque. Les formules (12) nous donnent
aussi

(19) Qf:—b-—u,j, Qg_—:-—h——-v,f, Qg::-—/z—-—v,‘f,

et de ces relations résultent, comme on va le voir, les différents modes
de résolution de I'équation du quatrieme degré.

I11.

En donnant 4 m, dans I'équation (18), une des valeurs ¢, ¢,. ¢,, 9,
par exemple, on a

(20) f(xs )’)'—_—g‘-’:—:—g—‘-z(_Ql__'_%l_(_Q‘;:____@

La résolution de I'équation proposée sera donc ramenée A celle des
deux équations du second degré

Q—Q=0, Q+Q;=o,

o1l

(21) V_kh—v fry—thk- v, f=o0.

On aura de méme

fla, )=L=L =W,
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ce qui donne les trois décompositions de la forme f(x, y) en
deux facteurs quadratiques. Mais cette méthode, qui peut étre tres-
commode pour la résolution des équations numériques, ne parait guere
propre 4 mettre en évidence les expressions des racines par des sommes
de radicaux. Pour obtenir ce résultat, nous chercherons d’abord les
expressions des fonctions Q,, Q,,Q,, en fonction des racines «, f3, v, o
de Y'équation pem
) Sz, y)=o.
A cet effet

Qi =Q., Q= Q:, Q:=Q,

étant les six diviseurs quadratiques de f(2, y) nous remarquerons
qu’on doit avoir, en faisant pour abréger y =1,

Q—Q=\(x—a)(x—19), Q+Q=p(x—PB)(x—7)
Q—Q: =k —«)(x=17), Q4+Q3:H2(x“ﬁ)(x*a)v
Q—-Q=h(x—a)(x—=f8), Q-+ Q$: Hs(x—V)(x_6)'

Le facteur & — «, par exemple, doit figurer dans Q, — Q., qui est
la différence entre Q, — Q; et Q,— Q,: Les autres expressions se jus-
tifient de 1a méme maniére. On déduit de ces formules deux expres-
sions_pour chacune destrois fonctions Qy,Q2,Qs- En exprimant que ces
doubles valeurs sont égales pour les valeurs a, 8, 7, 0 de x, on fixera
sans peine les rapports respectifs des quantités ), @, et l'on obtiendra
ainsi

Q=1[(y—8) (x —a) (x—f)+ (f—a)(x— N (x—9)]
=A[(B—9) (x — &) (x—7) + (v — ) (x— B)(x — )],

(22) Q =A[(3—7) (x —a) (x —B) + (B—a)(x —7) (x = I)]
=B (x—a) (x — ) + (3 — &)z —F) (x—7),
Q=2[(3 — ) (x — @) (x —7) + (7 — @) (z—F) (= — )]
=[(y — B) (x — a) (& — 3) + (8-~ )z — Az =],

et il 0’y aura plus 4 déterminer que le facteur A. Or, d’aprés I'équa~
tion (g), le premier terme de la fonction Q, est = yai —a,a, —a,¥,.

Tome XVIII (¢ série). — JuiLLer 1873, 29
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On a donc

(23) é’\/af—-aoaz—aov,z)\(ﬁﬁ—'y—a— d).

De méme

.
HyVa —apa, — a,v, = A+ —a— 7)_;

23)

" 7 o
*tyai—aya, — a,vy, =A(y+0 @ — By
et ces équations, élevées au carré et ajoutées membre a mem~bre, nous
donnent b S S

3(at— a,a,) = N*(33>— 23af) = 48

p (a"'—-a, a,),
c’est-a-dire

W= =+ %,
A

. L v .
a - .. .
Nous prendrons X = — =, puisque nous pouvons choisir le signe des

fonctions Q,, et, en substituant cette valeur dans les équations (23),
nous en déduirons les expressions suivantes de p, , V2, ¢3 en fonction
des racines :

S bi=—lB—a)(1=3)+ (B—3)(y— a),
(26) o= E[(B=a) 0=+ (B~ D@ )],
L= 2lg—a@—p+-p -l

L’équation
fm* —Im —J = o,

qui donne les trois valeurs v,, v,, v, de m, est celle que M. Hermite
a prise pour base desa belle méthode de résolution des équations
biquadratiques (Journal de M. Borchardt, t. 52). Nous retrouvons
ici cette méthode; caril suffira, pour avoir les quatre racines «, 8,7, %
de joindre aux équations (23) la suivante :

a(e+f+y+3) =—4a,
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qui donne la somme des racines. On obtiendra ainsi expression
suivante de a :

ayo + a, = \Ja? —a,a, —a,v,

| (25)

+Va:—a,a, — a, e, +Ja: —a,a, — a, .

Les mémes équations nous donneront aussi 8, 7, ¢ par des expres-
sions qu’on déduira de la précédente, en changeant les signes des radi-
caux de telle maniére, que le produit des trois radicaux pris chaque
fois avec lenr signe conserve une méme valeur. En d’autres termes, si
I'on a les signes pour la racine a, il faudra en changer deux quel-
conques pour avoir les expressions des autres racines.

Cette détermination si essentielle des signes des radicaux résulte,
comme on sait, de ce fait, que le produit des valeurs des trois radi-
caux doit étre égal a une fonction rationnelle des coefficients. Voici
comment on peut établir cette proposition.

Reprenons les équations

vai — a,a,— a, v, :%(a+&—'y—-p‘),

a,

4(a+7—ﬁ‘_d\);
(]
\/af—aoaz—ao%:%(a—{—ﬁ'—‘@—y).

va: —a,a, — a, v, =

En les multipliant membre & membre, nous voyons que le produit
des trois radicaux doit étre égal 4 la fonction symétrique

(3 e+p—y=d(a+y—F—Na+d—p—7)

et, par conséquent, doit s’exprimer en fonction rationnelle des coef-
ficients; mais on peut, sans effectuer le calcul de cette fonction symé-
trique, démontrer que

(26) (at— aja,— a,v,)(a} — aga, — a,v,)(ali— a,a.— a, v;)
est un carré parfait. On a, en effet,

—A(m)=4m® —1m —J = 4(m — v, {m — v,)(m — v,)
29..
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al— a,a
et, en remplagant m par ———,
4(a— aya,)?® — al(al —ay,a,)l —Ja;

=4(a2 —a,a,— agv,)(a? — aga, — apv,){al — a,a,— ay ).

Or le premier membre est, 3 un facteur constant pres, le résultat de
la substitution, dans A(m),

a, a, a,—am
A(m) = a, a,+m a,
a,— 2m a, a,

de la valeur de m qui annule le mineur
a, a,+m

On aura donc, d’aprés une formule connue,

2
y

a, a,—am a, a,

a, A(m) = % % l

a, a,+m

a,— am + a, a,— 2 Qy

ou :
a,A(m) = — (a, a, — a, a, + 2ma,)*,

ou, en substituant la valeur de m,
4@l — a,a.)" — a3(a} — a,a) 1~ Ja} = (20] — 3a,a,4,— a}a )"

ou enfin

(7) 2Val — a, a,— agv, Jai — a, a; — ay, vs Ya: — a, s — a, v,

{ = —aad+ 3a,a,a,— aja,.

Le signe du second membre est déterminé par la remarque que la
fonction syméirique i calculer contient «® + 8* + y* + ¢* que donne
le terme — a}. Les signes des radicaux sont donc nettement détermi-
nés dans les expressions des différentes racines.
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1v.
Des équations

h‘*"vlf:""Q%a h+v2f='"Q§’ k—+—v,f:— ga

on déduit une conséquence, importante dans la théorie des formes
biquadratiques. On a évidemment

dh df dh df dQ, dQ,
e TV g 3;"""42;, _ QQ'E QQl'dj;
dh df dh ar | dQ, dQ,
7 TVaz g;-*— Vz;" 2sz; 2Qz@

ou

— ——— — e — ——

(V,—- dz dy do dy

v|) (ﬁ af dh df) = 4Q,0Q, (dQ. dQ, dQ, dQ.).

Comme on obtiendrait deux équations analogues en permutant ¢,,
v,, vs, on conclut de la précédente

, dQ, dQ, dQ,
(28) I Y TN,

d’oti il suit que des trois fonctions Q,, Q,, Q, chacune est, a un fac-
teur constant prés, le déterminant fonctionnel de l'autre. Ce fait ré-
sulte aussi de ce que la somme des carrés des trois fonctions est égale
4 zéro. On aura donc

iz dy — dr dj=4kQaQaQa§
le terme en x°, dans le premier membre, a pour coefficient
8(3a,a,a, — 2a% — a, al);

dans le second membre, le coefficient du méme terme est

hhVa® — agas — agv, Vai — a, a, — a,v; Val -- ay ay— a, vy,
ou, d’aprés I'équation (27),

3 2
2k(3a, a, a, — 2a} — a, ay).
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On a donc k=4 et

. dh d dh d
(29) Ry 2 =16Q,Q.0Qs

ou, en élevant au carré,

dk d dk df\?* s
(,Tz;f—,z;dé) = =36 (o f) (R0 f) (k + v,

I (dh df  dh df)

et par suite, en posant 8

(30) T T TS

/s

c'est la relation entre les trois covariants fondamentaux T, %, f.

M. Cayley a déduit de cette relation une méthode nouvelle de ré-
solution des équations biquadratiques que nous sommes maintenant

en mesure de donner d’'une maniére compléte.
I.’équation

("a"'"a)Qri‘(Va""c)Qz"‘("l—Va)Qs':O’

qui est du second degré, est évidemment satisfaite par la valeur «

de x, qui est racine de 'équation biquadratique et qui donne

Q.= Qa:Qs-

Je dis que I'équation (31) admet une racine double, c’est-a-dire que

« satisfait aussi a I'équation

dQ dQ, dqQ,
("2"'"’)71%”‘("'_"')ng"'(""“’ﬂ)ﬂQ:°;

cela résulte, en effet, de 'identité (16), qui donne
(va—9,) QF + (va— 9,)Q3 + (v, —¢.) Qi =0,

ou, en différentiant,

(u,——u,)Q.idg—'4—(%—-0.)(&%—%—(0.—OQ)Q,dTS—'

= 0.
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En faisant, dans cette relation, Q,= Q,=Q,, on obtient I’é-
quation qu’il s’agissait de démontrer. Nous avons donc la propo-
sition suivante de M. Cayley. L’une des équations du second degré

(Va— 03) Y — A~ — v,j'—_*-(vz—v,)\/:-li —9,f

(v, —e)V—bh—v, f =0

admet comme racine double une racine simple de I'équation pro-
posée. Les quatre combinaisons de signes correspondent aux quatre
racines de I’équation proposée.

V.

Yarrive maintenant i 'expression de la fonction la plus générale
d’une racine par une somme de radicaux. Nous déduirons cette
expression des formules (22). En les ajoutant, nous trouvons

Qi+ Q+Qy= %[(“"7)(1'_13)(‘1'—6\)"' (e —B) (e —7)(x—d)
+ (@ —d){x — B)(x—y)],
ou
Qe Qo Qo= g e — 1) — ) — ) — 9)
+(a—pHx —a)(x —7)(x —d)
+ (e — ) (x — ) (x — f)(x — 7)]-

L'expression entre parenthéses, multipliée par a,, est la valeur de

Y Y — —

x d~—x+3pourx'—-a, y=1.0nadonc
df  df
“dz oy
M%_—;%:Q,—;—QLN}_Q”

ou

(a2 4+ 3a, 2’y 4 Jaazy’~+a, 7% )a + @, 22+ 3a, 22y + 3a, xv? + a, y?
(31) i e
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Les signes 4 prendre dans le second membre résultent sans difficulté
de I'expression des fonctions Q,, puisque, d’aprés les formules (9),
les produits

Q, \[a? — Qg ldy— Ay ¥y

’

sont des fonctions rationnelles des racines, ou encore, d’apres I'équa-

tion (29), le produit des trois radicaux doit étre égal a iT.

La formule (31) est due 4 M. Aronhold, qui I'a donnée dans le
tome 52 du Journal de M. Borchardt. On I'obtiendrait en effectuant
une substitution linéaire dans la forme biquadratique et en appli-
quant ensuite la formule (25). Pour avoir la fonction Ja plus géné-
rale d’une racine, nous opérerons de la maniére suivante :

Les trois fonctions Q, ont été déduites des fonctions linéaires P,, en
faisant dans celles-ci la substitution de y?, xy, x* 4 X, Y, Z. Réci-
proquement les fonctions Q,, Q., Q, étant seulement du second degré,
on en déduira les fonctions P,, P,, P, en y remplagant y?, oy, x*
par X, Y, Z, et 'on aura alors

P,=y—H-—-K¢,—Lv,...,

les signes étant déterminés par les mémes conditions que pour les
fonctions Q,. ) _
Or on trouve, en effectuant la division dans le premier membre de

I’équation (31),
Qi +Q:+ Qs = (apa +a,) x>+ (a,2* + 4a,a + Ja,) xy
+ (@y0® + fa,a® +6a,a + 3a,) .
On aura alors
(@pa—+a)l+(a,a* +4a,a+3a,) Y +(2oa’ +4aa® +6a,a+3a,)X
(32) =P, +P,+ P,=y—H—Ko,—Lo¢? + y—H—Ky,— Ly}
+y—H~—K¢,—Lv}.

C'est I’équation que nous nous proposions d’obtenir; elle donne I'ex-
pression de la fonction la plus générale d’une racine pour laquelle la
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some des quatre valeurs soit nulle. En y ajoutant la constante
a,T+ 3a,Z+3a,Y + a, X,
nous aurous
(aoa® +ba, o +ba,a—+ fay) X + (aa® + faa+ 6a,)Y
-+ (age-+- 4a,) L+ a, T
l‘ =a,T+3a,Z+3a,Y+a,X=y—H—Kp,—L¢?
( 4 —H—Kp,— Le2 =/ —H—Kv, —L¢2.

(33)

On trouvera facilement, en partant des équations (12), que le pro-
duit des trois radicaux est égal a la fonction rationnelle

dL dL dL
dX dY dz |
o ek ko
2 dX dY dZ
' dH d4dH dH |
i dx dy dsz
VI.

On voit que les formules relatives a la fonction la plus géncrale
d’une racine contiennent sous les radicaux les carrés des racines de
PPéquation résolvante. C’est par la qu’elles se distinguent de celle
de M. Aronhold. Si ’'on veut que ces carrés disparaissent, il faudra

supposer
L=4(Y*—XZ) =o.

On pourra donc poser
Y=xy, X=7y% Y=—uax?

et 'on sera conduit a la formule de M. Aronhold ; mais on peut obte-
nir d’autres résultats de la maniére snivante :
Soient ¢, Yy, ¢35, ¢, les quatre valeurs d’une fouction quelconque
Tome XVIII (a¢ série). — Jun.Ler 1873, 30
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d’une racine. Chacun des radicaux qui figurent dans les formules (32)
et (33) est égal a une quantité telle que

LTl TRl PR
Si donc on écrit I'équation
(34) B* + B, ¢® + . =0,

qui donne les quatre valeurs de ¢, et si I'on désigne par0©,, 6,, 0,
les trois racines de la nouvelle équation résolvante
q

G —1,m--1J, = o,
ou 1, J, sont les invariants de I’équation (34), on aura évidemment

—H-— Ky, — Lo} = A 4 BO,,
(35) -—*Il——K();,_ L‘)g 7—WA__*_ BG):'.’
— T — Ky, — L.¢? == A +.BO,.

En faisant la somme de ces trois équations, on déterminera A,

3A - —3H - LZ(';"::—.?)H— I:;E

On a donc

36 BO, =11 — Ky, — L2

(36) =Ko, — L.

Telle est1a formule qui définit, 2 un facteur constant pres, les racines

de la nonvelle équation résolvante relative i la fonction §. Supposons
qu’on remplace B par 1, ce qui est toujours permis, nous aurons

L1

@|:B*

Ko, — L2,
Les racines v, sont d’ailleurs données par la formule de Cardan
(37) vi=ayR - «* VR,

ou « est une racine cubique de P'unité, et R et R’ deux quantités dé-
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finies par les formules

3= 57 1 J 1 - r

VRYR — L, 32_4__\/32__,

(38) v 12 8 8 27
. T , T . 1P

\R_’_‘R—r —4—' B—-— g—g\/] —:)—5

on aura donc, en substituant la valeur de ¢,,

3,0 LR’ 3 LR
.= i (K~ M) L oyie (k).
expression de méme forme que celle de ¢,. En appliquant donc les
deux premiéres formules (38), on trouvera

5 %1,:1(1{‘21‘3'> <_K—m£}‘>,

I 12LR’\? , N LR\?®
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Nous pouvons déduire de ces équations un résultatimportant auquel
a été conduit M. Hermite, dans sa méthode de résolution de I’équation
du quatrieme degré par les fonctions elliptiques. Pour que I’équation
en ¢ ait son invariant I, nul, il faut et il suffit que I'on ait
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Cette équation est quadratique et homogéne en X, Y, Z, et ses coeffi-
cients ne contiennent qu'une racine carrée. On pourra donc, par de
simples extractions de racines carrées, ramener I'équation proposée
du quatrieme ordre & une autre dans laquelle I'invariant I, sera nul
et qui se résoudra immédiatement par 'emploi des fonctions ellip-
tiques.

Au contraire, I’équation J, = o ne peut se résoudre sans des extrac-
tions de racines carrées et cubiques.
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