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AN w v

Courbure en un point d'une surface définie par son équation

tangentielle;

Par M. L. PAINVIN.

1. Dans le Mémoire précédent, qui avait été présenté & I'Académie
dans la séance du 18 juillet 1870, j’ai donné les formules, jusqu’alors
inconnues, qui permettent de déterminer les éléments de I'aréte de re-
broussement d’une surface développable définie par ses deus équations
tangentielles. Dans le présent Mémoire, présenté a I’Académie dans la
séance du 2 octobre 1871, je m’occuperai de la détermination de la
courbure en un point quelconque d'une surface définie par son équa-
tion tangentielle. Les formules que jobtiens, et qui n’ont jamais été
données, que je sache, pourront étre trés-utiles lorsque I'usage des
coordonnées tangentielles sera plus répandu.

Pai également résolu les deux questions suivantes :

1° Détermination des éléments d’une courbe définie par son équa-
tion tangentielle;

2° Détermination des éléments de V'aréte de rebroussement d’une
surface développable définie par son équation ponctuelle.

Ces deux questions seront I'objet d'un troisiéme Mémoire.

$ L.

2. Soit donnée I'équation, en coordonnées tangentielles, d’une sur-
face (S),
flu,0o,w)=0 ou [flu,9wr)=0

en rendant homogéne le premier membre de cette équation; «, ¢, w
28..
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w v w ’ [y
ou - -, — sont les coordonnées d’'un plan tangent quelconque  la
surface 8.

Nous adopterons les notations snivantes :

, d J 3
f,"——‘-la 2-—-34-{’ 'f"*:bi’ ﬁ—-—a

_xf ¥ _ _
f = f‘° = e’ f” - aubw -f” - bubr

»f o
() | fas = W’ S = Baaw Ju = W’
»f RS
ﬁ3 = S = dwor’
2
f44 - D;{,

?l ‘f{2 f;3 .f:lﬁ
5 _ 2;f22 ﬁs ﬁ.a
(2) H= e Fo foo o

b for oo Lo

On a alors les identités suivantes, ot 'on a fait 7 = 1 aprés les dif-

férentiations :
uf, <+ vfa -+ wfs + f; = mf,
Ufy -+ %z-l- “_’]‘43""]‘14 = ( - I)fn
(3) ufoy + %2+Wﬁs+fé4?(m—1)ﬁa
Uy + Ofse+ Wha+ fou = (m —1) fi,
@+ Vfart Wi+ fu = (m—1) fi,

. - H
JiBo + foly, + fiHy + fiH, = P
- ) 4_](4'1‘142 +féH22+.f3H32+ﬁH42= m—lv’
(3 bis _

f4H13+f2H23+f;H33+ﬁH43 =

S+ ol + fiH, + fiH,, = B,

m—1I

__dH

s Hys =7

d’our

en supposant que m est le degré d’homogénéité de la fonctlon de f
rendue homogéne.
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3. Si maintenant (%, ¢, w) est un plan tangent a la surface S, le
point de contact de ce plan aura pour équation

Ufi+ Vo WS+ fi=o,
avec la condition

(4) : ufy + ofa+ Wy + fi = 05

U, V, W sont les coordonnées tangentielles variables. D’aprés cela, les
coordonnées x, 7, z de ce point seront

5.

Si a, b, ¢ sont les angles, avec les axes de coordonnées supposés rec-
tangulaires, de la normale 4 la surface au point M(x, 7, z), on aura

(6) cosa __ cosb _ cosc __ 1
u oo w ’-i\/u’—l—p’-i—w’

Considérons une tangente MT dans le plan tangent (%, ¢, w), et dési-
gnons par «, B, 7 les angles de cette tangente avec les axes de coordon-
nées, on devra avoir 'équation de condition

(7) _ % cosa -+ ¢ COSf3 + W cosy = 0,

qui exprime que cette tangente est paralléle au plan (z, ¢, w).

En désignant par X, Y, Z les coordonnées variables d'un point de
espace, on trouve facilement, pour I'équation du plan passant par
cette tangente et par la normale MN en M,

(8) M(X—x)+N(Y~y)+P(Z—~z)=o,

aprés avoir posé
M= v cosy —wcosf3,
(9) N =wcosa — ucosvy,
? P = uecosf3 — v cosa.
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8i I'on considére trois points consécutifs M, M’, M” de la section de
la surface par le plan TMN, les coordonnées

X, J %
x -+ dx, ¥+ dy, z + dz,
x+dx +4td*x, y+dy+Lidy, z+dzs+id*z

de ces trois points devront vérifier 'équation (8); on est ainsi con-
duit aux deux équations de condition

Mdx +-Ndy -+ Pdz =o,
(r0) Md?*x -- Nd*y + Pd*z = o;

et le rayon de courbure en M de la section normale TMN aura pour
valeur

w e

(dz*+ dy*—+ dz?)
V(dr d?z —dz &%y (dz d*x — dxd*z - (dz diy — dy d?z):

(1) R=

Il s’agit d’exprimer cette derniére quantité en fonction de «, v, w et
des dérivées de la fonction f(u, ¢, w).

4. Lorsqu’un point se déplace suivant une courbe tracée sur la
surface f, les coordonnées x, v, w du plan tangent correspondant sont
liées par deux relations; nous pourrons donc, pour cette conrbe, re-
garder u, v, w comme des fonctions d'un paramétre arbitraire ¢; il est
entendu que les différentielles que nous emploierons dans ce qui va
suivre se rapporteront a la variation de V’arbitraire z.

Dans cette hypothese, on a

dfy, = fudu + fidv + fiadw,

(12) s dfy = fardu + frady +ﬁ3dw,
dfs = fadu + foodv + fidw,

( dfy = fodu + fradv + fiydw;
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de la on déduit, en multipliant par H,,, H,,, H,,, H;,, et ajoutant,

H,,df, + Hydfo -+ Hy df s+ H, df; = Hdu,
H,.df, -+ Hapdfs + Hsodf% Hu‘_{f' = Hdv,
H,;df; + Haydfy + Hysdf + H;,df, = Hdw,
. Hu‘,{f;'l" H24‘_{f;‘+ Hsﬂ!fn"‘" H“C_{f; == 0.

(12 bis)

Nous poserons ensuite

| A =S fuds |4 = S
(13) B =fidhi—fidfe (3bis) | B =fidfi— fidf.
| ¢ =Fdfi— fudsys o = fidfa fodfos

du groupe (13) on déduit

da = f,d*f, - fid*f,,
(14) dB = fd'f, — fod*fs,
dC = f,d>f, — fod>f,.

Ces notations admises, des expressions (5), n° 3, précédemment

trouvées
S Jr Jg,

XX = ~— "= =e—=y 5=

on conclut les valeurs qui suivent pour dx, dy, dz; d*zx, d*y, d*z:

A

dx — = d?a —= —'—2"‘#4y
B . dB
(15) df:f_:’ (15 bis) { d*y =7 f:_aj‘,,,
dz=—c;7 d*z = 7——-z~—df

L’expression (11) du rayon de courbure R prend alors la forme

(A -;—BU—G’)’
V(BdC —CdBY &+ (CdS — AdC)+ (AdB — BdA)

(16)  AiR=

5. 1l nous faut maintenant caleuler le numérateur et le dénomina-
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teur de cette derniére fraction en supposant que les trois points con-
sécutifs M, M/, M” sont dans le plan normal TMN.
On a, dans cette hypothése, & satisfaire aux relations

1°) wcosx -~ ¢cosf + wcosy = o,

2°) MA + NB+ PC = o,

< 3°) MdA + NdB + PdC = o,

(r7) ) wfirderwfirfi=o,
50) Jidu 4 fodo + fodw = o,

6°) d{ fidu + fady + fodw) = o.

La relation 1°) exprime que la tangente (a, 3, y) est dans le plan
" (z, 9, w); les égalités 2°) et 3°) expriment que les points M/, M” sont
dans le plan normal TMN, c’est-a-dire que les valeurs (15) et (15 bis)
vérifient respectivement la premiére et la seconde des relations (10);
les égalités 4°), 5°), 6°) expriment que %, ¢, w, et leurs variations du
premier et du second ordre satisfont 3 I'équation f(z, ¢, w)=o de
la surface donnée.
Ecrivons & part les égalités 1°) et 4°), savoir :

% cosa + ¢ cosf3 +wcosy = o,

(x7 bis) uf, + of; +wfy + fi = o,

qui interviendront fréquemment dans les transformations que nous
aurons 2 effectuer.

6. Pour calculer le numérateur de P'expression (16), nous utilise-
rons d’abord les relations 2°) et 5°) du groupe (17), savoir :

Sidu + fody + fidw = o,
MA +NB-+ PC=o.

Eu égard aux identités (3) du n° 2 et aux valeurs (12) du n° 4, la pre-
miére des équations qui précédent pourra s’écrire - :

udf; + vdfs + wdfy -+-df, = o;
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quant 4 la seconde, elle devient, en y remplacant A, B, G par leurs
valeurs (13),

(Mf; + Nfo +Pfy)dfs — fi(Mdf, + Ndfy +Pdf;) = o;

puis, en mettant pour df; la valeur fournie par I’équation précédente,
et pour f; la valeur que donne la seconde des équations (17 bis), on
trouve, en tenant compte de la premiére des équations (17 bis),

| Wdf; + Ndfy + Pdfs = o,
aprés avoir posé
g M’ = f, cosf3 — f, cosy,

(x8) N’ =f, cosy — f; cos«,
l P’ = f, cosa — f, cosf3.

On constate aisément que

(19)

{ M’ cose -+ N’ cosfi + P’ cosy = o,

uM' -+ oN' + wP =fiM +foN + [, P;
1 wN' — ¢oP' =f, cosa,
(19 bis) uP’ — wM =f; cosf,

M’ — uN' = f, cosy.

En joignant aux égalités 2°) et 5°) que nous venons de transformer la
quatriéme relation du groupe(r2 bis), on alesystéme des trois équations
‘ udf, + vdfs - wdfy =— dfs,
¢ M'df, -+ N'dfs + P'dfy =o,

H,,df +Hodf- +Hgdfs =— H,,dfs.

Si maintenant on résout ces trois équations par rapport a [!f,, ¢ _j‘., « /3,
on trouve, pour df; par exemple,

(20)

lu l 1 v w |
dfy | M N = — df, NP
H,; H, H:u l ' Hu Hys g |

Tome XVII (2 série). — JuiLLeT 1872, 29
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ou, en développant,

df\[H,, (0P — wN') + H,, (wM — &P') + H,, (N — oM')]
=— dfy[Hy;(vP' — wiN') — P'Hyy +- N'Hy,i ];

puis, en ayant égard aux relations (1g bis) et aux valeurs (18),

fydfi(H,, cosa + H,, cosf + Hy, cosy)
= dfs] — fiH,, cosa — f,H,, cosa — fsH,, cosa
-+ fiHg, cosB + fH,, cosy];

si Pon tient compte de la derniére des identités (3 bis), il vient enfin

Jadfi(H,; cose + H,, cosf + H,, cosy)
=/fdf,(H,; cosa + H,, cosf3 + H,, cosy) —

cosadf,.

m — I

De sorte que, si I'on pose
H

m—1
(21) K= H,, cosa + Hy cosf + Hy, éag‘_{fu

on obtient ainsi la premiére des relations du groupe (22) :

A = fidf, — fidf, = K cosa,
(22) B = f,df, — fadf: =K cosp,
C = fadfs — f,df; = K cosy;
d’ou
[ df, = jf—c"tﬁ,, —-%cosa,
(22 bis) 5 df; = %‘% — %cosﬁ,

s 70 K
( & =Zdf, — Kcosy.
Des égalités (22) on déduit

A"+ B+ C* =K,
ou:

(23) (A*+ B2 - €3)F = Ko,
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7. Passons maintenant au calcul du dénominateur de I'expres-
sion (16).
Il nous faut d’abord introduire les relations (3°) et (6°) du
groupe (17), savoir :
(24) ' MdA +NdB+ PdG =o,
- d[ fdu + fadv + fydw] = o,
ou

dludf, + vdf, +wdf, + df,] =o.

On peut écrire la deuxiéme égalité sous la seconde forme indiquée,
puisque (f;du —+ f,dv + fydw) et (udf, + vdf, + wdf, + df,) sont,
i un facteur numérique pres, des expressions identiques.

En substituant a dA, dB, dGC leurs valeurs (14), on mettra la pre-
miére des égalités (24) sous la forme

(25) (Mf, 4+ Nf;, + PA) A%, — fi(Md*f, 4- Nd*f, + Pd’f,) = o,
ou encore, d’aprés la seconde des relations (fg),
(25 bis) (M +oN +wP)d*f, —f,(Md*f, +~Nd’f,+ Pd’f;) =o.

Quant i la seconde des relations (24), elle devient d’abord, en effec-
tuant la différentiation indiquée,

(26) ud®f, +vd>f, -+ wdif, 4 d*f, + dudf, +dvdf, + dwdf, = o.

Calculons la quantité (dudf, + dedf, + dwdfs;).
Nous obtiendrons d’abord du, dv, dw en remplacant, dans les équa-
tions (12 bis), df;, df, df; par leurs valeurs (22 bis); on trouve ainsi

Hdu=H,, (%q’f; —_ %cosa) -+ H,, (%c_if, — ;—icos,@)

+ H,, (.{%6‘7}‘; — %0057> -+ Hudf;t
ou 7
Hdu == %(Hu]’1 -+ Hzlf‘..’. —+ H84f3 -+ H“ﬁ)

— ;-(H,, cosa + H,, cosf + Hs, cosy);
29..
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ou, en ayant égard a la premiére des identités (3 bis),

SfiHdu = mI_I_I udf, — K(H,, cosa + H,, cosf + Hy, cosy).

On trouvera de cette maniére les valeurs suivantes pour du, do, diw :

Sadu = - dﬁ u — %(H“ cosa -+ H, cosf3 + Hj, cosy),

—1I

Srdy = df‘ P - I—,r_{I-(H,2 cosa + Ha, cosf3 -+ Hy, cosy),

—1I

i
‘ﬁ,dwf e %(H43 cos -+ Hyy cosf3 -+ Hy, cosy).

m—1I

On déduit de 1a
fi(dudf, + dodf, + dwdf,)
L (udf, + odfy + wdlf,)
4+ (H,, cosa + H,, cosfl + Hy, cosy) (‘f‘ dfy — - cosa) :
— —Ié =4 (H,, cosa -+ H;, cosf8 + H,, cosy) (fzdﬁ - cosﬁ)
~+ (H,; cose —+ Hag cosf3 + Hy, cosy) (}%df. - %cosy)
ou, en ayant égard éla premiére des égalités (20) et aux identités (3 bis),
fi(dudf; + dvdf, + dwdf;)
=— ,% _% %[cosac( B o2 _ﬁH“) —l—cosﬁ(

H
~+CO0S87Yy 1

LY f&Hm)

)]

~+2H,, cosx cos -+ 2H,, cosa cosy--2H,; cosf cosy).

g I

Hf (H” cos ac—i—H22 cos? 8 + Hg, cos®y
SiI'on pose

‘ A = H“ COS26( "'l" H22 COS2ﬁ "'!‘ H33 00527
o ,
(27) l + 2H,, cosa cosf + 2H,; cosa cosy + 2H,, cosf3 cosy,
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et qu’on ait égard & la premiére des relations (17 bis) et 4 la valeur (21)
de K, I'égalité précédente devient
' 4 qafs K
f%(duqlﬁ -+ d"(_ifz -+ dWc‘Zﬁ,) = — F—t&-l. ~+- o —— -+ ﬁ;{A’

et, par suite, I'équation (26) prend la forme définitive
(a8)  ud:f; + vd*fs + wdf, + d3f; + %;;A =o.

8. Ceci établi, passons au calcul des binémes (BdC — CdB),. ..
Les valeurs (13), (13 bis) et (14) nous donnent d’abord

BdC — CdB —=f.| Cdfs — Bd*f, -+ Ad*,],
CdA — AdC = f,[— Cdf, + AdPf, + Bd?f],
AdB — BdA =f,[-- Bd*f, — Ad%f, + Cd*,];

mais on a, d’aprés les égalités (22),
(29) A=FKcosa, B=Kcosp, C=Kcosy;

de plus, en substituant les valeurs (22 bis) dans les équations (13 bis),
on trouve, eu égard aux notations (18), '

K

P
Js

(29 bis) A= ;—‘M, B= N, C=

D’aprés cela, il résulte

( BdC — CdB = Kf,(cosyd?f; — cosfd?*f,) + KMd*f,,
(30) CdA — AdC = Kf,(cosad?f; — cosy d*f,) + KN'd>*f,,
AdB — BdA = Kf, (cosfd?f, — cosad?f,) -+~ KP'd*f,.

Maintenant, de V'égalité (25 bis) tirons la valeur de d*f, et substi-
tuons-la dans les expressions qui précédent; on trouve, aprés quelques
réductions d’une extréme facilité, ot 'on fait intervenir les nota-
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tions (g), (18) et les relations (1g),

M d2f, +-N d*f, 4 P! d*f,
uM’' 4 oN + wP’
M'df, +-N' d*f, + P/ d?f,
uM/ + N+ wP'

M d*f, + N'd*f, + P/ d3f,

uM - oN - wB

BdAC — CdB =Kf;M

(31) CdA — AdC =Kf,N

?

AdB — BdA = Kf,P

Enfin, substituant dans I’égalité (28) la valeur de d3f, tirée de
I'équation (25) ou (25 bis), il vient

(ud?f, + vd*f, + wd*f,) (Mf, + Nf, + Pf,)

+fi(Mdf, + Ndzfa + Pd*f;) + %:-,A(uM’—i— VN’ +wP') =o;

o, en réduisant les termes des deux premiers groupes aprés avoir
remplacé f, par — (uf, + of, + wf;), puis en ayant égard aux va-
leurs (g) de M, N, P et & la premiére des relations (17 bis),

(W, + Nlofy - PAf) (0% 4597

K2 7 ’ —
+H—f§A(uM + ¢N' + WP').— o.

(32)

Si, dans les égalités (31), on remplace (M’d2f, -+ N'd*f, + P'd*f,)
par la vileur que fournit I'équation (3a), on a définitivement

K3a
BAC — CdB = — g S M,
E3A
(33) CdA — AdC=— Wi oo
AdB — BdA = =

BACE TR
Mais les jvaleurs (9) donnent

M? + N? 4+ p? .
=(2?+0*-+w?)(cos® 2+ cos® B-+cos? y)—(u cos a-+ vcosf-+w cosy)?,
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ou, d’aprés la premiére des relations (17 bis),
(34) M? + N? + P? = & + ¢* + w2

On déduit alors des égalités (33) et (34)

35) {(BAC—CdBF+—(CAA—AdC) +(AdB—BdAP = ——n .
( ) V( ) ( A A C) +( B A') Hf“/uz_l_pz_l_wz

9. La substitution des valeurs (23) et (35) dans l’'expression (16)
de R donne définitivement :

— c—>

_ Vw4 a °H
3) R S

ou, en remplacant les lettres H et A par les valeurs qu’elles désignent,

f;l fl‘ﬂ ﬁ3 j;‘ i
Su S S Su
luf;l .f;? f;3 .f;i

bis) R= Yoottt Sa Sa_fo Su_ : ,
) - 7 H,,cosz—+H:, 005 B+-Hg; cos’y—-2H;,cosacos f+-2Hys cose cosy+2H,; cos cosy ’

ce qu’on peut encore écrire comme il suit :

Ju S S fs
S So So Sa
S S Su Su
Vu’ + 0P+t Ja Jo Ju Jfu .
(36 ter) R= 7 : o Sfu  fis Su cosz |’

Ju  Fa S Su cosf
Sao fa fs Su cosy
i Jao s Ju o

cose cosf cosy o .o
il ne faut pas oublier qu’on doit toujours vérifier les deux relations

, % cosa + v CoSf3 + W cosy = o,
(37) !

cos*a -+ cos’fB + cos*y =1.
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Nous arrivons donc a cette conclusion :

Si ’on considére un plan tangent quelconque (u, v, w) a la surface
donnée et le point de contact M de ce plan, le rayon de courbure,
en M, de la section faite par un plan normal passant par la tangente
(cosa, cosB, cosy) sera donné par la Jformule (36 bis) ou son équi-
valente (36 ter).

10. 1l est maintenant facile d’obtenir les rayons de courbure prin-
cipaux, ¢’est-a-dire les valeurs maximum et minimum de R, lorsque
&, 8, 7 varient de maniére & vérifier toujours les relations (37).

Posons

- (38) p:HV"’;j‘;:+“”

?

Péquation (36 bis) pourra s’écrire

H,, cos®a -+ Hy, cos® 8 + Hy, cos®y
+ 2H,, cos« cos + 2H,; cosex cosy + 2Hy;, cos 3 cosy
= p(cos®a -+ cos?*f3 -+ cos®y), ’ :

ou

(H,, — p) cos®« -+ (Hao — p) c08* 5 + (Hyp — p) cos>y
+ 2H,, cosa cos -+ 2H,; cosa cosy + 2H,; cos 3 cosy = o.

(39)

1l sagit d’avoir le maximum ou le minimum de p, en supposant les
variables cos«, cos 3, cosy li€es par la relation ‘

(40) u cosa 4 v cosf3 --w cosy = o.
En appliquant ici les régles connues, on est conduit aux égalités

[ (H, —p) cosz + H,, cosf 1 Hy; cosy
/4

__ Hy cose 4 (Hz —p) cosf + Hy; cosy

(41) - (4]

. Hu cosa - Hy, cos? 4-{Hz —p) cosy
= : o

A

t
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h 2 £ .
Si Pon désigne par A la valeur commune de ces rapporis, on a les
équations

H,, coset -+ (Hyy —p) cos ff 4+ Hyy cosy — Av = o,
H,, cosa -+ H,, cosf + (Hyy — p) cosy — Aw = o,
u cosz -+ vcosf3 -+ w cosy = 0;

g (H,; —p) cose+H,, cosf + H,; cosy — du = o,
(41 bis) ?

yrye - . ° ’ .
I'élimination de cosa, cosf, cosy, A, entre ces équations donne

Hy—p H,» H,, u
H H 9 Ho
(42) 21 22— p 23 4 — o.
- H;, H;. Hy;—p w
1/ v w o]

Si I'on développe I’équation (42), on trouve

4 02 4 w?)

fufr'zf;af;au 4
fé{f;zﬁsf% 14
(42 bis) 4 —p ﬁlf32f;3f34w +(u2+v2‘l‘w2)(Hil‘*‘sz“f‘Hn) !

f“fi2ﬁ3f5~io

w9 Ww o a0

a£9 —
— (m — 1)} f2.H=o,
aprés avoir remarqué qu'on a identiquement

H,, H,, H,; u

H, H., Hy,; ¢ L= (m — I)EEJ‘%H
H:“ H32 H33 w .
. v w O |

30
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‘Cette 1dentité peut se démontrer comme il suit : on a

| H, H, H, z
EHm Hy,, Hy o
gH:n Hy,, Hy;, w
i (4 [ w o
H
Hu Hle Hm ————m_lu
- H
__I)I—I HQ! H??. H23 —1
H H
H;, H,, H,, -———m_‘W
U v w
H,, H,, H,, H,
(m—1)f; H,, H,, H,, H,,
H Hy,, H,, H; H,
u [4 w 1

"“f{ Hn '—‘_faHm "‘f.;Hr.; :

14 —fszu —_/;HT_‘ "‘f;Hza

""'fa Hal —ﬁHaa '“f:;Ha:x
— fin — faiv —fiw

en ayant égard aux identités (3 bis). On aura de méme

iHu H,, H;, =
| Hi. Hy, Hy v
H, H,, Hy; w
H,, H,, H;, 1
' H
Hn Hz« H3l m—-Iu
_ m—1 H,, H, H,, m—1 v
~ H
H,, H, Hy, m—__‘fw
. H
H,, H, H,, m—1
H, W, OH, H,
-__ {m—1)f; H,, 7H22 H;z H,,
B - Hts Hza -Ha; . I}n
H,, H,, an 'Hn‘

—fily, — foH,, — fi Hy,
"ﬁ H,, —f:_'Hze “fs H;,
—‘fa H,, —f.z H,, ;*‘fs Hy,

—filly —fiW,, — fi Hy,

___”(m—-l_)_f;.H’_
= —-~—r——-—-——_.H 5

d’ou résulte immédiatement ’identité eri i;’ilééti'on.
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Aiunsi :

Les valeurs de p (38), correspondant auzx deux rayons de courbure
principaux, seront données par Uéquation (42) ou U'équation (42 bis};
les directions des sections principales seront déterminées par les équa-
tions (41) aprés la substitution de la valeur correspondante de p.

1l est facile de démontrer, 4 I'aide des relations (41 bis), que les
deux directions des sections principales sont rectangulaires; on opere,
comme dans le cas analogue, des cordes principales dans les surfaces
du second ordre.

Remarquons encore que :

Le produit des mj[ms de courbure principaux R, R, est donné par

la formule
Souo fie Sfis Sus
(2?4 o* -+ w?) f:u f22 fzs f2 .
(m— 1S f;n ,ﬁm ﬁ:} _ﬁn
Ju Sir S Sl

Remarque. — On pourrait se proposer de chercher les conditions,
pour qu’un point soit un ombilic, de déterminer les directions des lignes
asymptotiques,...; je laisserai de coté toutes ces questions, dont la
solution ne saurait d’ailleurs présenter aucune difficulté maintenant;
je me contenterai d’avoir résolu la question fondamentale pour cette
théorie, et d’indiquer plus loin la recherche des centres de cour-
bure.

(43) R,R,=—

§ II.

11. Dans le paragraphe précédent, jai résolu la question que je
m’étais proposée en introduisant les dérivées partielles du premier
membre de I'équation qui définit la surface donnée; on a pu constater
que les formules ainsi obtenues étaient remarquables par leur sy-
métrie.

L’équation de la surface établit une relation entre les trois variables
u, v, w, de sorte qu'on peut regarder I'une d’elles, w par exemple,
comme une founction déterminée des deux autres, z et v, qui seraient

alors des variables indépendantes.
' 30..
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Or, dans un grand nombre de circonstances, il peut étre avanta-
geux, indispensable méme, de se placer 4 ce dernier point de vue.
Quoique les formules qu’on obtient alors soient bien moins élégantes
que les premiéres, je crois cependant qu’il est nécessaire de les établir.
C’est ce que je vais faire en abordant la question directement, sans
tenir compte des résultats précédemment acquis.

12. Regardons donc w comme une fonction déterminée des deux
variables u et ¢, et posons

1 _ ow
P= 3y
dw
79=5
iw p
(1) r= e =
s__b’w_bp__bq
= dud T
Yo 3.
L= =

on aura alors

‘ dw= pdu + qdv,
(2) dp = rdu -+ sdv,
l dq = sdu + tdy,

d'ot )
tdp — sd:
‘ ({u=_‘l’#,
(a bis) , S
- —sd, d
| ay— metectrs
L rt— s*

Soient z, v, w les coordonnées d’un plan tangent fixe et M son point
de coutact, I’équation de ce point sera

plU— &)+ q(V =) (W = ) =o,

U, V, W étant les coordonnées tangentielles.courantess Jes ¢pqrdon-
nées x, 7, z du point M sont alors

S A
R Y4 . ek I
<. = ——— ::'—FQ—H—k—:—' ‘,-J — e ——————————
(3) X pu+qu——m’ f pzc+qo—tv"4r—~ b+ qv —w
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I3. Sile point se déplace sur une courbe tracée sur la surface, les
coordonnées u, v, w du plan tangent correspondant varieront respec-
tivement suivaut une loi déterminée, de sorle qu'on pourra les consi-
‘dérer comme des fonctions d’une certaine arbitraire; c’est 4 la varia-
tion de cette arbitraire que se rapporteront les différentielles que nous
emploierons dans la suite. _

Différentions donc les équations (3); on trouve

A B C
([l) ’ : dx:ﬁp df:i)"z’ dz = ok
[ 1o dA A
d'x=5;——2]—);dD,,
5 2y 4B B
(5) d*y = 5; — 254D,
o _(lC [H
d 2 -—-‘_'; — 2"5,61]),
apres avoir posé .
(6) D = pu + q¢v — w,

( A=(qw—w)dp— pvdy,
(7) B = — qudp + (pu — w)dp,
' lC=udp—l—vdq.

Or, si «, 3, 7 sont les angles, avec les axes de coordonnées, d'une
tangente située dans le plan tangent (z, v, w), el si les trois points
consécutifs M, M’, M” correspondant aux coordonnées

X, J» %
x + dx, ¥ -+ dy, z +- dz,
x+de-+id*x, y+dy-+-Lfd*y, s--di+ §d*z

sont situés dans le plan normal passaut par cette tangente, les difté-
rentielles (4) et (5) doivent vérifier les équations (10}, n° 3, de sorte
qu'on aura les équations de condition

MA +NB +PC =o,

(8) MdA + NdB + P dC = o,



238 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
aprés avoir posé

M= cosy — wcosf3,
(9) N =wcosa — u cos7,

P = u cosfi — v cosa;

on a toujours

| ucosa+ veosf + weosy=o,

(9 bis)

| cos*ec + cos*B + cos®y =1.

D’aprés la formule (11) du n® 3 et les valeurs (4) et (5) du n° 13,
le rayon de courbure R de cette section normale sera donné par la
nounvelle formule

(10)

3
B

_ (A*-- B+ (?) .
" D*{(BdC — GdB)*+ (GdA — AdC)*+ (AdB — BdA)*

1l nous reste a calculer maintenant le numérateur et le dénomina-
teur de cette derniere expression.

14. Calcul du numérateur de Yexpression (10) de R.
Ayons d’abord égard & la premiére des relations (8); en y rempla-
cant A, B, G par leurs valeurs, il vient

M[(gqv —w)dp — pvdq]
+ N[— qudp + (pu — w)dq] + P(udp + vdg)=o

ou
dp[q{M¢ — Nu)+ Pu — Mw] 4+ dg[ p(Nu — Me)+- Pv — Nw] =o.

Or on a, d’apreés les valeurs (9) et (g bis),

{ 9P — wN = — (u*+ v+ w?) cosa,
(11) wM — uP = — (u*+ v*+ w*) cosfl,
uN — oM = — (u*+ ¢*+ w?) cosy,

et Pégalité qui précede devient

dp(q cosy + cosB).= dq(p cosy + cosa)-
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Nous sommes ainsi conduits a la relation

(12)

A

d’ou

dp dg
== f—t {{)‘,
cosa -+ p €osYy cosf + g cosy

dp = (cosa + p cosy) di,
dq = (cosf + g cosy) di.

D’aprés cela, les valeurs (7) de A, B, C deviennent, eu égard aux rela-
tions (g bis) et A la notation (6),

A=Dcosad),
(13) B = D cosf dA,
{ C=Dcosydi;

d’ot1 I'on conclut

3
3

(14) (A2 4 B2 G2 =Dd).

45. Passons maintenant au calcul du dénominateur de Vexpres-
sion (10).
La différentiation des équations (77) nous donne

. dA =— p(dudp + dv dg) + (qgv — w) d*p — pv d*¢,
dB = — q(dudp + dv dg) — qud®p + (pu — w)d?q,
dC = (dudp + dvdg) + udip + vd’q.

(15)

Or, si 'on pose

(16) G = ¢(cosa +pcosy '— 25(cose + peosy) (cos f —+ gcosy)-+r(cosf - rl;":_t_)fly’)f ,

re—s*

on trouve, eu égard aux valeurs (2 bis) et (12),

(17) dudp + dvdg = G d)*.

Par suite, ‘

S’ dA = — pG d)*+ (qv — w)d?p — pvd’q,:

dB = — ¢G d)\* — qu d*p + (pu — w)d’q,
{ dC = Gd\+ udp -+ vdiq;

(18)
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et si ’on introduit les valeurs (13), on obtient les égalités

Eﬂ# = (cosf + ¢ cosy) G AN

+ u[(cos B + g cosy) dp — (cosa + p cosy) d*q],
%D_T;\Aig = —(cosa + pcosy) Gd)\?

+ o[(cosf + g cosy) d*p — (cosa + p cosy) d*q],
A;(——I]?D#-i:(pcosﬁ—qcosa)GdP |

+ w](cosB + ¢ cosy) d*p — (cos« -+ p cosy) d*q].
Si l’on_ pose, pour un instant, |
" (19) (cosf -+ g cosy) d?p — (cose -+ p cosy)d*q = p,
il -vient‘ |
' BdC— GdB = Dd\[ - (cosf -+ g cosy) G a2+ pad],

(20) { GdA — A dC =D dr[—(cosa + p cosy) GdX*+ pel.
AdB — BdA =Dd\[{pcosp — qcosa)Gdr + pw].

Ayons égard maintenant 4 la seconde des équations de condition (8);
en y substituant les valeurs (18), on trouve

G d)?(— pM — qN +P) + d*p[M(qv — w) — quN + uP]
_ +d2q[ va—i—(pu—w)N—!—vP]_—_o,
on
(rdl"(—- pM — gN + P) + d*p[q(¢vM — uN) + uP — W‘VI]
+ d2q[p(uN — ¢M) -+ oP — wN] =,
ou, d’aprés les relations (11) et la notation (19),

Gdr*(— pM — gN + P) + p(a* + ¢* + w*) =

De 11 on déduit

M4-gN—P
(21) = %3177;‘)‘}‘“’
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et les égalités (20) deviennent alors

BdC — CdB = DG & | P2 TN=2 i (cosp + g cos7) |
Il ol -+ w? -
(22) { GdA — A dC =DGdN _’%}%—7,? o — (cosa -+ peosy) |»
pM 4+ gN—P ]
| AdB — BdA = DG dy _p——__—w-;-i.;.w* w+(pcosfi— qcosoc)h-

La somme des carrés des quantités entre parenthéses est

MA4-¢N—PJ pM+gN—P
T s 2
I Y - 0wt

+ (cos B+ ¢ cosy)*-+(cosa—+p cosy)?-+(p cosfB— g cosu)

(ucosf + qu cosy — ¢ COSa— py COSY + WP cos 3 — wyq cos

2,
?

or le terme du milieu, eu égard aux notations (9), se réduit a

pM +gN—P

w4 0 4wt

32 (—pM—qN+P);

il reste par conséquent

M-+4¢gN—Pp 2
— %71—)- + (cosa -+ p cosy)® =+ (cosf3 + qcosy)? + (p cosfp — q cosz)*.

ou encore
(@ + 9% -+ w?) [ p* (cos*B + cos?y) -+ g*(cos?a - cos® +)— 2 pg cosxcosf -+2p 0sa COSY

~+2gcosfB cosy --cos?z+-cos?B]— (pM-4+-gN—P)
w? + 0% w?

-

Mais le numérateur de cette derniére fraction peut s’ écrire

p?[ (1 40 + w*)(cos® B + cos?y) — M?]
+ q*[ (22 + 9 + w*) (cos®a + cos®y) — Nz]
+ [ (162 + ¢* 4 w?) (cos® & + cos®f3) — P?]
— apq[(u? 4 0* + w*) cosacos B + MN]

+ ap[(u®+ ¢* -+ w?) cosu cosy + MP]
+ aq] (#® + ¢* + w?) cosfcosy + NP],

Tome XVII (2° série), — JuiLer 1872
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expression qui, eu égard aux relations (g bis), se réduit 2
P+ ¢ 0% 4+ w4 2pgque — 2 puw — 2gow = (pu + qv — w)? = D2,

On a donc définitivement

DiG3d)s

(BAG — CdB)*+ (CdA — AdC) + (AdB — BdAY = L,

ou enfin

e . — . DG .
16. Si I'on remplace, dans I'expression (10), fes radicaux par leurs
valeurs (14) et (23), il vient '
s
R="—pe—:
c’est-a-dire enfin

24) R (rt— ) V& o r w5

= (pu + qv — w){t(cosa—+ p cosy)*— 25(cosa ~+ p cosy) (cosB -+ g cosy)t-r(cosp + qcos-,)z_]g

on a toujours a vérifier les deux relations

5 ( ucosa -+ vcosf + weosy = o,
(25) | cos? + cos*f+ costy=1.
Par conséquent, si I'on considére un plan tangent quelconque (u, v, w),
et que M soit son point de contact, le rayon de courbure, en M, de la
section faile par un plan normal passant par la tangente (cosa, cosf,
cosy) sera donné par la formule (24).

>

17. 1l nous est maintenant facile de déterminer les rayons de cour-
bure principaux.
Si I'on pose

(26) p= (rt — s%) I.{Z'L;TF?&’



~ PURES ET APPLIQUEES. _ 243
I’équation (24) pourra s’écrire

t(cosa + p cosy)® — as(cosw + p cosy) (cosf3 + q cosy)
~+ r(cosf -+ q cosy)* = p(cos®« + cos*f3 4 cos’y),
ou encore .
(37) (£— p) cos® a—(r— p) cos? B-+{tp* — 25 pg+rq* —p) cos>y
7 — 25c0sxcos 3+ 2(fp— sq)cos a.cosy-+2 (rg—sp)cosBcosy=0;
cosa, cosf3, cosy doivent vérifier la relation
(27 bis) % cos¢ + v cosf3 -+ wcosy = 0.

En appliquant ici les régles connues pour la recherche des valeurs
maximum et minimum, on est conduit aux égalités

o

(t——p) cosx — s cosB -+ (ip — sg) cosy
s — scosa -+ (r—p) cosB - (rg — sp) cosy

(28)

14
( __ {tp — sq) cosaz -+ (rqg — sp) cosp +{1p*— aspq - rg*—p)cosy
p”
En désignant par k la valeur commune de ces rapports, puis éliminant
cosa, cosf3, cosy entre les équations ainsi obtenues et la premiére des
relations (25), on trouve '

lt——p —s tp — 5q u
%—s r—op rq — Sp | —o.
| tp—sq 1p—sp tpP—2spg+rgi—p W
fu v w o I

Si 'on développe cette derniére équation, il vient définitivement
(2g) P2+ 9+ w?)—(Tr— 28s-+Re)p+ (pu-qv—w)*(rt—s") =o,
aprés avoir posé
| T = (go— w)*+ (g + 1),
(30) R = (pu—w)*+ v*(p"+1),

LS = pe(pv — w) + qu(pu — w) — u.
: 31..
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Ainsi, les valeurs de p (26), correspondant aux deux rayons de cour-
bure principaux, seront données par I'équation (29); les directions
des sections principales seront déterminées par les équations (23) et (25)
aprés la substitution de la valeur correspondante de p.

On trouve facilement pour le produit des rayons de courbure prin-
cipaux

__(rt—s*)(w* + v* -
(3r) R, R, = it —a

18. 1l est utile ici de chercher les conditions pour que le point de
contact d’un plan tangent (&, ¢, 7v) soit un ombilic de la surface.
Pour cela, nous écrirons la valeur (24) de R sous la forme

R = (rt — st} Vur v - o
- pu g —w

cos’z - cos*f 4 cos?y .
£(cose -+ p cosy)? — 25 (cosa -+ p cosy) (cosB —+ g cosy) + r{cosf —+ g cosy)*’

>

plliS nous poserons

cose + peosy _ o
cosf + geosy ~ 7
d’otr
cosa — Acosf3 = (Ag — p)cosy;

si 'on joint & cette équation la relation

ucosa -+ vcosf3 + wceosy = o,

on en tire
_ Mgo— ) —po _ —qultpu—w .
COSu = _)—.'IZT-I_—T——COS?’ COSﬁ = e o Cos7Y3
d’ou
D D
cosa + p cosy = ;7 — A 087y, COSf3 + ¢ COSY = y—, COS°/.

I'expression de R devient alors

R = (rt — ) Vur o oF [Mge— w)— prP+[— qud + pu — w]+-(Au + of .
- Ds ' 0 —ask+r
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Pour que le point considéré soit un ombilic, il faut que la valeur de R
reste invariable lorsque X varie; on est ainsi conduit aux conditions

{gqe—w)4-n2(g> 1) _ po(go—w) +qu(py—w)—uy (pe — w)+ o* (p*+1)
¢ — s - r )

Par conséquent, les conditions nécessaires pour que le point de contact
du plan tangent (u, v, w) soit un ombilic de la surface sont

(32)
les quantités R, 8, T étant définies par les égalités (30).

19. Remarque. — Si la surface considérée était une surface déve-
loppable, les formules que nous venons d’établir, soit dans le premier
paragraphe, soit dans le second, ne pourraient plus s’appliquer; c’est
qu’en effet, dans le systéme des coordonnées tangentielles, une surface
développable exige deux équations, et non plus une seule, pour étre
définie.

Le cas d’'une surface développable définie par une seule équation
ponctuelle et celui d’'une courbe définie par une seule équation tan-
gentielle seront I'objet d'un troisiéme Mémoire.

§ IIL.

Equation des centres de courbure principaux.

Ces calculs doivent faire suite & ceux du premier paragraphe.

20. Les équations ponctuelles de la normale en M sont

X—2 Y—y Z-—3
e ¢  w

?

X, Y, Z étant les coordonnées variables; d’ou, en désignant par 6 Ta
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valeur commune de ces rapports,

{ X.=x—{-6u,
(44) Q_Y =y + Gv,
Z =2z + 06w.

Si X, Y, Z sont regardées maintenant comme les coordonnées du point
de rencontre de cette normale avec la normale infiniment voisine, ces
quantités ne varient pas lorsqu’on fait varier le paramétre arbitraire
dont dépendent u, v, w, et par suite x, ¥, z; on a donc, d’aprés cela,

(45) dx+0dutudi=o, dy+Gdv+vdi=o, dz+Gdw-+wdi=o.

Multiplions ces. equatlons respectivement par cosa, cosﬁ, cosy, et
ajoutons; il vient

(dxe cosa + dy cosf + dz cosy)
+ §(cosadu + cosBdv + cosydw) = o,

(46)

puisque la quantité (« cose: + ¢ cosf8 + w cosy) est nule.
Ayant égard aux relations (15), n°4, (22), 0° 6, etaux valeurs de du,
dv, dw, écrites au n° 7 et a la notation (27), I'égalité précédente devient

5—}—6[( i - (2 cose + vcosﬁ+wc0§7);f_{_5] =o,

I m—1)f YA
égalité qui se réduit a
H
(47) 0= 72
ot I'on a.
. A = H,, cos’a -+ Hap cos2 Hmscos 7 _
(47 bis) .
+aH,,cosa cosfB+ 2H,; cosacosy + 2H,, cosf3 cos'y

21. Pour que les relations (45) soient complétement venﬁees, _

faut qu’on ait

dzx - 0du dy ~+-8dv dz -I-ﬂdw
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en ayant encore égard aux relations (15), n° 4, et (22}, n° 6, puis aux
valeurs de du, dv, dw, n° 7, ces derniéres équations deviennent

K cosa T H 4 K _
__fi -+ 8 _—————m — % u _ﬁ_li (Hy cosee + Hypcosf 4 Hy, cos'y');-
&n

K cosf H df K _
72 -+ 8 _——-——m — 7.‘—-4 ~FE (Hy cosa 4+ H,, cosf -+ Ha, c057)4

= 0 |
K cosy [ H df K -

0 Y o > (H -
f: + m—x f; w ﬁﬂ( 31 COS & +Hazcosp+ 33 ‘.:05',).—J

w

Or ces égalités se rédnisent évidemment 2

_ HY\
(H,, —_ -——) cosa + H,; cosf 4+ H,; cosy

Ji8 .
u
) n
(48) { _ Hn cosa - (Hn ——ﬁ) cosﬁ -+ Hn 0057

v

Jeb

H -
H,; cosa -+ Hj, cosP -+ (H,, — —) cusy

w

L’identité de ces équations avec les équations (41) du n° 10 est
manifeste; car, si I'on a égard i la valeur (47) de 6, on voit que

H

Fa =8

d’un autre coté, si Fon multiplie les équations (41 bis), n° 10, par
cosa, cosf3, cosy respectivement et qu’on ajoute, il vient, comme cela

doit étre d’aprés les égalités (36) et (38),
p=A.

Nous retrouvons ainsi les directions des sections principales.

22. D'aprés cela, p étant une quelconque des racines de I’équa-
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tion (42) ou (42 bis), n° 10, les coordonnées X, Y, Z du centre
de courbure correspondant seront

Hu __é=Hu—pfl’
Jip fi pfe

H 2 H - 2
(49) _E, £ Do,
H _é__HW—pf;_

et Uéquation tangentielle de ce centre de courbure sera
(50) H(Uwz + Ve -+Ww) —p(Ufy +Vfo +=Wf +fi) =0,

' U, V, W désignant les coordonnées tangentielles variables.

[~}
[-]
-]



