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PURES ET APPLIQUES 321 

Théorie des perturbations de la Lune qui sont dues 

a, l'action des planètes; 

PAR M. Saos NEWCOMB. 

§ I. 

Tous les géomètres qui se sont occupés jusqu'ici de la théorie de la 
Lune ont considéré le problème comme celui de déterminer les per-
turbations du mouvement elliptique de la Lune autour de la Terre. 
Lorsqu'il ne s'agit que du mouvement du système de trois corps que 
forment le Soleil, la Lune et la Terre, cette manière d'aborder le pro-
blème est la plus facile que les géomètres ont jusqu'ici imaginée. Mais, 
lorsqu'on considère les perturbations qui sont produites par les pla-
nètes, cette méthode est sujette à l'inconvénient de donner deux sortes 
de perturbations : l'une, celles qui sont produites par l'action directe 
de la planète sur la Terre et la Lune; l'autre, celles qui sont produites 
par les altérations de la force perturbatrice du Soleil à cause des per-
turbations du mouvement de la Terre autour du Soleil. Il s'ensuit 
qu'on ne peut déterminer les perturbations dont il s'agit à moins 
qu'on ne détermine d'abord complètement les perturbations du mou-
vement de la Terre. De plus, l'action perturbatrice du Soleil sur la 
Lune étant sensiblement différente à cause des perturbations exercées 
sur la Lune par la planète, il faut pousser les approximations à la 
deuxième ou même à la troisième dimension de la force perturbatrice 
du Soleil multipliée par la force perturbatrice de la planète, ce qui 
rend le problème bien complexe et bien difficile. 

La force perturbatrice de la planète étant actuellement bien petite, 
et les deux sortes de perturbations susdites étant du même ordre de 
grandeur, ne peut-on pas effectuer l'intégration de manière à éviter 
ses produits par la force perturbatrice du Soleil ? Pour ce but, il est 
nécessaire et suffisant qu'on regarde l'attraction du Soleil comme une 

Tome XVI (2e série). — ΧΟΥΕΜΒΓ.Ε 187t. ^ r 
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des forces principales du système, au lieu de la regarder comme force 
perturbatrice. Si l'on considère le mouvement d'un système de trois 
corps abandonnés à leur attraction mutuelle, on sait qu'on peut ex-
primer les coordonnées de chaque corps en fonction de dix-huit con-
stantes arbitraires, et du temps. En prenant le Soleil, la Terre et la 
Lune comme un tel système, on sait que plusieurs géomètres modernes 
sont parvenus à obtenir ces expressions avec un haut degré d'approxi-
mation. Donc, pour obtenir avec toute rigueur les intégrales du mou-
vement, dans le cas où l'on introduit la force perturbatrice d'une pla-
nète, il suffit de regarder ces dix-huit constantes comme variables, et 
de les déterminer en fonction du temps par la méthode célèbre de 
Lagrange. 

§11. 
Soient : 

lu "ίο ζι les coordonnées rectangulaires du Soleil rapportées à des 
axes quelconques fixes dans l'espace; 

ξ
2
, >?2, ζ2

 les coordonnées correspondantes de la Terre; 
Í3> Vai ζ» les coordonnées correspondantes de la Lune; 
/n, la masse du Soleil; 
m2 celle de la Terre; 
m3 celle de la Lune; 
Ω le potentiel de la force mutuelle attractive de ces trois corps que 

l'on forme en prenant la somme des produits des masses de 
chaque paire des corps divisée par leur distance mutuelle; 

R les termes qui sont ajoutés au potentiel par l'action perturbatrice 
de la planète. 

Supposons d'abord que les trois corps dont il s'agit soient aban-
donnés à leur attraction mutuelle. On sait que les équations différen-
tielles de leur mouvement peuvent s'écrire sous la forme 

rf>& da m^ = dï; 

(0 d'*i da m( dt* A/* 

-éùr !w‘-■ 
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Dans ces équations, on attribue successivement à l'indice i les valeurs ι, 
2 et 3, pour obtenir les équations qui correspondent au mouvement 
du Soleil, de la Terre et de la Lune. 

La forme la plus générale des intégrales de ces équations sera 

[ ζ
1 

= F
1
, n

1

 = ψ
1
, ζ

1
 = Q

1
; 

(2) {E
2
 = F

2
, n

2
 = Y

2
, C

2
 = Q

2
; 

\ £3
 = F

3
, >Î3 = ψ3, ζί = fi-

chadme des expressions F, ψ, φ est fonction du temps et de dix-huit 
constantes arbitraires, lesquelles peuvent être représentées par 

il IT2» "SI···» "l8" 

Supposons maintenant qu'on soit parvenu à trouver des expressions 
de la forme (2) qui satisfassent aux équations différentielles (1). Cher-
chons comment on peut faire usage de ces expressions pour obtenir 
les intégrales complètes du mouvement des trois corps quand ils sont 
troublés par l'action d'une planète. Posons : 

mA la masse de la planète ; 
Δ«,4, Δ

2λ
, Δ

3>4
 sa distance au Soleil, à la Terre et à la Lune respec-

tivement. Nous aurons 

D «
2
jn4

 m
3
/»

4 " = ~; 1—; 1—r~ ' Δ3ίί 

Les équations qu'il faut intégrer seront 

(3) 

d2h dii dR 
L_ 

de (ϊξι - dm 
d2r¡¡ dCl 
de dm hdm' 

d'%i do. dR 
1 ___ . 

de d si άζ; 

m,·—— — 

m¡— — 

dans lesquelles, comme précédemment, il faut attribuer à l'indice i 

successivement les valeurs r, 2, 3. 
La théorie de la variation des constantes arbitraires, telle qu'elle a 

été développée par l'immortel Lagrange, nous conduit à ce résultat, 
que les équations (3) peuvent être satisfaites par les intégrales (2), 

/μ·. 
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■ >ourvu qu’on substitue, pour les constantes arbitraires «„ cg...., <■/,„ ■ 
dix-huit fonctions du temps, qu’on détermine de la manière que voici : 
Qu’on différentie les équations (a) en y regardant le temps t seul 
comme variable, et qu'ou pose 

r —r-**'' dt * dt’ ** dt * 

(4) a’ — rfF> _ d*' r‘ — d*'- Ç*— dt’ dt’ **~~dt' 

e' <^1 ' ^3“ A =3 ^ > 

qu'on forme ensuite des équations (2) et (4) les dérivées partielles de 
chacune des dix-huit quantités |, ÏJ, ζ, ξ', Y¡', ζ' rapportées à chacune 
des constantes arbitraires a

lr
 a

2f
..a

f3
, et, de ces dérivées, qu'on 

forme, pour chaque couple des constantes arbitraires, les expressions 

dE'1 - dE1 dE'1 +dE1, dE'1 - dE[Cl, Cl, l) 
[Cl, Cl, l) ^ fat ¿a ¿a ¿a' da' ¿La da da' da' da 

dE'1 - dE1 dE'1 +dE1, dE'1 - dE[Cl, Cl, l) 
[Ct, Cl , 2J fat fat fa fa fat fat fa fa fat fat fa 

dE'1 - dE1 dE'1 +dE1, dE'1 - dE[Cl, Cl, l) 
^ ' ' ' da da' da' da da da' da' da da da' da' da 

(5) (a, a') = mf(a, a', 1) -1- m2(a, a', 2) -+- m
3
{a, a', 3); 

qu'on substitue dans l'expression R, pour ξ, η, ζ, dont ΔΜ, Δ
2>4

, Δ
3>4 

sont des fonctions, leurs valeurs (3), par où R deviendra fonction des 
arbitraires a,, a

2
,..., aiS, et du temps, et qu'on forme les dix-huit 

équations différentielles simultanées 

(«<, «
2
) a

3
)-^ h- («..«4)-^- +...4- ("^«.8)-^ = ̂ -' 

{a2t -h (a
s

, α
3

) -b (α
2

, α
4
)-^ (α

2
, a

t3
)
 d(

 —
 dai

> 

j («si (a
3
, a

2
) + (a

3
,a

A
)-^ -K..4- (a

3
, a,

3

)
 dt

 —
 (lu

^ 
I » 

1 +(α,
8
,α

3
)^- τ {a

l3
,ct

3
) +-...+ {α

13
,α

ί7
)-^- —

 da
¿ 
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Alors, en substituant, dans les équations(2), pour a,, a
2)

..., n,8, des 
fonctions du temps qui puissent satisfaire à ces équations (6), les inté-
grales (2) satisferont identiquement aux équations (3), et seront, par 
conséquent, celles que nous cherchons. 

On remarque que, puisque nous avons 

{ai:> &i) = O» 
{ah &j) = (^/5 ®t)' 

le nombre total des coefficients (α
{
·, a¡) qu'il faut calculer se monte 

au plus à 

H><i2 = ,53. 
2 

Chacune de ces quantités étant composée de dix-huit produits d'ex-
pressions fort complexes, s'il fallait calculer chacune à part, le pro-
blème serait presque inabordable. Mais nous verrons dans la suite 
qu'on peut choisir les constantes arbitraires de manière à simplifier 
beaucoup le problème. Pour ce but, il faut d'abord considérer la forme 
qu'on peut donner aux expressions (2). 

§ m-

Nous nous rappellerons que les expressions (2) sont, par hypothèse, 
la solution complète du problème des trois corps. Voyons les données 
que les géomètres nous ont fournies pour une telle solution dans les 
cas que nous considérons. 

1. Nous avons la solution du problème du mouvement du centre 
de gravité de la Terre et de la Lune autour du Soleil. On sait que, 
quand le nombre des corps attractifs s'est réduit à ces trois, ce centre 
se meut à peu près dans une ellipse dont le périhélie a un mouvement 
séculaire très-lent, la déviation de cette ellipse étant si petite que les 
astronomes l'ont négligée jusqu'ici. Cependant nous ne la négligerons 
pas jusqu'à ce que nous ayons montré qu'elle est sans effet dans le 
problème dont il s'agit. Les coordonnées elliptiques du centre de gra-



3a6 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

vité rapportées au Soleil sont fonctions de six constantes arbitraires 
que nous pouvons regarder comme les éléments elliptiques du mou-
vement relatif du Soleil et dudit centre, et les déviations de l'ellipse 
sont fonctions de ces éléments et aussi des éléments du mouvement 
de la Lune autour de la Terre. 

2. Le problème du mouvement relatif de la Lune autour de la 
Terre a été traité avec tant de succès par MM. Hansen, Delaunay, et 
d'autres grands géomètres de notre siècle, qu'il nous est permis de le 
considérer comme résolu avec un degré d'approximation bien au delà 
de nos présents besoins. La solution de M. Hansen n'étant pas donnée 
en forme analytique, nous adopterons la solution de M. Delaunay, 
qu'on peut trouver dans le tome II de sa Théorie du mouvement de la 
Lune. En toute rigueur, il faut compléter la solution en y ajoutant 
les termes qui proviennent du mouvement de la Terre relativement 
au centre de gravité de la Terre et de la Lune, ce qui est bien facile. 
Ainsi, nous aurons les coordonnées relatives de la Lune et de la Terre 
en fonction des six constantes arbitraires qui sont propres au mouve-
ment de la Lune, et des six éléments du mouvement elliptique du 
centre commun de gravité de la Lune et de la Terre autour du Soleil. 

3. Ayant ainsi obtenu des expressions pour le mouvement relatif 
de ces trois corps, il nous reste à fixer le mouvement de l'un quel-
conque des corps, ou bien de leur centre commun de gravité. On sait 
que ce centre se meut en ligue droite avec une vitesse uniforme. Les 
six éléments de ce mouvement feront le nombre complet des con-
stantes arbitraires du problème. 

Posons : 
oc, y, ζ les coordonnées rectangulaires de la Lune rapportées à la 

Terre; 
Χ, Y, Ζ les coordonnées rectangulaires du Soleil rapportées au centre 

de gravité de la Terre et de la Lune ; 
a, A, c les coordonnées arbitraires du centre commun de gravité du 

Soleil, de la Terre et de la Lune à l'origine du temps; 
a', b', c' ses vitesses arbitraires dans le sens des axes des coor-

données, 
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Posons de plus, pour abréger, 

U = m3, m2 + m3 

(7) u'= m2 + m3 

nous aurons 

§i — ft'X. -f- a -H «Z'E, 
»?, = fx'Y -h b -h b't, 

Ç, = p.'Z -+■ c c?t%, 
Ç, = [p! — i)X — fix + a •+■ a’t, 

Ç2= (fi'— i)Z — ftz -H c -t-c'*; 
I* = (fi' — i)X+(i — -t-a + a't, 
rit = (ft' —i)Y — njr+b+ b't, 

V, = ({*■'- i)Y •+• (i—fi)j--hb -h l/t, 
Ç,= (a' — i)Z ■+■ (i — u)z 4- C -1- c'i. 

^Telle est la forme que peuvent prendre les équations (a). En les dil-
férentianl, y regardant le temps seul comme variable, et posant 

Ç,= (a' — i)Z ■+■ (i — u)z 4- C -1- c'i. 

nous trouvons 

li — μ'Χ.' -h a', 
n\ = μ'Υ'4- b', 
ζ\ = μ'Ζ' -i- cr; 

ξ',=(μ'-ι)Χ'-μ^4-Λ', 
(θ) < τη 2 = (ρ·'—ΟΥ' — μ y -+- b 

S» = (ρ-'— 0Ζ' — ρ··2' + c'; 

Is = (Ia'- OY'+C1 - μ)«'4- α', 

Ό = (μ' — 0γ,+ (ι — f)J'+ 
1 ζ'3 ~ (μ' r)Z' ■+- (ι μ)ζ' -+- c. 
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En prenant les dérivées partielles de ξ, Y¡, Ζ, ξ', rf, ζ', en faisant 
varier les constantes a, b, c, a', b', c\ nous avons 

dl·ι ' ¿vil ¿ζ, ¿ξ, ¿Ç
3 ( dE'1 - dE1 dE'1 +dE1, dE'1 - dE[Cl, Cl, l) 

di i diη dKi 
d¿ ~ W ~ dc> ~ ' 
dE'1 - dE1 dE'1 +dE1, dE'1 - dE[Cl, Cl, l) 
da' ~ db' de' T* 

En formant les expressions (5) à l'aide de ces valeurs des dérivées par-
tielles, nous trouvons 

(a, a') = (b, b') = (c, c') = m, -+- m2
 -t- m

3
, 

tandis que toutes les autres combinaisons des six éléments a, b, c, 
a', b\ c' s'évanouissent. 

Les coordonnées relatives Χ, Y, Ζ, χ, j~, z ne contiennent aucun de 
ces six éléments, mais seulement les douze autres. Soit e l'un quel-
conque de ceux-ci. Les formules (5), étant combinées avec celles 
au-dessus, nous donneront 

(<*,e, Ι) = §' 

(a, e, a) = 

(a,e, 3) 

β' = "^2+ 

Mais nous avons, par la propriété fondamentale du centre de gravité, 

m,-t- τη
2

'ξ'ί + m3Çr

3 = (τη, m2+ mz)a', 

ce qui ne contient pas e ; donc 

[a, e) = o. 
De même, nous avons 

(/>, e) = o, 
(c, e) = o. 
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En faisant usage encore des formules (5) et en les combinant avec 

(10), on conclut 
(a', e,i) = t—1-—, 

(a,e,2) — t dg de, 

[a , e, 3) _ t — - —, 

(a', e) = t d (m
1
 E'

1
 + m

2
 E'

2
+m

a
£'
s

-l·- m
3
|

r

3) — ¿(ιη,ξ, + m
a

Ç
a
4- + m3 E3). 

if/es coordonnées du centre fie gravité ne contenant pas c, nous avons 

(Λ', e) = o, 

et, de la même manière, 

(//, e) = o, 
(c', e) = o. 

Nous voyons donc que toutes les combinaisons des six éléments qui 
fixent la position du centre de gravité avec les douze éléments du 
mouvement relatif des corps s'évanouissent identiquement. Et toutes 
les combinaisons desmêmes six éléments l'un avec l'autre s'évanouissent, 
à l'exception de celles dont venons de trouver la valeur m

{
 -t- m

2
 -f- m

3
. 

Celles-ci, étant substituées dans les équations générales (6), nous 
donnent 

(m, m2~- m3)^ = ^’L dh' tŒ 

(m, m2 -f- /»,; — — 

■ <ïâ d R </R >, -wa + wa]-g=} ^ = ~ « Zû. da' da 

Da 1?; — _ -- da' da ’ 

Da 1?; — _ -- da' da ’ 

De _ £R _ _ rfR tld de 

Tome XVI (2e série). — NOVEMBRE 1871. 4^ 
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Ces équations contienneut seulement le principe de la conservation 

du centre de gravité. Les dérivées partiellles dR, dR, dR indiquent 

les sommes des forces accélératrices qui agissent sur les trois corps 

dans le sens des trois axes des coordonnées, tandis que da', db', dc' 

expriment les accélérations du mouvement du centre de gravité. Si, 
pour le moment, on appelle ξ une des coordonnées de ce centre, nous 
avons par hypothèse 

ξ = « + α'ί; 
donc 

άξ da da' . 
dE'1 - dE1 dE'1 +dE1, dE'1 

Les équations que nous venons de trouver donnent 

da da' 
~di^~ ~dt ~ ° ' 

donc 
dE'1 
dt a' 

[m, 4- ma 4- m,) — = (m4 4- m3 + m
3

) — = —. 

Les équations correspondant aux trois axes coordonnés sont celles de 
la conservation du centre de gravité. 

Comme, dans la théorie de la Lune, nous n'avons pas besoin de 
connaître les douze éléments dont dépend la position de la Lune rela-
tivement à la Terre; nous nous dispenserons de la considération des 
éléments qui se rapportent au centre de gravité. Nous avons montré 
que toutes les combinaisons (e, a), (e, a'), etc., de l'un quelconque 
des éléments que nous cherchons avec l'un quelconque des éléments 
qui fixent la position du centre de gravité, s'évanouissent; nous n'avons 
qu'à considérer les combinaisons des douze éléments entre eux-mêmes. 
Le nombre des combinaisons se réduit à 

llXia = 66. Ζ 
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Représentons par a, e deux quelconques de ces douze éléments qui 

entrent dans Χ, Y, Ζ, x,y, ζ. Différentions les équations (8) et (9) par 
rapport aux éléments a et e, et formons les expressions (5). Si nous 
posons, pour abréger, 

(aeX) — — — — — — — — ——dY' dZd7J_ _dZdZ' 

/ g dx d.x' dx dx' dy dy* dy dy' dz dz' dz dz' 
da de da de da de da de da de da de da de 

( ν 1— d'SidJ dXdx' dXf dx dY! dx 
' ' da de de da de da da de 

dY dy' _ dY dj_ dY' dy dY' dy 
da de de da de da da de 
dZ dd_ _ dZ dz' dZ' dz dU dz 

\ da de de da de da da de 

les équations (5) prendront la forme 

{a, e, 1) = μ'2(«, e, X), 

(a, e, 2) — (1 — μ')2 (Λ> e> x) -+- μ2(«> e, χ) μ (ι — μ') (a, e, Χ, χ), 

(a, e, 3) = (ι - μ')2 (a, e, X) 

-+- (r - μ)2 (rt> e>χ) — (1 — μ) Í1 - μ') (Λ» χ>χ) ; 

et, en ayant égard aux valeurs (7) de μ et μ', 

(ri) (a, e) = mt{"" + {a, e, X) + [a, e, x). 

§ IV. 

Dans la solution complète du problème des trois corps, comme il a 
été présenté par les géomètres, la longitude de la Lune rapportée à 
l'écliptique, sa latitude au-dessus de ce plan et sa distance au centre 
de la Terre peuvent s'exprimer dans la forme 

v = l 2A sinN, 
β= le sinN', 
r == 2k' cosîL 

42.. 
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Les coefficients k, c et k' représentent des fonctions des cinq con-
stantes arbitraires a, e, γ, e', qui ont les significations suivantes : 

β, a' les distances moyennes de la Lune et du Soleil ; 
e, e'ies excentricités de leurs orbites; 
y le sinus de la demi-inclinaison de l'orbite de la Lune à l'éclip-

tique. 
Ν, N' sont des fonctions linéaires des quatre quantités que l'on peut 

regarder comme représentant : 
i° La distance moyenne de la Lune à son nœud ; 
2° La distance moyenne du Soleil au même nœud; 
3° La distance du périgée de la Lune au même nœud ; 
4° La distance du périgée du Soleil au même nœud. 

Chacune de ces quatre quantités est de la forme 

A -+- bi, 

A étant une constante arbitraire, et b fonction de a, a', e, e', y. Le 
signe Σ représente une somme infinie de termes, chaque valeur de Ν 
ayant sa propre valeur de k et k', et chaque valeur de N' sa propre 
valeur de c. 

I est la longitude moyenne de la Lune. Le point d'où nous comp-
tons cette longitude étant tout à fait arbitraire et indépendant des 
quatre arbitraires dont Ν se compose, il y a. dix constantes arbitraires 
qui entrent dans les expressions de e, β et r. Les deux arbitraires qui 
fixent la position du plan arbitraire de XY font le nombre entier 
douze. 

Si nous posons 
de = 2k siuN, 

ce qui donne 
e = l ■+■ dV, 

et si nous représentons par ξ, vj, ζ Jes coordonnées rectangulaires de 
la Lune, rapportées à l'écliptique, nous avons 

i % = r οο&β cosv = r cos β cosí cos de — reos β sin / sin âi>, 
(ι 3) < Y} — r cos β sin e = r cos β sin Ζ cosde + r cos β cos I sin de, 

ζ = Γ8Ϊηβ. 
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Les quantités β et dV étant très-petites, on peut développer 
r cos|3 cosdV, reos β sin <íc>, et rsin¡3 en une série convergente. Comme 
nous avons 

βωΛ. = Λ.ρ+ -.··], 

cosof = i =-7 2 2 3.4 

i* 2.34.5 

008/3=1-^-4-^-.··: 

nous voyons facilement que ce développement se mettra sous la forme 

reos β cosío = 2 h cosN, 
reos β sin ίο = Σ h' sin Ν, 

r sin|3 = Σο' sinN', 

h, c et Ν ayant la même forme qtie dans les valeurs de ο, β et r. 
En substituant ces valeurs dans les expressions précédentes pour ξ, 

r, et ζ, celles-ci deviennent 

£ = 2£cos(Z+N), 
(r4) | Y¡ = 2£sin [L -t- N), 

( ζ = 2c'sin Ν', 

où k = h ± h\ et chaque valeur de Ν est encore fonction linéaire des 
quatre éléments que nous venons de définir, mais n'est pas nécessai-
rement identique avec les valeurs de Ν dans les expressions de $>. 

Supposons donc qu'on rapporte la position de la Lune à un système 
quelconque d'axes rectangulaires fixe dans l'espace, mais ayant leur 
origine au centre de la Terre. Si l'on représente par a, b, c, a', b', c', 
a", b", c" les cosinus des angles que font les axes avec ceux qui se 
rapportent à l'écliptique, de sorte que 

/ x = a§ •+■ b»j 4- cÇ, 
(.5) ! y = a'J-4- b'i? ■+■ c'Ç, 

( z = a"Ç ■+- b"»} +• c*w, 
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et si l'on représente par : 
0' la longitude du nœud ascendant de l'écliptique sur le plan de XY, 

comptée de l'axe positif de X dans le sens de l'axe positif de Y ; 
τ la longitude du même nœud, comptée de l'axe de S, dont nous 

supposons qu'on a compté la longitude moyenne Z; 
y' le sinus de la' demi-inclinaison de l'écliptique sur le plan XY, 

nous aurons 

a = (i — y1) eos(0'— Ό ■+" y2 cos(0'-t- r), 

b = — (x — y'2) sin (0' — τ) -l- γ'2 sin(0'-f- r), 

c = ay'\/i— y'2sin0'$ 

a' = (i — y'2) sin(0' — τ) + y'2 sin(0'-+- τ), 

(16) | b' = (χ — y'2)cos(0' — r)— y'acos(0'4-τ), 

c' = — ay' \¡ ι — y'2cos0'; 

a" = — 2 y' \/i — y'2 sin τ, 

b" = ay' \¡i — y'2 cost, 

c" = ι — ay'2. 

Si, dans les équations (i5) nous substituons les valeurs (i4) de 
ξ, -η, ζ, et les valeurs (ι6) de a, b, c,..., nous trouvons 

ι χ = 2A/(ι — y2) cos(0'— τ -h l -h N,·) 

-t- 2k¡y* cos(0'-4- τ — l — N
{
·) 

(*7) 

— 2 Ci y \/i — y'2 cos (0' -t- Ni ) 

-i- Σc¡ y'y/x — y,2cos(0'— Nj ), 

y = 2£,·(ι — y'2) sin(0'— τ + / + Ν/) 

-t- 2 Ayy'2 sin(0' -t- τ — Ζ — N¿) 

— Σ c¡ y \/ι — y'2 sin (0' -+- Ν'
Γ
 ) 

-t- Σ c¡ y χ — y'2sin (0' — Ni ), 

ζ = 224,-y \/i — y'2sin(Z — τ -l- N,·) 

-h2Ci{s — ay'2)sinN'
i

. 
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Nous voyons que les coefficients des sinus et cosinus des angles va-

riables sont des fonctions des six arbitraires 

a, e, y, ae', y', 

et que les parties constantes de ces angles sont fonction de six autres 
arbitraires, car ces angles ne contiennent, que Ν, Ν', Θ' et r — l. 
Nous avons déjà montré que Ν et N' sont des fonctions de quatre ar-
bitraires. On peut regarder la partie constante de τ — Ζ comme fonc-
tion d'une seule arbitraire, de sorte qu'avec θ le nombre entier se 
monte à six. 

Il faut toujours nous rappeler qu'en faisant abstraction de 0', chacun 
des angles qui se trouvent sous le signe sin ou cos est de la forme 

A -4- 5/j 

où b est fonction des arbitraires a, e, y, a', e'. 
Pour réduire les valeurs (iy) de ¿r, jr et ζ à une forme générale, 

•mettant en évidence les constantes arbitraires, posons : 

λ la distance moyenne de la Lune à son nœud sur l'écliptique -, 
λ' la distance moyenne du Soleil au même nœud; 
ω la distance du périgée de la Lune au même nœud ; 
ω' la distance du périgée du Soleil au même nœud. 

Donc, chaque valeur de Ν et N' est fonction linéaire à coefficients 
constants et entiers des quatre quantités λ, λ', ω, ω'. De plus, déter-
minons les cinq quantités 

ε, π, θ, ε', π', 

par les équations 

ε = 0' -f-I — τ, 
4 0=6 — À, 
n = 6 ■+• cû, 
£' = X' - X + E, 

7i'= <9 -+-
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ce qui donne 
Il — τ = ε — θ', 

I λ = ε — θ, 

( 18) j λ'=ε' — θ, 
ω = % — θ, 
ω' = π'—θ. 

En substituant ces valeurs dans (17), en ayant égard à la forme 
de N,·, nous voyons que χ, y et ζ peuvent se mettre sous la forme 

χ — Σ k cos (is. -f- ί'π -f- i"â -+- i"'s' + ϊινπ' -+- i79'), 

(19) )j =lk sin (is + ί'π -i- i"Ô + ¿"Y-f- i
lvrJ + ί7θ'), 

ζ '= Σο sin (js -j- ]'π -+- j"9 j"'¿ -+- j17n' ]'νθ') ; 

les coefficients i et/ étant des nombres entiers assujettis aux condi-

tions 
, . i 4- i' -4- i" -h i'" -!- ¿IT 4- = I, 

i+f+r+r+F+r~o, 

k et c étant des fonctions des six arbitraires 

a, e, γ, a', e', y', 

et ε, π, θ', ε', π' étant chacune de la forme 

const. -1- bt, 

où b est fonction des mêmes arbitraires que contiennent ¿ et c. 

§ V 

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré comment, en par-
tant des expressions connues des coordonnées polaires du Soleil et de 
la Lune rapportées à l'écliptique, nous pouvons exprimer les coor-
données rectangulaires χ, y, ζ, X, Y, Z, rapportées à des axes quel-
conques, en fonction de douze constantes arbitraires et du temps. 
Maintenant, il faut, en partant de ces expressions, déduire les valeurs 
des soixante-six fonctions (a, e) dont les expressions sont données par 
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les équations (ι i). S'il fallait, pour ce but, former complètement les 
expressions (a, e, X), {a, e, x), le travail serait inabordable, à cause de 
la longueur des calculs. Mais nous pouvons rendre le calcul à la fois 
élégant et facile, en faisant usage du théorème célèbre de Lagrange, 
que chaque combinaison, que nous représentons par (a, e), est fonction 
des constantes arbitraires seules, et ne peut contenir le temps explici-
tement. 

En vertu de ce théorème, nous pouvons, dans la valeur de (a, e), 
faire i = o; c'est-à-dire, nous pouvons négliger tous les termes qui 
contiennent le temps comme facteur, parce que leur somme doit 
s'évanouir identiquement. Nous pouvons aussi négliger la somme de 
tous les termes périodiques. Car si 

(«.e)=2c™(a + ôi). 

nous avons 
0 = %^ = ±3>co dt smVl +bt)' , 

équation qui ne peut être satisfaite, à moins qu'on n'ait b == o ou c = o. 
Puisque toute fonction linéaire à coefficients constants des quantités 
périodiques est elle-même périodique, et puisque («, e) (n) est une 
telle fonction de (a, e, X) et (a, e, x), il s'ensuit que 

, , > , m2i>h , , m,(m2 -t- m3(21) («, e) — (a, e, .r\, -) - ) l, a, e, X)0* · \ ' / m , 

en désignant par («, e, x)
0
 et (a, e, X

0
), ce que deviennent (a, e, x) et 

(a, e, X) lorsque nous omettons tous les termes périodiques et tous 
les termes qui contiennent le temps t en facteur. 

Reprenons les équations (rg), en y mettant 

ε = £q -f— ni, 

π = π
0
 -+- π, i, 

β =■ θ0 -t- 6f t, 

ε' = ε0 H- 11'ι, 
π'= π'

0 -h π, i. 
43 Tome XVI ( série). — NOVEMBRE 1871. 
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Si nous supposons 

(aa) 
í A = iz

0
 -+- í'u

0
 -+- ί"θ

α
 -+- ί"ε

0
 -+- ilvTz

0
 -+- ivô', 

j h = in ί'π, -4- i"6
t + ί"'η'ιινπ\, 

Ν = A +bí, 

A sera fonction des six constantes angulaires, et b sera fonction des 
autres constantes, y' étant excepté. En posant de plus N' pour l'angle 
/s -f- j'n 4-j"B -f- j'"z'-f- jlvn' jvôr, nous aurons 

X = Ek1 cos N1, x'= - Ek1, sin N1, 
(23) y = Ek sin N1, y' = Ek1 cos N1, 

Z = Ec1 sin N1', z' = Ec'1 cos N'1; 

Dans ces équations, nous avons mis, pour abréger 

k'=r.bk, 
c' = b'e, 

de sorte que k' et c' .sont fonction des mêmes six arbitraires que k 
et c. Il ne faut pas confondre les indices i et f avec les coefficients 
de ε : ils ne représentent qu'une série arbitraire de nombres par les-
quels nous pouvons distinguer entre les diverses valeurs de k, c, Ν 
et N', qui se trouvent dans les valeurs de χ, γ, ζ, x',f, ζ'. 

Les équations (a3) donnent sur-le-champ 

dz = E (dk1 cos N1 - k1 dN, sin N1), 

dx' = E (- dv1 sin N, - k'1 dN1 cos N1), 

dx' = E (- dv1 sin N, - k'1 dN1 cos N1), 

dx' = E (- dv1 sin N, - k'1 dN1 cos N1), 

dx' = E (- dv1 sin N, - k'1 dN1 cos N1), 

dx' = E (- dv1 sin N, - k'1 dN1 cos N1), 
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Te = Σ (S Sîn + ^ C0SN') ' 

De =li{idcosVJ~k/ ^rsinN/) 

^=s(S8ioM<,-i-c>^cosS0 

"
2
'=ς(Ϊ-«;-4§-Ν; 

En substituant ces valeurs dans la seconde des équations (ro), et en 
posant, pour abréger, 

(<Ρ>θ)=ΤΤβ-ΤβΤ' 

cette équation nous donne 

r (a, <?, .x) = 22{[^·, k) ] + kik) [N¿, Ny] j sin (N¿ — Ny) 

-+- 22{4[N£, k.J ] - k] [k
¿
, Ny]Ieos (N¿ -, Ny) 

(3âU
 +1^2 {[CH ¿t]+c

t
 4 [ν; , ν; ]} «in (ν; - ν; ) 

+|22{[ +|22{[ +|22{[+|22{[+|22{[ 
-+-122 {^-[n; , 4 ] — 4 [c

ft
 n; ]j cos (ν; — ν; ) 

+|22[
C£

[n; , 4] + 4Κ·,ν; ]jcos(N; + n; ). 

Nous nous rappellerons que les deux indices i, j ont chacun le même 
système de valeurs, et que leur combinaison sous le signe 22 indique 
que chaque valeur de N se combine avec toutes les autres valeurs, en 
y comprenant elle-même. Pour trouver la fonction que nous cher-
chons (a, e, x)0, il faut omettre tous les termes périodiques dans (24). 
Eu substituant pour N£ et Ny leurs valeurs A, -h b

{
£ et Ay -t- b¿£, nous 

voyons que tous les termes seront périodiques, à moins que nous 
n'ayons, 011 

b¿ — by = o, 
43.. 

5 dz (dci . v,* = 2(*s,0li‘ + *<-s£«»h1 s-2(ï«**Ç-*î 

dy. sinN;da • 
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b; ± b; = o. 

Les valeurs de b; et by peuvent s'écrire, à cause des équations (22), 

b
t
· = ζ, n -h i\n

l
 4- i\ Q

t
 4- i"[n' 4- , 

by = i
2
n 4- ilπ, 4- ir

2
ô, 4- ίζη' 4- i™n'

t
, 

b'i = /1 » +" /1 + h Θ, "Hh n' = />'1 > 
b; = j2

η 4- />, 4- j"
2
9

t 4- j"¡n' -h flTi\ . 

Il faut donc que nous ayons, ou 

o —{h— h) η 4- {i\ — i'
2
 ) π, 4- (i, - i\ ) 9,4- [z'¡ — ζ )n'-h{ ¿I - i") π\ , 

ou 

0 = (/. ±U)n (7*1 ± /2 ) π< -ι-(/' -/'á ) 6< -+- (/7 ± il) «' + (7 îV:±; /7) π'ι ; 

mais η, π,, 0,, πί étant des quantités incommensurables, on ne 
peut satisfaire à ces équations à moins qu'on n'ait 

i, = i, 4 = 4,···, '7= 7% 
< 1- /g» /■ — ^ 7» »•••? 71 1- li \ 

En satisfaisant à ces équations, l'équation (20) donnerait 

£Y= fT 1— 2 

7i==4=7î. 
ce qui donne 

Ai=Ay, Nf = q= N,, 
S 

De cela nous ne retiendrons dans l'équation (a4) que les termes qui 
satisfont à la condition 

i = j. 

Nous avons donc, en omettant l'indice i, 

(a, e, x)
0
 = 2{A[N, k'] — k'[k, N]| 
-^2\c[W,c']-c'[c,W]\, 
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ou, en mettant pour A'sa valeur bk, et b'c pour c', 

d{bk2) î/N~ |d{bk2) î/N~| 
|/7, e, X)0 - 2,[_ de- ~d¿ ~dT~ Te J 

d{bk2) î/N~| d{bk2) î/N~| 
2 |_ de da da de J 

En vertu des équations (22), nous avons 

d N _ ¿A db 
da da dT 

En omettant les termes qui contiennent t comme facteur, la valeur 
de («, e, x) se réduit à 

— d{hIi*] - — lüil)] — d{hIi*] - — lüil)] 
1 ^ ' ' '° 2Li\_da de de da J 

(25) (2 « j da de de da J ' 
(2 « j da de de da J ' 

α et e représentant deux quelconques des douze arbitraires qui entrent 
dans les valeurs (ig) de χ, γ, ζ. 

Ces arbitraires se divisent en deux classes. 
Classe (f) : les six arbitraires 

a, e, 7, a'rë, 7', 

qui se trouvent dans b, k et c, mais pas dans À. 
Classe (2) : les six arbitraires 

£<>> So* ^o1 πο> ®o' 

qui se trouvent dans A, A', mais pas dans b, b', k ou c. 
Il est évident que, lorsque les arbitraires a, e, dans (25), se trouvent, 

toutes deux, ou dans la classe (1) ou dans la classe (2), la valeur de 
(a, e, x)0

 s'évanouit. Ces combinaisons sont au nombre de trente. Nous 
n'avons donc à considérer que les combinaisons dans lesquelles une 
arbitraire se trouve dans une classe, et l'autre dans l'autre. Supposons 
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que a est de la première classe, et e de la seconde; nous avons 
bA') r dA! <¿(bfc2 bA') r dA! <¿(bfc2 

' ' ' ¿i |_ de da i de da J 

La première des équations (22) nous donne 

dA _ . dA' __ 
dea dea dea 
dA dA' 

dA — 1 dA' dA — 1 dA' 

d A -v 'dA' v d A -v 'dA' v 

En remplaçant e par les six constantes ε
0

, π
0
,.-., nous trouvons donc 

(rt, ε
0
, or) = - 2

+
 ̂  "V"J 

= -έΣ(^2+^2)' 
(rt, 7Γ

0
, ΛΓ)ο = — +

 Í/'
b

'
c2

)' 

(rt, 0
O

> Λ?)β = - ¿Z(
¿
"
b¿2

 ■+" Í/"
b

'
c2

)' 

(a, ε'ο, χ)β = - ¿ Σ (
¿
'"

b k
* i/'"b'c2)> 

(rt,π'
0
,x)o = ~ ¿Σ(

¿IVbP
 + íj"

h
'
c2

), 

(a, B\,x)
a
 — - ¿^(

/VbÂ:2 -+-|/vb'c2)· 

Les équations correspondantes en e, γ, rt', e', γ' se forment en rem-
plaçant a par ces lettres. 

Les valeurs de (a, e, X) peuvent se former de la même manière à 
l'aide des expressions pour X, Y, Z. Nous avons ainsi 

(rt, ε
0
, X)„ = - ¿Σ(ΙΒΚ2 + IJB'C2), da · 

(Α, π
0

, X). = - |2(I'BK2 + i J'B'C2), 
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Maintenant nous voyons, en substituant dans l'équation (u), pour 
[a, e, x)

0
 et (a, e, X)05

 les valeurs trouvées ci-dessus, que les valeurs 
des trente-six combinaisons de la forme («, e) peuvent se former 
comme il suit. . 

D'abord nous posons, pour abréger, 

Wi^+nia) 
m, -f- Wj-H mi 

yrft (JT\ ~ âh+MÛ* 

puis nous formons les six fonctions Ae, Απ, kQ, As', Απ', kQ' des équa-
tions suivantes : 

As =fA,2(IBK2 +iJB'C2) -+- μAs =fA,2(IBK2 +iJB'C2) -+- μ 

[ Απ = μ, Σ (I'BK2
 + |J'B'C

2
., -+- pu2(i'bA2 + jf b'c

2
), 

kQ = μ< Σ (I"BK2 + | J"B'C2) -+- μkQ = μ< Σ (I"BK2 + | J"B'C2) -+- μ 

As' = μ, Σ (I'"BR2 -+- ± J'"B'C2) -+- μ
2
 Σ (i"'bk2 + |/"b'c2), 

AV=^,2(IIVBK2-i-|JIVB'C2)-i-p.
2
2(iIvbA2-t--|-;ITb'c2), 

kQ' = ρ, 2(ITBK2 -+- |-JVB'C2) -+- μ
2
Σ(ινbA2 + |;vb'c2). 

Nous avons alors 

(α, s0) = — (e, ε0) =——,···, 

(27) (Λ5 πο) — & πθ) — âfe"'"'' 
, , 

Nous avons ainsi réduit le problème de la détermination de tous 
les coefficients (a, a'), qui pouvaient se monter au nombre de deux 
cent cinquante-trois, à la recherche des six fonctions k

6
, Α

π
,..., que 

nous formons avec facilité, dès que nous avons les coordonnées rectan-
gulaires χ, jr, ζ, Χ, Y, Ζ développées en la forme déjà donnée. 

Si nous substituons les valeurs ci-dessus des coefficients [a, 
dans les équations (6), en nous rappelant que tous les coefficients 
s'évanouissent, à l'exception de ceux ci-dessus, nous aurons les douze 
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équations-différentielles qui suivent pour déterminer les douze arbi-
traires dont il s'agit ; 

(28) 

dkz
 da dk. de 

de dt 
1 dk

t
 dy 

4— 
dk

t
 da' 

4-
dk

z
 de' 1 dk

t
 dy' dR 

da dt dy dt da' dt de' dt -r dy' dt ~dFF 

dk
T

_ du dk- de _j — 
de dt 

dk- dy 1 dk- da' 
4-

dk- dé dk
T
. dy' dR 

da dt 
H— dy dt -r* da! dt dé dt 

-l· dy' dt dit g 

dkt da dkt de 
de dt 

dkt dy 
-H 

dkt da' dkt dé dkt dy' dR 

da dt dy dt da! dt 4- dé dt 
-τ- dy' dt dé,' 

dh\< da 
| da dt 

dk¿ de 
de dt -+-

dk¿ dy 
dy dt 4-

dk¿ da' 
da' dt 4-

dktr dé 
dé dt 4-

dkj dy' 
df ~dt = 

dR 

¿ζ' 

1 dk
T
j da dk-' de 

de dt 
1 dk-r dy j dk-r da! 1 dky dé 

4-
dk-; dR 

1 da dt 
-r* dy dt da' dt -r dé dt dy' dt dé 

α
 ' 

! dky da dktf de 
de dt 

~b 
dkr¡r dy 1 dkf da' 

-t-
dky de' « dktr dy' ¿R 

j da dt dy dt da' dt dé dt -r dy' dt dé' 

dk [ dsu . dk- diea 

da dt 
dk j r/0„ t dk\i di

a 
dkj dé

0 t dky dé dR 

da dt da dt 
~r- da dt *T" da dt 

-r da dt ~~ da ' 

dk
z
 ds

0 
dk- dita 
de dt 

» dkt de„ 
"H 

dkj di„ dky df 1 dky d9' dR 

de dt 
-T- de dt de dt de dt de de ~~ de ' 

dit 
E dâ(1 dkt dr.Q 

dy dt 
dkt d9„ 

4-
dk

t
r d!0 

dky dvr'
0 4-

dky de' dR 

dy dt -H dy dt dy dt dy dt dy dt dy ' 

dk
t
 de

a 

da' dt 
dk- dtza 

da' dt -H 
dkg dô0 

da' dt 4-
dk\r dé0 

da! dt + 
dk-r dé0 

da' dt 4-
dky dé 
da' dt = 

¿R 
da'' 

dk
t
 dt

0 
dk — diïQ 

4-
dkt ¿«o dk

z
r dz0 4-

dky dtc'
a 4-

dkf dé dR 

dé dt de! dt de' dt 4- dt ! dt dé dt de' dt ~ dé'' 

; dk. rh„ 
^d/di 4-

dkt 
4-

dk\> ds0 
dk-i déa 1 dk%r dé dR 

dy' dt dy' dt ~dy· IF -r dy' dt -r dy' dt dy' 

L'intégration de ces équations donnera les valeurs des éléments «, 
e, γ, ae', γ', ε

0
, π

0
, 50,

 ε
ό»

 π
ό> @'ο

 en fonction du temps, lesquelles, 
étant substituées dans les équations (19), donneront les valeurs des 
coordonnées de la Lune qui satisferont aux équations (3). 

§ VI. 

Réduction des équations précédentes aux formes canoniques. 

Les six quantités k¿, £g,... étant chacune fonction des éléments a, 
e, y, a', e', yles six premières des équations précédentes donnent 
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immédiatement 
dK_dR dL· _ dR 
dt dz¡¡ dt e'7r

0
 ' 

Nous pouvons, de plus, déterminer les valeurs des éléments a, e, γ, 
ae', y', en fonction des quantités k

E
, k

u
, k(¡, k

e
>, fc~>, kç/, et ainsi, 

dans les expressions (28) et dans la valeur de R, remplacer celles-là 
par celles-ci. Si donc nous multiplions la septième de ces équations 

par da, la huitième par Jp···» la douzième étant multipliée par dy', 

et, si nous ajoutons les produits ainsi obtenus, en remarquant que la 
théorie de la differentiation des fonctions inverses nous donne 

dk. da dk, de dk, dy dkz da! dkz de' dk. dy ' 
fa dk

t

 + ~fa 1k 
z
^ d? 2k

z

 + dû' dk
z
 12 dk

z

 + dp dk[ ~ 1 ' 
dk- da dkr_ da dk- dy dk- da' dk- de' dk- dy' 
~fa Ik-^ 22 dk- + 2? 22,~>Γ 22 lk

z
~Sr 22 dk. + dy1 1kl 0; 

nous trouvons 
dz

0
 ¿R 

dt dks 

De meme nous avons 

elzr
0
 d R dG

0
 dK 

dt ~ ~~ dk? ~dt ~~~ dk? 

Les équations (a8) peuvent donc se réduire à la forme canonique 

(29) 

/ dk
z _ f/R dzz dK 

dt de,, ' dt 

1 1 

dK rfR d-„ _ r/R 
dt II dt ~ dk

T
. 

dk„ _ dK d0o _ dR 
1 dt dQ,j dt dkit 
j dk.j t/R dz Ρ dK 
1 dt — T7"' fiS y dt ~ tlk-. 

dk-? dR _ dR 
22 

k
 

1 dt ~ dK; 
dkr¡i dK 3  rfR 
dt dt dkç>r 

Tome XVI "iK série". — NOVEMBRE IS-J. 4 4 
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Ε» tirant ces équations des expressions (19), il n'était pas nécessaire 
de considérer la signification spéciale que nous avons donnée aux élé-
ments ε, π, θ, ε', it', θ'. Par conséquent, nous pouvons supposer ces 
éléments remplacés pard'autres sans altérer notre analyse. Par exemple, 
nous pouvons substituer un nombre quelconque des éléments sui-
vants pour un nombre égal de ceux que nous avons choisis, c'est-
à-dire : 

Les anomalies moyennes du Soleil et de la Lune; 
Leurs distances moyennes du nœud de l'un ou de l'autre ; 
Les distances de leurs périgées de l'un ou l'autre nœud; 
Ou, enfin, toute fonction linéaire de ces éléments. 
Comme toute substitution de cette sorte conduit à des formes simi-

laires à (29), il s'ensuit qu'il y a une infinité de formes canoniques 
comme celle-ci, chaque système de variables ayant son propre système 
d'équations canoniques. En effet, c'est ce que nous pouvons conclure 
des équations (29) elles-mêmes. Car déterminons les six éléments 
4, hi 4» 4, 4? 4 à l'aide des équations 

(30) 

F p< 4 + P24 + PI 4 + PI 4 "+■ P5 4 + P» 4 — £O? 

71 4 + ÇÎ4 + 73 4 + 7*4 ■+· 75 4 + <7« 4 = πβι 

j r*4-+- /*»4·+· f*s4 rih + rs4 + Λ®4 = ^oj 
si4 -t- ía4 + 4 ■+■ + Js4 "+■ fe4 — εο> 
4 4 *+* ¿2 4+ ¿3 4 + 44"+" ¿5 4 + 44 = «Ó > 

1 «14 + iti 4 + ^¿3 4 + "4 4 + us 4 + 4 — ^0, 

p, 7, r,... étant des constantes quelconques dont le déterminant ne 
s'évanouit pas. Posons, de plus, 

(31) 

c 1 — fi 4 + 7· Α"π +
 r( A'e + 4' + 4 + "ι 4' ι 

Co = p2
 Α

ε -+- 72 A ν + ''
2
 /IQ -t- j2Ay ■+■ t¡¡ Ay -+- «2 Ay, 

··...< I ...... 

c
0
 = />

β
Α

ε
 -+- 7» Α"π + ''β + 4 Αν + ¿β Αν -+- w6A>. 

Multiplions la première des équations (29), à gauche, par p,, la 
deuxième par 7,, la troisième par rw et ainsi de suite, et ajoutons-les: 
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nous aurons 

de, ¿R ¿R dR dR dR dR ÎZR 
Λ ~ Ρ' Â; + + ridë; +Si ir,+ '< Λζ + w

%
 - ~dû' 

De même, nous aurons 

dc¡ ¿R dc3 dR dc¡ ¿R dc3 dR 
~Έ~Ίζ'> ~dt = ¿4 

Pour obtenir les valeurs de supposons que nous ayons tiré des 

équations (3o) les valeurs de l
2
,... en fonction de ε

0
, π

0
, En 

nous rappelant l'égalité des deux déterminants quelconques dont les 
lignes horizontales de l'une sont identiques avec les lignes verticales 
de l'autre, il est facile de voir que si nous mettons les valeurs de 
/¡¡,... ainsi obtenues, sous la forme 

Λ == P< Ê0 "+" Qi πο + P-i + S) Eo π'ο + UJ ' 
l2 = P

2
 ε

0
 -t- Qa n0 -+- R2 θ0 -t- S2 ε'0 + T2

 π'0 -+- U2 6'0, 

h — Pa εο ·+" Qe T
0
 -t~ P-β εο "+" Το -t- U

e
 θ'

υ
 ; 

celles de k
£
, 4π,..., obtenues de la même manière des équations (3i), 

seront 

k¿ = Ρ, c{ -+- P2 c2 -t- P3 c3 -t- P4
 c

4
 -t- P

5
 c

s
 -t- P

c
 c

e
, 

k„ = Q, c, -+- Q
2
 c

s
-h Q

s
 Cj -+- Q

4
 c

4
 -t- Q

5
c

5
 -f- QE c

6
, 

··«.······, 
¿y— υ, c, ·+■ U

s
c

3
 -+- U

3
 c

s
 -f- U

4
 Cjt -+- U

s
 c

s
 -t- U

e
 c

B
. 

Donc, nous avons, en opérant comme précédemment, 

dlt ¿R dl3 ¿R 
dt de, ' dt dc

7 

Hfous pouvons donc remplacer les équations (29) par celles qui 
1.1. 
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suivent 

(3ώ) 

i dc
e

 d R dl
a
 ¿?R 

\ dt dl
a
 * dt dc

e 

de, <r/R dl, rfR 
dt dl, ' dt d

c¡
 ' 

de, í/R dL¡ RFR 
dt dL ' dt de j 

Pour plus de clarté, récapitulons les résultats auxquels nous 
sommes arrivé. Nous supposons qu'on soit parvenu à exprimer les 
cordonnées x, y, ζ, "Χ, Y, Ζ sous la forme 

où k, a, b, b', K, G, Β, B' sont des fonctions des constantes arbitraires 
a, e, y, a', e', y', et α, a', A, À! sont des fonctions linéaires à coeffi-
cients constants et entiers des six arbitraires lK, L, l3, /

s
, Z5, Z

C) 

desquelles dépendent les positions moyennes du Soleil et de la Lune, 
de leurs nœuds et de leurs périgées à l'origine de temps. Nous avons, 
pour chaque coordonnée, une série infinie de termes, lesdites fonctions 
étant différentes pour chaque terme. Alors : 

x° Pour chaque terme de x, formons le produit 

que nous représenterons, pour abréger, par k,. Pour chaque terme 
de z, formons le produit 

χ = 2k cos (a -t- bt), 
y — lk sin (a -t- bt), 
ζ — Σα sin (a' -l- b't), 

X= 2Kcos(A + Bi), 
Y = 2Ksin (A -+- Bi), 

Z = 2Csin(A'-t-B'Z), 

m2 w
3 ^^2 

m ι -j- jnj 

ïïii m3 y^ f 6^ 2 C ι. «■» m » r» " 
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Pour chaque terme de X, formons !e produit 

mi[mt -+- m3 i BKa — Rt. 
m, -t- m, 1113 

Pour chaque terme de Z, formons le produit 

fl'ATL' ^ ”v„ n'C* = c,«I -I- rn,-bm. 

20 Multiplions chaque valeur de k, par le coefficient correspon-
dant de lt dans l'expression qui donne « en fonction de Z,, Z2,.. . Mul-
tiplions chaque valeur de c, par le coefficient de Z, dans a'. Multi-
plions chaque K, par le coefficient de Z, dans A. Multiplions chaque C, 
par le coefficient de l, dans A'. Ajoutons tous les produits ainsi 
formés, en appelant leur somme c,. De même, des coefficients de i.> 
forment la valeur de c2, et ainsi de suite pour les six éléments. 

3° Dans l'expression de R, remplaçons les six éléments «, e, y, 
a', e', y' par les six nouveaux éléments c„ c

2
, c

3
, c

h
, c

5
, c

e
. Donc, les 

valeurs de celles-ci sont données par les équations 

Les valeurs des douze éléments c
u
 c

2
,..., I,, Z

2
,... ayant été déter-

minées à l'aide de ces équations, nous pouvons en déduire les valeurs 
des éléments <2, e, γν.., qu'il faut substituer dans les expressions (12), 

pour avoir les coordonnées de la Lune. Mais, si nous opérons ainsi 
sans rien changer, nous nous trouverons embarrassés avec des termes 
qui contiennent le temps comme facteur hors des signes sin et cos. 
En effet, chaque terme de R étant de la forme 

b étant fonction des éléments c,, c
2

, c3,..., il s'ensuit que, en diffé-
rentiant par rapport à chaque terme de R donnera, dans la valeur 

de φ-, le terme 

de¡ ífR d!¡ ctR 
dt dl¡ ' iIt 1 de ¡ 

h cos (A -+- ht), 

ht — sin (A ■+■ bt). 
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De plus, chaque terme de v, r, β, ou de az, jr, ζ étantde la forme 

ksin(A'-hbt), 

il s'eusuit que, lorsque nous substituerons pour b sa valeur en une 
série de termes de cette forme; cette valeur, étant multipliée par £, 
produira des termes de la même forme que ce que nous avons signalé. 
Nous allons montrer que ces deux sortes de termes se détruisent mu-
tuellement. 

Pour cela, nous nous rappellerons encore une fois la forme géné-
rale à laquelle les expressions pour les coordonnées de la Lune 
peuvent se réduire, c'est-à-dire une série infinie dont chaque terme 
est de la forme 

(33) k
 cos

 (ζ, λ, 4- U ^'2 4- z*
3
 λ

3
 -+- if λ

4
 -4- ζ'ϋ λ5 4- z

0
 λ

β
), 

t 

chaque λ étant de la forme 

(34) λ,- = l¿ -+■ b
t
 í, 

et chaque b, ainsi que k, étant des fonctions des six arbitraires c(, 
c2..., c

e
. Si l'on différentie l'expression (34) de λ/, en y regardant l¿ 

et bi comme variables, on a 

(35) -dF = dï + tTt+b» 

et il faut montrer que le terme t ̂  est détruit par les terares-que nous 

venons de signaler dans Chaque terme de R est de la forme 

R = h cosN, 
où 

Ν = ζ'ι λ| 4- ¿2 λ2 -t- ζ3 λ
3 -|- ζ4 λ* 4- ζ5 Xs —t— /β λβ

 4- nit, 

m étant fonction des éléments de la planète, qui ne contiennent pas les 
quantités que nous cherchons; λ,, λ

Ιν
., étant des fonctions de c,, c1, c2, ... 
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la valeur de contiendra les termes 
rte,-

DR Λ, dRdh RTR d\ 
dX.d^i^dZd^ ~Κ,·'+~ dî, dc¡ ' 

Mais 

^ = _ i
t
 h sin Ν, uA| 

^ = — i
2
 AsinN, €*Λ2 

g = -/,AsinN; 
et 

d\, db, 
dci dci ' 
ci À . db '2 
de,· dc¡ ' 

Λ,· rtí7 
Λ,· rtí7 

Par conséquent, la valeur de — c'est-à-dire la valeur de ^ contiendra 
tiendra le terme 

di¡ f . db, . db2 . dbs\ , 7 . ,r rtF = ν ■+'12 d^ +·■· ■+ '« &·) 

bt étant fonction de c1t c2...., nous avons 

^ db¡ ^ {db¡ de, <lb¡ de, ^ db¡ de
t

\ 
dt \dc, dt de, dt dc dt \dc, dt de, dt dc 

Mais, pour chaque e, 

de,■ dR ¿R — h-h sm S ; 
dt dlj dlj 1 

par conséquent 

1
 ~dï — \

It
 ScT

 +
 '

2
 rte.

 +
 ' ~

i
~'

6
 dF

s
)

ihsiïl
^ 
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Les termes de ~ qui sont multipliés par le temps t hors du signe 

sin ou cos, sont donc 

(36) dx' = [ dv1= [ l1 (db1 - db2) 

+ i
2
 (db

2
 - db

i
) + ... + i

o
 (db

2
 - db

i
)] ht sin N. 

Maintenant, nous allons montrer que, pour toute combinaison des 
indices i et nous avons 

db¡ dbj 
dcj de; 

Ce théorème provieut de cela, que chaque Z¿ se lie invariablement 
avec sa propre b¿t, et que ¿n'entre point dans les valeurs des coor-
données qu'autant que sou produit par b¿ se joint à sa correspon-
dante l¡ pour former la valeur de 1¿, dont les coordonnées sont des 
fonctions. Abordons notre problème par une antre voie, et considé-
rons que, au lieu de former les équations (2), qui donnent les coor-
données en fonction des constantes arbitraires et du temps, nous 
ayons formé les dix-huit premières intégrales qui donnent les dix-huit 
constantes arbitraires en fonction du temps, des coordonnées des 
trois corps et de leurs dérivées premières par rapport au temps. On 
sait que les équations (6) pourraient alors se remplacer par celles qui 
suivent. Posons 

[a + a' ] - E 1 (da da' + da da' + da da' - da da' - da da' - da da') 

Nous avons alors, au lieu des équations (6), 

— [α,, ai] + |>2, a¿] — + [*
3
, a

£
·] — -+-.. . 

En opérant ainsi, il faudrait arriver au même résultat que celui 
auquel nous sommes arrivé actuellement, de sorte qu'en choisissant 
pour constantes arbitraires c

if
 c

2
,«.., c„, Z,, Z

2
,..., Z

6
, nous parvien-
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cirions aux e quations (32). Par conséquent, nous avons pour toutes 
les combinaisons de ces douze éléments 

[4'l Ci\ ~ 1 5 

tandis que toutes les autres combinaisons s'évanouissent identique-
ment. 

Comme nous avons 

Çi! Όϊ} Çji»··· = f (, C25-..J £'θ) λ
2
,..., λ

β
), 

ii s'ensuit qu'en formant les intégrales premières dont il s'agit, en ti-
rant les valeurs des constantes arbitraires des équations (2), ces inté-
grales seraient de la forme 

c1 =?m Λ = ψ) — ht U 

cο — Οή, L — ψ2 ^2 C 
····■> 

C
6
 = Ç>„, /

0
 = ψβ C 

φ et ψ étant des fonctions des coordonnées qui ne contiennent pas le 
temps. Nous tirons de ces équations 

[4'> £7] — [ ψή ψ/] t[bi, Çp/·]· 

Nous avons vu que, pour toute valeur de i différente de j, cette ex-
pression s'évanouit, tandis que lorsque / = i, elle se réduit à l'unité. 
C'est-à-dire 

(3?) [Ψλ ?Δ — °' 

à moins que nous n'ayons / = /, auquel cas 

Γψι, <Pt] = i-

Considérons maintenant la combinaison [/¿, Lf], qui, comme on 
sait, s'évanouit pour toute valeur de / et j. Nous avons 

i'„ «-[♦,. fe]-«ti*
ft i,]-rv *jt+*λ· 

Tomo XVI (2e
 série). — Novembke 1871. 4^ 
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Cette expression étant identiquement zéro, il faut que le coefficient 
de chaque puissance de t s'évanouisse; par conséquent 

(38) [b¡, ψ/] - [èy, ψ,·] = o. 

Mais bh bj étant chacuu fonction de c,, c2,..., e„, nous avons 

[S„ fc] = If,, φ,] g + [?„ ψ,] g +... + [?., fe] % 

[bj, ψ,]=|>„ φ,]^ + [φ„ ψ,■]§+...+[?., ψ,]§ί· 

En ayant égard à (37), et en se rappelant que [<p¿, <{7] = — [<py·, ψ,·], 
ces équations se réduisent à 

[h
i
, y

j
] = - db

i
, 

ια·.<Μ=-$· 

Par conséquent (38) donne 

(39) 55 - ζ; = "· 
C. Q. F. D. 

Il s'ensuit qu'en formant la dérivée dR pour obtenir la valeur dl
1
, 

que nous devons substituer dans (35), nous pouvons supposer bt, 
Z>

2
,..., b

6
 constants, en ne faisant varier que 4, pourvu que, dans les 

expressions pour les coordonnées, nous remplacions l'angle variable 
A + bt par A4-fbdt, ou pourvu que nous posions 

y
i

 = l
i

 + S bi dt. 

Ce résultat peut s'exprimer sous la forme élégante que M. Delaunay 
a adoptée dans sa Théorie du Mouvement de la Lune. Si nous prenons 

λβ , λβ, ...., λβ
 pour variables au lieu de Ζ,, Z

2
,..., /

e
, les équations se 

réduisent à 

(40) dc
i

 = dR, dy
i

 = - dR + b
i
. 
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Les équations (3g) montrent qu'il y a une fonction de c,, c2c

& 

dont l'expression différentielle 

b, de, + by dea -+-... -+- b¿ dc¿ 

est la différentielle exacte. Soit θ cette fonction, nous avons 

, de 
bi =, dc i 

Si nous substituons cette valeur de b¿ dans les équations ci-dessus, et 
si nous posons 

R' = R — Θ, 

nous aurons, en faisant attention à ce que θ ne contient pas λ,, λ2,,..., 

dc¡ dR! dl¡ _ dR' 
dt d\¡ ' ιit dc¡ 

Telles sont les équations les plus simples et les plus générales poul-
ies variations des éléments du Soleil et de la Lune, qui sont dues à la 
force perturbatrice d'une planète. Toutefois R' ne s'évanouit pas avec 
la force perturbatrice, mais se réduit à la fonction — Θ, qui est fonc-
tion des six éléments c,, e2,..., ce. 

Nous nous souvenons de ce que nous pouvons choisir pour les va-
riables λ,, λ

2
,..., λ„ des combinaisons linéaires quelconques des lon-

gitudes moyennes du Soleil et de la Lune, des longitudes de leurs 
périgées, et des longitudes de leurs nœuds, et que chaque combi-
naison, ainsi choisie, a son propre système de valeurs de c,, c

2
,..., c„. 

Ayant conclu les valeurs de ces douze variables en fonction des con-
stantes arbitraires et du temps, nous tirerons les valeurs de a, e, y, 
a'i e'i ε, η, ô, ε', π', ô', qu'il faut substituer dans les expressions 
des coordonnées du Soleil et de la Lune. 
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§ VII. 

Nous nous proposons, avant d'aller plus loin, declaircir ce qui 
précède, en formant les fonctions dont il s'agit avec une approxima-
tion suffisante pour le premier calcul des inégalités dont il s'agit. Nous 
calculons les fonctions k

s
, &

π
,... jusqu'au terme du quatrième ordre 

en e, y, 7«, e', y', ce qui équivaut à tenir compte de tous les termes 
de l'ordre de la force perturbatrice de la planète multipliée par le 
carré de la force perturbatrice du Soleil. Nous nous abstenons de la 
présentation des détails du calcul par lequel, des valeurs des coordon-
nées polaires de la Lune, données par M. Delaunay, nous avons 
déduit celles des coordonnées rectangulaires x,y, z. Nous remarquons 
seulement que, dans ce calcul, il ne faut pousser l'approximation du 
coefficient de chaque terme qu'autant qu'il est nécessaire pour donner 
le carré de ce terme exact aux quantités du quatrième ordre. 

Les valeurs actuelles des expressions (19) peuvent se conclure du 
tableau suivant, où se trouve, pour chaque-système de valeurs de 
i, i', i", i'", zIV, iv, la valeur correspondante de k et de b, et pour chaque 
système de valeurs dey, la valeur correspondante de c et de b'. 
De ces valeurs, nous déduisons sur-le-champ les valeurs de bk- et de 
\b'c2, qui se trouvent à droite. De ces expressions nous formons les 
termes de k

z
 qui dépendent des éléments de la Lune par le procédé 

du § V, qui est assez simpfe. 
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i i ' im ilv i7 k = av. b = nv. bk* = cû- η κ 

i Q o o 0 0 í— y2— y'-— -e2— 

_ί_ 1 e2y2-i- ~e2y'2 

1 r — 272 y'2— ca-h 

-h4y2y'2-i- 7fH-yMH-2tí2y2-t-2£-2'/3 

V 6 384 a -(-i-S—— 

_μ_^_γ2_4_Ιγ'Λ 

-i s——/W1 

* S'' 

H ~m' 

2 — I o 0 o o H—β --<? ey' ev 2 —3- /« 1 — e" — e2']2 — 1'2y'2 — - ï* 

-i-~em2 -3'" 

O I o 0 0 0 3 3 „ 3 5 3 1 27/16 e² m² 

3 —2 α o 0 0 
-Φ' 

3 2Ze' 

— I 2 0 o o o 
-i" —1 --e< 

I O o I — I 0 3 ,/2 e n 1 9/4 e'²m² 

I 0 0 — I r o -h - e'm I 9/4e'² m² 
— I 0 2 0 o 0 -f-72 — I - 71 

3 0 0 —2 0 0 3 , /16 m² 3 27 , 

— I 0 0 2 o 0 19 /16 — I 36i 

2 1 0 —2 0 0 + -J« 2 225 , „ 

0 — I 0 2 0 0 45 O 0 

— I 0 o O 0 2 v'2- fi'1-1-»1'/1- Ji'/2"'2 — 1 -7" 

—2 I o O o 2 + -«7'2 —2 0 

0 —r o O 0 2 — ~ef2 O 0 

I o — r α 0 I — 2γγ' I 4 7 Y2 

— I 0 I 0 0 I -f-277' —ï 4 7 Y'2 
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/ /' j" r f c =a x V — 71 it - &'c2== Λ®ηκ 
2 

r 0 — I 0 0 0 ~h 27—<?2y—y3—4yy'2—¿y/Λ2 X 2 y
3
—2/?

2
y

2

—2 y*—8y
2

y
,2

4- jry
2

w
7 

2 — 1 — I 0 0 0 -f- ey 2 4eY 

o ï — I 0 0 0 — 3ey O 0 

I 0 I —2 0 0 
3 +jV« X h2'"2 

I 0 0 0 0 —I —27'—2y2y'—cry'—y'3— i y 'm2 Γ 2
y'2—2 e2y*2—ay'4—4 y V

2
— ψ

11
* V'" 

ï —X 0 0 0 — I 4- ey' 2 e2y'= 

0 1 0 0 0 — I ~ 3<?y' O 0 

Les parties elliptiques de A» K,..., qui dépendent des éléments du 
Soleil, peuvent se former de celles qui dépendent de la Lune, en 
omettant tous les termes qui sont multipliés par m, et en accentuant 
les autres termes. Pour exemple, formons ¿

e
; nous multiplions chaque 

valeur de bk2 et de γ b'c2 par la valeur correspondante de i, et nous 
ajoutons tous les produits ainsi obtenus. Alors, nous multiplions la 

somme par m,a>3— Nous trouvons ainsi 
m2, -+- m3 

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm 

Mais puisque 
a3n2—m2-+-m3, 

le coefficient de l'expression précédente se réduit à 

m2 m3 

an 

Pour le Soleil, l'expression correspondante est 

m,(m2 -h m3) 
a'n' 

Les valeurs complètes de auxquelles nous sommes con-
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duits sont 

A- = ̂ LV-3 — 8e ïe +Ï '-)'»Î+^'»'J' 
^iY_ IÏ21e 

k IIπ ω \ 2 8 +
 384 / 

*n = —(-*7* + nr- ρ r·"')■' 

WO (*< = «V ^r[{-6Ïe +7¿f)m -SmJ' 

, «,(!»,+ «,) /I 2 I \ 

ko' = m1 (m2 + ms) (-2y'2 + e'2 y '2 

' "'an* (— 2^'2 ^72Υ'2 + A2 + ^ m*y*j · 

Nous voyons que les termes de k¿ qui contiennent les élémeuts du 
Soleil sont plus petits que ceux qui contiennent les éléments de la 
Lune, dans le rapport approximatif

 η%·> c'est-à-dire environ 
l'unité divisée par ιοοοοοοαοοο. Nous voyons aussi que ne con-
tient aucun des éléments de la Lune dans les limites d'approximation 
auxquelles nous nous sommes bornés, tandis que, dans la valeur 
de ky, les termes dont il s'agit sont moindres que les autres clans le 
rapport approximatif ι : ι oooooo. Ces termes sont, en effet, du même 
ordre de grandeur que les perturbations du mouvement du centre de 
gravité de la Terre et de la Lune qui sont dues aux dimensions du sys-
tème, et que les géomètres ont trouvées insensibles. Par conséquent, 
nous pouvons les négliger dans l'approximation actuelle. Nous avons 
donc, au lieu des quatrième, cinquième et sixième des équations (28) 

dkj dk¿ da' dk.j de' dk-j dy ¿/R 
dt da' dl de' de dy' dt t/s' ' 

, . . 1 dk
r
j dk-r da' dk-r de' dh\j dy' dK 

* ' ' dt da' dt de' dt dy' dt d-n' ' 

dktf dkv da' dky de' dky dy r/R 
dt da' dt de' dt dy' dl dV 

De ces équations nous pouvons tirer l e s valeurs de da', de' et dy' , 
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pom les substituer dans les trois premières des équations (28). Par-
transposition de certains termes, celles-ci deviennent, en omettant, les 
fermes que nous avons trouvés insensibles, 

(45; 

il A da dk
t
 de dk

t
 dy _ dK dk

L
 da! dk

i
 de' 

da dt de de dy dt de da' dt de' dt ' 

dk- (la
 |

 dA- de dk- dy <¿R elk
T

_ da' 
(la dt de dt dy dt dec da' dt ' 

dkt¡ da
 T

 (ΙΑ r¡ de dkt, dy <¿R dk¡ da' 
(la dt de dt dy dt dO da' dt 

De ces équations nous pouvons tirer les valeurs de ^3 ^ et 

de même que des précédentes nous avons tiré ^-3 et 
Pour plus de symétrie, nous prenons le logarithme de a comme 

variable, au lieu de a. Posons 

a. = loga, a! — loga', 
ce qui donne 

dk χ cil: dk 1 dk 
da a da da' a' da.' 

Si nous différentions les équations (4i) nous trouverons facilement 

dA\i m¡ ( m, m- ) 

dky 

dk-j 

(IL·/ (ι ι ,4 

dk* __ _ ι β,3\ 

elk-· 

dh\< m, (m-, -t- m. )dh\< m, (m-, -t- m. ) 

dkt,· , m, [m, -,dkt,· , m, [m, -, 

dp,dp,dp,dp,dp,dp,dp,dp,dp,dp,dp,dp,dp,dp,dp,dp,dp, 
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Substituons Ces valeurs dans les équations (7), nous tirons par 
l'élimination 

dy _ 2 a'n' dR 

de' a'n' Γ[ ι , r ,,\ r/R ( τ ι Λ <¿R~|de' a'n' Γ[ ι , r ,,\ r/R ( τ ι Λ <¿R~| 

(44) dy' _ a'n' Γ ι / τ ,',2Λ ¿Rdy' _ a'n' Γ ι / τ ,',2Λ ¿R 

o 7 ^' Aj ¿0'Jo 7 ^' Aj ¿0'Jo 7 ^' Aj ¿0'J 

Ces équations sont en effet des développements des équations 
usuelles et bien connues pour les variations des éléments elliptiques 
de l'orbite d'une planète, et nous pouvons y substituer, pour les coef-

ficients de ^T7 et les valeurs TÍSTOUreuses de ces mêmes coefdz 
ficients, que nous pouvons obtenir avec facilité par la differentiation 
des expressions qui donnent les valeurs de X, Y et Ζ en fonction de 
l'anomalie excentrique. 

Maintenant, si nous différentions les trois premières des équa-
tions (40 par rapport à a, e, y, et si nous substituons les valeurs 

dkc, dkc, · · · dans (43), nous tirons les valeurs de · dz, ... que voici : 

Λ-^L \3 ? _ 9 / â )m ~ ^88 JΛ-^L \3 ? _ 9 / â )m ~ ^88 J 

_ 9 / â )m ~ ^88 J _ 9 / â )m ~ ^88 J 

3a//nr /r/R dk-dy!\ , 3ant/didR d/,t¡ d?/\ 

3a//nr /r/R dk-dy!\ , 3ant/didR d/,t¡ d?/\3a//nr /r/R dk-dy!\ , 3ant/didR d/,t¡ d?/\ 

(45) 1 — - es 4- —C· m- -ï -TT -57 '1 — - es 4- —C· m- -ï -TT -57 ' 

dy = - cnz (■7 ί ι * 383 Λ fdR dL· d¿ dk, de'\dy = - cnz (■7 ί ι * 383 Λ fdR dL· d¿ dk, de'\ 

an'/ ¡ dR dL·-, dy!γan'/ ¡ dR dL·-, dy!γ 

an f Τ 2 53 Λ/dR dkr¡ dy.'\an f Τ 2 53 Λ/dR dkr¡ dy.'\an f Τ 2 53 Λ/dR dkr¡ dy.'\ 
Tome XVI (2e'série). — Koyembee 1871. 46 
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De même, nous tirons des septième, huitième et neuvième des équa-

tions (a8) les valeurs de ^ et —■· Si nous négligeons les très-pe-

tites dérivées de Av, et Ay par rapport aux éléments », e, y, nous 
trouvons, en ayant égard à la transformation (4o), 

=£ [■ ■+■ (I+Ie' - +Ie")- w »''] s 

i —i —i —i —i —i —i —i —i —i —i —i — 

-I - αηΊ— ( , 1 2 , 3873Γ m 2\ -r-' 2 m, 7//3 \ ï go / "7 

, Zanni1 rfR an l 1 , 1171 „\ </R an y r/R 

-5 (- y I I -1 (Γ /»" ) -j— ·-5 (- y I I -1 (Γ /»" ) -j— · 

Les valeurs de », nt et ô, sont, au degré d'approximation auquel 
nous nous sommes arrêté, 

η = -+- /«α -l·- m^)1 a 1, 

*, = m'n (| - §e< + ¡e"- 6f + + ^·ι«*). 

O1 = - m2 n (3 + 3 e2 + 9 e' 2 - 3 y2 - 9 m - 273 m2O1 = - m2 n (3 + 3 e2 + 9 e' 2 - 3 y2 - 9 m - 273 m2 

De plus, en prenant les dérivées dR, dR, dR, il ne faut faire va-

rier ces quantités qu'autant qu'elles sont contenues dans les coeffi 
cients des divers termes, hors du signe sinus et cosinus. Mais il faut 
considérer les valeurs de », nt et θλ comme affectées par les variations 
de », de e et de y, dont ils sont des fonctions, variations que nous 
tirons des équations (45).· 
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§ VIII. 
Sur la forme de la fonction R. 

Appelons p
{
, p

2
, p

3
 les distances de la planète au Soleil, à la Terre et 

à la Lune, respectivement. Nous avons donc 

R = m
1

 m
4

 + m
2

 m
4

 + m
3

 m
4
. 

Nous avons supposé que l'on exprime la fonction R comme il suit, 
c'est-à-dire que les coordonnées de la planète sont exprimées comme 
fonction du temps simplement, tandis que celles du Soleil, de la Terre 
et de la Lune sont exprimées en fonction du temps et des dix-huit 
constantes arbitraires du mouvement de ces trois corps. Donc pt, p2, p3 

et, par conséquent, R deviennent fonctions de ces mêmes arbitraires 
et du temps. Appelons a l'une quelconque des arbitraires. En diffé-
rentiant l'équation précédente, nous avons 

dR = - m
4

 (m
1
 dp

1
 + m

2
 dp

2
 + m

3
 dp

3
). 

Nous avons montré, dans le § ΠΙ, que nous n'avons pas besoin des 
dérivées de R par rapport aux constantes qui fixent la position du 
centre de gravité des trois corps. Par conséquent, nous pouvons 
prendre ce centre comme origine des coordonnées. En opérant ainsi, 
et en faisant usage de la même notation que celle des équations (8), 
ces équations deviennent 

P\ = (à - ft'XY + [y* - fV2 -+- (ç, - μ'Ζ)», 

PÎ — [§4 4- (ι - μ') X 4- P"*]2 -+- [** + (f - fO Y + F7? 
4- [ζ* 4- (ι — f) Ζ 4- μζ]2, 

PÎ = [?4 + (i - μ')Χ -+- (l — ρ):ή2 ■+- [«4 (ί — μ') Y - p) Jf 
4- [Ç

4
 4- (x — plj Ζ -ί- (ι — μ) z]s. 

Conformément à la notation du § II, nous avons 

p\ = (ξ, - ξ, γ 4- (Υ}
4
 - r¡

{
 y- 4- {ζ

Α
 - ζ, )2, 

Pl = & - δ
2
)2 4- (ïh - r¡

2
f 4- (Ç, - ç

2
)2, 

pl = (ξ. - ξ,)2 + (u. - n
3
f -4 (ς, - ζ

3
γ. 

46.. 
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La constante arbitraire a n'étant contenue que dans X, Y, Z, 

x, jr, z, nous avons, pour chaque^, 

dp dp elS dp dx dp dzdp dp elS dp dx dp dz 

Si, après avoir effectué la differentiation de p\, p\, p\ par rapport à a, 

nous représentons par 
x2i % les coordonnées de la Terre relativement au Soleil, 
x

3
, j'

:i
i ζ·;, » Lune » » 

χ
4, J"4, » planète » » 

ce qui donne 

Hs ζι = ^.¡1 y¡n vj, ~ y* -, ζ a ζ i — "ν, ι . 
Hü Hî — X2) Va Vî2 — ̂ 4 jTa> ζ A ?2 = 2

4
 - Ζ,, 

He, £3 ~ XA "Τ*3> ^4 'Άί =ZJri ^*31 ?4 Çï ==-Z4 - Z3, 

nous trouvons 

P
1
 dp

1
 = - u' x

4
 dX - u' y

4
 dY - u' z

4
 dZ, 

p*ê=(** -
 x

*) [(' - M S+f- Ê] 

+ (y
4
 - y

2
) [(I - u') dY + u dy] 

-H (z, -
Z2
)[(r-p/)§+^J], 

^ ώ = ̂  ^ [(l~ & S] 
+ (7* - r») [(r - s - (■ - I] 
+ (s

4
- z

3
) F-)§]* 

En substituant ces expressions dans la valeur de nous trouvons 

2 [., ? S + m, (. - rt '(« ■- rt2 [., ? S + m, (. - rt '(« ■- rt 

Μ? I + m» Σ ["·<« + »>»('- 5 Μ? I + m» Σ ["·<« + »>»('- 5 
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le signe Σ indiquant la somme des expressions que nous obtenons en 
mettant successivement Χ, Y, Ζ pourX, et oc, y, ζ poura?. 

Considérons la quantité 

m
2

 x
2
 - x

4
 + m

3
 x

3
 - x

4
, 

dont le produit par (ι — μ') se trouve dans cette expression. Puisque 
les différences oc

2
 — oc

3
, p

2
 — p

3
 sont très-petites, nous pouvons 

développer cette dernière quantité en une série très-convergente. 

Puisque le premier terme m
2
 T'

 3

 X< est une fonction des coordonnées 

de la Terre, multipliée par la masse de cet astre; et, puisque le dernier 
terme est la même fonction des coordonnées et de la masse de la 
Lune, il s'ensuit que leur somme, développée aux termes du premier 
ordre, sera la même fonction des coordonnées de leur centre commun 
de gravité multiplié par la somme de leurs masses ; c'est-à-dire que nous 
avons, aux quantités du second ordre près, 

m
2
 x

2
 - x

4
 + m

3
 x

3
 - x

4
 = - (m

2
 + m

3
) x

1
 + X , 

en représentant par ρ la distance de la planète au centre commun de 
la Terre et de la Lune. Nous avons posé 

μ — > ' m¡ -h m2 -h m3μ — > ' m¡ -h m2 -h m3 

ce qui donne 
(m

2
 4- m

3
) (r — μ!) = m, μ'. 

En faisant ces substitutions, la première partie de — devient 

m
1

 m
4
 u' E(x

1
 - X + x

1
) dX. 

Cette expression équivaut à 

m
1

 m
4
 u' d (x

4
X + y

4
 Y + z

4
 Z + 1), 
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pourvu que, dans cette expression, nous regardions xi3 zh

 et p
t 

commme ne contenant pas l'arbitraire a. 

Passons au second terme de Puisque 

u = m2 + m3, 
nous avons 

m2u = m2 m3 = m3 (I - u). 

Le terme dont il s'agit devient ainsi 

""«'ΣΗι ri~)=· 

Dans cette expression nous avons posé, pour abréger, 

v = m2 m3. 

De plus, nous avons 

p 2 = (X + x4 + ux)2 + (Y+^ -t- μ_?")2 4- (Z + z
f
 + Ρ-ζ)2, 

ρ» = [X4-x,-(i-fi)j]24-[Z+s
4
 — (ι-ρ.)ζ]2. 

Puisque χ, y, ζ sont très-petits par rapport à x
4
 et X, nous pou-

vons développer les fonctions de pt, p2
 en une série convergente or-

donnée suivant les puissances de ces quantités. Nous avons ainsi, aux 
quantités du premier ordre près, 

ί
 ρ
τ = ¿ - [^(χ + Χ*) + ΛΎ + Τ«) + a (Ζ -Η *,)], 

I = I + 3 (I - u) [ x (X + x
4
) + y (Y + y

4
) + z (Z + z

4
)] 

L'expression dont il s'agit devient ainsi 

m
4

 v E{ 3 (x+ x
1

) [ x (X + x
4

) + y (Y +y
4

) + z (Z + z
4
)] - x} dx. 
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En posant, de plus, 

Δ = ¿r (X 4- a?
4
) -H7(Y-t- jr

A
) + s(Z + z.,), 

r2 = x2 4-y2 4- z2, 

l'expression se réduit à 

m4 v [ 3 d(A2) - I d (r2)], 

pourvu que nous ne prenions les dérivées par rapport à a qu'autant 
que celte arbitraire est contenue dans les coordonnées de la Lune re-
lativement à la Terre. Par conséquent, si nous posons 

(49)        R' = m1 m4 u' (I + Xx1 + Yy1 + Z z4) + i m4 v c  (3 A2 - r 2 ) , 

nous avons 

dR' = dR, 

pourvu que, dans le premier terme de R', nous regardions x
t

, y.
u
 z

t
, 

p
t
 comme constants, et que, dans le second terme, nous regardions 

seulement les coordonnées de la Lune comme variables. Par consé-
quent, nous pouvons substituer R' pour R dans les équations (45), (46). 
L'intégration de ces équations, en négligeant les termes qui sont mul-
tipliés par le carré et le produit des masses, sera bien facile dès que 
nous aurons développé R' en fonction des constantes arbitraires et du 
temps. La formation de ce développement est un travail de calcul dans 
lequel je n'ai pu trouver d'artifices d'analyse qui en facilitent l'exé-
cution. Par conséquent, je ne me propose pas d'y entrer dans le 
Mémoire actuel. 

Peut-être on voudra bien me. permettre d'indiquer les avantages 
que, il me semble, cette méthode de calculer les inégalités dont il s'agit 
peut nous offrir: 

i° Les équations (45), (46), quoique pas rigoureuses comme nous 
les avons écrites, peuvent être poussées à tel degré d'exactitude que 
nous voudrons, sans que nous soyons obligé de reprendre nos calculs : 
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2" Nous pouvons, au commencement de nos calculs, pousser le 

développement de R à tel degré d'approximation que nous voulons, et 
j'espère qu'on parviendra à montrer qu'aucun terme au-dessus d'un 
certain ordre de grandeur n'a été omis. 

Mais, je ne fais que rendre justice au grand ouvrage de M. Delaunay 
en disant que, en partant de ses équations différentielles finales et eu 
y regardant l'action de la planète comme ajoutant de nouveaux termes 
à R, on parviendra à des équations du même degré de rigueur que 
celles qui font l'objet de ce Mémoire. Cependant il ne me semble pas 
inutile de montrer comment on peut arriver à des résultats semblables 
par une antre voie. 


