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PURES ET APPLIQUEES. 3ar

W 101 Wy VLA

Théorie des perturbations de la Lune qui sont dues

a Uaction des planétes;

Par M. Sivox NEWCOMB.

§ I

Tous les géométres qui se sont occupés jusqu’ici de la théorie de la
Lune ont considéré le probléme comme celui de déterminer les per-
turbations du mouvement elliptique de la Lune autour de la Terre.
Lorsqu’il ne s’agit que du mouvement du systéme de trois ¢orps que
forment le Soleil, la Lune et la Terre, cette maniére d’aborder le pro-
bléme est la plus facile que les géométres ont jusqu’ici imaginée. Mais,
lorsqu’on considére les perturbations qui sont produites par les pla-
nétes, cette méthode est sujette 4 I'inconvénient de donner deux sortes
de perturbations : I'une, celles qui sont produites par 'action directe
de la planéte sur la Terre et la Lune; l'autre, celles qui sont produites
par les altérations de la force perturbatrice du Soleil & cause des per-
turbations du mouvement de la Terre autour du Soleil. Il s’ensuit
quon ne peut déterminer les perturbations dont il s'agit & moins
qu’on ne détermine d’abord complétement les perturbations du mou-
vement de la Terre. De plus, I'action perturbatrice du Soleil sur la
Lune étant sensiblement différente & cause des perturbations exercées
sur la Lune par la planéte, il faut pousser les approximations a la
deuxiéme ou méme 2 la troisiéme dimension de la force perturbatrice
du Soleil multipliée par la force perturbatrice de la planéte, ce qui
rend le probléme bien complexe et bien difficile. .

La force perturbatrice de la planéte étant actuellement bien petite,
et les deux sortes de perturbations susdites étant du méme ordre de
grandeur, ne peut-on pas effectuer Vintégration de maniére a éviter
ses produits par la force perturbatrice du Soleil ? Pour ce but, il est
nécessaire et suffisant qu’on regarde Vattraction du Soleil comme une
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des forces principales du systéme, au lieu de la regarder comme force
perturbatrice. Si I'on considére le mouvement d’un systéme de trois
corps abandonnés A leur attraction mutuelle, on sait qu’on peut ex-
primer les coordonnées de chaque corps en fonction de dix-huit con-
‘stantes arbitraires, et du temps. En prenant le Soleil, la Terre et la
Lune comme un tel systéme, on sait que plusieurs géométres modernes
sont parvenus 4 obtenir ces expressions avec un haut degré d’approxi-
mation. Donc, pour obtenir avec toute rigueur les intégrales du mou-
vement, dans le cas oti 'on introduit la force perturbatrice d’une pla-
néte, il suffit de regarder ces dix-huit constantes comme variables, et
de les déterminer en fonction du temps par la méthode célébre de
Lagrange, :

§ 1L

Soient :

&:» 11, &, les coordonnées rectangulaires du Soleil rapportées 4 des
axes quelconques fixes dans Vespace;

&,y M2, &1 les coordonnées correspondantes de la Terre;

&3, 13, &3 les coordonnées correspondantes de la Lune;

m, la masse du Soleil; -

~ Iny celle de la Terre;

my celle de la Lune;

Q le potentiel de la force mutuelle attractive de ces trois corps que
Yon forme en prenant la somme des produits des masses de
chaque paire des corps divisée par leur distance mutuelle;

R les termes qui sont ajoutés au potentiel par action perturbatrice
de la planéte. ,

Supposons d’abord que les trois corps dont il s'agit soient aban-

donnés & leur attraction mutuelle. On sait que les équations différen-
tielles de leur mouvement peuvent s’écrire sous la forme

m,-(-z—zga" =%,

drt T dE;

(1) m; - 597
de? dn;

d*; _ da

Yde T ag
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Dans ces équations, on attribue successivement & I'indice i les valeurs,
2 et 3, pour obtenir les équations qui correspondent au mouvement
du Soleil, de la Terre et de la Lune.

La forme la plus générale des intégrales de ces équations sera

g, =F, N =Yy, ‘:4:-991;
(2) Ex=F,, mp= ‘Pga Co = P23
§3=F3; 713-'-_'—4’3’ z=‘3==<P3-

Chacune des expressions F, ¢, ¢ est fonction du temps et de dix-huit
constantes arbitraires, lesquelles peuvent étre représentées par

a,, d,y, d3y...y Qg

Supposons maintenant qu’on soit parvenu a trouver des expressions
de la forme (2) qui satisfassent aux équations différentielles (1). Cher-
chons comment on peut faire usage de ces expressions pour obtenir
les intégrales complétes du mouvement des trois corps quand ils sont
troublés par ’action d’une planéte. Posons :

m, la masse de la planéte;

A,y Agyy A, sa distance au Soleil, & la Terre et a la Lune respec-
tivement. Nous aurons

momy mymy mymyg

+
A Ass Ay,

R=

Les équations qu’il faut intégrer seront

d2E; - dQ dR
nli-z; = (75: -d_E,-’

d2n; dQ dR

d*¢; . d tﬂ
mi—t_i_t’— T de; d'Ci’

dans lesquelles, comme précédemment, il faut attribuer a lindice ¢
successivement les valeurs 1, 2, 3.

La théorie de la variation des constantes arbitraires, telle qu'elle a
été développée par I'immortel Lagrange, nous conduit & ce résultat,

que les équations (3) peuvent étre satisfaites par les intégrales (2),
41..
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pourvua qu’ on subslitue, pour les constantes arbitraires gy Qayeney gy
dix-huit fonctions du temps, qu’on détermine de la maniére que voici:

Qu’on différentie les équations (2) en y regardant le temps ¢ seul -
comme variable, et qu’on pose

. dF, ;4 . d
g!=l._-, -—-if t—-—-._?.f.-

dt 1= T g
: 4 dF¥, ’ d\[‘l« ' d?z_
(4) §2=-d_t" 'ﬂzz'z" §2=';E'1

g A

s =g M= g S =g

qu'on forme ensuite des équations (2) et (4) les dérivées partielles de
chacune des dix-huit quantités &, v, &, ', v', §’ rapportées 4 chacune
des constantes arbitraires a,, a@,,..., a3, et, de ces dérivées, qu'on
forme, pour chaque couple des constantes arbitraires, les expressions
’ I) — 24 dgll dEl déll N dm dﬂ’, dm dﬂ’, dg; dZ.’_.' d;: d{'
, 1) =

— . — — —— e s —— e . —— —

da da’ dad da * da da' da’' da da da’ da’ da’
d, dE, dg, dE_; dn, dﬂ', dn, dn’2 dt. dC'z dC, dt;
dadd dd da | da dd  dd da ' da dd  da da’
13y JodE  dEdE | dndn,  dndi | dGd  db dG
bl

dedd di da  da da da da ' da da  dd da’

(0) (a, al) =m,(a,d, 1) -+ mz(aa a,2) -+ my (a, a'a 3);

qu'on substitue dans I'expression R, pour £, u, §, dont A, 4, Ag s, Ay,
sont des fonctions, leurs valeurs (3), par ot R deviendra fonction des
arbitraires a@,, a,,..., a5, et du temps, et qu’on forme les dix-huit
équations différentielles simultanées

d d d da dR
((l“ az)di;"l—(\a,, as)%“ -+ (a,,m)-}t‘ ‘e (a,, d‘g)—d;:a ’

) da, d de da, dR
(112, ai) d(; +(a2) “3) '—;3 -+ (az, aﬁ)—;; e (az., [lis)—d—ts-_'_—_-d—a-za

6 d da da das _ dR
( ) (a:n a{) 'ditl_*_ (a37 az) 7d—;+ (aa, 04)7; +u.-+ (a:;, a{s)'?itl_ﬂz (—laa’

P R N e e e A S BN L I BC A NI LI S S S A O |

d da da dR
(@s,a))— +(ais,a2)j:72 *‘(‘lls,aa)“}f +..o.+ (’1187[147)“(‘[%7:}0’“’
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Alors, en substituant, dans les équations(2), pour a,, a.,..., @, des
fonctions du temps qui puissent satisfaire 4 ces équations (6), les inté-
grales (2) satisferont identiquement aux équations (3), et seront, par
conséquent, celles que nous cherchons.

On remarque que, puisque nous avons

(ah ai) =0

(ai, aj) = (ai’ a;),

le nombre total des coefficients (a;, ;) qu’il faut calculer se monte
au plus a

1208 _ (53
<19 153,

Chacune de ces quantités étant composée de dix-huit produits d’ex-
pressions fort complexes, s'il fallait calculer chacune & part, le pro-
bléme serait presque inabordable. Mais nous verrons dans la suite
qu’on peut choisir les constantes arbitraires de maniére 2 simplifier
beaucoup le probléme. Pour ce but, il faut d’abord considérer Ia forme
qu’on peut donner aux expressions (2).

§ TIL.

Nous nous rappellerons que les expressions (2) sont, par hypothése,
la solution compléte du probléme des trois corps. Voyons les données
que les géométres nous ont fournies pour une telle solution dans les
cas que nous considérons.

1. Nous avons la solution du probléme du mouvement du centre
de gravité de la Terre et de la Lune autour du Soleil. On sait que,
quand le nombre des corps attractifs s’est réduit 4 ces trois, ce centre
se meut a peu preés dans une ellipse dont le périhélie a un mouvement
séculaire trés-lent, la déviation de cette ellipse étant si petite que les
astronomes I'ont négligée jusqu’ici. Cependant nous ne la négligerons
pas jusqu’a ce que nous ayons moniré quelle est sans effet dans le
probléme dont il s’agit. Les coordonnées elliptiques du centre de gra-
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vité rapportées aun Soleil sont fonctions de six constantes arbitraires
que nous pouvons regarder comme les éléments elliptiques du mou-
vement relatif du Soleil et dudit centre, et les déviations de l'ellipse
sont fonctions de ces éléments et aussi des éléments du mouvement
de la Lune autour de la Terre. '

2. Le probléme du mouvement relatif de la Lune autour de Ia
Terre a été traité avec tant de succés par MM. Hansen, Delaunay, et
d’autres grands géomeétres de notre siécle, qu’il nous est permis de le
considérer comme résolu avec un degré d’approximation bien au dela
de nos présents besoins. La solution de M. Hansen n’étant pas donnée
en forme analytique, nous adopterons la solution de M. Delaunay,
qu'on peut trouver dans le tome II de sa Théorie du mouyement de la
Lune. En toute rigueur, il faut compléter la solution en y ajoutant
les termes qui proviennent du mouvement de la Terre relativement
au centre de gravité de la Terre et de la Lune, ce qui est bien facile.
Ainsi, nous aurons les coordonnées relatives de la Lune et de la Terre
en fonction des six constantes arbitraires qui sont propres au mouve-
ment de la Lune, et des six éléments du mouvement elliptique du
centre commun de gravité de la Lune et de la Terre autour du Soleil.

3. Ayant ainsi obtenu des expressions pour le mouvement relatif
de ces trois corps, il nous reste a fixer le mouvement de I'un quel-
conque des corps, ou bien de leur centre commun de gravité. On sait
que ce centre se meut en ligne droite avec une vitesse uniforme. Les
six éléments de ce mouvement feront le nomhre complet des con-
stantes arbitraires du probléme.

Posons :

x, 7, 2 les coordonnées rectangulaires de la Lune rapportées a la

Terre;

X,Y,Zles coordonnées rectangulaires du Soleil rapportées au centre

de gravité de la Terre et de la Lune;

a, b, ¢ les coordonnées arbitraires du centre commun de gravité du

Soleil, de la Terre et de la Lune a Porigine du temps;

«', b', ' ses vitesses arbitraires dans le sens des axes des coor-

données,
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Posons de plus, pour abréger,

m;
My my
r_ my--m;, .
- m,~-m,—+ my ’

(7)

nous aurons

[ E=p'X + a+a't,

n=pY + b + 't

CGi=pZ +c + 't

= (p —1) X —px+ a+at,

(8) { 1= (' — )Y — py + b + b'¢,

o= (W' —1)Z — pz + ¢ +C't;
=(p — )X+ (1—plr+atat,

-q3—( —0)Y 4+ (1—p)y+ b+ b,

Ca= (' —1)Z + (1 —p)z +c+C't.

Telle est la forme que peuvent prendre les équations (2). En les dit-
férentiant, y regardant le temps seul comme variable, et posant

dX
X =Sy

nous trouvons
g =X +a,
=Y+ ¥,

Ci=wZ +
8, = (W —1)X - pa'+ 4,
(9) (o= (=Y —py+¥,
Co=(p'—1)Z — pz' +¢';

)

)

)Z'

E=@—-0X+0—px'+a,

.ﬂs'—(lu' IY ( )JJ—I_ b,';
+ (1 —p)g +c'.

§3"‘(P« 1
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En prenant les dérivées partielles de £, », , &, ', {', en faisant
varier les constantes a, b, ¢, ', &', ¢/, nous avons

& _dn __db _dh____ 4% _
de ~ db T de T da T T de T 7
dt; _dn; 4y
dd — &~ dd
dE  daf _ dY
da’ — db' T dd’ T

= {,
Il

En formant les expressions (5) 4 I'aide de ces valeurs des dérivées par-
tielles, nous trouvons

(a,a) = (b, b') = (e, ') = m, + my + iny,

tandis que toutes les autres combinaisons des six éléments «, b, ¢,
a', b, ¢’ s’évanouissent.

Les coordonnées relatives X, Y, Z, , ¥, z ne contiennent aucun de
ces six éléments, mais seulement les douze autres. Soit e 'un quel-
conque de ceux-ci. Les formules (5), étant combinées avec celles
au-dessus, nous donneront

de’
(ﬂa e, I)=d—e"
d 4
(a, e,s):d—i’,
d r
(a,e, 3)=%

d ’ '
(a, e)= %(ln, £+ maE, + m,Ey).

Mais nous avons, par la propriété fondamentale du centre de gravité,
m,E; -+ nglz -+ mag; = (ml -+ 11y + ma)a'7
ce qui ne contient pas e; donc

(a,e)=o.
De méme, nous avons
(b, e) = 0,

(e, e) =o.
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En faisant usage encore des formules (5) et en les combinant avec
(10), on conclut '

dE' d§,
(ﬂ', e, I)-— tle__d;’
dE, 43
(a'ye,2)=t¢ =~ %’
dt d¥,
! —_— 3 —_—
(a ' & 3) - de de’

' d ' , ; 74 ,
(a, e) = ’—E(ma_ii —+ m,E, + mags) — ;;;(’niga -+ myE, + mags)-

Les coordonnées du centre de gravité ne contenant pas e, nons avons

(', e) = o,
et, de la méme maniére,

(V,e)=o,

(c', e) =o.

Nous voyons donc que toutes les combinaisons des six éléments qui
fixent la position du centre de gravité avec les douze éléments du
mouvement relatif des corps s’évanouissent identiquement. Et toutes
lescombinaisons desmémes six éléments!’un avecl’autre s’évanouissent,
a 'exception de celles dont venons de trouver la valeur m, + m, + m,.
Celles-ci, étant substituées dans les équations générales (6), nous

donnent
da’ dR

(my + my+ m3)'£5 =
db’ dR
(m{ +m2 + ’nz)—d?= -21—5-,
de’ __ dR
(my + my + my) — =
da dR dR
(ln4 +’n2+m3)-7t-_=-—;i—a—;=-—zz{;,
db dR dR
(1n,+1n2+1n3)§;=—¢w=ftﬁ,
de dR dR
(m'+ﬂl2+m3)?17=—227=—t"5'

Tome XVI (2° série). — Novensre 1871.
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Ces équations contiennent seulement le principe de la conservation

dR dR dR . ,.

22’ 75’ 2 indiquent

les sommes des forces accélératrices qui agissent sur les trois corps

dans le sens des trois axes des coordonnées, tandis que da b A0
dat’ dt’” dt

expriment les accélérations du mouvement du centre de gravité, Si,

pour le moment, on appelle & une des coordonnées de ce centre, nous

avons par hypothése

du centre de gravité. Les dérivées partiellles

E=a-+a't;
donc
dE da da’ ,

ILes équations que nous venons de trouver donnent

da da’
p +t7;=0;
donc
=7
azg da'  dR
(my + my + my) o= (m, + my+ my) =

Les équations correspondant aux trois axes coordonnés sont celles de
la conservation du centre de gravité.

Comme, dans la théorie de la Lune, nous n’avons pas besoin de
connaitre les douze éléments dont dépend la position de la Lune rela-
tivement 4 la Terre; nous nous dispenserons de la considération des
éléments qui se rapportent au centre de gravité. Nous avons montré
que toutes les combinaisons (e, a), (e, a'), etc., de 'un quelconque
des éléments que nous cherchons avec I'un quelconque des éléments
qui fizxent la position du centre de gravité, s'évanouissent; nousn’avons
qu’a considérer les combinaisons des douze éléments entre eux-mémes.
Le nombre des combinaisons se réduit a

11 X12
—2—._66
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Représentons par a, e deux quelconques de ces douze éléments qui
entrent dans X, Y, Z, , y, z. Différentions les équations (8) et (g) par
rapport aux éléments a et e, et formons les expressions (5). Si nous
posons, pour abréger,

__dXdX! dXdX'  dYdY dY4Y' | dZdZ dZdZ’

da de de da EZE‘?:?E"‘ da de de da’
dz dz’ dx dz’ dy dy' dr dy' dz d7 dz d7'

dX dx dX dz’ dX’ilf dX! dz
da de ~ de da ' de da  da de
dY dy' aY dy' ay' dy dY' dy

da de ~ de da ' de da~ da de
dZ di¢  dZds  dZ dz  dZ do

da de de da de da = da de

(10 (a,e,X,x)=

les équations (5) prendront la forme
(a,e,1) = p'*(a, e, X), ‘
(a,e,2)=(1 — ') (a, 6, X) + p2(a, e, ) + p (1 — ) (a, ¢, X, ),
(a,6,3)= (1 — p')* (@, ¢, X)
-+ ([ - H’): ((l, e, .:I.') — (l—' f"') (I - 1"") (a, e, X, JC');

et, en ayant égard aux valeurs (7) de p et g/,

m,m,

(II) (a, e):M(a’ e, X)+m2+m3

peE——— (a, €, x).

§ IV.

Dans la solution compléte du probléme des trois corps, comme il a
été présenté par les géométres, la longitude de la Lune rapportée a
Iécliptique, sa latitude au-dessus de ce plan et sa distance au centre
de la Terre peuvent s’exprimer dans la forme

p =1+ SksinN,
(12) f=ZcsinN',
r = 3k’ cosN.
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Les coefficients k, ¢ et &' représentent des fonctions des cing con-
stantes arbitraires a, e, 7, @', ¢, qui ont les significations suivantes :

a, @' les distances moyennes de la Lune et du Soleil ;

e, ¢’ les excentricités de leurs orbites;

7 le sinus de la demi-inclinaison de Porbite de la Lune & Iéclip-
tique.

N, N’ sont des fonctions linéaires des quatre quantités que ’on peut
regarder comme représentant :

1° La distance moyenne de la Lune 4 son noeud;

2° La distance moyenne du Soleil au méme noceud;

3° La distance du périgée de la Lune au méme neeud;

4° La distance du périgée du Soleil au méme noeud.

Chacune de ces quatre quantités est de la forme

A+ b,

A étant une constante arbitraire, et b fonction de a, a’, e, €, 7. Le
signe 3 représente une somme infinie de termes, chaque valeur de N
ayant sa propre valeur de & et ¥, et chaque valeur de N’ sa propre
valeur de c.

[ est la longitude moyenne de la Lune. Le point d’ou nous comp-
tons cette longitude étant tout & fait arbitraire et indépendant des
quatre arbitraires dont N se compose, il y a dix constantes arbitraires
qui entrent dans les expressions de ¢, {8 et r. Les deux arbitraires qui
fixent la position du plan arbitraire de XY font le nombre entier
douze.

Si nous posons
dv = 3k sinN,

ce qui donne
v=10+ dv,

et si nous représentons par &, 1, § les coordonnées rectangulaires de

’

la Lune, rapportées a 'écliptique, nous avons

£ = rcosf3 cosy = rcosf3 coslcos d¢ — rcosfsinlsinde,
(13) 2 9= rcosfsing = rcosfsinl cosdy + rcosf coslsindv,

g=rsinfl. -



PURES ET APPLIQUEES. 333

Les quantités 5 et dv étant trés-petites, on peut développer
rcosf cosd, rcosf sindv, et rsinf en une série convergente. Comme
nous avons

. de? dnt
smd‘v__d‘v(r —-g—{-m_.‘.),

6 — 6‘u" av‘”
cosfy=1— — + —— W AR

@ — _F g ‘
sinf=B(1—F+ s — )
. — g B¢
(,os‘B._.1-—-;4-2.3.4

nous voyons facilement que ce développement se mettra sous la forme

rcosf cosdy = 3k cosN,
rcosf@sinde = S/ sinN,
rsinf3 = 2¢'sin N,

k, ¢ et N ayant la méme forme que dans les valeurs de v, Betr.
En substituant ces valenrs dans les expressions precedentes pour £,
‘7 et §, celles-ci deviennent

£ = Zkcos(l + N),
(14) n = Zksin({ -+ N),
§ =Z2csinN,

ou k = h == /', et chaque valeur de N est encore fonction linéaire des
quatre éléments que nous venons de définir, mais n’est pas nécessai-
rement identique avec les valeurs de N dans les expressions de ¢,

Supposons donc qu’on rapporte la position de la Lune & un systéme
quelconque d’axes rectangulaires fixe dans P’espace, mais ayant lenr
origine au centre de la Terre. Si'on représente par a, b, c, a’, b/, ¢/,
a”, b”, ¢” les cosinus des angles que font les axes avec ceux qui se

rapportent a I'écliptique, de sorte que
{ &= a& 4 by + c&,
(15) : f=a'§+ bn + ¢'¢,
— aIJE+ b”'ﬂ+ c//y
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et si 'on représente par :

¢’ 1a longitude du nceud ascendant de I’écliptique sur le plan de XY,
comptée de I'axe positif de X dans le sens de I’axe positif de Y;

7 la longitude du méme nceud, comptée de 'axe de E, dont nous
supposons qu'on a compté la longitude moyenne /;

¥ le sinus de la] demi-inclinaison de P'écliptique sur le plan XY,

nous aurons
! a = (1—9?)cos(d'— 1)+ y*cos(¢'+ 1),
b =—(1 — y?)sin(§' — t) + " sin(6’ + 1),
¢ =2y'yi— 77sinf’;

a' = (1 — '?) sin(¢’ — 7) + 3% sin(6' + 1),
(16) { b = (1—7?)cos(¢' — ) — y?cos(0' +7),

¢ = — 2y’ \T — 7% cosf’;

a’ = — 2y’ \/-1_-——-7’—" sinT,

b'= 29 \i— y%cost,

¢'=1~2y%

Si, dans les équations (15) nous substituons les valeurs (14) de
g, 4, §, et les valeurs (16) de a, b, c,..., nous trouvons
[x= Sk;(1 — ) cos(0'— 1+ 1+ N;)
+ Skyytcos(§+1— 1 —N;)
— 3¢ Y1 — y2cos(¢'+ N;)
+ Ze; ¥ V1 — y*cos(0' — N}),
y =32k —y?*)sin(¢— v+ L+ N;)
< + Zky?sin(6' 4+t — [ —N;)
— Z¢; 7' y1 — y3sin(0+ N;)
+ ey T — y2sin(6 — N; ),
z=23ky Vi — ysin{l — v+ N,)
4+ Z¢;(1 — 29?)sinN; .
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Nous voyons que les coefficients des sinus et cosinus des angles va-
riables sont des fonctions des six arbitraires

a e vy, a, €, Y

et que les parties constantes de ces angles sont fonction de six autres
arbitraires, car ces angles ne contiennent que N, N/, 6" et v — L.
Nous avons déja montré que N et N’ sont des fonctions de quatre ar-
bitraires. On peut regarder la partie constante de v — ! comme fonc-
tion d’'une seule arbitraire, de sorte qu’avec 6 le nombre entier se
monte a six.

Il faut toujours nous rappeler qu’en faisant abstraction de ¢’, chacun
des angles qui se trouvent sous le signe sin ou cos est de la forme

A+ b,

ou b est fonction des arbitraires q, e, 7, @', ¢'.
Pour réduire les valeurs (17) de x, y et z & une forme générale,
mettant en évidence les constantes arbitraires, posons :

A la distance moyenne de la Lune 2 son nceud sur Pécliptique ;
A" la distance moyenne du Soleil au méme nceud;

 la distance du périgée de la Lune au méme noeud;

o’ la distance du périgée du Soleil au méme nceud.

Donc, chaque valeur de N et N’ est fonction linéaire a coefficients
constants et entiers des quatre quantités A, X, w, o’. De plus, déter-
minons les cinq quantités

& m, 6, ¢, n,

par les équations
e=0'+1l—n,
=¢—17,
=0 ©,
=N )\—l—E,
=0+ a;
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ce qui donne

l—r=¢—F0,

r=z¢—0,

(18) N=1¢—0,
w=n—1>0,

w=n—70

En substituant ces valeurs dans (17), en ayant égard & la forme
de N;, nous voyons que X, ¥ €tz peuvent se metire sous la forme

x = Skcos(ie + i'm + 6 + "¢+ "0 + AR
(ig) y. =3ksin (ie + i'n + "0 + "¢ + ivn’ + i'9'),

z = Zcsin(je + jm +j8 + j"¢ -+ j a0}
les coefficients i et j étant des nombres entiers assujettis aux condi-
tions '

(20)

i+ i+ ++ "+ =T,
j+i,+j”’+'im+i“+jv=o’

k et ¢ étant des fonctions des six arbitraires
a, e Y. a, e, ¥
et e, m, 0, ¢, @ étant chacune de la forme

const. + bz,

ot b est fonction des mémes arbitraires que contiennent £ et ¢.

§ V.

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré comment, en par-
tant des expressions connues des coordonnées polaires du Soleil et de
la Lune rapportées 4 ’écliptique, nous pouvons exprimer les coor-
données rectangulaires x, 7, 7, X, Y, Z, rapportées & des axes quel-
conques, en fonction de douze constantes arbitraires et du temps.
Maintenant, il faat, en partant de ces expressions, déduire les valeurs
des soixante-six fonctions (&, €) dont les expressions sont données par



PURES ET APPLIQUEES. 337

les équations (11). S'il fallait, pour ce but, former complétement les
expressions (a, e, X), (a, e, x), le travail serait inabordable, & cause de
la longueur des calculs. Mais nous pouvons rendre le calcul 4 la fois
élégant et facile, en faisant usage du théoréme célébre de Lagrange,
que chaque combinaison, que nous représentons par (4, e), est fonction
des constantes arbitraires seules, et ne peut contenir le temps explici-
tement.

En vertu de ce théoréme, nous pouvons, dans la valeur de (a, e),
faire ¢ = o; c’est-a-dire, nous pouvons négliger tous les termes qui
contiennent le temps comme facleur, parce que leur somme doit
s'évanouir identiquement. Nous pouvons aussi négliger la somme de
tous les termes périodiques. Gar si

sin

(a,e) =Y c_ (a+ bL),
nous avons :

d(a, €) cos

—_— —

0= —2 be sin(a + bt),
équation qui ne peut étre satisfaite, 2 moins qu’onn'ait b=o0 ou c=o.
Puisque toute fonction linéaire a coefficients constants des quantités
périodiques est elle-méme périodique, et puisque (a, e) (11) est une
telle fonction de (a, e, X) et (a, e, ), il s’ensuit que

; _ mam my(my 4 m3)
(21) (a,e) = e (@, e, )0 + prpry———— (a; e, X)o,

en désignant-par (a, e, x), et (a, e, X,), ce que deviennent (a,e, x) et
(a, e, X) lorsque nous omettons tous les termes périodiques et tous
les termes qui contiennent le temps ¢ en facteur.

Reprenons les équations (19), en y mettant

m

= gy + i,

a
i

o -+ Ty £,
G, + 6, ¢,

g =g, + ',

D
I

r__ ot !y
' =n,+ 7, L.

o~
o

Tome XVI {2¢ série). — Noveusre 1871.
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Si nous supposons
A =igy 4+ i'my + "0, + e+ "Ry + iV,
(22) ¢ b =in+ i'r, + "0, +i"n + i¥7,,
( N= A + b,

A sera fonction des six constantes angulaires, et b sera fonction des
autres constantes, ' étant excepté. En posant de plus N’ pour l'angle

LJ/ N4

je +jm 450 + "¢+ j¥n’ + j'¢, nous aurons

x ==3k;cosN;, x'=—3K;sinN;,

(23) = 2/:, sin Ni9 ]": 2];; cos Nj7
z =3¢;sinN;, = Z¢cosN;.

Dans ces équations, nous avons mis, pour abréger

K = bk,

= b’e,

de sorte que k' et ¢’ sont fonction des mémes six arbitraives que &
et c. Il ne faut pas confondre les indices i et j avec les coefficients
de ¢ : ils ne représentent qu’une série arbitraire de nombres par les-
quels nous pouvons distinguer entre les diverses valeurs de &, ¢, N
et N, qui se trouvent daus les valeurs de x, y, 2, &, ', 2.

Les équations (23) donnent sur-le-champ

da

‘f{‘jZZ(.——k—;si N; — & %C NJ)’
j—: = (%cosN,—k;%sinN,),

‘(Z -_—.Z (%ésinl\’;—f— lf,-%COSN;)’
%:—_2 %}cosi\’i—-/{; (—fl—?sinN,-),
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g:zci—ksmN —i—lc,

i _ g Tacos‘] — K —smN

1l

osiy):
2k
—sinN; +c, d cosN )
)
)

(lz’ ~ "dc;- . r 7 dNi - ]
%_2(—;COBN —C,- _C-Z—Sll]Ni .

- L I4 3
En substituant ces valeurs dans la seconde des équations (10), et en
posant, pour abréger,

cette équation nous donne

(a, e, o) = 32 [k k) 1+ kK, [N, N;]} sin (N; — N;)
+ 32|k [Ny, K 1— K [k; N/]} cos (N; — N;)
+412*{[e, ¢ ]+ e i [N;, N )} sin (] — N/)
riEend] - cc;-[Nz,N;]tsin<N;+N;>_
+ 13 ¢; [e;, N ]} cos(N; — N, )
+ 432 [N‘ ) C ]+ c; [ N; Jlcos(N; + N ).

(24) |

Nous nous rappellerons que les deux indices Z, j ont chacun le méme
systeme de valeurs, et que leur combinaison sous le signe 3* indique
que chaque valeur de N se combiue avec toutes les autres valeurs, en
y comprenant elle-méme. Pour trouver la fonction que nous cher-
chons (a, ¢, x ), il faut omettre tous les termes périodiques dans (24).
En substituant pour N; et N; leurs valeurs A; -+ b;£ et A; + b;Z, nous
voyons que tous les termes seront périodiques, 4 moins que nous
n’ayons, ou

bi — bj =0,
43..
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ou
4 r
bi 4= b]- = 0.

Les valenrs de b; et b; peuvent s’écrire, & cause des équations (22),

b; =i, n+ i\, 4130, iy0 4+ i77,

by = isn +iym + 5,0, + iyn’ + ivml,

U o [ '

b, =j,n+jm+j0+jn +jimys
sz

b, = jon + fym + jaf 4 jon -+ jimy .
Il faut donc que nous ayons, ou
0 = (i — fa) -t () — &) By () — 38+ (85 — i) '+ (87— D))
ou
o= (fyx=fa)n 4 (fy Fjo)m -+ (i £72) 0+ (£ f3) 7 + (jrE7)75

mais n, n,, 0,, 7, n; étant des quantités incommensurables, on ne
peut satisfaire 2 ces équations 4 moins qu’on n’ait

- - ! 7

i, =1, Iy =19y if=1y,

s _ 2 o "______
]4———|—]2: ]1—'+]2v--: Ji= ]2

En satisfaisant 4 ces équations, |’équation (20) donnerait

Y e gV
=13,

ji= =F 3o
ce qui donne
A;=A; Ni==xN,;.

De cela nous ne retiendrons dans l’équation (24) que les termes qui
satisfont & la condition

.

Nous avons donc, en omettant 'indice i,

(a, e, x)o = S{k[N, K] — Ii'[lf N}
+i3{e[N,¢'] — ¢'[e, N]},
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ou, en mettant pour &’ sa valeur bk, et b’c pour ¢’,

(a, e, )= Z{d(bk” AN _4(b#) ‘fE]

da de
RN d(b'e?) ﬂ . d(b’c?) :li’
+3 2‘ [ de da da de

En vertu des équations (22), nous avons

En omettant les termes qui contiennent £ comme facteur, la valeur
de (a, e, x) se réduit a

( (a, e, )y = Z[dA dibk?)  dA d(bk)

5 da de de da
(2 ) dA’ d(b’ dA’ (b'e?)
( +—2 de da |’

a et e représentant deux quelconques des douze arbitraires qui entrent
dans les valeurs (19} de x, 7,

Ces arbitraires se divisent en deux classes.

Classe (r) : les six arbitraires

a, e vy, ase,y,

qui se trouvent dans b, k et ¢, mais pas dans A.
Classe (2) : les six arbitraires

14

1 !
EO’ 7:0’ 601 an 7‘0’ 607

qui se trouvent dans A, A’, mais pas dans b, b’, £ ou c.

1l est évident que, lorsque les arbitraires a, e, dans (25), se trouvent,
toutes deux, ou dans la classe (1) ou dans la classe (2), la valeur de
(a, e, &), s'évanouit. Ces combinaisons sont au nombre de trente. Nous
n’avons donc 4 considérer que les combinaisons dans lesquelles une
arbitraire se trouve dans une classe, et I'autre dans V'autre. Supposons
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que a est de la premiére classe, et e de la seconde; nous avons

dad(bi) | 1dA d(b'e)
(a, e, __Z[d(* “da T3 da

Ia pl'émiére des équations (22) nous donne

A _ 5 A
a0 ' aw =1

En remplacant e par les six constantes ¢, ,,..., nous trouvons donc
.d(bk) . d(be)
(a,so,x)=—2[z - T3 ]
c d . .
= — ZEZ (ibk® +Ljb'c?),

(@ io» o = — = P (i'bh? ++ 4] b'e?),

(a’ Doy X)g = — %Z(iub L _;_]-// b’ c?),
(a, 5’0, x)o == d;daz (i”'b k2 4 'é‘i”lb'cz)y

(T, )y = — = S (b A + §j7b'c?),

(@, 6y &) = — = B (i"bk? 4+ 47 b'e?).

Les équations correspondantes en e, 7, @', €', ' se forment en rem-
placant a par ces lettres.

Les valeurs de (a, e, X) peuvent se former de ]a méme maniére &
I'aide des expressions pour -X Y, Z. Nous avons ainsi

(s & X)o = — = 3 (IBK? + £IB'C2),

(a, 70y X)o = — = 3 (IBR* + { FB'CY),

......................................
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Maintenant nous voyons, en substituant dans 'équation (11), pour
(a, e, x), et {a, e, X),, les valeurs trouvées ci-dessus, que les valeurs
des trente-six combinaisons de la forme (a, e) peuvent se former
comme il suit.

D’abord nous posons, pour abréger,

__ m(my+my)
P = m 4 m,+ my
mym,

Fez my+ m,’

I

puis nous formons les six fonctions ke, kn, k0, ke', kn', k6’ des équa-
tions suivantes :

(ke = p, S(IBK® + LIB'C?) + p, S(ibA® + Ljb'c?),
kr = p, 3 (VBK® + LI'B'C?, + p, 3(i'bA® + 4D c?),
k9 = p, Z(I'BK® + 1 I"B'C?) + i, 3(i"bA* + £j7b'¢2),
ke' = py Z(I"BK? + £I"B'C?) + p, 2(i"bh® + 4 j"brc?),
k' = p, 3(I°BK?+ £ PB/C2) 4 1, (i A + 17D c?),
ko' = p, Z(I"BK® + LI'B'C?) + p, 3(i"bA® + 4j7b'e?).

(26)

Nous avons alors

dk, dk,
\((l, Eo)—-—(-ia—", (6, o):—%v' 3

2 § dk. d*.
(27) ((a,no)z——‘?a—; \e,no)_———gan-,
..... ety e iiieeaeaa.,

Nous avons ainsi réduit le probléme de la détermination de tous
les coefficients (a, a’), qui pouvaient se monter au nombre de deux
cent cinquante-trois, & la recherche des six fonctions A, 4. vy que
nous formons avec facilité, dés que nous avons les coordonnées rectan-
gulaires x, y, 2, X, Y, Z développées en la forme déja donnée.

Si nous substituons les valeurs ci-dessus des coefficients (aye ...,
dans les équations (6), en nous rappelant que tous les coefficients
s’évanouissent, & I’exception de ceux ci-dessus, nous aurons les douze
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équations différentielles qui suivent pour déterminer les douze arbi-
traires dont il s’agit :

dhde | dhde | didy | dhde | dhde | dhdf IR
da dt de dt ' dy de ~ dd' dt de' dt dy' dt da
Bhode | digde | dindy | dhodd | dhedd | dldf OB
da dt de dt dy dt ' dad' de ' de' dt dy' dt  drm
dfy da dky de dby dy dky da’ dky de dky dvy' dR
i T wmat e @G T w T T a
dks da  dky de dky dy dkg da’ dky de’  dky dy __dR
watea T e T@wa T Ty X &
diyda  dbgde dkydy  dkydd | kg de | dkg dy __dR
wateataga  @a @ wTETH & A
dky da  dky de dkydy | dkyda' | dky de’  dky dy! __dR

g @ T d s T dyd dad A 4 dy 4 Ao
(2 ) ) dk. dey . Ak dmy,  dky dby | dks dE, dk.s dr’ dky dy” dR
—_—— — e — e ey T e —
da dt da dt da dt da dt da dt da dt da
“dk, dey,  dlrodmy  dkyd8,  dkgdé,  dksdi,  dky 48 dR
et Tdd Al ded  de de | de & Ao
iﬂ_’s cﬁ 4 t_ll_., @ i]ﬁ,’ db, dksdéd, | dky de',  dky db’ . (l_E
dy dr T dy dr ' dy dr e Tay d& dy df . dy
dk, dey  dk. dm,  dkydby  dkgdd, = dky ded, = dky d¥’ dR
ARy dey | Ghndm | GRy LY | GO T8, W e = —
dad' dt e dt T dad dr " dd ar  dd de ' da’ 4t~ dd
dk, de,  dk.dm, dkydb,  dkgdd, dkadd, dkydd _ AR
T s i d Tad & T de & e d  de
D dR, de, dE.dm,  dky d8,  dkeds, = dky dr,  dky d¥ dR

AT Ek Ak Ty & &y

1. intégration de ces équations donnera les valeurs des éléments a,
e, Y @'y €'y P’y £gs Moy Oos e, My, 6, en fonction du temps, lesquelles,
étant substituées dans les équations (19), donneront les valeurs des
coordonnées de la Lune qui satisferont aux équations (3).

§ VI

Réduction des équations précédentes aux formes canoniques.

Les six quantités k., &s,... étant chacune fonction des éléments a,
? 9
e, 7, a', e, v, les six premieres des équations précédentes donnent
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immédiatement
dk, _dR  df, _ dR

& & A& dm
Nous pouvons, de plus, déterminer les valeurs des éléments a, e, ¥,
a', ', ¥, en fonction des quantités k., k., ky, ke, kb, ky, et ainsi,
dans les expressions (28) et dans la valeur de R, remplacer celles-la
par celles-ci. Si donc nous multiplions la septiéme de ces équations
ar 22, 1a huitiéme par Z,..., la douziéme étant multipliée par o
par zz» 1 par o pli¢e par —-
et, si nous ajoutons les produits ainsi obtenus, en remarquant que la
théorie de la différentiation des fonctions inverses nous donne
dk. da + dk, de & dk, dy 4 dk. da' dk, de’ dk. dy' .
da dk, " de dk, " dy dk, ' da' dk, ' de dk. ' dy’ dk, 7’
dk da 4 dk.. de dk dy dk. da’ df. de’ di. dy'
Tadk, T de ak v @ ak T ad ar. " @@ k. ay' dk.

nous trouvons

de, 4R
dr — 7 dk,
De méme nous avons
dr, dR dé, dR
& T dk; dr T dky

Les équations (28) peuvent donc se réduire 4 la forme canonique

i dk. __ dR dey dR
[ @ —de,’ &~ dk’
db, AR dr, AR
de  dm, dr  dk’
dky _dR  do, _  dR
dr — de," df kg
(29) 3 :
dhy _ R -y dR]
dt ds, de — dis
dks  dR dr, . dR
Vodt —:17:'0’ de — dky
H
| dhky AR d¥, _ dR
Ve T 48, de T dker

RO
—_

Tome XVI {2¢ série. — Novemsre 1871.



- 346 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

En tirant ces équations des expressions (1g), il n’était pas nécessaire
de considérer la signification spéciale que nous avons donnée aux élé-
ments ¢, 7, 9, ¢, ', §’. Par conséquent, nous pouvons supposer ces
éléments remplacés par d’autres sans altérer notre analyse. Par exemple,
nous pouvons substituer un nombre quelconque des éléments sni-
vants pour un nombre égal de ceux que nous avons choisis, c’est-
a-dire :

Les anomalies moyennes du Soleil et de la Lune;

Leurs distances moyennes du nceud de I'un ou de Pautre;

Les distances de leurs périgées de I’un ou Pautre noeud;

Ou, enfin, toute fonction linéaire de ces éléments.

Comme toute substitution de cette sorte conduit & des formes simi-
laires a (29), il s’ensuit qu’il y a une infinité de formes canoniques
comme celle-ci, chaque systéme de variables ayant son propre systéme
d’équations canoniques. En effet, c’est ce que nous pouvons conclure
des équations (29) elles-mémes. Car déterminons les six éléments
L, 1y Ly L, 1, I, ATaide des équations

[ P ld‘*‘Pz‘lz'*‘Pals -+ pal4+l’5[5 +[)elo == &g,
q;ll+92[2+(]als+(lal4+QSls+%ls = Ty,
) rli4ral+rly - r by - gl ++ gl = Gy,
Soly+$aly + $5ly + 5,1, + 5505 + s5ly =€),

t‘ l‘ -+ t2l2+ t3la + tgl‘g + 15[5 + t5[6 :T;O,
i+l ugly - uly+ ugly + gl = 6,

P» ¢» 1y ... étant des constantes quelconques dont le déterminant ne
s'évanouit pas. Posous, de plus, :

ey = pihe + qibig + roky + S ke + 8 ky + uyky,
(3‘) Cg = 1’2/!‘5"’— qu‘qg + l‘l_) Ae "*‘ 52k5’ + t2 A.ﬂl + ll2 kﬁ',

..... R A R N R I

Co = Peke 4+ qoky + roky + Sohe 4+ ok + re by .

Multiplions la premiére des équations (29), & gauche, par p,, la
deuxiéme par ¢,, la troisiéme par r, et ainsi de suite, et ajoutons-les:
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nous aurons 7

dy _ 4R dR__ 4R 4R 4R dR_ IR
P T g, Thig tSign thgr Ty =g,

De méme, uous aurons

de, dR de,  dR

T dn’ dr T dn’

. dl -
Pour obtenir les valeurs de —, supposons que nous ayons tiré des

équations (30) les valeurs de [, ,,... en fonction de ¢, n,,.... En
nous rappelant I'égalité des deux déterminants quelconques dout les
lignes horizontales de 'une sont identiques avec les lignes verlicales
de Pautre, il est facile de voir que si nous mettons les valeurs de /,,
l,,... ainsi obtenues, sous la forme

l,=P,eg+Q,m+ R, 0, +8,¢, + T,n, + U, 0,
l2=P280+Q2ﬂ0 +R290+525'0 -+ T27T'0+U26'0,

@98 8 04t e e N0 e e0ieWEese -1 soR LT ralsasetsT sy

Is =Poe,+ Qemo + Ro 0y + Se &y + Ty + Ug by 5

celles de k., k,,..., obtenues de la méme maniére des équations (31),
seront

‘IEE=P|C| +P202—*' P303+P4c‘+p505+P6 Co,
kr=Q, ¢, + Qe+ Qs C;+ Qici+Qscs + Qe 4y

T I R R N I I I A A R R A R R R N I R RN

‘k(yz U| ci -+ UQCQ—‘I— U3 63"'— U4C;+ U505+Ug CG.

Donc, nous avons, en opérant conime précédemment,

di, __dR dh__dR
dt —  de,’ - ’

dt dc,

Nous pouvens doue remplacer les équations (29) par celles qui
e
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suivent
((de, 4R di, _ 4R
dr — dl,’ 4t T T de
de, dR dl, _ _ dR
(32} dt - d,’ df | de
'de, _dR dl, ___ dR
\di — dl,] dt  de

Pour plus de clarté, récapitulons les résultats auxquels nous
sommes arrivé. Nous supposons qu’on soit parvenu i exprimer les
cordonnées x, ¥, 5,X, Y, Z sous la forme

= 3k cos(a + bt),
y = 3k sin(a + bi),

== 3¢ sin(a’ + b't),
X = ZKcos(A + Bt),
Y = ZKsin (A + Be),
Z = 3G sin(A'+ B't),

ouk, e, b,b,K, G, B, B sont des fonctions des constantes arbitraires
a,e, vy, d, e, 7, eta, «, A, A" sont des fonctions linéaires a coeffi-
cienls constants et entiers des six arbitraires {,, 1, 4, L, s, L,
desquelles dépendent les positions moyennes du Soleil et de la Lune,
de leurs nceuds et de leurs périgées 4 I'origine de temps. Nous avons,
pour chaque coordonnée, une série infinie de termes, lesdites fonctions
étant différentes pour chaque terme. Alors :

1° Pour chaque terme de x, formons le produit

my my .
——_ pk*,
my ~ my

gue nous représenterons, pour abréger, par £,. Pour chaque terme
de z, formons le produit

I mam,

! 2
—— 2 bet=c,.
2 1y - my b
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Pour chaque terme de X, formons le produit

ﬂnzz+ msy) BK? = K

m; -+ m, 4+ my Lt

Pour chaque terme de Z, formons le produit

meem o
ﬁm—*’_ﬁml BC2=C,.
2° Multiplions chaque valeur de k, par le coelficient correspon-
dant de /, dans I’expression qui donne « en fonction de {,, L,,.. . Mul-
tiplions chaque valeur de ¢, par le coefficient de /, dans «'. Multi-
plions chaque K, par le coefficient de /, dans A. Multiplions chaque C,
par le coefficient de I, dans A’. Ajontons tous les produits ainsi
formés, en appelant leur somme ¢,. De méme, des coefficients de /,
forment la valeur de ¢,, et ainsi de suite pour les six éléments.
3° Dans lexpression de R, remplacons les six éldments a; e, 7,
a'y e,y par les six nouveaux éléments ¢,, ¢,, €3, €4, C5, Cs. Donce, les
valeurs de celles-ci sont données par les équations

de; _dR )i _  dR
dr T dl;’ dr 7 de

Les valeurs des douze éléments ¢,, ¢.,..., I, Ly,... ayant été déter-
minées & P’aide de ces équations, nous pouvons en déduire les valeurs
des éléments a, e, 7,..., qu’il faut substituer dans les expressions (12),
pour avoir les coordonnées de la Lune. Mais, si nous opérous ainsi
sans rien changer, nous nous trouverons embarrassés avec des termes
qui contiennent le temps comme facteur hors des signes sin et cos.
En effet, chaque terme de R étant de la forme

heos(A + bt),
b étant fonction des éléments ¢, ., Cy,..., il sTensuit que, en difté-
rentiant par rapport & ¢;, chaque terme de R donnera, dans Ia valeur
de %,- le terme
/zt;ii-sin(A -+ bt).
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De plus, chaque terme de v, r, 8, ou de x, y, z étant-de la forme

k(A + be),
€os
il s'ensuit que, lorsque nous substituerons pour b sa valeur en une
série de termes de cette forme; cette valeur, étant multipliée par ¢,
produira des termes de la méme forme que ce que nous avons signalé.
Nous allons montrer que ces deux sortes de termes se détruisent mu-
tuellement, -

Pour cela, nous nous rappellerons encore une fois la forme géné-
rale & laquelle les expressions pour les coordonnées de la Lune
peuvent se réduire, c’est-a-dire une série infinie dont chaque terme
est de la forme

(33) b5 (G Do da D Tk - D + To o),

chaque A étant de la forme
(34) >‘i = li -+ bi t,
et chaque b, ainsi que £, étant des fonctions des six arbitraires ¢,,

Cy..., Cq. Si I'on différentie I'expression (34) de };, en y regardant /;
et b; comme variables, on a ‘

dy;,  di; db;
(35) ;{—t-:a?—{"tz;%-bi,

. db; I
et il faut montrer que le terme £ — est détruit par les ternresque nous

venons de signaler dans

di;
7 Chaque terme de R est de la forme

R =lkcosN,
N=i 4 da kg + kg + igds + I5 ds + g kg + mit,

m étant fonction des élémentsde la planéte, qui ne contiennent pas les
quantités que nous cherchons; 4, A,,... étant des fonctions de ¢, ¢y5...,
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dR .
la valeur de =, contiendra les termes
i
dR d), - dR d), I dR d)
~ IT).‘ ;L‘: d-—lz dt’; o [113 dc;
Mais ]
dR . .
= b A sinN,
dR . .
) =l ksinN,
dR . .
.= s hsinN;
et
D _  db,
de; d-c,-,
d}, ¢ db,
de; de; ’
.......... ,
dls dbg
de; de;
. ar. , Y di;
Par conséquent, la valeur de — —; c’est-a-dire la valeur de = Cun-
(4

tiendra le terme

di;, (. db | . db, oAb g
(7;_(1476‘_—i—zga—l—,..—l—zeza)tbsml\,

b; étant fonction de ¢, c,...., nous avouns

2= \wa T omaeE T o oa@

dbi db,‘ dc, ([b,' (IC; dbi IIC‘
de dr et )

Mais, pour chaque c,

de; dR _ dR -
-&?—d—G'—Ji}-————Ij}ISlnN-

par conséquent

¢ db,' . (. :{& . db;

. (lbi o
== o et d—ﬂﬁ)tbsmﬂ:
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Les termes de 4 ui sont multipliés par le temps ¢ hors du signe
. dt q. p l‘ g p g

siiz ou cos, sont donc

&y . (db,  db
Z M\ T e

db, db; . [dbg dbg\ A
0 (;lz —_ Egg) s nk ! (-d—c, — ;l;;)]b[ sinN.

(36)

~

-}

Maintenant, nous allons montrer que, pour toute combinaison des
indices { et j, nous avons

(lbi db.l o

d{,'j dc,‘

Ce théoréme provient de cela, que chaque /; se lie invariablement
avec sa propre b; f, et que ¢ wentre point daus les valeurs des coor-
données qu'autant que son produit par b; se joint a4 sa correspon-
dante [; pour former la valeur de A;, dont les coordonnées sont des
fonctions. Abordons notre probléme par une autre voie, et considé-
rons que, au lieu de former les équations (2), qui donnent les coor-
données en fonction des constantes arbitraires et du temps, nous
ayons formé les dix-huit premiéres intégrales qui donnent les dix-huit
constantes arbitraires en fonction du temps, des coordonnées des
trois corps et de leurs dérivées premiéres par rapport au lemps. On
sait que les équations (6) pourraient alors se remplacer par celles qui
suivent. Posons

a d _2 1 (da da' +da flfi_k da.dd'  da da’ de da'  da da’)
[ K ]_” m\dE; dE; ' dn; dny o db; dg, — dE, d;  day du dg; dg;

Nous avons alors, au liea des équations (6),

da,-

dR dR dR
-t_l? :[(l“ a[]a—[{l -+ [(12, ai]ga—z +[(73, ai]l?tl—;—i- wes

En opérant ainsi, il faudrait arriver au méme résultat que celui
auquel nous sommes arrivé actuellement, de sorte qu'en choisissant
pour constantes arbitraires €,y Cayeers Cos iy L2yee-5 Ls, nOUS parvien-
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drions aux ¢quations ( 32). Par conséquent, nous avons pour toutes
les cnmbinaisons de ces <douze éléments

[lz'a ci:l =1,

tan:is que toutes les autres combinaisons s’évanouissent identique-
ment.
Comme nous avons

z . g N o N ) 5
&is iy Gireee —f(cn Cayeevs Cor Rpy hageees ho)e

il Sensuit qu’en formant les intégrales premiéres dont il s’agit, en ti-
rant les valeurs des constantes arbitraires des équations (2), ces iuté-
grales seraient de la forme

Cy = G, llz‘l’«_bi t,

€ =0, bL=1{2— hyt,

e ey e e e e e e

Ce = Qo lo=%~—5ct,

o et ¢ étant des fonctions des coordonnées qui ne contiennent pas le
temps. Nous tirons de ces équations

[l e1=[86 ] — 100 4]

Nous avons vu que, pour toute valeur de i différente de j, cette ex-
pression s’évanouit, tandis que lorsque j =1, elle se réduit a Punité.
Cest-i-dire

(37) [4iy 95] =05
4 moins que uous n’ayons j = i, auquel cas
(4o @] =1-

Considérons maintenant la combinaison [L; L]y qui, comme on
sait, s’évanouit pour toute valeur de i et j. Nous avons

[l G]= [0 41— £110s 41— [0 @] L+ 2] bs. ij-M
(K

Tome XVI {26 série). — NoVEMBRE 1871,



354 ¥ OiIRNAL DE MATHEMATIQUES

Cette expression étant identiquement zéro, il faut que le coefficient
de chaque puissance de ¢ s’évanouisse; par conséquent

(38) [0 471 —[85s di] =0
Mais b;, b; étant chacuu fonction de ¢, cy,..., ¢s, NOus avons

db; db; db;
[Bis gl =100, &) 77 +[90s il 77 + -+ [000 il

db; 2b; db;
(6 $:] =0, $:1 7 =+ [¢2s ‘Pi](gc—:'l-----*‘['?m ] 7

En ayanot égard & (37), et en se rappelant que [¢;, ¢;] = — [9;, ¥:],
ces équations se réduisent a
db;
[Bss 4i]=— e’
db;
(8 b:]=— jcf 7

Par conséquent (38) donne

db;  db;
3 - — — =o.
( 9) dc,- dL‘j
C. Q. F. D.
’ : ? v e 1 dR . tll;
Il s’ensuit qu'en formant la dérivée —— pour obtenir la valeur —

que nous devons substituer dans (35), nous pouvons supposer &,,
f4,...» b constants, en ne faisant varier que %, pourvu que, dans les
expressions pour les coordonnées, nous remplacions I'angle variable
A + bt par A + fbdt, ou pourvu que nous posions

)‘i E=3 li —|—fbi('lt.

Ce résultat peut s’exprimer sous la forme élégante que M. Delaunay
a adoptée daus sa Théorie du Mouvement de la Lune. Si nous prenons
Ay Agye.ey Ag pour variables au lieu de [, L,..., /5, les équations se
réduisent &
de; _ dR dX R

([IO) Fi_dl,-, —(E.:——-;l—a—l-,/,
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Les équations (39) montrent qu’il y a une fonction de ¢,, ¢y,..., ¢
dont ’expression différentielle

b,de, + b,dc, +. ..+ b; de;

est la différentielle exacte. Soit © cette fonction, nous avons

de
bi— ZL;

Si nous substituons cette valeur de 3; dans les équations ci-dessus, et
sl nous posons
R'=R — 0,

nous aurons, en faisant attention 4 ce que © ne contient pas Ay, Ay,

dc; dR’ d); dR’

dt — dy

9 — T e e——

dr ~ de;

Telles sont les équations les plus simples et les plus générales pour
les variations des éléments du Soleil et de la Lune, qui sont dues ala
force perturbatrice d'une planéte. Toutefois R’ ne s'évanouit pas avec
la force perturbatrice, mais se réduit i la fonction — @, qui est fonc-
tion des six éléments ¢,, c,,..., c;.

Nous nous souvenons de ce que nous pouvons choisir pour les va-
riables 1,, A,,..., A; des combinaisons linéaires quelconques des lon-
gitudes moyennes du Soleil et de la Lune, des longitudes de leurs
périgées, et des longitudes de leurs nceuds, et que chaque combi-
naison, ainsi choisie, a son propre systéme de valeurs de ¢,, ¢,,..., c,.
Ayant conclu les valeurs de ces douze variables en fonction des con-
stantes arbitraires et du temps, nous tirerons les valeurs de a, e, 2
a, e, v,s 6, ¢,n, §, qu'il faut substituer dans les expressions
des coordonnées du Soleil et de la Lune.
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§ VII.

Nous nous proposous, avant d’aller plus loin, d’éclaircir ce qui
précede, en formant les fonctions dont il s’agit avec une approxima-
tion suffisante pour le premier calcul des inégalités dont il s’agit. Nous
calculons les fonctions k., kg,... jusqu’au terme du quatriéme ordre
en e, 7, m, €, 7, ce qui équivaut  tenir compte de tous les termes
de Pordre de la force perturbatrice de la planéte multipliée par le
carré de la force perturbatrice du Soleil. Nous nous abstenons de la
présentation des détails du calcul par lequel, des valeurs des coordon-
nées polaires de la Lune, données par M. Delaunay, nous avons
déduit celles des coordonnées rectangulaires x, ¥, z. Nous remarquons
seulement que, dans ce caleul, il ne faut pousser Papproximation du
coefficient de chaque terme qu'autant qu'il est nécessaire pour donner
le carré de ce terme exact aux quantités du quatriéme ordre.

Les valeurs actuelles des expressions (19) peuvent se conclure du
tableau suivant, ot se trouve, pour chaque-systéme de valeurs de
i, #, i, ", i, i¥, la valeur correspondante de k et de &, et pour chaque
systéme de valeurs de j, j',... la valeur correspondante de c et de &'
De ces valeurs, nous déduisons sur-le-champ les valeurs de b&* et de
Ld'¢?, qui se trouvent & droite. De ces expressions nous formons les
termes de k. qui dépendent des éléments de Ia Lune par le procédé
du § V, qui est assez simple.
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T U LA L A k=a=x b=nz b= a’nx
{ o o o o o r—y*—y”—-’-e’—ie‘ 1 1—27"’—2'/’2—e"+2—e‘
2 64 30
I 1 ' } -
+ Py Eez-y"’—f— ;e"y’z 4Py 4 gy 2y 06t
.
-+ _£_23_Ig?_2 "2 —+ _.i_.sis.’.(_)2_5(3”
6 384 2 192
5 37, 2 .\ .
A e i ) m? +-—7.-7‘+-,-7" mt
192 g6 3
1459 . 1591
4+ ——m’ - —=mn
2304 1159,
3 " 1 , P
2 —1 o o o o +—e—~—-e;’—-c'y"’———e",'" 2—37)12 582—627‘-—(’)7"—713‘
4 i
I "
+lem2 +—9-e"‘m'
24 48
3 ., 5 . 3 2! ,
0 I 0 0 o0 of——et+-epP+=eyt+zem’ —m? 27 e2m?
2 2 8 4 16
3 —q 3 27 o
—2 0 0 0 0|4+ =€ 3 =€
8 64
1 X
—1 2 o 0 o 0| =g —1 — e
8 64
I 0 o I —I o _-?:g'l)[ I g ety
. 9 4
I o o—I 1 of|+Zem I 9 enpp
2 4
~1 0 2 o0 © o049 —1 -7
3 27
3 o o—2 o o +=m 3 - m’
16 256
19, 361
—I 0o o0 % o o{-——=m — —
16 I 2506
15 25 .
2 1 0~—2 0 0]+—emn 2 —e'm’
16 128
5
0—I 0 2 0 o —-4—em v 0
16
13 2 nyf2 I 2,02 I 12 ,,,2 15
—I o0 o o o 2/|9%—pyt—-e gim —1 —_
I 2
—210002-!—;87 —o o
12
0o—1 0 0 o 2}—=ey 0 o
I 0—1 o o 1 |—27y ! 499"
-1 o 1 o o 1]|-+a299y —1 vy
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I
! s v v . L et blcz = a’nz
F A A A A | c=ax Y=nxr 2
o—1I o o o/|+ay—ey—7y—4 7 Lom? 1 2.9%— 264 —2 9" —8 > ’2—1-272117’
—1—1 o0 o o]-+ey 2 4e*y?
t—1 o o o|—3ey o o
3 9 22
o 1—2 0 o|-zqm 1 357 "

1 2 s
o o0 o —I | —a2y'—oy¥y—ey—y"— -:,;-)r’m2 I 2y"2—2.6? ’2-—27"—47’7”—§1i1’7’~
o—1 | +ey 2 ey*
o —1 | —3ey o o

Les parties elliptiques de ke, kg,..., qui dépendent des éléments du
Soleil, peuvent se former de celles qui dépendent de la Lune, en
omettant tous les termes qui sont multipliés par m, et en accentuant
les autres termes. Pour exemple, formons 4; nous multiplions chaque
valeur de bk? et de L b'c® par la valeur correspondante de i, et nous
ajoutons tous les produits ainsi obtenus. Alors, nous multiplions la

m;

m - .
somme par ———- Nous trouvons ainsi
m, ~+ my

mym; a*n b3 a3 o\ . 895
——m2+m3[1+< ge —Z¢ *+37 )m "‘"2"8‘3’”]' )

Mais puisque
a*n®=—= m, -+ iy,

le coefficient de I'expression précédente se réduit &

mq
.
ar

Pour le Soleil, I'expression correspondante est

ml(mz + m;)
a7

Les valeurs complétes de k. k;,... auxquelles nous sommes con-
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duits sont

1 3 P S 895

an 88

bp= iy (-—- L ——ge -+ 35;74 e*m )

an 2
ky = ”::’3 (_ 272 -+ 8272 . 5_3 72”12
my(my =+ my)  mymy 225 . 97
T I e |
kpy=— — —-m‘("Z:%)( e’2+86")

Ii(.)l — m, (ms -+ my} (

2 ;2 I°
—— — 292+ €%7y?)

! -+ ”—I;Zla ( 27’2+ Lyry? 4 ety + 5 m’y")

Nous voyons que les termes de ks qui contiennent les éléments du

Soleil sont plus petits que ceux qui contienuent les éléments de la

m, an® R \ . .
———: c'est-a-dire environ
3mya nd

Lune, dans le rapport approximatif
P'unité divisée par 10000000000. Nous voyons aussi que &y ne con-
tient aucun des éléments de la Lune dans les limites d’approximation
auxquelles nous nous sommes bornés, tandis que, dans la valeur
de ky, les termes dont il s’agit sont moindres que les autres dans le
rapport approximatif 1 : 1 000000. Ces termes sont, en effet, du méme
ordre de grandeur que les perturbations du mouvement du centre de
gravité de la Terre et de la Lune qui sont dues aux dimensions du sys-
téme, et que les géometres ont trouvées insensibles. Par conséquent,
.nous pouvons les négliger dans 'approximation actuelle. Nous avons
donc, au lieu des quatrieme, cinquiéme et sixiéme des équations (28)

dhe _ dkys da’ dky de* dk. d-y dR

dt  da ar ' de dr  dy de a7

dky dko da’ dks de’ dks dy' B
(42) T wmatww T w =

dky dky da' + dky de' dky dy' dR

A T A A w T Ay a T W

, . . da'  de dy’
De ces équations nous pouvons tirer les, valeurs de —, — et

at’ dt ar
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pot les substituer dans les trois premiéres des équations (28). Par
transposition de certains termes, celles-ci deviennent, en omettant les
termes que nous avons trouvés insensibles,

dk. da  dk de dk. dy _ dR dk, da' dk, de'

\WETEZ+Em_Z—EE—WE’
A5 dk- da - dk; de + diz dy _ dR dk. da'
A3 ?EET%m M dw A&

d“rj da . dAg de dﬂ'a d'y . dR (l,x‘,', da’

\da @t T de d&r  dy & A9 dd 4

, ) . da de dy
De ces équations nous pouvons lirer les valeurs de —, — et <0
de’ dt dt
de méme que des precédentes nous avons tiré da’  def e @
' q P dr’ de . de

Pour plus de symétrie, nous prenons le logarithme de a comwme
variable, au lieu de a. Posons

e =loga, o =logd,

ce gui donne

di 1 dk  dk dk

I
da  ade dd @ dod
Si nous différentions les équations (41) nous trouverons facilement

dke  m{ma 4 m;)

dr 2a'n’

dks o

de —

dks o

dy’ T

dkr my(me+~m;j v, X
—,~=— -—l(f& —6"-!—-—‘(2"' 2
dx a'n 4 16

dks e (my - my) X

—_ = — L,,——“(e'—!——@"’ ?

de’ a'n 2

b

a7 = 0,

fM’o" — ml(m‘zl:l"‘ ms). _ 7/2+ I e 712 .
d an 2

dl.-,,’: _ 26'7'2 m,(m,,—}l— ms),

de a'n

kg my (mz + my)

(— 4y +2¢27).

dy’ an’
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Substituons ¢es valeurs dans les équations (7), nous tirons par
Pélimination

de’ adn dR

T m(my—+ m;) &’
de’ an - v, 1 a\dR 1 1 N\dR
:5=mnzmmu—ze+se%ﬁ+(—?+;%$ﬂ’

(44) \ '
dy an T, T ,\dR
;E_lll,(ln,+ln3) —EY(I—*—EG ):i_ET
1, dR X .\ dR
‘ fEVk‘f?‘r«/<‘+ae>zf@]'

Ces équations sont en effet des développements des équations
usuelles et bien connues pour les variations des éléments elliptiques

de P'orbite d’une planéte, et nous pouvons y substituer, pour les coef-
dR

" . dR dR . A .
ficients de “—r» = el - les valeurs rigoureuses de ces mémes coef-
di * drx di

ficients, que nous pouvons obtenir avec facilité par la différentiation
des expressions qui donnent les valeurs de X, Yet Z en fonction de
Panomalie excentrique.

Maintenant, si nous différentions les trois premieres des équa-
tions (41) par rapport 4 &, e, 7, €t si nous substituons les valeurs

de %, (ll;, ..+ dans {43), nous tirons les valeurs de %, .+ que voici
da 2an ,, o 1006
= m[l—!— (% -+ %e' — o7 + % 3'2) m? — 2882 m‘]
dR dk. d«' dk, de’
@—ﬂz"ﬁz)
_ e (an gk at) | Senw(dh g o)
2 mym \ dr dz’ dt) amymy\ df dz drc )’
de ane 1 . 3289 L\ [dR dk, d' dk. de'
1BY ( 7 2,”2”13(1—-—1-6 ——gg_m )(I— a7 di d7_¢_lt-)
(4 ) ﬂ an T o, 1171 o\ [dR dk. d<
_ I— —-€ —l——-—-!ll') —-— — 7 7’
mying € ( 2 192 / ((l‘n dz de )
dy an< I . 383 L\ [dR dk, d=' dk. de’
= e— ( - e —= i )(————’—;———‘——,-—')
dt PN 90 de dz' dt de’ dt )
ang [dR dl, dz'
- 2mgm3(g L 717)
- un T o, 53 L\ [dR dky do'
- 4711111113(1—‘_ ;e - ;5—2-"2 )(Tig T dd _(_l;)

Tome XVI (2° série}. — NovEWBRE 1871, 4()
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De méme, nous tirons des septiéme, huitiéme et neuviéme des équa-
de, dr d8 .
tions = 7 et Si < és-pe-
(28) les valeurs de a' @ ©t - Sinous négligeons les trés-pe
tites dérivées de ko, ks et Ay par rapport aux éléments a, e, 7, nous

trouvons, en ayant égard 4 la transformation (4o0),

ds _ 2an 7.9, 2y T\ 2. 10067 TR
[F=1= [+ G+ §or— v+ Ze¥) me - gl | 2
ane 1 o 3289 ,\ dR
S S (l At ) -
any ] 383 m? dR
(46) +2m2m3( +re g mt) oo
dr ___ 3anm* dR an I, 1171t L\dR any dR
] t_"‘+2m,_mgz+m2mse(1_§e + 192 iy by 2mgm, dy’
Ldb 6 3anm* dR an ot 53 e 4R
\‘ ' amam, dz + Lymy m, 2 192 dy

Les valeurs de n w, et 0, sont, au degré d’a roximation auquel
P | 1 ?
nous nous sommes 3I'I‘été,

X 3
2

n = (m, 4 my +m,) a 2,

T= mn (2—%3’+%e’2 672 +—225m+478 )
3 3 213

—_— 2 = 32,9 12___ 2__ 9 27 2.

6, = mn<4+2e +er—Zyp— Lm0 z)

dB. dB. dR
De plus, en prenant les dérivées —— il il ne faut faire va-

rier ces quantités qu’autant qu’elles sont contenues dans les coeffi-
cients des divers termes, hors du signe sinus et cosinus. Mais il faut
considérer les valeurs de n, =, et 0, comme affectées par les variations
de @, de e et de y, dont ils sont des fonctions, variations que nous
tirons des équations (45).
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§ VIIL.
Sur la forme de la fonction R.

Appelons p,, p,, p; les distances de la planéte au Soleil, 4 la Terre et
a la Lune, respectivement. Nous avons donc

m,m mym mym
R

Nous avons supposé que I'on exprime la fonction R comme il suit,
c’est-a-dire que les coordonnées de la planéte sont exprimées comme
fonction du temps simplement, tandis que celles du Soleil, de la Terre
et de la Lune sont exprimées en fonction du temps et des dix-huit
constantes arbitraires du mouvement de ces trois corps. Donc py, p2, ps
et, par conséquent, R deviennent fonctions de ces mémes arbitraires
et du temps. Appelons a 'une quelconque des arbitraires. En diffé-
rentiant I'équation précédente, nous avons

dR m, dp, m, dp; m; dpg
da — 4 pi da E da p; da

R=

Conformément 4 la notation du § Il, nous avons

P‘f: (gs - gi)2+ (7)4 — )+ (gi - ;4)?"
ps= (& — &)+ (ns — m2)* + (Es — &)
ps = (& — &) + (n. — ns)?* -+ (8 — &)

Nous avons montré, dans le § III, que nous n’avons pas besoin des
dérivées de R par rapport aux coustantes qui fixent la position du
centre de gravité des trois corps. Par conséquent, nous pouvons
prendre ce centre comme origine des coordonnées. En opérant ainsi,
et en faisant usage de la méme notation que celle des équations (8),
ces équations deviennent

o7 = (B — WX + (ny — Y P+ (5 — WZ),
p3=[&+ (1 — p) X+ pxP+ [0+ (1 — p) Y+ pyP
+[E+ (1 —p) 2+ p2]?,
pr=[&+ (1— )X+ (1 —prP+[n+(—p)Y +(—p)gF

+[C+ (1= Z+ (1—p) 2] 6.
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La constante arbitraire a n’étant contenue que dans X,Y, Z,
x, ¥, %, nous avons, pour chaquep,

dp dp dX .
de — dX da T

. . . . cepr s 2 g s
Si, aprés avoir effectué la différentiation de p?%, p2, p? par rapport a a,
nous représentons par

les coordonnées de la Terre relativement au Soleil ,

Lay Far Bz
Xgy Juy 23 » Lune » »
Lsy Yir 25 » planéte » »

ce qui donne
?;'5—?:,:.%'_;, s — N =]’J, §,— &y =z,
%4—§2=xt—x2a N — N2=JFs —Fa Es—Co=23; — 2,
E, — & =2 — X3y, M—M=Fi—Fs i —Cs =2, — %5,

nous trouvons

dp, ch
P«da—““"’x!sda P.ﬁ — g
X dx]
(’2 = (2, — Z») (I— )t,,,, + dZ

+ (73— 72) "‘P-)E‘*‘Hda

|
=
SIS

+
=
Ny

3 n dX —-da:
ps-"—=(x‘—-xa>[r—m-—-(r—-pm

. X dR ]
En substituant ces expressions dans la valeur de —? ous trouvons

M= D m S+ ma—p)? e
(47)( iy Z [mzp T m3([ — P-) ay— .z'i] %’



PURES ET APPLIQUEES. 365
le signe = indiquant la somme des expressions que nous obtenons en
mettant successivement X, Y, Z pour X, et x, ¥, z pour x.

Considérons la quantité

2 Ly

axr, — @y x.
m, o + Wy ———>

2 Ps

dont le produit par (1— p') se trouve dans cette expression. Puisque
les différences x, — a,, p, — ps; sont trés-petites, nous pouvons
développer cette derniére quantité en une série trés-convergente.

. . Ty — Xy . .
Puisque le premier terme m, —— est une fonction des coordonnées
2

de la Terre, multipliée par la masse de cet astre; et, puisque le dernier
terme est la méme fonction des coordonnées et de la masse de la
Lune, il s’ensuit que leur somme, développée aux termes du premier
ordre, sera la méme fonction des coordonnées de leur centre commun
de gravité multiplié par la somme de leurs masses; c¢’est-a-dire que nous
avons, aux quantités du second ordre prés,

Ty — Xy Ty — X
my ——— + ing = (my + my

2 ES

P2 3

en représentant par p la distance de la planéte au centre commun de
la Terre et de la Lune. Nous avons posé

B e m)
ce qui donne
(my+ my) (1— ') =mp!.

. R . . dR .
En faisant ces substitutions, la premiere partie de T devient

d
X+ o) dX
mymp’ Y, (; - —P'—) =

Cette expression équivaut a

yd (e X4+nY +2Z 1
mymg - o ‘I—P ’
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pourvu que, dans cette expressmn, nous regardlons Xy ]“, z, et p,
commme ne contenant pas l’arbltralre a.

mg

y’ = mz—l—ma,

nous avons

mym
mz_’!_;s = my (1— ).

myp =

Le terme dont il s’agit devient ainsi

&y — TG &y — 2\ dz
myv — —-
! Z( P2 p3 )da

Dans cette expression nous avons posé, pour abréger,

Y= mying
- my -,
De plus, nous avons

pr=X+ax,+px)+ (Y+ 7+ 1) - (Z + 24 + pa),
pi=[X+z— (t—p) 2l +[Y+7y: = (1— Ry P+ [Z+2— (1 —p)2]".

Puisque x, ¥, z sont trés-petits par rapport a x; et X, nous pou-
vons développer les fonctions de p,, p. en une série convergente or-
donnée suivant les puissances de ces quantités. Nous avons ainsi, aux
quantités du premier ordre prés,

!

. 1}5 [£(X + x,) + y(Y+73) + 3(Z + 2],
;2 +‘°i‘—;—-”—)[x(x + a,) + (Y +74) + 2(Z + z:)]

(48)

?:.-l - :Pul -

L’expression dont il s’agit devient ainsi

dax

m‘vZP(X;x‘)[x(X,+x.)+f(Y+fa)+z(Z+z*)] Flda’
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En posant, de plus,
A=a(X+x)+7 (Y + i) + 2(Z + 2,),
rr=x*+y+ 2,

I'expression se réduit

m,‘v[—?’—w———l—m]a

2p% da 2p° da

pourvu que nous ne prenions les dérivées par rapport 4 a qu’autant
que cette arbitraire est contenue dans les coordonnées de la Lune re-
lativement 4 la Terre. Par conséquent, si nous posons

1w

'

. =Yy, + 2 2
(49) R'=mymp’ (‘;"‘X—‘_“"_"‘_’x b P{ . z‘> ’imsv (ﬁé‘ i)
1

nous avons

dR' _ dR
da — da’

pourvu que, dans le premier terme de R, nous regardions x;, 7, i,
py comme constants, et que, dans le second terme, nous regardions
senlement les coordonnées de la Lune comme variables. Par consé-
- quent, nous pouvons substituer R’ pour R dans les équations (45), (46)-
L’intégration de ces équations, en négligeant les termes qui sont mul-
tipliés par le carré et le produit des masses, sera bien facile dés que
nous aurons développé R’ en fonction des constantes arbitraires et du
temps. La formation de ce développement est un travail de calcul dans
lequel je n’ai pu trouver d’artifices d’analyse qui en facilitent I'exé-
cution. Par conséquent, je ne me propose pas d’y entrer dans le
Mémoire actuel.

Peut-étre on voudra bien me.permetire d’indiquer les avanfages
que, il me semble, cette méthode de calculer les inégalités dont il s’agit
peut nous offrir:

1° Les équations (45), (46), quoique pas rigoureuses comme nous
les avons écrites, peuvent étre poussées a tel degré d’exactitude que
nous voudrons, sans que nous soyons obligé de reprendre nos calculs;
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2° Nous pouvons, au commencement de nos calculs, pousser le
développement de R 2 tel degré d’approximation que nous voulons, et
j’espére qu'on parviendra 4 montrer qu’aucun terme au-dessus d’un
certain ordre de grandeur n’a été omis.

Mais, je ne fais que rendre justice au grand ouvrage de M. Delaunay
en disant que, en parlant de ses équations différentielles finales et en
y regardant ’action de la planéte comme ajoutant de nouveaux termes
a R, on parviendra 4 des équations du méme degré de rigueunr que
celles qui font 'objet de ce Mémoire. Cependant il ne me semble pas
inutile de montrer comment on peut arriver & des résultats semblables
par une autre voie.

o
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