JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

J. BOUSSINESQ

Etude nouvelle sur I’équilibre le mouvement des corps solide
élastiques dont certaines dimensions sont tres-petites par rapport
a d’autres; deuxiéme mémoire. Des plaques planes

Journal de mathématiques pures et appliquées 2¢ série, tome 16 (1871), p. 241-274.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1871_2_16__241_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1871_2_16__241_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

PURES ET APPLIQUEES. 241

maa VANV X AWM MV

wa

Esude nouvelle sur Uéquilibre et le mouvement des corps solides
élastiques dont certaines dimensions sont trés-petites par

rapport a d’autres ;

Piz M. J. BOUSSINESQ.

SECOND MEMOIRE.
DES PLAQUES PLANES.

Le but de ce Mémoire est d’établir rigoureusement, en partant des
formules de la théorie de I'élasticité, les équations générales de I’équi-
libre et du mouvement des plaques planes trés-minces, et aussi de
résoudre une difficulté, provenant de la différence qui existe entre
des conditions aux limites diles & Poisson (Sur I’équilibre et le mou-
vement des corps élastiques, aux Mémoires de I’ Académie des Sciences,
t. VIIL, 1829, p. 538), et d’autres dues 4 M. Kirchhoft (Journal de
Crelle, t. 4o, 1850, p. b1). '

Poisson et Cauchy ont tiré les premiers, des formules générales de
P'élasticité, celles de I'équilibre et du mouvement d'une plaque plane,
dans le cas particulier oti cette plaque, homogéne et isotrope, ne sup-
porte sur ses bases aucune pression autre que celle de Patmosphere,
antérieure aux déformations étudiées; mais ce n’a été qu’au moyen
d’une hypothése, consistant 4 admettre que les forces élastiques y sont
développables en séries trés-convergentes suivant les puissances as-
cendantes de la petite coordonnée transversale, de maniére qu’on
puisse ne conserver dans toute relation qu’un seul terme ou au plus
les deux termes des degrés les moins élevés. Cette hypothése, certai-
nement fausse lorsque la plaque comprend des couches de nature dif-
férente bien que contigués, est suffisamment exacte dans le cas d’une
plaque homogene. Elle a toutefois, méme dans ce cas, le tort d’étre
sealement vraisemblable et non évidente. Aussi M. Kirchhoff a-t-il
préféré, dans le Mémoire cité plus haut, admettre, comme avait pré-

cédemment fait Navier (Société Philomathigue, 1821}, que les petites
' 3r

‘Tome XVI (2* série). — Aout 1871.
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droites primitivement normales aux couches leur restent normales
malgré les déformations éprouvées. Quand les plaques sont isotropes
comme celles qu’étndie M. Kirchhoff, et plus généralement toutes les
fois que leurs bases sont des plans de symétrie de contexture, cette
nouvelle hypothése est suffisamment exacte, car elle revient 4 sup-
poser que les actions tangentielles exercées par les couches les unes
sur les autres sont négligeables en comparaison d’autres forces élas-
tiques développées dans le milieu; en effet, ces actions ne dépendent
alors que de I'inclinaison prise snr les plans des couches par les droites
qui leur étaient primitivement normales, et leor petitesse relative, dont
je démontre la réalité, entraine celle de I'inclinaison considérée. Mais,
lorsque la contexture est quelconque, les mémes actions restent trés-
petites sans que I'inclinaison des normales primitives sur les couches
soit d'un ordre de grandeur moindre que les autres déformations
éprouvées par le milien; ce qui montre que I'hypothése de M. Kirch-
hoff, en défaut dans ce cas, ne peut étre admise dans aucun, 2 moins
d’étre préalablement démontrée. Enfin, M. Gerhing, disciple de ce grand
physicien-géomeétre, a essayé [*], sur Pindication de son maitre, de
traiter sans aucune hypothése douteuse la théorie des plaques homo-
genes et de contexture symétrique par rapport 4 trois plans rectangu-
laives dont P'un est supposé paralléle 4 leurs bases; mais il s’est ap-
puyé sur des considérations cinématiques pareilles 4 celles dont
M. Kirchhoff s’était déja servi dans I'étude des tiges minces, considéra-
tions qui manquent de rigueur, comme je pense ’avoir établi dans
le Mémoire précédent.

Fai quelque espoir d’avoir été plus heureux, tout en ayant traité la
question 4 un point de vue trés-général. Je m'occupe de plaques
dont les feuillets ou couches superposées peuvent étre d'une nature
différente, variable en leurs divers points, et d’une contexture abso-
lument quelconque. Des équations connues de I’équilibre des corps
élastiques, et en admettant qu'une des bases de la plaque ne soit sou-
mise & aucune action autre que le pression atmosphérique antérieure
aux déplacements, je déduis les expressions, sous forme d’intégrales

[*] Dans sa Thése De @quationibus differentialibus quibus eequilibrium et motas
laminee cristallinee definiuntur, dissertatio inauguralis. On peut voir aussi cette ana-
lyse de M. Gerhing dans la Theorie der Elasticitat fester Corper de M. Clebsch.
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définies, des trois composantes suivant les axes de la force élastique
exercée sur les éléments plans paralléles aux bases : ces expressions
montrent que les deux composantes qui sont tangentielles ont des
valeurs trés-petites par rapport a celles d’autres forces élastiques, et
que la troisiéme est encore d’'un ordre de petitesse supérieur, circon-
stances qui permettent de les transformer de maniére 4 n’y laisser
paraitre aucun autre déplacement que ceux de la couche moyenne.
Les équations indéfinies de I'équilibre s’obtiennent en exprimant que
ces forces deviennent égales, sur la seconde base de la plaque, aux
composantes pareilles et connues de I'action extérieure qui s’y trouve
exercée par unité de surface. On les étendrait facilement au cas ou la
premiére base serait soumise, comme la seconde, 4 des pressions
données; car I'état de la plaque résulterait alors de la superposition
de deux états, dans chacun desquels une des deux bases ne supporte-
rait aucune action.

Les conditions spéciales au contour sont au nombre de quatre.
Elles reviennent a dire que I’'action totale extérieure, exercée sur une
bande du cylindre contournant comprise entre deux génératrices infi-
niment voisines, équivaut statiquement a trois forces, dirigées suivant
trois droites fixes, et 4 un couple, perpendiculaire au contour, dont
les expressions sont données par la théorie en fonction des déplace-
ments des points de la couche moyenne qui se trouvent voisins de ce
cylindre. En effet, si 'on meéne, par un point de 'une des génératrices
considérées, trois axes rectangulaires tels que le premier soit normal
au cylindre et le second dans le sens de la largeur ds de la bande, et
sil’on prend les composantes totales et les moments totaux, par rap-
port a ces axes, des forces extérieures appliquées 4 la bande, le der-
nier des trois moments sera de I'ordre de ds*, c’est-a-dire négligeable;
et ces forces équivaudront statiquement i trois composantes F, dfs,
F,ds, F,ds, appliquées respectivement le long des trois axes, &4 un
couple M, ds, normal & I’élément ds du contour de la plaque, et & un
second couple — M,,ds paralléle a la bande méme. Ce dernier peut
étre supposé composé de deux forces, M,, — M,, de sens contraire,
appliquées le long des deux génératrices qui passent par les extrémités
deTélément ds. Sil'on congoit une série de bandes contigués du cy-

lindre contournant séparées par des génératrices infiniment voisines,
3r1..
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les couples tels que — M, ds seront ainsi remplacés, sur chacune de

. dM, . N
celles-ci, par deux forces — M, et M, + — ds, qui auront, & cause

3 *. 7 r ’ -‘ dM’l f.4
de la solidarité des bandes, une résultante égale a —= ds. Cette résul-

tante devra étre jointe a la force F. ds, qui est de méme seus, et I'ac-
tion totale exercée sur une bande du cylindre contournant sera bien
réduite, par unité de longueur du contour, aux trois composantes

: dM,
Fo F, F,+—~etau couple M, normal au contour.

Poisson, ayant négligé de remplacer les couples paralléles au cy-
lindre contournant par des forces dirigées suivant les génératrices de
ce cylindre, et de fondre, par suite, leur effet dans celui de la compo-
sante F_, les a regardés comme représentant un mode d’action distinct
exercé sur chaque bande; ce qui lui a donné une condition de trop.
M. Kirchhoff a trouvé le premier les vraies conditions au contour; il
s’est servi pour cela d’une analyse rigoureuse, basée sur le calcul des
variations, mais qui présente I'inconvénient de ne pas éclairer assez
Pesprit en ce qu'elle ne montre pas'le sens géométrique des conclu-
sions anxquelles elle conduit, et qui d’ailleurs ne pourrait pas s'ap-
pliquer si les forces élastiques n’avaient point de potentiel, c’est-a-dire
n’étaient pas les dérivées partielles d’'une méme fonction par rapport
a six variables dont elles dépendent. Or il est douteux qu’a part les
cas des milieux isotropes et des corps assez voisins du zéro absolu de
température pour qu’on puisse y supposer I'amplitude des vibrations
calorifiques trés-petite par rapport aux intervalles moléculaires, les
forces élastiques aient un potentiel. La méthode des variations, dont
M. Gerhing, en se basant sur ce qu'elle avait pu seule donner les con-
ditions précédentes, a regardé I'emploi dans la théorie de I’élasticité
comme indispensable, ne vaut donc pas la méthode naturelle, consis-
tant dans investigation directe et libre de chaque sujet.

Le Mémoire se termine par I’examen du cas ol de grandes tensions
auraient été appliquées 4 la plaque antérieurement aux déplacements
cousidérés, et par I'étude de Pinfluence de la rigidité sur le mouve-
ment transversal des membranes. Cette influence est soumise & des
lois approchées frés-simples, analogues 4 celles qui concernent les
cordes vibrantes.
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§ 1. — Préliminaires.

Je me propose d’étudier d’abord I'équilibre, sous I’action de forces
extérieures données, d’une plaque mince formée de couches sensible-
ment planes et paralléles, et dont la contexture, constante ou assez
lentement variable d’un point 4 I'autre d’une méme couche, pourra
changer rapidement et méme avec discontinuité d’une couche 2 ses
voisines. Yadmettrai que tous les éléments plans pris dans la plaque
ne soient soumis par unité de surface, antérieurement aux déforma-
tions étudiées, qu’a une pression normale et constante, telle que la
pression atmosphérique, dont on pourra faire abstraction. Pendant
que les déformations se produiront, aucune nouvelle pression ne sera
supposée s’exercer sur 'une des deux bases de la plaque; mais des
actions diverses pourront étre appliquées 4 son autre base, ainsi qu’a
toute sa masse et sur son contour.

Je prendrai pour plan des xy d’'un systéme d’axes rectangulaires
des x, 7, z un plan intérieur a la plaque et sensiblement paralléle a
ses deux bases. Celles-ci auront pour équation, l'une z= —¢, et
Pautre z = ¢’, ¢, ¢ étant deux quantités positives, lentement variables
avec x et y, et dont la somme est I'épaisseur 2¢ dela plaque. J'admet-
trai qu’on ait choisi les z négatifs du c6té de la base qui n'est soumise
4 aucune action, et jappellerai P, P,, P, les composantes données,
suivant les axes, de I’action appliquée 4 'unité superficielle de I’autre
base.

On sait que les composantes suivant les axes N;, N,, N;, T,, T,, T,
des forces élastiques exercées, par unité de surface, sur les éléments
menés par un point (x, 7, z), sont des fonctions linéaires, sans termes
constants, des six déformations simples?d, g, qui ont pour expressions

du dv dew
Q. = — L= — — —
=g =g =0
(l) _dv dw _ dw du _ du dv
gfz——;z-f--ay’ 8oz = 7o+ = g_z-y—-z;-{—za

u, v, w étant les déplacements de la molécule qui a x, ¥, z pour coor-
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données primitives. Lorsque, en particulier, la contexture est symé-
trique par rapport au plan des xy, Ny, N,, N;, T, dépendent seule-
ment des troisd et de g,,, et T,, T, dépendent seulement de g,;, g.-.
Mais nous supposerons quelconque la contexture de la plaque.

Sil'on fait N;=o, T,=T,=o0, les expressions de N;, T,, T, ainsi
annulées, fournissent 3,, g,., 8., en fonction linéaire de 3, 3,, g,, et
N,, N,, T, deviennent de simples fonctions linéaires des trois mémes
variables. Nous admettrons que les coefficients d’élasticité qui entrent
dans ces derniéres expressions varient, tout le long d’une normale 2 la
plaque, proportionnellement 4 une méme fonction positive K de z, de
maniére qu’on ait _

N, =K(83; + 2, + ["gz)s

(2) ) N.=K(f,+ 16'137"*" ﬁ"ing)7
T,= K (73-1: + 7'31‘ + 'y”gxf) 3

nous admettrons aussi que les coefficients qui entrent dans les expres-
sions de ., g, 8. en fonction de 3., 3, g., soient constants le long
de la méme normale. 8, #', B, B,,..., 1" seront donc indépendants de z,
mais pourront changer avec x et y; nous supposerons au contraire
que la fonction K, variable, méme sans continuité, avec z, soit con-
stante ou trés-lentement variable avec x et y.

L’expression N, + N,3, + T,g.,, si l'on y substitue 4 N,, N,, T,
Jes seconds membres de (2), est positive quels que soient 3., 2, g,,.
En effet, d’aprés la formule (12 bis) de mon Mémoire précédent (sur
les tiges), I'expression plus générale

Nlaz -+ Nabr -+ Naaz + Tl gyz”i’T!gzx’l" Tl gx_r

est essentiellement positive chez tous les corps de la nature. Or,si 'on
y suppose N, =0, T,=T, = o, elle se réduit 2 N, + N2, + Ts &),
et N,, N,, T, prennent les valeurs (2). On peut donc poser, quels que
soient d, d,, Ly

(B + B3, + £gy) 0
(nbis') -+ (ﬁlax_'*‘ B'ib.‘f -+ ﬁ":gz:r) 2,
+ (7% +7% + Y 8ar) gy >0
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Nous appellerons K, la moyenne des valeurs que prend K le long
d’une normale 2¢ A la plaque, et, assimilant cette normale & une ligne
matérielle dont la densité linéaire, c’est-a-dire la masse par unité de
longueur, serait K en chaque point, mous admettrons que I'on ait dé-
terminé son centre de gravité et son moment d’inertie par rapport a
ce centre. Supposons que la plaque soit plane dans son état naturel,
c’est-a-dire que, dans cet état, tous les centres de gravité pareils de ses
normales se trouvent sur un méme plan que nous appellerons la
couche moyenne de la plaque. En choisissant la position primitive de
cette couche pour plan des xy, et appelant k une certaine quantité
indépendante de z, on aura

2ke®

gll 3” gl'
(3) f Kdz = 2:¢K,, Kzdz = o, Kz'dz = ——;

—-ﬁt' —E'

si la fonction K se réduit 4 une constante, les quantités ¢, ¢" seront
égales a ¢, et K, £ ne seront autres que K.

Nous aurons encore a considérer des fonctions ¢(z), ¢, (z) ainsi
définies :

(4) v@=J Rdy o(3)= Kzds,

dont la premiére, nulle pour z = — ¢, vaut 2¢K, pour z=¢", et dont
la seconde s’annule pour 2 = — ¢’ et pour z = ¢’. Ces fonctions sont
évidemment continues, alors méme que K ne le serait pas. Les inté-
grales [¢(z)dz, ¢, (z)dz, prises entre les limites — ¢ et &', peuvent
é&tre ramenées aux précédentes : l'intégration par parties donne, en
effet, si I'on tient compte de (3) et (4),

: ¢(z)dz= ¢"¢ (") —fizgo’(z)dz: 2K, e,
(&) o ' e :
e o & P -4 ‘: 3

[ eds=lse, @ — [ g, @de=— [ Rords =24

—E'

Occupons-nous actaellement des équations d’équilibre de la plaque.
Elles se divisent en équations indéfinies, applicables a tous les élé-
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ments de volume, et en conditions définies, dont les unes concernent
seulement ses deux bases, d’autres les surfaces, paralléles & ces bases,
sur lesquelles la constitution de la matiére varie brusquement lors-
quon les traverse, d’autres, enfin, la surface latérale ou le contour
de la plaque.

Appelons, au point (x, 7, z), p la densité, X, Y, Z les composantes
suivant les axes de I’action extérieure exercée sur I'unité de masse, et
nous aurons les trois équations indéfinies connues

(6) — =+ = +pY,

Sur les deux bases de la plaque, l'action extérieure exercée par
unité de surface est directement donnée, ¢’est-a-dire qu’on a

por z=—¢, T,=T;=N;=o,

(7)

pour z=¢", Ty,=P,, T,=P,, N,=P..

A la surface de séparation de deux couches contigués de consti-
tution différente, les déplacements u, v, w sont les mémes de part et
d’autre, et les composantes, suivant les axes, de I’action exercée sur les
deux faces de chacun de ses éléments plans, sont égales et contraires.
Ces denx conditions reviennent a dire que les déplacements z, v, w
et les forces élastiques T,y T,, N, varient avec continuité sur toute la
longueur d’une normale quelconque, 2¢, a la plaque.

1l reste & trouver les conditions spéciales au contour. Afin qu'il soit
permis de faire abstraction des particularités que peut y présenter la
forme ou la constitution de la plaque, ainsi que le mode de distribu-
tion des forces quiy sont appliquées, considérons une ligne matérielle
f(x, y) = o, située, antérieurement aux déplacements, sur le plan
des x y et  une petite distance du contour, et prenons pour surface
latérale de la plaque le cylindre décrit le long de cette ligne par une
paralléle a.Paxe des z. Le contour fictif f(a, y) = o se composera
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généralement d’une courbe fermée extérieure, que nous supposerons
décrite en tournant dans le sens des & positifs vers les y positifs, et,
si la plaque est percée en divers points, de plusieurs courbes fermées
intérieures, que nous supposerons décrites en sens inverse. Soient ds
un élément de ce contour au point quelconque (x, y), dx et dy ses
projections sur les deux axes des x et des y : les cosinus des angles

dz d .
2;’ %ret si ’on appelle &

I'angle, variable de zéro 4 2x, que fait avec les x positifs la normale

que fait cet élément avec les mémes axes sont

, . dy
menée en (&, y), au cylindre contournant, on aura cosa ==

. dz ~ . 7
sine = 5= _—- Supposons que la normale soit menée vers le dehors de

la plaque : aux points du contour ot dx == o et ou dy = ds, l'angle«
sera nul; il faudra donc adopter les signes supérieurs, et poser

dz dr . dy
, ou —- = - sing, — = COSd.

(8) cosa =2, sinag=— Y s

ds ds

Le cylindre contournant pourra étre décomposé en bandes rectan-
gulaires de largeur infiniment petite ds et de hauteur 2¢, sur chaque
élément dz ds desquelles certaines actions extérieures seront exercées.
Nous appellerons, par unité de surface, p,, py, p, les composantes de
Paction extérieure exercée sur cet élément, et p,, p; les compo-
santes de la méme action suivant la normale correspondante et suivant
1’élément ds. Des formules connues de la théorie de 'élasticité donnent

p-= N, cosa + T, sina,
(9) py = Ty cosa + Ny sine,
pz = Ty cosa + T, sina,
et il est d’ailleurs aisé de voir que -
Pn = Pz COSQ ~ p,sina, p;= — p,sina -+ p,cosa.

En substituant dans ces derniéres formules les valeurs précédentes
de p,, p,, il vient

(10) P» =N, cos*¢ + N, sin*« + 2T; cosasina,
ps = — (N, — N,)sina cosa + T; (cos®« — sin®«).
Tome XVI (2° séris), — Aovr 1871, 32
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Les composantes p,, p;, p, des actions exercées sur I'unité de sur-
face de tous les éléments dz ds d’une bande ont, par rapport a trois
axes rectangulaires menés, par le point (x, 7) d’out part I’élément ds,
suivant la normale, snivant I'élément ds et parallélement 2 'axe des z,
les trois résultantes

ds /‘g pnds, ds ) ps iz, ds ) p=dz,

v —c

et les trois moments respectifs

v U

— n’s‘/‘5 zp; dz, (lsfe zp,dz, o.

—EI

Appelons F, ds, F, ds, F,ds les trois composantes totales, — M, ds,
M, ds les deux moments, et nous aurons

4

{11) Fn=/‘a Pr dz, F5=/‘5 ps dz,
(12) F,= glpzdz., M, = : ps 2 dz, M:fe Pnzdz.

Ainsi les actions extérieures exercées sur une bande 2¢ds du cy-
lindre contournant équivalent statiquement 4 trois composantes ap-
pliquées au point (x, ), et 4 deux couples, dont!’un, de moment M, ds,
est normal 4 I’élément ds, et dont ’autre, de moment — M, ds, est
dans le plan de la bande considérée. Ce dernier couple revient lui-
méme 2 deux forces paralléles aux z, égales & M,, en valeur absolue, et
appliquées, 'une au point (x, ) d’otr part 1'élément ds, Pautre 4 la
seconde extrémité (x + dx, y + dy) du méme élément, c’est-2-dire
au point d’ou part ’élément suivant du contour : ces deux forces ont
pour composantes,, suivant les z positifs, la premiére M, et la se-
conde — M,,. Les couples paralléles au cylindre contournant peuvent
donc étre remplacés statiquement par deux forces dirigées suivant
les z, appliquées A chaque point tel que (x + dx, ¥ 4+ dy) et ayant

. daM, .
respectivement pour valeurs — M,, M,, + = ds : la résultante de ces

d

deux forces est ‘;Y" ds. Si on la joint 4 F.ds, gt qu'on appelle ¢, ds
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la somme obtenue, les deux premiéres relations (12) seront rem-
placées par celle-ci.

aMm,
ds

(L‘Zbi&') eaf:‘.z:——'_'Fz"i"'

En résumé, 'action totale exercée sur une bande 2¢ ds du cylindre
contournant peut étre ramenée, quant a sa résultante et a son mo-
ment, 4 un couple de moment M, ds normal 4 I'élément ds du contour,
et 2 une force appliquée au point d’ou part cet élément. Les condi-
tions spéciales au contour consisteront en ce que les composantes de
cette force, par rapport i trois axes rectangulaires, et la valeur du
couple, ou, i leur place, les déplacements suivant les mémes axes de
la couche moyenne de la plaque et 'inclinaison prise sur les z parla
normale au cylindre contournant, y seront directement donnés en
fonction de x, y [*]-

On peut considérer plusieurs plaques qui auraient, dans leur état
primitif, leurs couches moyennes sur le méme plan des xy, et qui
seraient, en certaines parties de leurs contours, appuyées les unes
contre les autres ou soudées ensemble. Dans le premier cas, leurs
couches moyennes seraient assujetties 4 recevoir, de part et d’autre de
leurs lignes de séparation, les mémes déplacements %, ¢, w; mais elles
pourraient tourner autour de ces lignes, de maniére 4 avoir des plans
tangents différents : dans le second cas, non-seulement les u, ¢, w,
mais encore les directions des plans tangents seraient les mémes de
part et d’autre des lignes de séparation. La résultante des forces F, ds,
F,ds, §, ds exercées sur deux plaques contignés, de part et d’autre de
chaque bande de largeur ds de leur surface de séparation, serait égale,
dans les deux cas, 2 une action extérieure totale donnée; de plus,
dans le cas de plaques simplement appuyées I'une sur ’autre, cha-
cune pourrait subir, sur la méme bande de largeur ds, P'action d’un
couple quelconque M, ds également connu, tandis que, dans le cas de
plaques soudées et solidaires dans leurs rotations autour de 1'élé-
ment ds, ces deux moments se -composeraient en un dont la valeur
serait seule donnée.

{*] Et aussi en fonction de ¢, dans le cas du mouvement.
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§ I — E'quations indéfinies.

Les équations (6), multipliées respectivement par dz, et intégrées 3
partirde z = —¢, en observant que T,, T,, N, sont nuls 4 cette limite
et continus tout le long d’une normale quelconque 2¢ de la plaque,

deviennent
(7 (4N, | 4T,
-n=[ (TG ex)d
__[F (4T,  dN, :
('3) '—'T|~——- —5,(-—d—.;+—‘T‘y—+pY>dz,

z
—N,= _El(pZ -+ %2- —+ %) dz.

Généralement, les dérivées en x et en y de Ny, Ny, T; et les
termes pX, pY seront comparables 4 N,, N,, Ts; de méme les déri-
vées en x et y de T,, T, etle terme pZ auront des valeurs.du méme
ordre que T,, T,; par suite, a cause de la petitesse de ¢' et z, les rela-
tions (13) donnent T,, T, trés-petits par rapport aN, N, T3, et N
trés-petit lui-méme par rapport a T,, T,. On peut donc supposer ap-
proximativement T, =T,=o0, N;=o0, obtenir par suite g,;, 8., 9; €n
fonctions linéaires de ., d,, guy, 4 moins d’erreurs comparables a T,,
T,, et donner & N,, N,, T; les formes (2), sauf erreurs de Yordre
de T,, T,, ou méme seulement de I'ordre de N, si le milieu est tel
que les formules des N et de T, contiennent seulement les? et g,

On a d’autre part identiquement, d’aprés les formules (1), les rela-
tions

P dd, dw dg::
= T @ T ds
& dw | dg,
(14) T Ty
dg.,, dw dg,; | dg.
\ @z 2dxdy+dx+ﬁ'

Multiphons celles-ci par dz, et intégrons les résultats a partir de
= 0, en observant que 3z, dy, gz, sont continus, puisque %, ¢ le
sont, le long de toute normale 2¢ 4 la plaque, et que w, et, par suite,
ses dérivées secondes en x et y ont sensiblement les mémes valeurs
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sur toute cette méme normale. Si nous appelons D, D,, G, G,., G,
les valeurs de 3, 3, g4y 82y 8zz pour z = o, valeurs dont les deux
derniéres seront supposées, 4 moins d’erreurs de I'ordre de T,, T,,
remplacées par leurs expressions linéaires en fonction de D, D;, Gy,
et si nous négligeons des termes insensibles par rapport i ceux qui
sont conservés, et d’autres comparables 4 T, z, T, z, il viendra

; ; d*w dG,,
S 2. =D, —5(Z5 - 52),
d?ew dG,,
(15) ), =DJ.—Z(W-——[[J{-),
. dw  dG, dG,,)
gx}‘—fo_z(z dx dy T dx ? ’
Posons
%, = 2K,¢(BD, + D, + £'G,,),
(16) 9%, = 2K, ¢(8,D,+ D, + Gay)s
8 = 2K, ¢(y D, + ¥'D, +9'G,,);
d*w dG;,
= (% — )
,(dw  dGy. o dw  dG,. dG,,)
+p (G5 — )+ 8 %5~ & &)
d*w dG;,
, =0 — &
(17) <  fdw  dGy. o dw  dG,.  dG.
+ﬁi(@“ T dr +6 dedy ~ dr T)
o = dw dG;.
8 dz* = dz
d3w dG,. : d*w dG,, dG..
(L% _ 2oy o 2% 45y 4O
+ (d_y’ dy) + (2 Tl A T @ )

et les relations (15) changeront (2) en

K
2K, ¢
K
2K, ¢
K
Tz T aK,:

Nq= %| ‘—‘Kz'l‘,

(18) N,= I, — Kzn,,

63 - KZ/;,.
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Les erreurs ainsi commises sur N,, N,, T, seront tout au plus de

lordre de T,, T,.
Par suite, d’aprés les notations (4), et & moins d’erreurs, compa-
rables a T, z, T, 3, qw'on pourra négliger devant T, T,, on aura

’ N.dz = ?(z) I, — @ (2) 1,

— 2K, e
(19) ,N2dz = fl](:—l—)éat,f_, — 0,(2)n,,
Tds= E e, — (300,

et les deux premiéres relations (13) deviendront

. o(z) (%, dt, dn, dt, i
— T, = -—-——2K‘£(‘—d—z'+ 7_7'_) bl ('Pq(z) (2; -+ 713;) —l—\j_— E'PXdZ,

_ g(s) (4B, | d%% dy | dn\ | [F
T =52% + %)~ (#+%) *f_gf’de'

Si I’on observe que, pour z=¢", T, et T} valent respectivement P,
p,, et que ¢(z)=2K.¢ ¢ (3) =0, ces deux derniéres formules
donnent les deux premiéres équations indéfinies cherchées

(20)

4y,  dB, ¢
_d—.t——*- —"1; -+ P,_--*—I_EIPX.L{Z—O,

(21) &,

da’c” :_II
{ 7= +??+P].+£‘,9de—-o,

et les deux formules (20) sont elles-mémes changées par ces derniéres

en celles-ci

;T==zp.(2)(7;il—:-’+j—.-i)+:g)‘(l)x-i—f:’p}{dz)——fs'pX(-{z,

dr,  dn; :
i+ 28) 2 ) e

Substituons actuellement ces valeurs-de T,, T, dans la derniére (13),

(22)
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et nous obtiendrons une expression de — N,, qui, pour z = ¢’, devra
se réduire 4 P,. En tenant compte de (5), on aura ainsi la troisieme
équation indéfinie

: e’ _ 2ke (dn d*t,  d'nm,
Pz+v/~5'pZd.o~ 3 (F+2dx—-dy+w>
de'P,  deé'P,  d ( f’-’" j'E" re
—| & Xdz — dz
(23) + dx + df + dx __slp — g ‘/___ 5IP.){({Z

/.E” dzﬁi'dez)=0.

d , eII
+ ¢ pYdz —

d}' —_ IS

On peut négliger les quatre derniers termes du premier membre
de cette équation. Considérons, par exemple, le dernier, et observons
qu’on trouve, en iutégrant par parties,

jna z.dez:e"fs pYdz —~f§ dzfz pY dz.

U

Le dernier terme considéré équivaut donc 2 f dLY zds, intégrale
y

dont les éléments, & cause du facteur z, seront les uns négatifs et les
autres positifs, de maniére a se neutraliser irés-souvent; d’ailleurs,
méme en supposant tous ses éléments de méme signe, cette intégrale

—e’

d .
n’est que de 'ordre de grandeur de 75;&2, tandis que le second

terme de P'équation (23) est de I'ordre de 2¢pZ, et beaucoup plus
grand toutes les fois que Y est seulement comparable  Z. De méme,
les dérivées en x et y de ¢ P,, ¢"P, sont généralement négligeables en
comparaison de P;, et la troisiéme équation indéfinie peut étre écrite
simplement

»

. < __ 2k [(d?n, dzt, din,
(23 bis) P+ [ pZds= T('d? + a2t ?)

Dans les trois équations indéfinies (21) et (23 &is), il faudra sub-
stituer a 9%, J,, 63, By, N,, L, leurs expressions (16) et (s 7) en fonc-
tion linéaire de D,, D,, G.,, w, puis, aux déformations I, D,, G, de
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du, dv, du, dv, \
= o A + 2 ou u,, v, sont les
deux premiers déplacements des points de cette couche. Alors ces
trois équations ne contiendront plus que les trois fonctions inconnues
de x et y appelées u,, v,, w, quelles serviront 4 déterminer conjoin-
tement avec les conditions spéciales dont nous parlerons au para-
graphe suivant. Lorsque #,, v,, W seront connus, les formules (15)
et (2) donneront en tous les points de la plaque les déformations 2,
3,y 8oy et les forces Ny, N,, Ty; puis les formules (22) feront con-
naitre T,, T,; enfin la troisiéme (13) donnera les trés-petites valeurs
que prend N, de telle sorle que toutes les forces élastiques, et, par
suite, les déformations 3, g seront déterminées avec une approxima-
tion d’autant plus grande que I'épaisseur 2¢ sera plus petite. 7
Examinons le cas particulier ot le milieu est isotrope autour de
I'axe des z et a ses coefficients d'élasticité indépendants de x, y. Les
expressions des forces élastiques sont alors, d’aprés les formules (10)
de mon Mémoire précédent (sur les tiges), en appelant 3, ¥, ., p's p'

v six coefficients d’élasticité et 0 la dilatation 3, + 9, + 2,

la couche centrale, leurs valeurs

( Ny=M 493+ 23, No=M0-+vd+ 203, N,=N6+ 2p2,,

24 14 "
( ) T, = P 8yzs T, = Bzxy Ty= P8y

Si l’on fait T,= T, = N; = o, il vient

ll
TN+ 2p’

(24 bis) az == (Dx -+ by)’ g]'z= 2z = O,

et les expressions de N,, N,, T; prennent la forme (2), avec

. 2 - Wop) —MN (X4
K.ﬁ-‘_—'KﬁI:( 2fl‘)( x_szf)’! ( * )7
(shter) g gp = T2l _T0L,

Ky=p, F=fi=y=7=o0.

Ces relations donnent = 8, = '+ 29"= P+ 27, et les trois équa-
tions (21), (23 bis), én y substituant les valeurs (16), (17), de 9, 3%,
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€,y Ny, 1y, &y, deviennent

; , d(% + du.,) .
, dz | dy , (d? d?
A e (Wu + dyl?)]

S”

+ P+ dez = o,
dv,

(25) | d(‘?izﬂ"'d_) die,  d%p
wfoer ) iz

dy?

)5”
-+ P,+j_ ,dez = o,

e - 2ke® d‘w diw diew
.Pz+_/;5,PZdz—— 3 B<ﬁ+2dz2dy’+—¢z}’—‘)'

Supposons le milieu homogéne et complétement isotrope, c’est-a-dire
tel que X'= 1\, v=o0, p'= p'=p, K=K;=k=1, et que, par suite,

4 +p) 2 e g e
(26) ﬁ_ A+2p ﬁ‘—1+2y, = P

les formules (25) seront alors identiques aux équations connues de
équilibre des plaques.

§ 1II. — Conditions spéciales aux contours des plaques.

Les formules (11), (r2), (10) et (9) permettent d’exprimer les ac-
tions Fp, Fy, F;, M,,, M, exercées sur I'unité de longueur du contour.
Si l'on y substitue & Ny, Ny, Ty, Tpy Ty leurs valeurs (18) et (22), et
que I’on néglige, dans I'expression de F, les mémes termes trés-petits
que dans (23), et, dans celles de M,, M, des termes de I'ordre de
T,e?, T, <2, c'est-a-dire de I'ordre de ¢,(z)e* ou de ¢, il vient

(27) F, =9, cos®u + 96, sin®a + 2&; cosa sing,
2 he - N
\27 F, = — (3, — 96,) sinx cosa + G (cos’a — sin®a);

33

Tome XVI (2° série). — SepremsrE 1871.
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[ F. — 2.ke? [ [dn, + d_t‘3 dt, @_ sina
2 = 3 = & cos« - o -+ 2y 3
ke? . .
(28) (M,=— 235 [— (7, — m,) sina cosa + #;(cos?e — sina)],

2k

red . .
M, = — —— [n, cos’@ + m, sin*a -+ 2%, cosa sine].

Mais nous avons vu (formule 12 bis) que les deux actions F, et M,, se
réduisent 2 une seule action totale, paraliéle & 'axe des 2, et égale a
dM,,.
ds

Les conditions relatives au contour consisteront, soit a supposer
connues directement, dans les formules (27) et (28), les quatre ac-
aM,
ds
directions rectangulaires, de la force qui agit sur l'unité de lon-
gueur du contour, et le moment du couple, normal & ce contour,
qui tend & fléchir la plaque, soit 4 se donner, au lien de P'une ou de
plusieurs de ces trois composantes, les déplacements du bord con-
sidéré de la plaque suivant les directions correspondantes, déplace-
ments qui sont %, Cosa -~ ¢, sina dans le sens de la normale au
cylindre contournant, — u, sina + ¢, cos« dans celui de ’élément ds
et w dans le sens des z, ou 4 se donner enfin, au lien du moment M,
P'inclinaison par rapport aux z de la normale au cylindre contournant,

F.-

tions F,,, F,, F,+—"5 M,, c’est-a-dire les composantes, suivant trois

» 1. . ., dw dw
c’est-a-dire la dérivée — cosax + —
dz dy

matérielle, normale au contour et tangente 2 la couche moyenne,
que le couple M, tend 4 faire tourner autour du contour : nous repré-

sinaz de w le long de la droite

, .. dw
senterons cette derlvee par -d—N--

Si plusieurs plaques situées sur un méme plan sont appuyées les
unes contre les autres ou soudées, les conditions spéciales a leurs
contours de séparation seront celles que j’ai indiquées 4 la fin du § 1.

§ IV. — Unité de la solution du probléme de 'équilibre.

-

Les équations indéfinies (21), (23 bis), et les conditions. indiquées
au paragraphe précédent, déterminent les déplacements d’équilibre u,,
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Yo, W, a cela prés de termes correspondants & un petit mouvement
d’ensemble de la plaque et dont on peut faire abstraction. Pour le
démontrer, il suffit de faire voir que, si 'on y substitue u,-+ ',
Yot ¥ W1 A u,, v,, W, et si 'on suppose que u,, v,, w vérifient
toutes ces relations, les nouveaux déplacements «',, ¢',, w' ne pour-
ront que correspondre 4 un petit déplacement d’ensemble de la plaque.

p p : . dd, v

Afin d’abréger, représentons par D, D, G., les expressions — ZJ-:’
dd v . e .

— + =535 par G, G, les fonctions linéaires obtenues en accentuant

y dz ¥s

D, D,, G, dans les expressions de G, G, et appelons 8, 9T, €},
7y, My, €y les seconds membres de (16) et (17) avec D,, D,, Gy, Gy,
Gz, w accentués, et de méme F,, F, , F_, M, M, les seconds membres
de (27) et (28) avec 9, 9o, &3, 1y, Ny, &, accentués. Les trois équa-
tions indéfinies (21) et (23 bes) deviendront

a,  dE, dg, = a¥, o
v =Ty =%

dx dy dy
(29) ( __d [2ke (de,  df d [2ke (df, = dr
=3\ )| Ty \&TF)

Les conditions spéciales au contour seront devenues :
1° Aux bords oti une plaque n’est pas touchée par une autre,

..'—_.‘0,

[P = ou u, cosa -+ ¢, sing = o
n 0. [J] ?
F,=o0 ou —ujsina -+ v;cose=o,
am
(30) F, + ds" =0 ou ! = o,
do/

4
Mi=o0 ou , =o;

2° Aux bords ot deux plaques se touchent,

( u,, v:, ,w', F,  F, sontégaux de part et d’autre du contour de séparation,
dMy,
ds
(31) le moment M; est nul de part et d’autre si les deux plaques sont seule~
ment appuyées, tandis que ce moment y est égal de part et d’autre, et
dev
dx

tandis que P'expression F - est égale et contraire, et, de plus
q p P Y 4 0 » pius,

€gal et contraire, si elles sont soudées.

33..
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Multiplions les équations (29) respectivement par 'y, ¢y, »’, puis
par dxdy, et intégrons les résultats sur toute 'étendue de la couche
moyenne de la plaque, en employant P'intégration par parties, d’aprés
le procédé bien connu qui m’a permis d’obtenir la formule (15) du
Mémoire précédent (sur les tiges). Si 'on désigne par f une intégrale

S

prise sur toute la longueur du contour de chaque plaque, et par

f une intégrale prise sur toute la surface ¢ de sa couche moyenne,
a

surface dont un élément do=dx dy, les deux premiéres équations (29)
donneront, en ajoutant les résultats,

) ( f[“:)(%'t cosa + & sina) + vy (96, sina + &, cose) |ds

(32 ¢ ~

—-j (9%, D+ %, D, + &, G.,)ds = o.
L

La troisiéme (29) donnera de méme
,2ked drz| dé, dt’ drt,
A + =) cosa+ (52 + %) sina |ds
21{53 dw’ a!rzl dt, dt'3 + dr, ) ds = o
- &)t ?f dz ~ dy =

résultat dont la premiére intégrale n’est autre que — f w'F.ds. En

. 2 ked
décomposant la seconde en quatre autres, supposant le facteur —3—‘:
qui varie trés-peu avec x et y, placé 4 coté de n), =, ¢ sous les

d d .
signes — * g o appliquant encore une fois la méme méthode d’inté-

gration par parties, il vient

—[W’F’,ds

akel[dw , . r s dw' ., ;o
(33) "'.[T [g;(nicosa—i—ta. sina)+ T (t3cosa -+, sin a)] ds

-+ 2 ket o d2o’ of d2e , Ao d
] i S dzdy + 7y dy? g=o0.
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Observons que les formules (27) et les deux derniéres (28) donnent
identiquement

F, cosa — F,sina = 96, cosa + &; sina,

F, sinax + F; cosa = 96, sina -+ &; cosa,

: . ke .
(34) M, cosa — M, sinaa = — 235 {n, cosa + #; sina),
. a2 ke .

| M, sinat + M, cosa = — —— (7 sinec + ¢, cosa).

Remplacons les seconds membres de ces relations, supposées ac-
centuées, par les premiers dans les formules (32) et (33), et celles-ci
deviendront

f[F:, (2, cosa -+ ¥ysina) +F, (— u, sina+ ¢, cosa)]ds
(32bis) { ¢
— f (o0, D, + 3, D) + &, G,,)do = o,

' P f  do . dw'
——fw’F,ds +an (-— £ sing + = coszx) ds
s s s dz dr

4

(33 bis) —l—/;M's (% cosa + %sina) ds

2ker [, d*ef 4 2t dzo/ . dza’ ds =
+ ) I3 \M T T2 s @y _2dy*) ¢=0.

Dans ces relations, la partie des intégrales f qui concerne les con-
s

tours ot une plaque n’en touche aucune autre est identiquement
nulle. Cela est évident pour (32 bis), d’aprés les deux premiéres con-
ditions (30). Quant & (33 bis), on peut observer que l'expression
dw' . dW, , ) roe 1 ; LAV

— 7 Sina + - cosa y est égale & la dérivée de w' le long de 1élé-

. . " . aw'
ment ds; d’ou il suit que la seconde intégrale de (33 bis), f M, d—’:

$

intégrée par parties sur toute la longueur de chaque courbe fermée

dM,
= ds. En remarquant, en outre, que

ds,

du contour s, devient — f w'
s
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o dw' . dw' . .
dicosa +Z sing =22, les intégrales en s de (33 bis) auront pour
dz e dn s P
somme
aM, , dw'
(35) -—£ ['i’V' (Flz -+ W) — M, F] ds,

et la partic de celte somme qui est relative aux contours non com-
mu. s & deux plaques sera bien nulle, d’aprés les deux derniéres con-
ditions (30). Dailleurs, s'il y a plusieurs plaques appuyées les unes
contre les autres ou soudécs ensemble, on pourra ajouter membre &
membre les relations (32 bis) relatives a toutes ces plaques, et aussi
les relations (33 bis), dans lesquelles on aura remplacé les premiéres
parties par leurs valeurs (35); dans les deux sommes, les intégrales
en s concernant les contours de séparation disparaitront comme ayant
leurs éléments des deux cotés d'un méme contour égaux et contraires,
ou nuls, d’aprés les conditions (31).

Désignons par Y, des sommes s’étendant & tous les éléments do de

la couche moyenne des plaques considérées, et les deux résultats
totaux obtenus seront

/
3 (st D, + 9%, D, + &, G, )do = o,
36
( ) 2ked [ , dw Y d*o’ . dol do —
\7 T + 2t g+ Mgy ) do = o

3

Or, en substituant dans la premiére (36), & 9, 9t,, &, leurs va-
leurs, qui sont les seconds membres de (16) avec D, D), G, ac-
centués, et en se rappelant I'inégalité (2 bis), on trouve que la parenthése
et, par suite, le premier membre de cette relation sont essentiellement
positifs, et ne peuvent étre nuls que si Fon a D, =D, =G, = o, et,
par suite, G;, = G, = o. Mais alors, en substituant & 1, 77, £; leurs
valeurs (17) avec #' au lien de w, la seconde (36) donne également
d2o)  d'wf _ d'o’
de® = dy* ~ dzady
que les déformations D, D], G, soient nalles, et ils correspondent
a un simple déplacement d’ensemble de la couche moyenne dans son

=o. Donc, les déplacements #, ¢, sont tels,
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plan; le déplacement transversal #' a ses dérivées secondes nulles, et
il est par suite linéaire en x et y, c’est-a-dire qu'il correspond 4 un
mouvement d’ensemble de la couche moyenne hors de son plan. Si
Pon fait abstraction de ces mouvements d’ensemble, le probléme de
I'équilibre des plaques est bien déterminé.

§ V. — Equations générales des petits mouyements.

Ces équations se déduisent de celles de I’équilibre en joignant dans
celles—ci, aux actions extérieures, des forces fictives, dites d'inertie,

dont les composantes suivant les axes, rapportées a I'unité de masse,
sont — Z—Z‘; — ;%’ — ‘%:—t-v' A cause de la forme linéaire des équations,
on peut déterminer a part les déplacements pour lesquels les plaques,
soumises aux actions extérieures données qui ne varient pas pendant
le mouvement, se trouveraient en équilibre, et appeler u, v, w 'excés
sur ces déplacements d’équilibre des déplacements réels des molécules
a I'époque quelconque z, par rapport a leurs positions primitives.
Alors les relations propres & représenter le mouvement ne contien-
dront pas d’autres actions extérieures que les forces méme d’inertie.

Nous supposerons que la plaque vibre dans un milien assez peu
résistant pour qu’on puisse faire pendant le mouvement, sur la base
z=¢", P, = P, = P, = o. Si, observant que les déplacements z, v, w
sont, & fort peu prés, les mémes sur toute la longueur de chaque nor-
male 2¢ & la plaque, on efface de u,, v, indice zéro, et qu’on appelle p,
la densité moyenne sur chaque normale en posant

i
el

(37) | pda= ey,
les trois équations indéfinies (21) et (23 bis) deviendront

3 d'u __ dJG dG; d*e __ dG, aixt,
(8) 294&5;——& +Ea 2p,€-de—-ﬂ-+—dfv

3 l_i’__ﬂ‘ _ 2ke® [dn, . dt, + dn,
(39) 2 Eqe T T T3 \de dxdy dy ]’
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relations dans lesquelles, pour qu’elles contiennent seulement les
inconnues %, v, w, il faudra substituer & 9%,, 9%y, &5, 7y, 72, &; leurs
expressions (16) et (17), et puis & D,, D,, G,, leurs valeurs gg, %a
du b
dy dx

Occupons-nous actuellement des conditions spéciales aux contours.
Nous supposerons que les plaques y supportent en général des masses
étrangeéres solides, assujetties a les suivre dans leurs déplacements «,
v, w et comparables 4 une infinité de points voisins placés sur le plan
des xy; si certaines lignes composées de points pareils ne se trouvaient
pas sur les bords des plaques, mais 4 I'intérieur de leur surface, on les
assimilerait aux lignes de séparation de deux plaques soudées ensemble.
Les actions extérieures exercées sur un élément ds des contours et dé-
pendaut du mouvement équivaudront 4 une force unique ayant pour
composantes totales suivant les axes, si 'on appelle p'ds la masse
étrangére entrainée par cet élément, les composantes pfu'eilles de son

p dt’ (iS‘ - p d‘z
action, rapportée & I'unité de longueur du contour, et projetée succes-
sivement sur la normale au cylindre contournant, sur I'élément ds et .

sur axe des 3, donnera, pour ses composantes suivant ces directions
respectives,

¥ ds. La méme

. . . . d*u
inertie, c’est-a—dire — p’ E;—ds

d? -
(o) —¢' ucosatvsing), — g (—usina+veosa), —p G

Si le conteur considéré n’est pas commun i deux plaques, ces ex-
pressions devront étre égalées respectivement aux expressions, données

par (27) et (28), M,

ny Ly on aura, dans (28),

\ . N4 < s o
M, = o, & moins que la dérivée —— ne soit directement donnée, au-

quel cas I'agent qui lui donnerait & chaque instant cette valeur équi-
vaudrait & un couple M, ayant Pexpression (28).

Si le contour considéré est commun 4 deux plaques contlgues, les u,

w y sont égaux de part et d’autre, et de plus les trois expressions (40)

I3 - - - dMn .
sont les résultantes respectives des actions F,, ¥, F, + —=» exercees
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sur les deux plaques. Quant aux moments M, ils sont nuls de chaque
coté de la ligne de séparation, lorsque les plaques sont seulement

dw

4 y > Y . ] r Yy .
appuyées I'une contre 'autre, & moins que les dériveés 7 0y soient
directement données, et ils sont égaux.de part et d’autre lorsque les

. ;. . dw
plaques sont soudées; de plus, dans ce cas, les deux dérivées =7

sont égales et contraires.
Sil'on joint & toutes ces conditions celles-ci que les déplacements u,

du
v, w et les vitesses — ZZ doivent étre supposés donnés pour £ = o,

da
de’ dr’ dt
les valeurs de u, 0, w 4 toute époque seront complétement déter-
minées. En effet, remplacons dans ces équations, comme au para-
graphe précédent, u, v, w par u + ', v+ ¢, w + o/, et elles de-
viendront :

1° Les équations indéfinies

dru’ a":)'(a’l de’, d3y d&', +dJG
(4) 2p,e—d—tz—-— = +77 2P'Ea’t’—dz y’
1
d2e’ 2k [ d [dn, dt, d [df dr, )
g ==& (Z+7) 5@ 7))

2° Les conditions relatives au contour ou une plaque n’est touchée
par aucune autre :

d? . .
— 5 (¢'cosa + ¢'sina) =F,, ou u'cosa- ¢'sina=o,

2
—p d_z(,_ wsina-+¢'cosa)=F,, on —u'sine-+¢' cosa = o,
2
(42) | A, dML

' —
— g =Ft+g5 o w=o

do’
r
O:MS, ou "d-—N—:O,

3° Les conditions spéciales aux contours le long desquels deux
Tome XVI (2¢ série). — SEPTEMBRE 1871, %4
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plaques se touchent :

u, ¢, w, égaux de part et d’antre du contour conmdere,

- e (u cosa —+ ¢'sina) = la différence des deux valeurs de F, des

deux cétés de ce contour,
ar ) . ,
— 0 (— w'sine + v'cosa ) = la [différence des deux valeurs pa-

reilles de F ,
(43) , A2 dM;,

— ¢ — = la somme des deux valeurs pareilles de F; - p

et, de plus,

M; = o des deux cbtés si les deux plaques sont seulement appuyées,

, dw’ | . .
M; égaux de part et d’autre et 2y gaux et de signe contraire de part et

d’autre si elles sont sondées;

4° Les conditions concernant I’état initial :

da' _dd _dw

(48) w=v=w=o, T =—7=—=

= O pour £ == O.

Pour démontrer que ', ¢/, w' seront forcément nuls pour £2o,
multiplions les trois équations (41) par &' dxdy, v'dxdy, w'dxdy, et
intégrons les résultats aprés avoir ajouté les deux premiers sur toute
la surface d’une plaque, en opérant exactement comme au paragraphe
précédent. Il viendra

fzp, ( iw""’ )a’o‘,
—_:/;[F,’l (& cosa + ¢'sina) + F; (— w'sina + ¢ cosa)] ds
— f (5%, D, + o, D], + 6, G.,) do,
| fzp,ew d;:' de '
[l (s ) o o

zls" n dw ot d2epf " da’ d
- ry A + 3 dedy zdy + n, —F' g.
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Ajoutons membre 4 membre les résultats pareils relatifs aux di-
verses plaques qui se touchent, et observons que les intégrales en s
seront nulles d’aprés les conditions (42), (43), aux contours ot il n’y
a pas de masses éirangéres p’, et vaudront respectivement, pour les
deux équations, aux contours ou se trouvent ces masses,

. d? .
— 2 [(u’coszx -+ ¢'sina) - (L cosa + ¢'sina)
. a* .
+ (— w'sina + ¢'cosa) - (— u'sina + v’cosa)] ds,
e’ -
bt ZPIW, —;ﬁ—z'ds,

les signes 3 s’étendant A tous les éléments de ces contours. Faisons
passer ces termes dans les premiers membres, et nous aurons

du’ ,de
{Zzp,e (u'Tit—,— + v Tit_z).do'
. a2 .
-+ Zp' [(u’cosa + ¢'sinat) - (&' cosa + ¢'sina)

2
7 z(— w'sina+ v’cosa)] ds

= — 2(9%, D, + %, D, + 6,G,,)do,

+ (— #'sin e+ v'cosa)

(46 bis)

,d*w’
Zapew —do+ Zp'w “,7;;"15

r

aked . , d*w , diw
_._2 ld?+2t3dd+,2dy>da.

. ., de
Or, observons que la fonction #', par exemple, et sa dérivée —»

étant nulles pour £ = o, ne peuvent cesser de I'étre 'une sans l'autre
pour £Z o, et, qu’a I'instant ou elles cesseraient d’étre nulles, la déri-

2 !

d*u
vée seconde —=- aurait on prendralt le signe de - ——, tandis qu’elle au-

rait le signe contraire de celui de —‘5— avant le moment de I’'annulation .
du’ A . 7 du’ . A N ‘ 74
de —; pour 1a méme raison, ' et —- auraient méme signe apress étre

dt’ ! dt
2 !

annulées et signe contraire avant. Donc, pour tZo,u et— auraient

méme signe et donneraient un produit positif. Il en est de méme des

34..
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autres produits fonctions de £ qui entrent dans les premiers membres
de (44 bis), de telle sorte que ces premiers membres sont essentielle-
ment positifs. Or le second membre de la premiére formule (44 bis)
est essentiellement négatif d’aprés ce qui a été démontré au paragraphe
précédent, et on ne peut satisfaire 4 cette relation qu’en faisant, quel
que soit £, &' =¢'=o0, D, = D}, = G, = o, et, par suite, G;, = G_..= o.
Mais alors le second membre de la deuxiéme (44 bis) est aussi essen-
tiellement négatif, et il faut poser w' =o0. On a donc bien, a toute
époque, &' = ¢/ = w' = o, ce qu'il fallait démontrer. .

Je ne m’occuperai pas d’intégrer les équations de I'équilibre ou du
mouvement des plaques. On peut voir de beaux exemples de ces inté-
grations dans Navier (Bulletin de la Société philomathique, année 1823,
P- 92), qui a étudié, par exemple, I’équilibre d’'une plaque horizon-
tale rectangulaire supportant des poids et appuyée sur son countour;
dans Poisson (Sur Iéguilibre et le mouvement des corps élastiques, anx
Mémoires de I’ Académie des Sciences, 1829, t. VIII), qui s'occupe,
entre autres questions, du mouvement transversal d’une plaque circu-
laire lorsque les lignes nodales sont des cercles concentriques, et dans
M. Kirchhoff (Journal de Crelle, 1850, t. 4o, p. 51), qui étudie le
méme mouvement transversal lorsque les lignes nodales sont 4 la fois
des cercles concentriques et des rayons.

§ VI. — Cas ot la plaque est soumise & des tractions considérables,
antérieures aux déplacements. — Vibrations des membranes en
tenant compie de la rigidité.

"Terminons ce Mémoire par I'étude d’une plaque soumise, sur son
contour, antérieurement aux déplacements considérés, 4 des tractions
assez considérables pour qu’il faille tenir compte de leur action pen-
dant que ces déplacements s’effectuent et pour avoir méme altéré la
contexture naturelle du corps. La plaque est alors analogue 4 une
membrane tendue, dont les mouvements transversaux, bien qu’assez
influencés par la rigidité, sont diis principalement aux tensions ini-
tiales. Considérons-la d’abord dans son état primitif, état dans lequel
nous supposerons toujours qu’aucune action extérieure ne soit appli-
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quée a son intérieur, et divisons-la, par des plans normanx aux x et
aux y, en éléments plans rectangulaires de hauteur ac et de base dxdy.
On sait qu’il passe, par tout point d’un corps, trois éléments 'plans
rectangulaires sur lesquels les actions’exercées sont normales; nous
supposerons que ces éléments plans aient partout, a fort peu pres,
dans I'état primitif de la plaque, les mémes directions choisies pour
celles des plans coordonnés, et nous appellerons N¢, N9, N9 leurs va-
lears respectives par unité de surface. L’équilibre d'un parallélépipéde
élémentaire dx dydz exigera que N soit indépendant de x, N2 de 7,
N3 de z. Par suite, N3 = o, puisque cette force est supposée nulle aux
deux extrémités d’'une normale 2 ¢. Quant A N9 et N, si les aclions exer-
cées sur les faces latérales des éléments de volume 2¢dac dy sont rigou-
reusement normales & ces faces, comme nous le supposerons, I’équi-
libre de ces éléments exigera que les intégrales

" »

g
N?dz, N2 dz, que nous appellerons respectivement Q, Q,

—E’ —El

£

soient rigoureusement constantes, la premiére le long de toute paral-
léle aux 2, la seconde le long de toute paralléle aux y, alors méme
que Pépaisseur ¢ - ¢’ ou 2¢ varierait lentement d’un point 4 Pautre;
les points d’application de la tension Q.dy exercée sur les diverses
sections normales 2¢ dy d’un filet de plaque paralléle aux x et de lar-
geur constante, devront étre rigoureusement sur une paralléle aux x;
et, de méme, les points d’application de la tension Q,dx, exercée
sur les diverses sections normales 2¢dx d’un filet paralléle aux y, de-
vront se trouver sur une paralléle aux y.

Nous supposerons que NI, dont les variations, suivant les &, seront
trés-lentes et négligeables sur une petite longoeur, varie d’'une ma-
niére continue avec ¥, et d’'une maniére aussi rapide qu’on voudra,
méme discontinue, avec z. De méme, N9 aura sa dérivée par rapport
a y négligeable, et pourra avoir ses dérivées par rapport a x et a z,
la premiére sensible, la seconde aussi grande qu’on voudra. Les trois
équations indéfinies de I’équilibre ne seront plus précisément les équa-
tions (6), mais celles-ci extraites de mon Etude sur les ondes liquides
périodiques [ Savants éirangers, t. XX, 1871 (voir form. 3 bis de ce
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Mémoire)] :

dN, dT, dT, dNS dv _ dN° dw

=t st E e & @ TEX=
dT, dN, dT, dN'dw dN} du .
W) \ZrH Tt s @matPY=o

= Ty T @

Les formules des forces élastiques qu’il conviendra d’employer se-
ront celles que j’ai établies dans le méme Mémoire (voir la note placée
a la fin de la troisitme Note complémentaire), et qui donneront
daus le cas actuel

dv dw
No=N(1—F %)+ N,

2=Ng(1-—g du)+N2, N, = N,

(46)
T._No_+1§, T, =N % 4+ T,

,_N +N +T’a,

Dans ces formules, N',, N}, N, T, T,, T, sont les composantes
suivant les axes des petites forces élastiques, produites par les six dé-
formations 2, g et fonctions linéaires de ces déformations, qui viennent
se joindre aux composantes normales N{, Ng, o, pour douner, aprés
les déplacements %, ¢, w, les vraies forces élastiques exercées sur
I'unité de surface primitive des trois éléments plans primitivement
normaux aux axes des coordonnées.

Les expressions (46) des N, T, changent les trois équations (45) en
celles-ci

dT, _dN, , dT, d*u
__a?__—l—l-'z;-{"lX“l—Ngdy,,
) dT, _dT, dN, . o d%v
(47) - t=2 +—d}—+pY+N1——~!:

aN, 4T, dT, o 2w o 4w
— % E—+W+pZ+N1 dz’+N27F
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Gherchons actuellement les conditions relatives aux deux bases de
la plaque et aux surfaces de séparation de deux couches hétérogénes,
s'il y en a. Toutes ces surfaces ont pour caractére commun d’étre,
dans leurs positions primitives, paralléles au plan des xy. Lear nor-
male en un point est donc, 4 toute époque, perpendiculaire 2 ’§1é-
ment rectiligne, primitivement paralléle aux x, qui fait avec les

axes des x, Js 3 des angles ayant respectivement pour cosinus, 1,

do di Y . e ele N .
Ep, ﬁ, et 4 I'élément rectiligne, primitivement paralléle aux y, qui

. A . du dw
fait avec les mémes axes des angles ayant les cosinus =, 1, les

&’ Gy
cosinus pareils qui fixent la direction de cette normale sont donc

dw dw . .
—& T Par suite, des formules connues, déduites de la con-

sidération du tétraédre de Cauchy, donnent, pour les composantes
suivant les axes de la force élastique exercée sur Punité de surface
d’un élément plan primitivement paralléle aux xy, les valeurs respec-

tives suivantes :
dw dew

— N -T%

~+ Ty,
dw dvw

—Taa“Naa‘f‘ Ly,
dw , dw

- T2£_1|({—7+N3§

les formules (46) réduisent ces valeurs 3 T',, T,, N,. Donc les condi-
tions spéciales aux deux bases de la plaque et aux surfaces de sépa-
ration des couches hétérogénes, reviennent a dire, comme au §T,
que T),, T, N, u, ¢, w varient avec continuité sur toute la longueur
d’'une normale 2¢ 4 la plaque, et que I'on a, pour z=—¢,
Ty=T,=N;=o0, pour z=¢, T,="P,, T, = P, N;=P.. On en
déduira, par suite, pour T,, T,, N, des expressions pareilles a
celles (13) précédemment obtenues pour T,, T,, N,, mais avec ces dif-
férences que pX, pY, pZ seront actuellement remplacés par les ex-
2 T 2
pressions pX -+ N9 ‘(i[—;a pY + N¢ %s pZ + Nj (2—;,—"
plague ou membrane n’est pas dénuée de rigidité, c’est-a-dire si T,
T, ont des valeurs sensibles, ces expressions ne seront pas incompa-

o d?w

+N2 -ZF Si ]i)
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rablement plus grandes que les autres termes des seconds membres
de (47); on pourra négliger encore T),, T, devant N, N,, T;, né-
gliger méme N, devant T}, T}, et mettre, par suite, N,, N}, T; sous
les formes (2). Comme d’aillenrs rien n’empéchera d’établir les rela-
tions (15), qui sont purement cinématiques, toutes les formules du § IT
s’appliqueront au cas actuel, a cela prés, que les N, T devront y étre

remplacés par les N, T' et pX, pY, pZ par pX + N3 %215, pY +NY¢ %’
o &% d?*w

En particulier, les trois équations indéfinies de Véquilibre seront,

au lieu de (21) et (23 bis), ‘
T et

P+ pXdz + Q,
"—E'

"

P, + ‘ 'dez + Qs

duy | Ay | A%

dy? dz dy

d3g d& dyt

. d_.z:;l -+ 71;3 + dyz_

(48) 4 E” d Vd2
2ep w

P +f_e,f’z"’z‘ +Qegm + Qg

246 (din, a3ty +d2n,
3 dx* + dz dy dy*

Quant aux conditions spéciales au contour, il fandra suivre les
mémes méthodes qu’aux §§ I et IIL, c’est-a-dire chercher les composantes
suivant un élément du contour de la couche moyenne, suivant la nor-
male au cylindre contournant, etsuivantune perpendiculaire a ces deux
directions, de la force élastique exercée sur un élément du cylindre
contournant, en tenant compte, dans les termes cofnparables a N,
N?, des petits changements ameués dans ces directions par les dépla-
cements considérés, et ainsi des petites variations de grandeur éprou-
vées par les éléments superficiels du cylindre; puis on prendra les
composantes et les moments, par rapport aux mémes droites, des ac-
tions totales exercées sur une bande du cylindre comprise entre deux
génératrices primitivement distantes de ds.

Mais je ne développerai pas ce sujet. Je me contenterai d’étudier

Deffet de la rigidité sur les vibrations transversales d'une membrane
constituée de la méme maniére sur toute sa surface, également tendue
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en tout sens et isotrope autour de ses normales, enfin fixée 2 ses
bords et assez flexible pour que le mouvement soit da surtout aux
tensions initiales. Si p, désigne la densité moyenne, Q =Q, =Q, la
tension initiale par unité de longueur du contour, la troisiéme for-
mule (48), dont le second nombre deviendra celui de la derniére (25),
donnera I’équation indéfinie du mouvement

4 ) 9 d’w___ 2w d?w zﬂ'ﬂas d'w 5 diw _l_d_‘tf
49) 200 7 =Q o+ =)~ 3 T 2@t &

Dans cette équation, le dernier terme, dii a la rigidité, est tres-
petit par rapport au second, di 4 la tension initiale Q; on peut donc
calculer la valeur de ce troisiéme terme en supposant a w la méme
forme que si la membrane était parfaitement flexible. Or, dans ce
dernier cas, on aurait

(50) w =2 W;:(A; cosm; vt + B;sinm; »t),

» étant une constante, égale a ;%—, W; une fonction de x, ¥, et m;
13

un nombre, tels que

( a*w; + d*W;
\5i) ¢ dzr? dy?

( W; = 0, sur le contour,

—+ m2W; = 0 en tout point de la membrane,

A;, B; des constantes arbitraires dépendant de I’état initial, etz un

signe de sommation s’étendant 4 toutes les valeurs possibles de m; ou
plutdt de m?, valeurs qui sont, comme on le démontre aisément, es-
sentiellement réelles, et méme positives & part la premiere mg = o
qui donne W, = o. Pour des membranes de méme forme, mais de
longueur et de largeur différentes, les valeurs de m; sont en raison
inverse de 'une de ces dimensions; enfin, lorsque la membrane vibre
dans sa totalité sans autres lignes nodales que ses bords, comme nous
Padmettrons, on peut, 4 une premiére approximation, réduire w a son
premier terme W, (A, cosm, w¢ -+ B, sinm, w¢). Mais alors, si 'on dif-

Tome XVI (2¢ série}. — Serremsrc 1871, 35
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férentie, soit deux fois par rapport 4 x, soit deux fois par rapport
a y, la relation
d*Ww, d*W,
A T

+ miW, =o,
et que 'on ajoute les deux résultats, il vient

7

AW, AW, | AW (DWW,
. " 2Zzap T M\ Z T 3

- i

par suite, une premiére valear approchée du dernier terme de (4g) est

2kBem] (d*w d’w)
3 dz? + a )’

et cette équation (49) devient
d*w 2kBemi\ (o dw\
(52) 2600 g = (Q +—3 ) (7; + ZF)

Donc, lorsqu’une membrane imparfaitement flexible vibre dans sa
totalité sous 'effet d’une tension constante, ses vibrations se font sen-
siblement comme si elle était sans rigidité, mais que sa tension, par
unité de longueur du contour, fiit augmentée d’une quantité égale au
produit des deux tiers du coefficient moyen d’élasticité de ses couches,
appelé kf3, par le cube de sa demi-épaisseur et par un nombre m},
dépendant de la forme de la membrane et en raison inverse de sa
surface. Si, par exemple, la membrane est rectangulaire, de lon-

. . inx . iny
gueur @ et de largeur b, ce qui permet de prendre W = sin — sin—=»

i et I’ étant deux entiers positifs, ce nombre m? correspond 4i = =1

et vaut n? (i ~+ 7:—,)

a?



