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PURES ET APPLIQUÉES. ia5 

Étude nouvelle sur l'équilibre et le mouvement des corps solides 

élastiques dont certaines dimensions sont tres-petites par 

rapport a d'autres; 

PAR M. J. BOUSSINESQ. 

PREMIER MÉMOIRE [*]. 

DES TIGES. 

Poisson et Cauchy ont les premiers essayé de déduire des formules 
de la théorie générale de l'élasticité les lois approchées de la flexion 
des tiges ou verges minces, lois qu'on avait obtenues jusque-là en 
supposant que les fibres longitudinales de ces corps restent constam-
ment, pendant la flexion, parallèles entre elles et perpendiculaires aux 
sections qui leur étaient primitivement normales, et en admettant 
aussi que ces fibres résistent à l'extension ou à la compression, comme 
si chacune d'elles était isolée de ses voisines. L'hypothèse sur laquelle 
Poisson et Cauchy se sont appuyés, et dont le premier a déduit en 
outre une théorie de la torsion des verges rondes et le second Un 
essai de la théorie de celle des verges rectangulaires, consiste à ad-
mettre que les forces élastiques exercées sur les éléments plans menés 
à l'iutérieur de la tige sont développables en séries très-convergentes, 
suivant les puissances entières des petites coordonnées transversales 
de ces points, de manière qu'on puisse, dans toute relation, ne con-
server, parmi les termes qui y subsistent, que ceux d'un seul degré 
ou au plus des deux degrés les moins élevés. Or cette hypothèse, 
qui n'est nullement évidente à priori, doit être abandonnée, du 

[*] Présénté à l'Académie des Sciences, le 3 avril 1871, et analysé au Compte rendu 
de la séance de ce Jour. (Voir Comptes rendus, t. LXX1I, p. 4°7·) 
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moins en général; car elle est en contradiction avec des formules 
rigoureuses que M. de Saint-Venant a obtenues pour certains modes 
très-naturels d'application des actions extérieures, supposées exercées 
seulement sur les deux bases des tiges; et elle s'est trouvée aussi, dans 
divers cas, tels que celui de la torsion des tiges carrées, en désaccord 
avec l'expérience (voir le Cours de Mécanique appliquée de Navier, 
annoté par M. de Saint-Venant, 1.1, 4e Appendice, p. 617 à 645). 

Le mode d'application, étudié par ce dernier géomètre, des forces 
qui agissent sur les extrémités des tiges, est celui pour lequel les fibres 
n'exercent les unes sur les autres que des actions dirigées suivant leurs 
tangentes, et ont leur allongement par unité de longueur, variable, 
sur toute l'étendue de chaque section normale, en fonction linéaire 
des coordonnées transversales. M. de Saint-Venant, se bornant aux 
tiges homogènes et de contexture symétrique par rapport à ces sec-
tions normales, a démontré qu'un tel mode d'application est toujours 
possible (et conduit, dans le cas d'une simple flexion, aux lois con-
nues, mais seulement approchées, de ce phénomène), quels que soient 
la force et le couple résultants, généralement donnés, de toutes les 
actions appliquées à chaque extrémité de la tige. Il a fait remarquer 
aussi que tout autre mode d'application, à chacune des extrémités, 
d'actions statiquement équivalentes à la même résultante et au même 
couple, produirait les mêmes déformations, si ce n'est très-prés de 
l'extrémité considérée; car ces différents modes ne diffèrent les uns 
des autres que par l'application, aux divers points matériels qui la 
composent, de forces qui se font équilibre, et dont, par suite, il est 
presque évident que l'effet doit être insensible à une distance finie des 
mêmes points. M. de Saint-Venant a donc établi le premier, sur ses 
vraies bases, la théorie générale de l'équilibre des corps prismatiques 
dont la surface latérale n'est soumise qu'à la pression atmosphérique 
antérieure aux phénomènes étudiés; car il a fait connaître les vraies 
actions élastiques et les vraies déformations qui s'y trouvent en jeu à 
une distance finie des extrémités, c'est-à-dire aux points où ces phé-
nomènes sont soumis à des lois indépendantes du mode particulier 
d'application des forces exercées aux extrémités mêmes. 

Toutefois, il reste encore à démontrer, en s'appuyant seulement sur 
les équations générales de l'élasticité et sur la petitesse supposée des 
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dimensions transversales des tiges par rapport à leur longueur, que ce 
mode d'application est bien indifférent, c'est-à-dire que l'action mu-
tuelle des fibres, à une distance finie des extrémités, est toujours dirigée 
à fort peu près suivant leurs tangentes, et que leur dilatation sur toute 
l'étendue de chaque section est une simple fonction linéaire des coor-
données transversales. Cette démonstration et l'établissement corrélatif 
des formules fondamentales de la déformation d'une tige constituent 
le premier objet du Mémoire actuel. Je les expose pour le cas général 
où des actions quelconques seraient appliquées, non-seulement près 
des extrémités, mais encore sur la masse entière de la tige, et où 
celle-ci serait hétérogène, mais de contexture symétrique par rapport 
à ses sections normales, et formée de fibres qui, isolées, subiraient les 
mêmes déformations latérales si on les soumettait à de simples ten-
sions, produisant sur toutes la même dilatation longitudinale. Ainsi 
que M. de Saint-Venant l'a remarqué (même édition de Navier, § 7 
des notes des n08 21 et 80), cette dernière condition est nécessaire 
pour que, dans les phénomènes d'extension et de flexion, les fibres 
ne se gênent pas mutuellement sur leurs surfaces contiguës et n'exer-
cent pas les unes sur les autres cette action normale qu'on veut éviter. 

M. Kirchoff a essayé de donner, d'un tout autre point de vue, une 
théorie complètement rationnelle des tiges élastiques très-minces 
[Journal de Crelle, t. LVI, p. a85, ou même édition de Navier, t. I, 
Appendice complémentaire, §§-95 et 96). Il suppose qu'on mène, 
par chaque point matériel de l'axe de la tige et antérieurement aux 
déformations étudiées, un système d'axes rectangulaires des oc',y', z', 
dirigés, celui des oc' suivant l'axe de la tige et les deux autres suivant 
les deux axes d'inertie principaux de la section normale correspon-
dante, puis que, pendant les déplacements, ce système se meuve, tout 
en conservant sa rectangularité, de manière que son origine coïncide 
toujours avec le même point matériel, et que son axe des oc' et son 
plan des oc'y' ne cessent pas d'y être respectivement tangents à la 
même ligne et à la même surface matérielles. Un point de la tige très-
voisin de l'un de ces système» peut lui être rapporté avant et après les 
déformations. Comme il y a une infinité de systèmes pareils, le point 
considéré sera déterminé, dans l'état primitif, au moyen de ses coor-
données ocy', z' par rapport à l'un d'eux, et de la distance s', mesurée 
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sur l'axe de la tige, de l'origine du système adopté à celle de la tige 
elle-même. Après les déformations, les déplacements relatifs v\ w' 
du même point matériel, c'est-à-dire les accroissements reçus par 
les coordonnées primitives x\ y', ζ', seront fonctions des quatre 
variables indépendantes χ', y', z', s'. M. Kirchoff a démontré qu'il 
existe, entre leurs dérivées premières en x' et leurs dérivées pareilles 
en s', trois relations simples auxquelles j'arrive plus simplement en 
exprimant que la position dans l'espace d'un point de la tige est la 
même, quel que soit lé système d'axes très-voisins auxquels on la 
rapporte. Dans ces relations, les trois dérivées de u', t>', w' en s' doi-
vent être généralement comparables à u', v', w', qui s'annulent pour 
χ' = y'— z' — o, et qui sont du même ordre de petitesse que les 
déformations produites multipliées par x% y', ζ'. M. Kirchoff les né-
glige; mais alors rien ne prouve qu'il ne faille pas négliger aussi, dans 
les mêmes formules, d'autres termes qui paraissent généralement com-
parables à u', </, w', et qui lui permettent d'expliquer les phénomènes 
de flexion et de torsion. Sa théorie est donc implicitement basée sur 
une hypothèse particulière, dont la vérité n'est pas évidente. Comme 
les dérivés de u', v', w' en s' caractérisent les différences qui existent 
entre les déformations subies au même instant par les tronçons suc-
cessifs en lesquels on peut concevoir la tige divisée, cette hypothèse 
revient à admettre que les sections menées sur une longueur finie, 
avant les déplacements, normalement à l'axe de la tige, se trouvent, 
après les déplacements, déformées sensiblement de la même manière. 
Quand la tige est de la nature de celles que j'étudie dans ce Mémoire, 
c'est-à-dire de contexture symétrique par rapport à ses sections nor-
males, cette hypothèse se trouve être en général, et en tant que seule-
ment approximative, conforme à la réalité. 

En résumé, la théorie de M. Kirchoff conduit, dans le cas de tiges 
dont la contexture est symétrique par rapport à leurs sections nor-
males, aux vraies formules approchées de la flexion et dé la torsion ; 
mais elle me parait reposer sur une hypothèse douteuse à priori, con-
sistant à admettre que les sections normales, primitivement égales entre 
elles, sont encore, sur une longueur finie, égales après les déplace-
ments. Elle a aussi l'inconvénient de laisser parmi les quantités qu'elle 
néglige comme trop petites, les actions tangentielles exercées, dans le 
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cas de la flexion inégaie, à travers les divers éléments plans d'une de 
ces sections, forces qu'il est cependant intéressant d'étudier, puisque 
leur résultante est égale et contraire à celle des actions extérieures qui 
produisent la flexion. 

Le Mémoire actuel contient, pour la détermination de ces forces 
tangentielles lorsqu'il s'agit de tiges fléchies ou tordues, homogènes 
sur toute l'étendue d'une section normale, une méthode nouvelle et 
simple qui permet de les obtenir sans calculer le déplacement longi-
tudinal des divers points. Cette méthode a l'avantage de révéler une 
grande analogie entre les lois de la torsion et celles de l'écoulement 
permanent et bien régulier d'un liquide dans un tube rectiligne mouillé 
par ce liquide. Admettons, par exemple, que la tige tordue soit sans 
aucune cavité intérieure et de contexture isotrope autour de son axe, 
et concevons un tube qui aurait précisément la même section normale 
que cette tige et qui serait plein d'un liquide coulant, par filets recti-
lignes et parallèles, sous l'effort d'une pression constante : si l'on trace 
sur cette section, supposée appartenir successivement au tube et à la 
tige, les courbes, dites à!égale vitesse, tout le long desquelles la vitesse 
des filets fluides est constante, l'action tangentielle, dans la tige, exer-
cée sur la section en chacun de leurs points, leur sera précisément 
tangente; de plus, si la pressiou qui produit l'écoulement est conve-
nablement déterminée, la dérivée, dans le sens normal à ces courbes, 
de la vitesse des filets fluides, sera numériquement égale, en chaque 
point, à la force tangentielle exercée par unité de surface au même 
point de la section de la tige, et le double du volume liquide écoulé 
dans l'unité de temps aura de même la valeur numérique du moment 
total des forces qui produisent la torsion. Les intégrations que com-
portent ces deux questions peuvent être effectuées, non-seulement 
pour une infinité de formes, elliptique, triangulaire régulière, rectan-
gulaire, etc., étudiées par M. de Saint-Venant dans son Mémoire sur 
la torsion (Savants étrangers, t. XIV, i855), mais encore toutes les 
fois que la section est limitée par des courbes ou des portions de 
courbes appartenant â deux systèmes fie lignes orthogonales et iso-
thermes. Ce problème de calcul intégral n'est alors-qu'un cas particu-
lier de celui des températures stationnaires dans les cylindres iso-
thermes, dont la belle solution, aussi simple que générale, a été donnée 

Tome XVI (a- série). — MAI 1871. * 7 
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par M. Lamé (i ie des Leçons sur les coordonnées curvilignes, Paris, 
τ 85g) ; M. Clebsch ( Théorie der elasticitât fester côrper, Leipzig, 1862, 

§§ 32 à 35) en a développé le calcul, au point de vue spécial de la 
torsion, pour une section comprise entre deux ellipses homofocales. 

Après avoir brièvement appliqué les lois de l'extension* de la flexion 
et delà torsion à divers problèmes d'équilibre et de mouvement d'une 
tige rectiiigne dont les déformations totales sont tres-petites, j'étends 
ces lois au cas où des tensions, généralement variables d'une fibre à 
l'autre et pouvant être assez grandes pour avoir altéré la contexture 
primitive de la tige, seraient exercées sur celle-ci antérieurement aux 
déplacements étudiés- C'est le cas des cordes élastiques, c'est-à-dire 
des tiges assez fortement tendues pour que leur rigidité ait sur la 
flexion bien moins d'influence que la tension initiale. J'applique les 
formules obtenues à l'étude du mouvement transversal d'une corde 
pareillement constituée sur toute sa longueur, fixée à ses deux extré-
mités, et qui vibre dans un plan perpendiculaire à un des axes d'inertie 
principaux de ses sections normales. Les vibrations se font à fort peu 
près comme si la corde était parfaitement flexible, mais que sa tension 
fût augmentée d'une quantité égale au produit du nombre η par le 
carré de l'inverse de sa longueur et par le moment d'inertie d'une 
section autour de l'axe principal considéré, moment obtenu en sup-
posant à chaque élément de la section une densité superficielle égale 
au coefficient d'élasticité de la fibre que coupe cet élément. Si forte-
ment que soit tendue la corde, pourvu qu'elle ne se désagrégé pas et 
que sa section varie assez peu, les coefficients d'élasticité de ses fibres 
seront constants d'après la loi expérimentale dite de Gerstner; par 
suite, la quantité qu'il faut ajouter à la tension vraie pour avoir la 
tension fictive est bien indépendante de cette tension, comme l'ont 
prouvé des expériences connues de Savart. 

t 

§ I. — Rappel des équations générales de l'élasticité. 

Concevons un corps solide dont les molécules seraient soustraites 
à l'action de la pesanteur, et dont tout élément plan, pris dans son-
intérieur, ne serait soumis qu'à une pression normale et constante par 
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unité de surface, telle que la pression atmosphérique; puis supposons 
qu'on applique sur sa surface et à tous les points matériels qui le com-
posent des forces capables d'imprimer à ces points de petits déplace-
ments et de se faire équilibre au moyen des réactions intérieures que 
ces déplacements développent. Appelons : x, y, z les coordonnées 
primitives d'une molécule quelconque M du corps par rapport à un 
système d'axes rectangulaires fixes; u, v, w, fonctions de x, y, z, les 
trois déplacements suivant les axes de la même molécule, c'est-à-dire 
les excès sur χ, y

1
 z de ses coordonnées après que le nouvel équilibre 

s'est établi; g
JZ

, g
I;r

, g^ six quantités, appelées respective-
ment dilatations et glissements, dont les expressions sont 

(1) 6 - du , o - dv, o - dw, g - dv + dw g dw + du gx - du + dv 
sdx dx dz dz dy xx dx dz xy dy dx 

et qui caractérisent parfaitement les déformations éprouvées par la 
matière autour de la molécule M (les dilatations S sont les accroisse-
ments reçus par l'unité de longueur des trois petites droites matérielles 
qui partent de M, et qui étaient, avant les déplacements, pàrallèles 
aux axes; les glissements g sont les cosinus des angles presque droits 
que forment deux à deux ces droites après les déplacements); N,, T3

, 
T

2
; T

3
, îf

2
, Τ,; T

2
, T,, les composantes, suivant les axes, de la 

force élastique exercée, dans le nouvel état d'équilibre, sur l'unité 
superficielle des éléments plans menés par la molécule M perpendicu-
lairement à chacun des trois axes; ρ la densité primitive autour de la 
même molécule, et X, Y, Z les composantes suivant les axes de l'ac-
tion extérieure rapportée à l'unité de masse; enfin p

x
, pr, p

z
 les com-

posantes pareilles de la force, rapportée à l'unité superficielle, qui 
est exercée du dehors sur un point de la surface, et m, η, ρ les cosinus 
des angles que fait avec les axes la normale à la surface, menée en 
ce point et à l'extérieur. On sait : 

i° Que N,, N
2
, N

3
,T

4
,T

2
, T

3
 sont des fonctions linéaires de<v„ 3

r
,bc 

g}zt gzxi gxji sans termes constants, et dont les coefficients, fonctions 
données de χ, y, z, dépendent de la nature élastique du corps; il en 
résulte que 3

Z
, g

rz
, g

£x
, g

XÏ
 sont à l'inverse six fonctions pareilles 

des Ν, Τ ; 
1?.. 
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2o Que le nouvel equilibre est régi par les trois équations indéfinies 

■ iy; J J —*# •, i iy; J J —*# •, i •• GT 

(2) ■ iy; J J —*# •, i •• GT■ iy; —*# •, i •• 

■ iy; J J —*# •, i■ iy; J J —*# •, i •• GT 

auxquelles il faut joindre les trois conditions, spéciales à la surface, 

px = raN, + nT3 -f- ρΎ 
(3) 1 pj. = wT3 -+- λΝ24-/>Τ,, 

p z — mT2 -h raT, + pN3. 

Ces équations, dans lesquelles on devrait substituer aux Ν, Τ leurs 
expressions en fonction des 3, g, ne peuvent suffire à déterminer ces 
six dernières quantités, du moins lorsqu'on ne les remplace pas par 
leurs valeurs (ι). Il faut y joindre d'autres relations, exprimant à 
quelles conditions nécessaires, et généralement suffisantes, six fonctions 
données de ¿r, y, ζ peuvent représenter trois dilatations 3 et trois glis-
sements g. Ces relations, données par M. de Saint-Venant [*J, sont 
celles-ci : 

' —}.£.( _J_ f'M _dga 

d% _ _j_ ffe* _ "£·Λ } 

d*~àz _l£f + ffe; _ s 

d'%r, _ . aHOi 

d'S«_d*i, rf'8, 

d'gir _ ¿'3* ,d'bs 
i dxdy dy2 dx* 

ÍA1 

[*] Mécanique appliquée de Navier, annotée par M. de Saint-Venant, 1.1, Appen-
dice III, § 32. 
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On peut les établir comme il suit. 
En désignant respectivement par x

0
, y

0
, z

0
 une valeur particulière 

de oc,y, z, et par trois fonctions arbitraires, on tire des trois 
premières formules (i) 

I u= f l
x
dx+f(y,z), 

I 

(5) J v~ j^*
r
dr x), 

v
=J

z
 **

dz

 ·+Mofl-

ees valeurs de a, v, w, portées dans les trois autres formules (i), les 
changent en 

■ iy; J J —*# •, i •• ■ iy; J J —*# •, i •• GT 

■ iy; J J —*# •, i •• ; J J —*# •, i •• GT 

■ iy; J J —*# •, i •• GT; J J —*# •, i •• GT 

celles-ci, respectivement différentiées en x, y, z, et résolues ensuite 
par rapport aux trois dérivées secondes qui entrent alors dans leurs 
premiers membres, donnent 

d2 f1 = 1 (dgx + dgxy - dgrz) - fx d2dx dx 
i dydz 2 \ dy dz dx ) J

s
 dydz 7 

d2f2 = I (dgzy + dgy2 - dgzx) - fy d2 dy dy, 
* ' \ dsdx 2 \ dz dx dy j dzdx - ' 

[ d'fi — 1 (d%yl [ rfgjI fz d'iz dz. 

En exprimant que les premiers membres, et par suite les seconds, 
de ces dernières sont respectivement indépendants de x, de y^ de ζ, 
on obtient, pour conditions nécessaires, les trois premières (4). 
D'ailleurs, si celles-ci sont vérifiées, et si F,, F

2
,F

3
, φ,, ψ

2
, φ

3
 désignent 
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six fonctions d'une seule variable, il est évident qu'on aura, en inté-
grant les relations (6) : 

où les intégrales doubles, dans lesquelles on pourra remplacer les 
dérivées secondes de f, /

3
 par leurs valeurs (6), seront des fonc-

tions parfaitement déterminées de y et de z, de z et de or, de x et de y. 
Les relations (7), étant équivalentes à (6), le sont par suite aux 

relations (5 bis) différentiées respectivement en χ, y, z, et, pour 
qu'elles le deviennent aux relations (5 bis) elles-mêmes, il faut et il 
suffît qu'elles vérifient ces relations (5 bis) respectivement pour 
x — x

0
, pour y —y

0
, pour ζ = z„, c'est-à-dire qu'on ait 

■ iy; J J —*# •, i •• *# •, i •• GT J J —*# •, i •• GT 

(8) ■ iy; J J —*# •, i •• GT■ iy; J J —*# •iy; J J —*# •, i •• GT 

■ iy; J J —*# •, i •• Gv; J J —*# •,y; J J —*# •, i •• GT 

Chacune de ces dernières est elle-même possible à la condition né-
cessaire et suffisante que la dérivée seconde de son second membre, 
en y et z pour la première, en ζ et x pour la seconde, en x et y pour 
la troisième, soit nulle comme l'est la dérivée pareille du premier 
membre. Il vient ainsi les trois dernières conditions (4), qui sont vraies, 
non-seulement pour x — jr

0
, ou pourjy — y

0
, ou pour ζ = z

0
, mais 

encore et par suite pour ties valeurs quelconques de x, y, z, aiusi 
qu'on le reconnaît d'ailleurs directement en différenliant (5 bis) au 
lieu des relations plus particulières (8). Celles-ci donneront les six 
dérivées I", ψ' avec trois constantes-arbitraires qui paraîtront, une 

/ = f,(r)+ ?,(*) +££g¡¡drA. 

Jy, = F,(a) -h?3'x)+£ jf ^dzdx. 

[ y, - F,<» + ?,</) +jf jT ~~dxdyt 



PURES ET APPLIQUÉES. i35 
fois avec le signe -+- et une fois, avec le signe —, la première dans F'

2 
et <p'j, la seconde dans F^ et ψ\, la troisième dans et φ

2
. On inté-

grera une fois pour obtenir les fonctions F, φ, et les expressions def, 
fz-tfz contiendront en tout six constantes arbitraires que l'on pourra 
faire nulles, car elles correspondront à un petit mouvement d'en-
semble quelconque du corps, mouvement dont il est permis de faire 
abstraction. 

§ II. — Formules des forces élastiques pour diverses espèces 
de milieux. 

Je me bornerai ci-après à l'étude de milieux symétriques par rap-
port à un des plans coordonnés, à celui des yz par exemple, c'est-
à-dire tels que, lorsqu'on change le sens de l'axe des χ, l'expression 
des forces élastiques y soit la même qu'avec le premier système d'axes. 
Comme ce changement d'axes revient à transformer simplement T

2
, 

Ts en — T
2
, — T„ χ en — x, «en — u, g

zx
 en — g^, g

xy
 en — g^, 

sans rien changer à N^N^N^T*, y, ζ, ν, w, i
x

, 3
y

, 3
a
, g

ya
, les expres-

sions de N,, N
a

, N
3
, T, ne pourront contenir que les quatre termes 

affectés des 3 et de gyz, et T
2

, T
s
 auront seulement les deux termes 

affectés de g
zx

, g^. En tirant à l'inverse les 9, g en fonction des Ν, T, 
les trois 3 et g

yz
 dépendront des Ν et de T,, tandis que g

lx
, g

xy
 dépen-

dront de T
2
, T

3
. On aura des formules de la forme 

3
X
 = AN* - BN2— B'N3+ CT„ 

3r = — ï] AN* -h des termes en Na, N3, T,, 
3

a
 = —ÏJ'AN, -4- des termes en N

2
, N

S
, Τ,, (9) 

grz= yj"AN|-+- des termes en N
2
, N

3
, T

t
, 

gzx— UT 
2
 -t- HT

3
, 

g
ay

=G'T3+H'T2. 

Les coefficients A, Β, B', Y¡, τη', G, G' sont positifs. Cela provient de 
ce que, chez tous les solides naturels : i° la dilatation d

x
 croît et les 

autres 3
y

, 3
a
 décroissent lorsque la traction normale N,, qui est exer-

cée dans le sens des,a?, grandit; 2°3
X
 diminue, au contraire, quand les 
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autres tractions N

2
, N3

 augmentent; 3° le cosinus g
zx

 de l'angle que 
forment deux petites lignes matérielles menées dans l'état primitif du 
milieu, et en partant de la molécule M, parallèlement aux z positifs et 
aux oc positifs, augmente évidemment lorsque grandit la force T

2
 exer-

cée dans le sens de l'une de ces lignes sur un élément plan perpendi-
culaire à l'autre, et de même g

xr
 doit croître avecT3. 

U existe toujours une position des axes rectangulaires des^ et des z 
pour laquelle on a C = o, et une position des mêmes axes pour laquelle 
H + E'=o; de plus, les expressions C2 — 4BB', (H-t- H')2 — 4CC' 
ont les mêmes valeurs pour toutes les positions de ces axes, et sont 
négatives [*]. 

[*] Pour démontrer ces diverses propositions, rappelons d'abord quelques formules 
générales de la théorie de l'élasticité. Supposons que l'on prenne, au lieu des axes 
rectangulaires des x, y, z, de nouveaux axes rectangulaires des ad, y, z' ayant inéine 
origine, mais faisant avec les premiers des angles dont les cosinus seront respecti-
vement nommés : m, η, ρ pour celui des χ'·, m', η', p' pour celui des y'; m", n",p" 
pour celui des z'. Appelons : ¿c', y\ z' et u', d, vd les coordonnées primitives et les 
déplacements, par rapport à ce système d'axes, de la molécule dont x, y, z et u, v, «■ 
étaient les coordonnées primitives et les déplacements dans le premier système ; Κ',, 
Ν,, K'

3
, Ί*,, T,, Tj les composantes, suivant les nouveaux axes, des forces exercées 

sur l'unité superficielle des éléments [plans perpendiculaires à ces axes ; 3^, 3/, 3j', 
g/Λ gi'i»» g»V les dilatations 3 et les glissements g dans le nouveau système, c'est-
à-dire les expressions 

du' dv' dw' 
dad ' dy ' dz' ' 

dv' dvd dad 
dz' dyri dad 

du' du' dv' 
dz' ' dy' dad 

Les formules ordinaires de la transformation des coordonnées donneront 

x=mad -I- m'y -t- m"z\ , y =nx' n'y' -\-n"ζ', z =pad -\-p'y'-t-p"z'-, 
x=mx+ny -t- pz, y'=m'x-+-n'y+p'z, z' =m"x-hn"y-+-p"z; 
x=mu -t- nv -+- pw, d =m'u+n'v +p'o>, w'— m"u -+- n"v +ρ"«· ; 

d. d d d — = UT — -H a —— -f-// —» Âr* ¿¿r dy rf* 

d = m' d + n" d + d xs 

d » d , J » <* î/ï* Je dy dz 
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Si, outre le plan des jz, il y a un second plan de symétrie de 

contexture, celui des ZJC par exemple, les expressions des Ν ne pour-
ront plus contenir grz, ni celle de T, les 3, ni celle de T2, g^, ni enfin 

et, par suite, 

( dx' ou du' = m2dx + n2dy + p2dx + np gyz + pmgzx + mngxy, 

(b) | Sx'''
 ou ~ + = 2 [m

r
m"7>

t

 + 11'n"~&
r

-4-p'p"i
z
) 

-h(u'p"-hp'u")g 7Z -h (p'm"-hm'p")g lx -h [m'n" + n'm"¡g x} 
\ 3y, 3,', gs'x'i gz'y' —- des expressions pareilles, mais avec d'antres accents sur m, il, p. 

On peut exprimer les H, Τ en fonction des Ν', Τ'. Il suffit d'observ.er que les for-
mules (3), qui sont applicables à tous les éléments plans construits dans un corps, et 
non pas seulement à ceux de sa surface, permettent d'obtenir les composantes, suivant 
trois axes rectangulaires, ceux des x', y', z' par exemple, de la force élastique exercée 
sur l'unité dé surface de l'élément plan déterminé par les cosinus des angles de sa nor-
male avec ces axes, en fonction des forces Ν',, K2

, K'
3

, Τ', Ί",, T
3 exercées sur les élé-

ments perpendiculaires aux mêmes axes des x', y, z'. Pour l'élément perpendiculaire 
aux x, dont la direction est déterminée par les cosinus m, m', m", ces trois compo-
santes sont : 

m N'1+mT,-hm'N'2 + mT,-hm'N'
2

-¡- m'%, mT'
2
-l· m't, + m"»',. 

Celles-ci, multipliées respectivement par m, m', m" et ajoutées, donneront com-
posante suivant les χ de la force exercée sur l'élément plan qui leur est perpendicu-
laire; multipliées par η, η', λ" et ajoutées, elles donneront T

3
, composante suivant les y 

de la même force; multipliées de même par ρ, ρ', p" et ajoutées, elles donneront 'Γ,. 
On trouve ainsi 

/N,=m2N'
1
 -4-™"N'

2
 + M"!N'

3
 -4- 2 -f- m" m T'

2
 -i- mm'T

a
), 

1Τ,=ρ«ΝΓ, +prm'N'
2
 +p"m'%+(p'm"+m'p")t'

l
 +{p"m+m"p)T

2
 -t- {pm'+mp'fl'., 

1 T
3
=m«N'

1
 -gm n'y

2
-\-m"n"y

a
-g-{m'ri'+n'm")l\ +(M"/7+s"ra)T'

!
 +(ws'+m')T'

3
 . 

lOn obtiendrait des valeurs pareilles pour N-, N
s
, T

t
. 

Les expressions de3,/, 3y,..., gj/, en fonction de N',, Ti
2
,..., T"

3
, s'obtiendront en 

substituant, dans les formules (b), à 3i,3
r
,..., gy, leurs valeurs, (9) par exemple, 

en N„ T
3
, puis à ces Ν, Τ leurs expressions (c). 

Supposons actuellement que le changement d'axes se borne à faire tourner dans leur 
plan, et d'un angle a, l'ensemble des deux axes des y et des z. On aura 

m = i, η =0, ρ = o ; 

m'—ο, η'= cosa, p'=sina; 

m" = o, r¿' = — sin a, p ' — cosa; 

Tome XVI (ae série). — MAI 1871. 
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celle de T
s
, g

zx
. Donc les Ν seront simplement fonctions des 3 ; Ί,, 

T
2
, T

3
 ne dépendront respectivement qne de g

JZ
, g

zx
, g

xy
, et le plan 

des xy sera un troisième plan de symétrie de contexture. Les coefficients 
cients C, H, H' des formules précédentes seront nuls. 

Le milieu sera isotrope autour de l'axe des x, et celui-ci prendra 

et les formules (b), (c) deviendront 

Dans le cas des formules (9), pour lequel les 3 et gfi sont indépendants de T
3
, T

3 

et g», gv indépendants des Ν et de Τι, on peut observer que 3
x

r, 3y, 3
3
f, gy-i ne dépen-

dront encore que de N
t
, N

3
, iï

3
, T„ et par suite de Ν',, Ν,, N'

3
, T',, et que g¿j, g

x
<y 

dépendront seulement de T
3
, T3 et par suite de T^, T'3. 

Le coefficient, analogue à C, dont T, sera affecté dans l'expression de 3*», est sim-
plement 

(tí) (Β—B') sin2a + Ccos2a. 

Pour que ce coefficient soit nul, il suffit de faire tang2a = B — B' ; ce qui prouve 

bien qu'il existe une position des axes des y et des ζ pour laquelle C = o. 
Le coefficient, analogue à H, dont sera affecté dans l'expression de gest 

cosa (G sin α -t- H cosa) — sina (G'cos a -t- H'sina), 

et le coefficient, analogue à H', qui affecte T2 dans l'expression de gjy est de même 

cosa(— G'sina -+- H' cosa) -t-sina(G cosa — H sina); 

33χ = 3Ι, 
3y = 3rcos2a -1- 3ssin2a -+-ygrîsin2a, 
3= 3= eos2 a 4-3r sin2a — - gT¡ sin 2 a , 

(b') gy'z' = - (dy - dz) sin 2x + gyz cos 2 x, 
gy »'= g=i cosa — gv sin a, 
gx*/ — gir cosa -+- gsxSÎna; 

N, = JN'15 
N3 = Ν j cos2 a -t- JN'3 sin2 a — T't sin 2 a , 
(c')           T, =J (]N'2 — N'j sin 2 a -+- T*, cos 2a, 

v d v d 
T3 =a Ticosa -4- Tesina, 
T3 = T', cosa — T', sina. 
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le nom d'axe d'élasticité [*], si l'on peut, sans changer les formules 
des Ν, T, non-seulement échanger entre eux les deux axes des y et 
des z (ce qui entraîne l'égalité du coefficient de à celui de3

z
 dansN,, 

et de ceux de ¡)
r

, 2>
z
 dans N

2
 et g

zx
 dans T2 respectivement à ceux 

de d
z
, dans et g^ dans T

3
), mais encore faire tourner d'un 

la somme de ces deux coefficients, 

(e) (G—G') sin2α H- (H H-H') cos2e, 

s'annule pour tang 2 a = — G — G' · Donc il existe un système d'axes des r et des s 

pour lequel la somme H -t- H' est nulle. 
Les coefficients, analogues à Β et B', dont Νet W'

3
 sont affectés dans l'expression 

de sont respectivement 

Β cos2 α -t-B'sin'a — yC sin2a, Β sin2 a + B' cos1 a + {C sin2a; 

si l'on retranche quatre fois leur produit du carré du coefficient (d), analogue à C, 
et qu'on réduise après avoir effectué les calculs, il vient 

[(Β — B') sin2α -j- C cos2α]2 

— ^ (B eos2et —B'sia2a— y Csin2a) (B sin'a -t- B'cos'a -t- y C sin 2a) = C2 — 4®®'-

Donc la somme C2— 4®®' est 'a même pour tous les systèmes rectangulaires des axes 
des χ et des z, et, comme elle est évidemment négative pour celui qui donne C = o, 
elfe l'est toujours. 

De même, les coefficients, analogues à G et G', dont sont affectés respectivement T, 
dans l'expression et Τ

3
 dans celle de sont 

G cos'α-t- G'sin2α— y {H -1- H') sin2a, G sin'a -+- G'cos'a -1- y (H -t- H')sin2«. 

En retranchant quatre fois leur produit du carré de l'expression (e}, analogue à H-f-H', 
il vient, après quelques réductions, (H -f- H')' — ¿¡.OGr : donc cette expression a bien 
la même valeur, quel que soit le système d'axes des j et des z, et, comme elle est 
négative pour celui qui donne H -t- H' = o, elle l'est dans tous les cas. 

[*} Au § VIII d'un Mémoire sur les ondes dans les milieux isotropes déformés (Jour-
nal de Mathématiques, t. XIII, 1870), j'ai appelé, comme dans les Traités de double 
réfraction, axes d'élasticité les intersections de trois plans rectangulaires de symétrie 
de contexture. Il conviendrait peut-être de 11e donner ce nom, comme je le fais dans 
le Mémoire actuel, qu'aux droites tout autour desquelles les élasticités sont pareille-
ment distribuées; mais on pourrait aussi appeler ces dernières axes d'isotropic. 

18.. 
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angle quelconque, autour de l'axe des x, le système des deux autres 
axes ; ce qui oblige, comme on le démontre le plus simplement en 
supposant cette rotation infiniment petite, à faire le coefficient dedy 
dans l'expression de N

2
, égal à celui de 7>

z
 dans la même expression, 

plus le double du coefficient de g
yz

 dans celle de T
4

. Il en résulte que, 
si λ, μ, λ', μ', μ", y sont six coefficients d'élasticité, et si θ désigne la 
dilatation cubique, égale à -t- 3,-4- les formules des N, T seront 

(to) 
N4 = I'd + 2μ'<)χ, Τ, = μ&

ζ
, 

Ν
2
 = λ0 -+- ν-1- 2 μ\, Τ

2
— μ'§

ζχ
, 

Ν3 = λθ υί
χ

 -+- 2μϋ
ζ
, Τ

3
 = μ"§α·χ· 

En ajoutant les trois de ces relations où entrent les N, puis ramenant 
nant le second membre du résultat à ne contenir que î)

x
 et Θ, et élimi-

nant enfin t)
x
 au moyen de la première (io), il vient 

(») 
2(λ + μ)μ' -4-(μ — ν)λ']' 
<v<vs 

et ensuite 

(ίο bis) 

I _2(λ+μ) H, — λ'(Ν,+ Ν
3
) 

- — 2 μ (λ + ν) Μ", 4- [2 (λ 4- 2 μ) μ' -4- (2 μ — ν) λ'] Κ, — (2 \μ' — Ά') Ν
3 

r ~ 4μ[2(λ + μ)μ'+ ((* — »)*'] 
^ — 2 μ (λ -t- ν) Ν| 4- [2 (λ + 2 μ) μ' 4- ( 2 μ—ν)λ']Ν

3
 — (2λρ/ — νΥ) Ν

2 
4¿la(Í+ FÏP* +Ìli-*)V] 

T, &*=7» g» T, T, f1 

S'il y a enfin un second axe d'élasticité, celui des y par exemple, 
N

4
 et Ν,, T, et T

s
 devront se changer l'un en l'autre si l'on permute 

entre eux les deux axes des χ et des ζ : on devra donc avoir λ' = λ, 
μ' = μ, ν = ο, μ" = μ. L'axe des ζ sera un troisième axe d'élasticité, 
les formules des forces élastiques ne changeront pas lorsqu'on passera 
d'un système de coordonnées rectangulaires à un autre quelconque, 
et le milieu sera dit isotrope ou d'élasticité constante dans toutes les 
directions. 

Mais passons au cas général d'une contexture quelconque, et cher-
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chons à exprimer analytiquement qu'il faut toujours dépenser un 
certain travail pour écarter un corps de son état naturel, fait d'ex-
périence universellement admis. Considérons un simple élément de 
volume ayant ses arêtes primitivement parallèles aux axes et res-
pectivement désignées par dx, dy, dz, et supposons cet élément 
soumis, sur ses faces opposées, à des forces sans cesse égales et con-
traires, uniformément distribuées sur chacune et lentement croissantes 
à partir du moment où elles sont nulles, de manière à se faire tou-
jours équilibre si le corps était rigide, et à ne produire effectivement 
que des vitesses insensibles. Si nous supposons que les déplacements u, 
ν, w varient ensemble pour toutes les molécules, proportionnellement 
à une même fonction du temps, de manière à conserver toujours entre 
eux les mêmes rapports, les déformations 3, g, fonctions linéaires des 
dérivées premières en χ, γ, ζ de u, ν, w, et, par suite, les Ν, Τ, fonc-
tions linéaires des 3, g, varieront aussi comme la même fonction du 
temps. Cela posé, appelons x, y, ζ les coordonnées primitives, et u, 
v, w les déplacements de la molécule située au sommet de l'élément 
de volume considéré qui a les coordonnées les plus petites. La face dydz, 
qui passe par ce sommet, est soumise, suivant les axes des χ, des y et 
des z, aux forces — Ή, dydz, — T

s
dydz, — T

2
dydz,que l'on peut 

supposer appliquées au centre de cette face, centre dont les déplace-
ments ne diffèrent pas sensiblement de u, ν, w. Le travail élémentaire 
de ces forces, obtenu en les multipliant par les projections du, dv, dw 
sur les axes des x, y, ζ du déplacement de leur point d'application, a 
pour expression 

— N, dydz du, — T
3
 dydz d\>, — Τ ^dydz dw, 

ou bien 

— N
1
 dydz udu, — T3 dydz vdv, — —T2 dydz wdw ; 

si l'on intègre à partir de l'époque où l'on avait u = ο, ν — o, w = o, 

et si l'on observe que les rapports N
1
, T

2
, T

2
 sont indépendants du 

temps, il vient, pour le travail total des forces exercées sur la première 
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face dydz de l'élément de volume, 

— ̂ dydz^j^u*
ou — irfrrfz[N,«-+-T

s
e4-T

2
tv]. 

Le travail des forces exercées sur la seconde face dydz aura évidem-
ment la même expression, mais changée de signe et augmentée de sa 
différentielle par rapport à x. Comme Ν,, T

3
, T

2
 ont les mêmes va-

leurs sur les deux faces dydz, cette différentielle est 

yxdjdz [ν, £ + T, ¿ + T« g] · 

En opérant ainsi pour les autres faces, et faisant la somme totale 
des travaux dépensés pour écarter l'élément de son état naturel, il 
vient 

(ία) dxdy dz[Ν,J
A
 4- N

2
3
r
 4- N

3
3- 4- T, g

yz
 4- T

2
g
zx

-t- Tjg^Y]. 

Comme cette expression doit être essentiellement positive, la rela-
tion cherchée est 

(12 bis) N,3
a

 -1- N23r 4- NS
3

Z
 4- T, grz4- T

2
g

za
. 4- T

3
g
ar
 > o. 

Si l'on substitue, dans le premier membre de celte inégalité, aux 3, g 
leurs expressions linéaires en fonction des N, T, Ce premier membre 
sera une fonction 2 Φ des Ν, T, homogène et du second degré, qui 
pourra être mise sous la forme 

A Φ = a (N, 4- «N
2
 4- a'N

3
 4- a'T, 4- Α"'Τ

2
 -H <xlvT, )2 

4-b (N, 4- /3N, 4- β'Τ, 4- β"Τ
2
 4- /3'"Tj )2 

4-C (N
3
4- γΤ, 4- γ'Τ

2
4- γ"Τ

3
)2 

4-d (Τ, 4- êT
2 4- d'T

3
)2 

4-e(T
2

4- εΤ
3
)2 

4-fT|, 

avec des coefficients a, h, c, d, e, f plus grands que zéro. En effet, la 

/ro f/>r\ 
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partie de Φ qui contient N< est de la forme 

a(NJ + 8«»,^ + aa'N,N
3

-l- 2a"N,T, -f- 2a'"N,T
2
 4- aawN,T,), 

où a est positif (puisque Φ, essentiellement positif lui-même, se réduit 
à aN® lorsque N, est la seule des quantités Ν, Τ qui ne soit pas nulle), 
et où «, a', a", aiv sont quelconques. En ajoutant à ces termes tout 
ce qu'il faut pour compléter le carré 

a (Ν, 4- αΝ
2 4- α'Ν

3 4- α"Τ, 4- α'"Τ
2 4- α"Ί

3
)2, 

et retranchant ce qui est ainsi ajouté du reste de la fonction Φ, cette 
fonction se composera du carré précédent, plus d'une expression ho-
mogène du second degré, qui n'aura plus que les cinq variables N2, N3

, 
Τ,, T

2
, T

3
. Si l'on convient de faire N, égal à 

- αΝο - «'N3 - α"Ύ, — α"'Τ2— αινΤ3, 

Φ se réduira même à cette expression, dè laquelle, en raisonnant exac-
tement comme sur l'expression complète, on tirera successivement les 
carrés qui ont b, c, d, e, f pour coefficients. 

On pourrait, dans le premier membre de (12 bis), remplacer lesN, Τ 
par leurs valeurs en fonction des 3, g. Alors la fonction Φ, homogène 
et du second degré, par rapport aux 3, g, pourrait être mise sous 
une forme analogue à (12 ter), mais qui contiendrait les 3, g au lieu 
des Ν, T. 

Il est un cas très-important, et peut-être même applicable à tous 
les corps delà nature, pour lequel l'expression (ία) représente le tra-
vail employé à écarter un élément de volume de son état naturel, sans 
que les Ν, Τ varient proportionnellement pendant toute la durée du 
phénomène. C'est lorsque la partie de ce travail, qui est effectuée pen-
dant un temps très-court 

dxdydz (N, di
x

 -1- N
2
 dè

r
 -t- N

3
 dî>

z
 4- T, d%

yz
 -4- T

2
dg

ex
 4- Τ3

 dg^
y
), 

est une différentielle exacte, ou que, Φ étant supposé exprimé en fonc-
tion des 3, g, on a 

(■3)N, = £, n,= £, H.= £. T,= £-, T.= T, ·/· . ([%J= (fS*r 
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Dans le même cas, si l'on suppose.® exprimé en fonction des Ν, T, les 
expressions des 3, g seront 

(13bis) ■ iy; J J —*# •, i ••; J J —*# •, i •• GT 

iy; J J —*# •, i •• G# •, i •• GT 

En effet, en différentiant par rapport à le potentiel Φ, il viendra 

ou άΦ άΦ Β?Ν, άφ Í/N ¿á¡— SÑ; rfá¡ ¿Ñj ¿31 + ¿tT ¿3¡ 5fs dds 

Le second membre de cette relation ne diffère de l'expression li-

néaire de N, en fonction des 3, g qu'en ce que do, do · · · ·do y rem-

placent a
x

, 3
r
,..., g

xy
. Comme on aurait dés expressions pareilles de 

N
2
, Ng, T

f
, T

2
, T

8
 en différentiant® par rapport à a

y
, i

z
, g

yz
, g

zx
, g

xy
, il 

faut bien que 3*, 3
r
,..., g

xy
 soient précisément égaux à ^·> -^·>·· ·» ̂  · 

§ III. — Etude d'une tige de très-petite section. Considérations 
préliminaires. 

Supposons que le milieu élastique considéré soit un corps sensible-
ment cylindrique sur une étendue comparable aux dimensions de ses 
sections transversales, mais d'une longueur totale beaucoup plus 
grande que ces dimensions mêmes. Après des déplacements aussi con-
sidérables qu'on voudra, mais tels que les 3, g soient partout très-petits, 
une portion de ce corps, comprise entre deux sections normales assez 
voisines, n'aura subi que de petits déplacements κ, ν, w par rapport 
à un système d'axes pris dans son intérieur et assujettis aux mêmes 
mouvements d'ensemble que cette partie du corps. Si donc, à un mo-
ment donné quelconque, on décompose, suivant ce système d'axes 
supposés fixes durant un instant très-court, toutes les forces, y compris 
celles d'inertie lorsque le corps est en mouvement, qui agissent sur 
la portion considérée, les formules précédentes leur seront appli-
cables. Nous supposerons le plan des χ? parallèle aux sections. 
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Le corps pourra être plein ou tubulaire, et, dans ce dernier cas, 

avoir un nombre quelconque de cavités intérieures; mais nous admet-
trons que sa surface latérale, sensiblement cylindrique et composée 
généralement d'une nappe extérieure et d'une ou de plusieurs nappes 
intérieures, ne soit soumise à aucune action autre que la pression at-
mosphérique antérieure aux déplacements. Soient : σ une section nor' 
male, et da ou dydz un de ses éléments; s le contour de cette section, 
formé d'une partie extérieure' et de parties inférieures; ds un élément 
de ce contour, dont nous supposerons la partie extérieure décrite en 
tournant dans le sens des y positifs vers les ζ positifs et les parties in-
térieures décrites en-sens contraire; dy, dz les projections de cet élé-
ment sur les axes des y et des z, et m, η, ρ les cosinus des angles que 
fait avec les axes la normale à la surface latérale, menée en un point 
du même élément et hors de la section a. Ces cosinus sont m —ο, 

η = ± ̂ ; ρ = ■=£—-·, mais, d'après la manière dont le contour est 

décrit, la normale menée hors de la section σ fait un angle aigu ou un 
angle obtus avec l'axe des y, suivant qu'on aà>oouife<o; donc 
il faut prendre les signes supérieurs, et poser Λ 

(i3 ter) m=o, n = ^j, p-=—^, ou dz = nds, dy = —pds. 

Les équations (3) se réduiront ainsi à 

Τ
3
« -t- Τ

2
p =0, Ν,τζ -f- Τ

t
p =ο, Τ,η + Ν

s
p =0, 

ou bien 

(14)Τ 
3
dz—T

2
dy~o, Ν 

2
dz—T

t
dy=o, 'V,dz — Hi\

3
dy=o 

(sur le contour .s·). 

La constitution de la matière dont la tige est formée sera supposée 
généralement variable d'un point à l'autre, assez lentement le long 
d'une parallèle quelconque à l'axe des ce, mais aussi rapidement qu'on 
voudra d'un point à l'autre d'une section normale, et même brusque-
ment sur certaines lignes données de chaque section, lignes que nous 
appellerons st . En désignant par n,, p les cosinus dus angles que le 
normale à l'une de ces lignes, menée dans un sens déterminé, fait avec 

Tome XVI (ae série). — MAI 1871, '9 
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les axes des y et des z, l'égalité des composantes suivant les x, les y 
et les ζ des forces exercées de part et d'autre de l'élément plan per-
pendiculaire à cette normale obligera de supposer aux trois expres-
sions »,Τ8-f-piT2, «,Νβ-Η/^Τ,, η,Τ,-1-ρ,Ν:, les mêmes valeurs 
quand N2, N3, Τ,, T2, T3

 sont pris d'un côté de l'élément plan, que 
lorsqu'ils sont pris de l'autre côté. U est clair de même, puisque la 
matière n'est supposée nulle part se disjoindre, que les déplacements n, 
v, w seront égaux des deux côtés du même élément plan. Telles sont 
les conditions, au nombre de six, spéciales aux surfaces de séparation 
de deux parties de tige adjacentes, mais de différente constitution. 

Ces conditions, jointes à (14)» permettent de déduire des équations (2) 
une formule très-importante qui nous servira souvent. Appelons U, Y, 
W trois fonctions de x, y, z, continues dans tout l'intérieur d'une sec-
tion e, mais d'ailleurs quelconques, et supposons que leurs dérivées 
premières en y et ζ soient également continues, excepté sur les lignes 
de chaque section où la constitution de la matièrie varie beaucoup, 
lignes des deux côtés desquelles ces dérivées pourront prendre des 
valeurs différentes. Ajoutons les équations (2) membre à membre, 
après les avoir respectivement multipliées par U de, Y de, Wde, et 
intégrons le résultat dans tout l'intérieur de la section a. Nous pour-
rons diviser la section a en régions dans chacune desquelles la consti-
tution de la matière ne varie qu'avec continuité d'un point aux points 
voisins; chacune de ces régions sera limitée par un contour apparte-
nant aux lignes f et î„ formé d'une partie extérieure et peut-être 
aussi de courbes fermées intérieures; nous supposerons ces lignes dé-
crites dans le même sens que le contour s, c'est-à-dire de telle sorte 
que, si l'on appelle ds un de leurs éléments, pris positivement, dy et 
dz les projections de cet élément sur les axes des y et des ζ, η et ρ les 
cosinus des angles que fait avec ces axes la normale menée hors de la 
région, on ait dz — nds, dy = — pds. En intégrant d'abord dans cette 
région seulement, on pourra transformer plusieurs termes au moyen 

de l'intégration par parties. Par exemple, l'expression U de pourra 

être remplacée identiquement par -^dydz—H^-^de', on intégrera 

le premier terme, pour une même valeur de ζ et de dz, sur toute 
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l'étendue des parties, comprises dans la région, en lesquelles une pa-
rallèle à l'axe des y est divisée par les lignes s et s

{
 : en caractérisant 

par les indices ο, 1 les valeurs des fonctions aux deux extrémités d'une 
de ces parties, le terme intégré sera remplacé, pour chacune d'elles, 
par la différence (UT3), dz — (UT3)0ife; or, dans le premier terme de 
cette différence, dz est la projection (nds),, sur l'axe des z, d'un élé-
ment ds du contour de la région; dans le second terme, dz est la 
valeur absolue de la projection négative (nds)

0
 d'un autre élément 

du même contour; cette différence peut donc être remplacée par 
(ϋΤ,ιώ), -t- (UT3ds)0. En opérant ainsi sur toute l'étendue de la région, 
il viendra 

f ϋ^/σ= f O%nds-fT
s
^da, 

les intégrales où entre da étant prises sur toute l'étendue de la région 
considérée et celle où entre ds l'étant sur tout le contour de cette 
région. On opérera de même pour tous les termes qui contiennent 
une dérivée des Ν, Τ par rapport à γ ou par rapport à z, et la relation 

/Kf-S+S+f*)-*-v($+$+£+,T) 

+w(f'+5 + S + Pz)]*=» 
deviendra 

f [U(nT + pT + V"(nN vb + W(reT + pN.3)]£Ù· 

' -/[T.?-
T
·?-- rfV „ rfW , _ (d\ dXV\ 1 , 

+/K^ + P
x

) +
 v

ÍS+P
Y

) +
W

(S' + P
Z
)]* = °· 

Si l'on ajoute tous les résultats pareils relatifs aux diverses régions de 
la section σ, les intégrales prises sur les lignes s, se détruiront; car, à 
la.limite de deux régions adjacentes, U, V, W auront les mêmes valeurs 
par hypothèse, et les expressions «T

3
 4- pT

2
, nS, -h ρΎ,, «Τ, -μ/>N.. 

seront égales en valeur absolue, d'après les conditions spéciales aux 
lignes s

t
, mais de sigues contraires à cause des deux directions oppo-

19.. 
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sées que prend la normale suivant qu'elle est menée hors d'une région 
ou hors de l'autre. Les intégrales prises sur le contour s étant d'ailleurs 

nulles d'après les relations (i4)> il viendra, en désignant par Ç des 

C'est la relation importante que je me proposais d'établir. 
Considérons encore une des régions de σ dans lesquelles la consti-

tution de la matière ne varie qu'avec continuité d'un point aux points 
voisins, et observons qu'il est naturel d'y supposer les forces élasti-
ques Ν, T, variables également d'une manière continue. Le contour 
de cette région a au moins deux éléments perpendiculaires à l'axe des 
y et deux perpendiculaires à Taxe des z. La condition spéciale à ce 
contour montre qu'aux premiers de ces éléments les forces T

3
, N2, T, 

sont les mêmes que dans la région adjacente, et qu'il en est ainsi aux 
seconds de ces éléments pour les forces T

2
, T

)s
 N

3
. Or, en passant de 

ces nouvelles régions dans d'autres, et considérant les éléments des 
contours de séparation qui sont perpendiculaires, soit aux y, soit aux 
z, on finira par arriver à des éléments pareils du contour même de la 
section σ, éléments sur lesquels on a, d'après (i4)>soit T

3
=N

2
=T,=o, 

soit T
2
=T, =Nj= o. Donc·, la section σ ayant toutes ses dimensions 

très-petites, les forces N
2

, N
3

, Τ,, T
2

, T
3
 ne peuvent qu'être fort petites 

dans toute son étendue par rapport aux valeurs absolues moyennes 
de leurs dérivées premières en y et z. D'ailleurs la continuité, sur une 
longueur finie de la tige, des Ν, Τ et de leurs dérivées en y, z, exige 
que les dérivées en χ de toutes ces quantités ne soient pas d'un ordre 
de grandeur plus élevé que Tordre de ces quantités elles-mêmes, si ce 
n'est toutefois aux points voisins des extrémités de la tige, ou plus 
généralement, de ceux où la constitution de la matière et les condi-
tions dans lesquelles elle se trouve varieraient brusquement dans le 
sens des x. Si Ton fait abstraction de ces points tout particuliers, les 

intégrales prises sur toute l'étendue de la section a, 

(15) ■ iy; J J —*# •, i •• GT■ iy; J J —*# •, i •• GT 

iy; J J —*# •, i •• G■ iy; J J —*# •, i •• GT; J J —*# •, i • 
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deux dernières équations (2) pourront être réduites à 

dS, dT¡ dT¡ dNs dy dz dy dz °" 

En effet, si nous considérons, par exemple, la seconde des équa-
tions (2), les termes —dN2, dT1 pourront être, soit de l'ordre de dT3, soit 

incomparablement plus petits, soit incomparablement plus grands. 
Dans les deux premiers cas, et T

(
 seront, d'après ce qui précède, 

négligeables par rapport à T
3
 [*], et l'on pourra poser en compa-

raison N
2
=O, T, = o; dans le troisième cas, la seconde équation (2) 

se réduira sensiblement aux deux termes —, car le dernier oY 

n'est jamais que de l'ordre de —3 · Donc on pourra poser toujours 

^ — o. Les deux dernières équations (2) étant ainsi simplifiées, 

la relation générale (i5), si l'on y fait U = o, se réduit à 

( ) XLN2^+N3^+r<[^+w)}da-°· 

Faisons-y successivement W= o, Y=y, = z, =j~, —yz, — ζ-, et 
V=o, Yf—z, =y, = z2, = zy, —y2, et il viendra aisément les neuf 
relations J (N

2
, N

S

 OU T,)CFC =o, 

(.6) j/(N
s
,N, ou T^yck = O, 

■» 

(Ν®, N¡, ou Τ,)zda — o. 

Si, au contraire, nous supposons V=e, W =w, la relation (i5 bis) 
devient 

(17) j N^-F-T^JEÉR — o. 

[*] Car on vient de voir que N, et T, sont négligeables devant leurs dérivées pre-
mières en y, z, dérivées supposées au plus, dans ces deux premiers cas, comparables 

d—ry~ et par sui. te a. Tm .. 
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Enfin, supposons qu'on différentie en χ la première équation (2), en 

admettant, ce qui aura toujours lieu, que la dérivée dp X ne soit pas 

beaucoup plus grande que la dérivée seconde ; celle-ci devra être 

du même ordre que les dérivées premières en yf ζ de c'est- dT3, dT2, c'est-

à-dire au plus du même ordre que —■> ¿r-2· 

§ IV. — Détermination de N
2
, N

3
, T

t
. 

Je me bornerai au cas où la tige est d'une contexture symétrique 
par rapport au plan desyz, c'est-à-dire au cas où les 3, g sont donnés 
en fonction des Ν, Τ par les formules (9), et je supposerai même que 
les coefficients -η, r¡', r¡" soient constants sur toute l'étendue d'une 
même section. Les 3, g auront généralement leurs dérivées en x, y, ζ 
comparables aux dérivées pareilles des Ν, Τ [*]. En particulier, les 
dérivées secondes en χ de 3^, 3

r
, 3

S
, g

yz
 seront du même ordre que les 

dérivées secondes en ¿c de Ν,, N
2

, N
3

, Τ,, c'est-à-dire, d'après la 
remarque qui termine le paragraphe précédent, au plus du même 

ordre que N
2
, N

s
, Τ,, ^ · Il en sera de même des dérivées pre-

mières en y, ζ de ~^··> dérivées comparables aux dérivées pareilles 

de g
ZX

i g
xy

 ou de T
2

, T
3

. Il suit de là que la première et les deux der-
nières des relations (4) pourront s'écrire à fort peu près 

d*a, _ d*ix_ d^x 
dydz rfz' dy2 = 0. 

Elles donnent en effet dans chaque région de σ, pour les dérivées se-
condes en y et ζ de 3^., des valeurs au plus comparables à N2, N3, TM 

~ i ; par suite, en multipliant ces valeurs par dy ou dz et intégran t, 

[*] J'admets dans ce paragraphe, pour abréger le langage, que l'unitc de force 
-choisie soit telle, que les Ν, Τ se trouvent numériquement du même ordre de grandeur 
que les 3, g. 
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on trouvera que les parties, variables avec j, ζ dans chaque région, 

de —, sont au plus comparables aux produits de N2, N3, T, par 

y, ζ et aux parties variables de T3, T2, lesquelles sont elles-mêmes du 

même ordre queT
3
,T

2
, ou que g

xy
, g

zx
. Or^» ̂  valent identique-

ment, d aprea(0, -¿¡¡+-g, ~¡¿ +±> c est-a-dtredx1- dx2 

sauf erreur au plus comparable à g
xy

, g
zx

, et v, w, ainsi par suite que 
leurs dérivées secondes en oc, sont continues sur toute l'étendue d'une 

section <7 : donc les dérivées premières ^ sont égales, sur toute 

l'étendue d'une section σ, à deux quantités constantes, augmentées de 
termes au plus comparables aux produits de N,, N3, T, par γ, ζ, et 
à T3, T2

. En multipliant encore par dj, dz, ajoutant et intégrant, ces 
termes ne donneront dans ix que des parties négligeables, c'est-à-dire 
insensibles en comparaison de N2, N3, Τ,, T2

, T
3
, et aussi en compa-

raison des 3, g. Par conséquent, si l'on appelle Λ., i)ï>, ilh, trois fonctions 

arbitraires de x, et si l'on observe que u et par suite ̂  ou ^ sont 
continus sur toute l'étendue de a, il viendra 

(18) ^ 5ΞΖ «Aï -t- 1ñ)Z 4"vs.y 

Étudions actuellement l'expression £T
2
H
r
 4- N

3
3
i

-+-T
1
g,.

2
 qui entre 

dans le premier membre de (17). Elle fait partie de l'expression plus 
générale, essentiellement positive, qui constitue le premier membre 
de l'inégalité (la bis) et qui a été désignée par 2Φ. Comme, d'après les 
formules (9), i)

x
, D

z
, g

yz ne dépendent que de N,, N
2
, N

3
, T,, et g

zx
, 

g
X}

. de T
2

, T3, cette expression plus générale est la somme de deux 
autres entièrement distinctes et essentiellement positives, car chacune 
d'elles peut subsister quand l'autre est nulle; la seconde, ne contenant 
que T

2
, T

3
, pourra être mise sous la forme e(T2 4- εΤ

3
)2 4- fT

3
, c'est-

à-dire qu'on aura 

(19) T
2
g

z
.
c
-t-T

3
g

xy
. = e(T

2
4- εΤ

3
)24- fT|; 

la première, Ν,δ» 4- N2
3r4- N

3
3
z
4- T, gyz, contenant Ν,, N

2
, N

a
, T,, 

sera la somme de quatre carrés, dont le premier est, d'après les for-
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mules (g), 
^/jj βν

2
+βή

3
—ct,

 W
K,+

 W
'ir,—>ι*τ,\' 

et dont les trois autres ont la forme 

b(■N
2
 + βN

3
 + β'T

i
γ, c(N

3
4-7T,)2, dTf. 

La partie de cette expression qui est indépendante de N, serait évi-
demment identique à N

2
3y4- Ν

3
3

2
 4- T, g

yz
, si, avant de substituer à 

3
yJ

 d
z

, g
yz

 leurs valeurs (g), on en ôtait les trois termes affectés de N,, 
termes qui sont respectivement — ÏJAN,, — tj'AN,, ÏJ"AN,. On a donc 
l'identité 

A /BG^+ —CT'
 +

 GN

3

4-VN

3

 — V'T.Y 

4- b(N
2
 4- βΝ

3
4- (3'T,)2 4- c(N

3
 h- 7T,)2 H- dTf 

= (N
2

3
r

4- N
3
3

z
 + T, gyz) 4- AN

(
(VJN

2
 4- JJ'N

3
 — ij" Γ,), 

ou bien, après quelques transformations faciles et en remplaçant 
BN

2
 4- B'N

3
 - CT, - AN, par - 3*, 

N23y 4- N332 4- T, gr 

(19 bis) — A /BN;4- B'N.i— CT, »N,4- V 

4- b(N
2
 4- /3N

3
 4- β'Τ, y 4- c(N

s
 4- 7T, Y 

\ 4- dTf - (yjN2 4- i7'N
3
 - ν,"T,)V 

Substituons, dans (17), le second membre de cette-relation (ig bis) 
au premier, et observons que, i>

x
 étant linéaire en jr et z, et les coeffi-

cients vj, y}', τη" étant supposés constants dans toute l'étendue de σ, les 
neuf formules (16) donnent 

f(nir
a
-hv'N,-v"T

t
)Z

x
 = o; 

il viendra 

(20) 

j ^ BNa+ b'N 3 —CT, _x N2+N1-n't1)12 

4- b(N» -4- |3N
3
 4- jS'T-, f 4- c( H

3
 4- 7

T, Y -+- dTf J da = o. 



PÜRES ET APPLIQUÉES. 153 

L'intégrale du premier membre, formée d'éléments qui sont la 
somme de quatre carrés, ne peut être nulle que si chacun de ces carrés 
s'annule identiquement. On aura donc partout 

(21) T, — o, N3 = o, N¡¡ = o, 

et par suite, d'après (9), 

(22) /b(pb pdedy = — ndx, à
z
= γ) 3

α
, gj,

a
 = Y¡ ij,, 

valeurs qui, en y substituant l'expression (18) de rendent identique 
la quatrième condition de compatibilité (4). 

Ainsi, lorsqu'une tige de contexture symétrique par rapport à ses 
sections normales n'est soumise sur sa surface à aucune action, si ce 
n'est vers ses extrémités, et que, de plus, ses fibres longitudinales sont 
constituées de telle manière qu'elles subiraient d'égales déformations 
latérales 3r, 3

Z
, g

rz
, si on les soumettait à des tractions produisant sur 

toutes la même dilatation cette dilatation et les déformations laté-
rales 3r, 3

Z
, gyz varient, à fort peu près, linéairement sur toute l'éten-

due de chaque section, et les composantes, perpendiculaires à l'axe 
de la tige, des forces élastiques exercées sur les éléments plans paral-
lèles à cet axe, peuvent être négligées par rapport aux autres jorces 
élastiques. Toutefois il peut y avoir exception pour les parties de la 
tige très-voisines de ses extrémités. 

Si l'on substitue, dans les trois relations (22), à sa valeur (18), et 
à 3 , gyz leurs expressions (1), les deux premières, multipliées res-
pectivement par dy, dz et intégrées, donneront, en appelant fi, fi des 
fonctions arbitraires de deux variables, 

V =Νζ,χ} — y(fry+yfry) + 1/2 yfry2 

(23) V =Νζ,χ} — +1/2 yfry2 

La troisième (22) devient ensuite 

(24) — + [Ή"<Α. -+- (yDÏU-F- r¡"^)z] = — [1>7"Ά>-+- faut. -4-ï/'iliOr]; 

or le premier membre de celle-ci est indépendant ée y, et le second 
Tome XVI (2E série).—MAI 1871. 20 
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l'est de ζ. L'un et l'autre sont donc une simple fonction e de x, et 
l'on a 

^ = — © -t- - fyfry- dqhhff (îj'TÎÎ., -4- z], 

■— = G + [|ïj"<A> -ddghj + fy -4 - yfry) ; 

d'où il résulte, en intégrant après avoir respectivement multiplié par 
dz, djr, et en appelant ω, (Q, certaines fonctions de x, 

ν — ω — GZ + ±[Υ)"λ,Ζ-+- (vj'ifi,, -t- vj"·ηΐ> ) za] 

(15) — >J [&,y -1- ifejrz ·+- i Tib.j2], 
W— Φ, 4- ©JR -+- \ [ΤΗ"Λ,/+ (Ï) UFE -+- ÏJ"DÎ1, )J2] 

— ïj'[.A>2 -+- ι^,ζ^-Ι-Ίι&Ζ2]. 

Exprimons qu'avec ces valeurs de v, w, l'expression -¿rdy +du/dxdx 

ou [gx
r

 — dy -t- (gzx-dv/dx) dz est une différentielle exacte, c'est-

à-dire que la dérivée en ζ de ^ est égale à la dérivée en y de 

g
zx

 — en appelant Κ la dérivée de ©par rapport à x, il viendra la 

relation suivante, qu'on peut appeler condition d'intëgrabilité de u, 

(26)
 Ά

ΞΙΤ DS" I 2Κ IDG JLLJHYDGD
 ¿(AVIFE.WIFE) „ _

 Q 

La seconde et la troisième des conditions de compatibilité (4) sont 
actuellement vérifiées, comme les quatre autres; car, si l'on y remplace 
\} <>Z5 gyz Par leurs expressions linéaires en y et z, ces conditions de-
viennent identiques à la relation (26) différentiée en ou en z. 

§ Y. — Détermination de N(, T3, T2. 

Les composantes Na, Na, T, étant nulles, la première formule (9) 
donne, en représentant comme à l'ordinaire par Ε le coefficient d'élas-
ticité y » 

(27) Ν, = E3* = E(,A, 4-HÎ.Z+v0y); 
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la force Ν, sera donc connue si nous parvenons à obtenir les valeurs 
de A, τβ>, tR),. 

Occupons-nous actuellement des forces élastiques T2, Tg, les seules 
dont la forme reste à déterminer. Comme nous avons déjà satisfait aux 
deux dernières équations indéfinies (a), aux six conditions de compati-
bilité (4), aux équations définies concernant N2, Ns, T, et aux conditions 
de continuité de ν et w, nous ne pouvons plus employer, outre les for-
mules obtenues au paragraphe précédent et la condition de continuité 
de u sur toute l'étendue de la section a, que la première équation in-
définie (2), la première relation (i4), spéciale au contour s, et la re-
lation analogue relative aux lignes s,. Ces équations, en remplaçant 

dans la première par sa valeur tirée de (27), sont : 

'■a8> ify+is- + t'x + ̂  + —z + -sr-r = °i 

sur tout le contour s, Tsdz — Τ2djr — O : 
en un point quelconque d'une ligne s,, l'expression Tj dz — T2dy (28) 
doit prendre des valeurs égales dans les deux régions de σ que cette ligne 

sépare. 

On substituera dans ces équations, à Ta, T2, leurs expressions li-

néaires en fonction de g
xy

, g^, puis à g^, g
zx

, leurs valeurs^ -f-dx1/dx2 

^ H- et enfin à ^ les expressions que les relations (25), dif-

férentiées en x, donneront pour ces dérivées. Les équations (28) et (29) 
ne contiendront plus d'autres inconnues que M et desimpies fonctions 
de x, notamment Λ,, afi>, TJÏ>, , G. Il est clair qu'il faut chercher d'autres 
relations pouvant servir à déterminer ces fonctions de x. 

Pour cela, concevons d'abord qu'on assimile les sections normales σ 
à des surfaces matérielles ayant en chacun de leurs points, par unité 
d'aire, une masse égale à la valeur du coefficient d'élasticité Ε en ce 
point; comme la tige est supposée sensiblement cylindrique et sa con-
stitution peu variable avec x, nous pouvons admettre que les centres 
de gravité de ces surfaces soient tous, sur une petite longueur, alignés 
à peu près le long d'une même droite à laquelle elles sont précisément 

20.. 
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normales et qui est l'axe de la tige, et admettre aussi que les axes 
principaux d'inertie des mêmes surfaces, relatifs à ces centres de gra-
vité, se trouvent tous, antérieurement aux déplacements, dans deux 
plans rectangulaires passant par l'axe de la tige. Nous supposerons 
que les axes des ¿c, f, ζ, par rapport auxquels les déplacements d'une 
partie assez courte de la tige sont très-petits, aient été choisis de ma-
nière à coïncider primitivement avec l'axe de la tige et avec les deux 
axes d'inertie principaux d'une des sections σ comprises dans cette 
partie. D'après les propriétés connues des centres de gravité et des 
axes d'inertie principaux, on aura, pour toutes les valeurs de χ com-
prises entre deux limites assez rapprochées, 

(30) ■ iy; J J —*# •, i •• GT iy; J J —*# •, i •• GT 

De plus, si l'on appelle C la valeur moyenne de Ε sur toute l'étendue 
d'une section, CI, CI' les deux moments d'inertie principaux de cette 
section relatifs à son centre de gravité, ces quantités auront pour 
valeurs 

(31) ■ iy; J J —*# •, i •• GT iy; J J —*# •, i •• GT 

Cela posé, menons, par le centre de gravité d'une section χ — x
0
, 

trois axes parallèles à ceux des x, des y et des z, et observons que le 
problème de l'équilibre serait indéterminé si l'on ne donnait pas les 
résultantes suivant ces trois axes des forces qui agissent sur toute la 
portion de la tige située au delà de la section considérée, du côté 
des χ positifs, et les moments totaux de ces forces par rapport aux 
mêmes axes. Appelons respectivement 2ft>, §

t
, i ces résultantes, et 

M, 3TL·, STL·, ces moments, quantités supposées connues, et, d'après 
des principes élémentaires de statique, égalons-les aux résultantes 
et aux moments pareils des forces extérieures pX, pY, pZ qui agissent 
par unité de volume sur le tronçon de la tige compris entre la sec-
tion x — x

0
 et une autre section assez voisine χ — x

0
 -l· Ax, et 

des actions élastiques exercées sur cette seconde section. Les résul-
tantes de toutes ces forces sont respectivement, suivant les axes menés 
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par le centre de gravité de la section χ = x
0

, parallèlement à ceux 
des x, des y et des z, 

Pour obtenir leurs moments respectifs autour des mêmes axes, ob-
servons que les coordonnées des divers points du tronçon, par rap-
port à ces axes, n'ont pu changer que de quantités insensibles à cause 
de la petitesse des déformations 3, g, et qu'on peut les supposer, après 
les déplacements, à fort peu près égales à leurs valeurs primitives χ — xa, 
γ, z. Les moments cherchés seront ainsi 

■ iy; J J —*# •, i •• GT iy; J J —*# •, i •• GT 

(32 bis) ■ iy; J J —*# •, i •• iy; J J —*# •, i •• GT iy; J J —*# •, i •• GT 

■ iy; J J —*# •, i J J —*# •, i •• GT; J J —*# •, i •• GT 

Dans la première formule (32) et dans les deux dernières (3a bis), sub-
stituons à N, sa valeur (27), et tenons compte des relations (3o) et (3i). 
Il viendra 

Remplaçons en outre, dans les deux dernières relations (32 bis), 

fT
2

efo, ι Τ
a
da par leurs valeurs tirées des deux dernières (32), et 

í X «= f dx ípTidz ■+• f 

(32) = J dx f pYtíc + JT%<ifsy 

í í = J fix j'p’¿<h -+- j*T,r/«r. 

f N td<7= JUC<7, f. zN,i/a =«R>CI,J.>" id(s= 



Quant aux deux dernières (3a), il est inutile de s'en occuper; car 
elles résultent de l'équation (28), des deux conditions spéciales (29) et 
des valeurs de ilh, ifh, données par deux des relations (33). En effet, si, 
U désignant une fonction continue quelconque de x, jr, z, on multi-
plie la première (28) par U da, et si l'on intègre dans toute l'étendue 
d'une section σ, en opérant comme on 1'a fait pour établir la for-
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ensuite les termes 

(x X0) & j i^x x0 ) & 1 , 

(x — x0) f dx j ρΖάσ, 

(x—x 0 )£ dxjp'jda, 

respectivement par les expressions suivantes, qui ont les mêmes va-
ainsi qu'on le reconnaît en différentiant ces termes, 

J/*X êdx, — / i,dx, 

fx x'[(x-x1) )£ pZda-+- £ dx J pZrfffJáx, 

£ £(.r — x o) £ pYda ·+· £^ dxj*pYcfejctr. 

La première relation (3a) et les trois (3a bis) deviendront , 

3t. = <Α,£σ -f- £ dx£pULda, 

3K, = i&cl -h £ [- S -+-£pzlLda -t- £ dxjpZrfcjite, 

(33) gdgd )ΐ,,£Γ4-Jxj^_ ^ ^£plxda + f*dx£pYda^dx, 

dg y (jT 2 — zT 3 ) da +£ dx£ρ ( jZ — zY) da. 
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mule (i5), et en tenant compte des deux premières conditions spé-
ciales ( 29), il viendra 

<3«/(T-f+T-ïh=/u('x+^+^i+^h-

Or cette relation, suivant qu'on pose U = y ou U = z, devient aisé-
ment l'une ou l'autre des deux dernières (3a). Faisons, par exemple, 

= 3, remplaçons, dans (34), d. EA > —par Ε-τd— + A dE, et de metne 

d. EB, d. E vs1—— par leurs valeurs analogues, puis observons que, la sur-

face latérale de la tige étant sensiblement cylindrique, on peut difie-
ren tier, par rapport à a?, les relations (3o) et (3i) sans faire varier a 
ni ί/σ, et écrire notamment 

l*s,k=°· Xs*rf*=°. Lz¿ruh=o, j
rS

Afe=-sr= 

la relation (34) sera simplement 

(35) £i,d, =fjixdc
+

d
*a+*"-£■ =feii.d. + i^ï, 

or la seconde (33), différentiée par rapport à x, donne 

d
'^

1
 = $ — JpzXrfo· — J dx JpZda, 

ce qui rend la relation (35) identique à la troisième (32). 
Les valeurs de Λ, ifi>, ill, étant fournies par les trois premières for-

mules (33), il est clair que la relation (27) fera complètement con-
naître je vais démontrer que les relations (28), (29), et la qua-
trième (33) déterminent ensuite T

3
, T

2
, pourvu qu'on y remplace 

provisoirement, comme il a été dit, T
3
, T¡¡ par leurs expressions li-

néaires en fonction de g
zx

, g
xy

, ces glissements eux-mêmes par leurs 

va.l eurs - dz + dx , dy + dx et dx dx par l. es expressions que d, onnent 
pour ces dérivées lea relations ( 25) différentiées en x. 



i6o JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
Il suffit de faire voir pour cela que toutes les valeurs possibles de u, 

continues dans tout l'intérieur d'une section, qui vérifient ces équa-
tions pour des valeurs données de <A>, ilî>, ifi,,, conduisent absolument 
aux mêmes valeurs de ou, en d'autres termes, que, si l'on rem-
place dans ces équations u par u ·+· u', les fonctions de χ inconnues ©, 
ce, ω, par e +- ©', ω -+- ω', + ©',, et enfin T

2
, T

3
, g

zx
, g

XÏ
, e, w, 

fonctions linéaires'de u, ©, ω, ©,, ou de leurs dérivées, par T
2
-t-T

2
, 

Τ, 4- T'
3

, g
zx

 4- g
zx

, g
XÏ

 -f- g'
xy

, v 4- v\ w -+- W, on aura forcément 

Τ2 ~ °ι Τ3 = o. 

En effet, la substitution de u -+- a!, ©4-©', © 4-©', ω, 4- ©',, 
T

2
4-T

2
, T3-+-T3, ν + p', w 4- w' a u, ©, ©, ©,, T

2
, T

3
, v, w 

change les équations (25), (28), 129) et la dernière (33) en celles-ci : 

(36) f' — ©' — s'z, w' — ©,4- e!y; 

(37) dT'3 + dT'2 = 0; 

^ sur le contour s, T' dz — T 
( 38 ) < des deux côtés des lignes s„ l'expression T'

a
 dz — T

2
 dy 

( prend des valeurs égales; 

(39) o=({yT,-
Z
%)dv. 

Désignons par U' une fonction qui, comme u', varie avec conti-
nuité dans tout l'intérieur de chaque section, bien que ses dérivées 
puissent être discontinues sur les lignes s„ et, après avoir multiplié (37) 
par U'rfo·, intégrons par parties le résultat dans tout l'intérieur d'une 
section σ, en tenant compte des relations (38), comme nous l'avons 
fait pour établir la formule (34) ou la formule (i5). Nous obtiendrons 

(40) X(T;? + T':3r)rf' = °· 

Supposons d'abord successivement U' — y et U'= z, il viendra 

£τ'
α
άσ=ο, jTt

2
 do = o. (41) 
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Faisons encore U' = u', et observons que, d'après (36), 

<M_ _ , _d^__ · _ d&_ dB' du' _ , dû_ de' 
dy dx dx dx ds ^xz dx dx * 

la relation (4o) donnera 

Orle second nombre de cette relation est nul, d'après (3g) et (4i). 
Donc le premier l'est aussi, et, comme l'expression ΤágU-t- Tgg^, est, 
par sa forme, essentiellement positive d'après (19), il faudra qu'on ait 
T'2 = o, T'

3
 = o. 

Nous admettrons désormais que les intégrales J pzXda, J pjXdc 
soient négligeables dans les formules (33). Cette supposition est per-
mise pour deux raisons : i° l'expression J* pXda n'est généralement 

quede l'ordre de grandeur de § ou §
t

, et les intégrales considérées 
étant au plus comparables au produit de cette expression par les di-
mensions transversales de la tige, sont négligeables devant § ou §K ; 
20 ces mêmes intégrales seraient nulles si le centre des forces parallèles 
pXdv, supposées appliquées aux éléments da d'une section, coïncidait 
avec le centre de gravité de la section ; or ces deux centres ne seront 
jamais qu'à une distance insensible l'un de l'autre. 

Étudions spécialement le cas où la force X est supposée constante 
sur toute l'étendue d'une même section σ, et où, la tige étant homogène, 
les coefficients A ou τη, Y¡', τη", G, G', H, H' des formules (g) et la 

densité ρ sont constants. Les relations (3o) et (3i) se réduisent alors à 

/ rda=o, ( zda—o, f rzdc—o, C=E, I = / z2da, I'= / r2da. 

Proposons-nous de déterminer directement, dans ce cas, en fonction 
TomeXVI (aesérie). — Jcin 1871. 21 

X(TÌ8»+TiS» 1* 

=■ iy; J J iy; J J —*# A + yfry+ (rT 
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des trois données , £r, M, les forces T2, T3 sur toute l'étendue de la 
section quelconque χ — x0. Les formules (33) donneront 

t==-J-#i^· T.=â-,#i^· T.=â-,V· 

Si l'on appelle œ une certaine fonction de js z, l'équation (28), 
qu'on pourra écrire 

Ητ· + &·ή+ί{τ'+ίή=α' 

permettra de poser 

«3>. t==-J-#i^· T.=â-,V· 

la condition d'intégrabilité (26), si l'on y substitue à g
zx

, g
xy

 leurs 
valeurs (9), deviendra l'équation indéfinie 

lGfj+G'Çî-(H + H')/i 
(44) 

( +2K + Éf[2"".r-(>3"+ΗΈ)ζ] - ̂  [i-«'z-(n"+llE)j] = o. 

Enfin la condition (29), spéciale au contour s, donnera 

(45) dtp — z^dy — -^^2ί/ζ = o (le long du contour s), 

et la quatrième relatiou (4a) sera changée en 

(46) M = -£(jr± +
 z

% + §-yz?- |l ζ
7

ή da. 

Lorsque la tige est pleine, c'est-à-dire que le contour s ne comprend 
qu'une seule courbe fermée, ces relations déterminent φ, à cela près 
d'une constante arbitraire qui ne change rien aux dérivées de ψ en y 
et z, ni par suite à T2, T8

. Mais il n'en est plus ainsi lorsque la tige 
est creuse, ou que le coutour s comprend une courbe extérieure et 
une ou plusieurs autres courbes distinctes et fermées, situées dans la 
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première. En effet, la condition d'intégrabilité (26) ou (44) exprime 
seulement que l'intégrale 

/iu ou f (g*rdJT + ë'*dz ~ Tx dJ ~ % <&)' 

prise entre deux points extrêmes et le long d'une certaine ligne, a la 
même valeur, si l'on remplace cette ligne par une autre infiniment 
voisine qui joigne les mêmes points extrêmes. Lorsque la section σ est 
pleine, deux lignes quelconques qui joignent deux points peuvent 
être amenées à coïncider au moyen d'une série de déformations infi-
niment petites qui rapprochent de plus en plus l'une d'elles de l'autre, 
et, par suite, la constance de u pour une valeur quelconque de jr et ζ 
est assurée au moyen de la condition (44)» quel que s°it le chemin qui 
conduise au point ( jr, z). Mais il n'en est pas ainsi lorsque la section 
comprend dans son intérieur un ou plusieurs espaces qui lui sont 
étrangers. 

Les déplacements « et par suite la relation (44) n'étant considérés 
que dans les espaces appartenant à σ, on ne pourra relier, au moyen 
de déformations infiniment petites, deux lignes menées entre deux 
points, qu'autant que ces lignes ne comprendront entre elles aucune 
des courbes intérieures qui font partie du contours·. Dans le cas con-
traire, on ne pourra passer de l'une de ces lignes à l'autre qu'au moyen 
de lignes intermédiaires telles, que deux successives diffèrent parfois 
de tout le contour d'une de ces courbes intérieures comprises entre 
les deux lignes considérées. La continuité de u ne sera donc assurée 
que si l'on a 

(47) /(gxr
d
JT + g-

rfz
 - s'

dJ - S
 dz

)
 =

 °» 

l'intégrale étant prise tout le long d'une quelconque des courbes fer-
mées intérieures du contour s. On y substituera, à g

xr
, g

zx
 leurs ex-

pressions (9) en fonction de T
2
, T

3
 et puis, d'après (43), en fonction 

de φ, à ̂  et ~ leurs valeurs tirées de (a5) : on pourra faire abstrac-

tion, dans ces valeurs, des termes constants dw/dx, dw/dx, et de ceux qui 
21. 
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contiendront la dérivée de Λ, en x, termes qui, multipliés par dy ou 
par dz, et intégrés sur toute la longueur d'un contour fermé, donnent 
zéro pour résultat. 

Les relations (44)» (45), (46) et (47) détermineront complètement φ, 
à une constante près. En effet, si nous y remplaçons φ par ψ φ', 
Κ par Κ-+-Κ', et si nous représentons ——~ par T2

,T
3

, G'Tg-f-H'Tg, 
GT

2
+HT; par g^, g

zx
, les relations (44), (45), (46) et (47) devien-

Enfîn, sans rien changer aux dérivées de φ', ou pourra supposer φ'=ο 
en un point de la courbe extérieure du contour s, et, à cause de 
d<p'= o le long de cette courbe, la fonction φ'sera nulle sur toute sa 
longueur. 

Multiplions la première équation (48) par tf'da, et intégrons par 
parties exactement comme nous avons fait pour la formule (i5). En 
remplaçant les cosinus η, ρ par leurs valeurs (i3 ter) et désignant 

par f une intégrale prise sur toute l'étendue du contour, il viendra 

& -y+ *&=©. & -y+ *&=©*&=©. & -y+ *&=©. & -y+ *&=©. & -y+ *&=©. & -y=0 
En intégrant de même par parties le second membre de la troisième 

relation (48), il vient 

dront 

& -y+ *&=©. 

dç'= o, sur le contour s, 

/UWr ■+■ i**dz + K.'(3rfr — r*)] = °i 

UWr ■+■ i**dz + K.'(3rfr — r*)] = °i 
«ir chaque courbe fermée intérieure du contour J. 

Ì~= — j o {ydz — zdy) ■+• a£<p'tfoj 

«ir chaque courbe fermée intérieure du contour J. 
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Or φ'= ο sur la partie extérieure de s, ce qui annule la portion de 
la première intégrale de (49) qui concerne cette partie du contour : 
sur chacune des courbes intérieures de s, ψ' est constant, puisqu'on y 
a dtp' = o, et l'on peut faire sortir ψ' du signe~J; mais alors chacune de 
de ces portions devient nulle en vertu des quatrièmes relations (48), 
Il ne reste ainsi, dans (49)5 q»e 'a seconde intégrale, dont tous les 
éléments ont essentiellement le même signe, puisque, d'après (19), 
l'expression T'3 g'

xy
 -f- T2 gzx

 est positive par sa forme même. On aura 
donc forcément T

3
 = 0, T

2
 = o, et, par suite, φ'= o, ce qu'il fallait 

démontrer. 
En résumé, si l'on suppose données les actions extérieures exercées 

sur toute la masse de la tige et à ses extrémités, les forces élastiques T3, 
T

2
 seront connues sur une section quelconque de la tige, pourvu qu'on 

puisse effectuer les intégrations indiquées dans ce paragraphe. D'autre 
part, la formule (27) jointe aux trois premières (33), donnera N,, 
et N2, N3, T, sont nulles. Donc toutes les forces élastiques exercées 
à l'intérieur de la tige seront connues, et il en sera par suite de même 
des six déformations élémentaires 3, g. Il faudra toutefois excepter 
les parties de la tige situées à de petites distances des extrémités ; car 
les dérivées de N

2
, Ns, Ti, T2

, T
3
, dans le sens de l'axe, n'y sont pas 

très-petites, comme le suppose notre analyse, par rapport à leurs dé-
rivées dans les sens transversaux, si ce n'est pour certains modes très-
particuliers d'application des forces qui agissent aux extrémités mêmes. 

§ VI. — Forme de la tige après les déplacements. 

La forme nouvelle de la tige sera connue, si l'on sait construire et 
associer, après les déplacements : i° les divers éléments matériels in-
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remplacant - dy'/dy; dy'/dx par T2, T2 devient 

(49) ■ iy; J J —*# •, i •• G iy; J J —*# •, i •• GT 

iy; J J —*# •, i■ iy; J J —*# •, i •• 
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finiment petits en lesquels on peut supposer que son axe ait été 
préalablement divisé; 20 la surface en laquelle s'est changée la section^ 
primitivement uormale, menée par un point quelconque de cet axe. 
Nous appellerons s'ia distance primitive, comptée lelongdel'axe, d'une 
quelconque de ces sections, ou du point matériel où elle coupe l'axe, 
à une extrémité de celui-ci prise pour origine, et nous supposerons la 
tige divisée en tronçons infiniment minces dont l'un sera compris 
entre cette section normale et celle qui était d'abord à une distance 
de l'origine exprimée par í'-t- ds'. 

Les points matériels compris dans le tronçon considéré seront rap-
portés, avant et après les déplacements, à un système d'axes rectan-
gulaires de x', y', z', ayant : i° son origine au point matériel «le l'axe 
de la tige qui était d'abord à la distance s' de l'origine de la tige; 
20 son axe des x' constamment tangent, en ce point, à l'axe de la tige, 
et 3° son plan des x'y" également tangent à la ligne matérielle qui 
coïncidait, autérieurieurement aux déplacements, avec l'axe des y', et 
qui était un des axes d'inertie principaux de la section. 

Nous appellerons x\ y\ z' les trois coordonnées primitives, par rap-
port à ce système d'axes, d'un point matériel quelconque du tronçon, 
et χ'-H y'-h o', z'-f- w' les coordonnées du même point après les 
déplacements. Le tronçon n'ayant qu'une longueur primitive égale 
à ds, la coordonnée x' sera infiniment petite; de plus, les déplace-
ments t/, W sont très-petits par rapport à y', z', sans quoi les défor-
mations 3, g ne seraient pas très-petites comme on le suppose. Enfin, 
pour x' = y"— z' = o, on aura : x° u! = v' — w' — o, puisque le 

meme point materiel sert toujours d origine; 2'— yg =0, puisque 

l'axe des.r' est tangent à l'axe de la tige, ou que les déplacements v'\ W 
sont nuls suivant cet axe sur une longueur infiniment petite; 

3° ̂  = o, "car le plan des x'jd ne cesse pas de contenir, sur une lon-

gueur infiniment petite, la ligne matérielle qui coïncidait d'abord avec 
■ l'axe des y*. Il résulte donc du choix qu'on a fait des axes des x\ y', 

z', les relations 

(5o) «'= w'= o et dv = dw = dw' = o, -pour xr=y = z== o. 
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Si l'axe de la tige, c'est-à-dire le lieu géométrique, antérieurement 

aux déplacements, des centres de gravité des sections normales (en 
supposant aux divers points de celles-ci des densités superficielles 
égales aux coefficients d'élasticité Ε en ces points), n'est pas occupé 
par la matière de la tige, mais se trouve situé, soit dans une canne-
lure formée par son contour extérieur, soit dans une cavité intérieure 
quand elle est tubulaire, on peut néanmoins se représenter cette can-
nelure ou cette cavité comme occupée par une matière d'une densité 
et d'une résistance infiniment petites, dont les divers points subiraient 
des déplacements transversaux e, w donnés par les mêmes formules (25) 
que ceux des points effectifs de la tige, et des déplacements longitu-
dinaux M, continus, du même ordre de gran leur que ceux de la tige, 
et astreints seulement à être égaux, sur la surface de la cannelure 011 
de la cavité, aux déplacements u effectifs, et à varier avec χ de ma-
nière que la dilatation 9^. y soit régie, comme dans la tige, par ia for-
mule (Ï8). Ce cas sera ainsi ramené à celui d'une tige dont l'axe est 
situé dans l'espace occupé par sa matière, et on pourra lui appliquer 
les considérations précédentes : par exemple, la suite des points ma-
tériels fictifs qui coïncidait primitivement avec l'axe géométrique de 
la tige pourra être regardée, après les déplacements, comme son axe 
matériel. 

Nous chercherons d'abord le moyen de calculer u', v', w' pour 
tous les points du tronçon considéré, afin de construire en particulier 
la section normale qui coïncidait primitivement avec le plau des x'y' 
et l'élément de l'axe de la tige (dont nous appellerons O', 0\ les 
extrémités) qui mesurait la longueur ds' du tronçon; puis nous ver-
rons comment on pourrait fixer, en partant de la seconde extré-
mité O'j de cet élément prise pour origine, les nouveaux axes des 
x', y', z' relatifs au tronçon suivant, de manière à rattacher chaque 
tronçon au précédent, et à déterminer ainsi la forme complète de 
la tige, quelque grandes que soient les déformations totales qu'elle 
a subies. 

Il est évident que les axes des x',y', z' spéciaux aux divers tronçons 
étaient, antérieurement aux déplacements observés, sensiblement pa-
rallèles aux axes des χ,γ, ζ considérés aux paragraphes précédents. Il 
sera donc permis, pour la petite portion de la tige dont les déplace-
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meats «, e, w par rapport aux axes des χ, γ, z sont très-petits, et 
suivent par suite les lois établies dans ces paragraphes, de remplacer, 
dans les formules qui expriment ces lois, 7>

xy
 g

rz
, g

zx
, g

xy
, 

Par tí' &>dd'dd + W,tí+dd,d/'*~dx' 
Nous supposerons que la section normale dout la distance primi-

tive à l'origine de la tige est s' soit justement celle dont nous avons 
appelé au paragraphe précédent x

0
 la distance primitive à l'origine 

des coordonnées x, y, z. En comparant le système des χ', y', ζ' à 
celui des x, jr, z, il est clair qu'on aura, pour tous les points du 
tronçon, ad — x — x0, y,z=Ji ^ — z, et que u', d, vd ne pourront 
différer de u, *>, w, si ce n'est dans les termes qui correspondent à un 
petit mouvement d'ensemble des axes des χ, y, z par rapport au 
tronçon. Les valeurs de f', vd seront donc fournies par les for-
mules (a5) dans lesquelles il faudra remplacer x par x

0
-h x', y 

par y, z par z', et où les fonctions <©, ©, se détermineront en expri-

mant que d = w'= o et = ̂ =o pour x'=y'=z' — o. Sauf er-
reur infiniment petite de l'ordre de a;'2, on aura, par suite, 

Les valeurs de λ, ift>, ifb« pour x' très-petit sont, d'après (33) I en 

(5i) 

d = — ©Z'H- J J —*#-t-ï2"i(t.)z'2] 
— y] (xy' -+-1ihy'z' -+- -|· lib, y'2 ). 

W— ey'-h\[r¡"xy' -"t-íyi -f- jfiib,)/'2] 
— yr(xz' lib,y'z'-h | ιπ»^2). 

négligeant, comme il a été dit après les formules (4>)> J lp 'X (h, 

f p y X do]. 

® / *«• = — x'jpX.dcrj, 

(52) * = ¿(30-4-+x'f), 

’«■. =¿1—»'.+js'#.); 
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011 les portera dans (5i) et dans l'expression de^, 

(5a bis) = λ -f- Dî*+&=©+,,y2 

Le coefficient ©, qui entre encore dans les expressions de d, w', se 
calcule aisément : sa dérivée par rapport à χ a été désignée, aux pa-
ragraphes précédents, par K, et déterminée, sur la section χ = x0, en 
même temps que T

2
, T,. Sauf erreur de l'ordre x'2, © est donc égal 

à Kj?', augmenté de sa valeur pour x' = o; or celle-ci, devant être 
telle que, pour x'=jr' — s'= o, on ait, d'après (5o), ̂  = o, n'est 

autre que celle de — ±v¡"a, pour χ' — o, et vaut — n'' M. On a donc 

(53) © = - ̂  + Kx'. 

Les formules (5i), avec les valeurs (5a) et (53) de <A>, ifl, if»,,, ©, 

fourniront v' et w', non-seulement pour x'= o, c'est-à-dire sur la pre-
mière base du tronçon, mais encore, sauf erreur de l'ordre x'2, dans 
tout l'intérieur du tronçon. On pourra donc en déduire les valeurs 
de ^75 ~ pour x' = o. Ces valeurs, portées dans les identités 

(53 bis)        dy' = — gxy — —— gza: — ¿-p 

permettront ensuite, en intégrant celles-ci après les avoir respective-
ment multipliées par dy', dz' et ajoutées, de déterminer u' sur toute 
l'étendue de la première base du tronçon, puisqu'on y suppose con-
nues T

s
, T

2
, et, par suite, g

xr
, g

zx
. La constante introduite par l'inté-

gration se déterminera en exprimant que u' = o pour y'=z' = o. Si 
même T

3
, T

2
 ont été déterminés, non pas au moyen des équations de 

(43) à (47), qui les fournissent directement, mais par les équations 
(a8), (29) et la dernière (33), qui ne les donnent qu'en calculant 
préalablement a, aucune nouvelle intégration ne sera nécessaire; car 
il suffira, pour rendre u égal à u', de déterminer les constantes introduites 
duites par l'intégration de manière à vérifier les relations (5o). En 

remplaçant enfin, dans (52 bis), ï>
x
 par ^-,5 multipliant par dx' et in-

Tome XVI (ae séria).— Juin 1871. 32 
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tégrant à partir de χ' =± o, le déplacement υ! sera connu dans tout le 
tronçon avec une erreur de l'ordre de x'3 seulement. Les déplace-
ments ν', w' sont du second degré en y' et z'; u' est d'un degré quel-
conque, ou même transcendant, par rapport aux mêmes variables. 

Les valeurs de u', v', w' pour χ' = o permettront d'obtenir les coor-
données u',f + ν', z' -i-w' de tout point de la première base du tron-
çon , c'est-à-dire de la surface en laquelle s'est transformée la section 
normalequi coupait primitivement la tige à la distance s'de son origine. 
Gomme v' et w' sont très-petits par rapport à y', z', son ordonnée u', 
parallèle aux x', qui correspond aux coordonnées y' -f- v', z' -h w' 
suivant les y" et les z', ne diffère que d'une quantité négligeable de 
celle qui correspond aux coordonnées z', de telle sorte que l'équa-
tion de cette surface sera connue dès qu'on aura, pour x' = o, l'ex-
pression de u' en fonction de^', z'. 

Quant à l'élément Ο'Ο,, primitivement égal à ds', de l'axe de la 
tige, on le construira en portant dans le sens des x' positifs, à partir de 

l’origine O', une droite égale à (i -f- àt) di', c’est-à-dirc à l'C33 P-) ds'. 

Il ne restera plus ensuite qu'à fixer les directions à donner aux 
axes des x', y', z' relatifs au tronçon suivant, afin de pouvoir : i° rat-
tacher ce nouveau tronçon à celui qui le précède; a° calculer les mo-
ments M, 3T0, 3TL·,, et les composantes X, SSL·, §,, §, par rapport à ces 
nouveaux axes, des forces extérieures exercées sur ce tronçon et sur 
tous ceux qui le suivent, forces dont les points d'applications et de 
directions absolues dans l'espace seront généralement donnés, en 
même temps que leur intensité; 3° et, par suite, obtenir les nouvelles 
positions des points de ce tronçon en répétant sur lui l'étude faite sur 
le précédent. Pour cela, j'obsèrve d'abord que l'origine O', du nou-
veau système des x', y', z' est située, comme il vient d'être dit, sur 

l'axe des x' du tronçon précédent et à la distance (I + M) ds' de 
l'origine relative à ce tronçon. 

Il suffit donc, pour construire ces nouveaux axes, de connaître 
leurs directions, c'est-à-dire les cosinus des angles qu'ils font avec ceux 
du tronçon précédent. Les valeurs qu'ont ces cosinus antérieure-
rement aux déplacements doivent être données, et elles le seront, si 
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l'on connaît le rayon de courbure primitif R

0 de l'axe de la tige au 
point O', l'angle à

0
, variable de o à 2π, que faisait ce rayon avec la 

partie positive de l'axe des y' mené par ce point, et l'angle K0 ds' que 
faisait avec cet axe la projection, sur le plan des y'z', de l'axe prin-
cipal d'inertie correspondant de la nouvelle section normale menée 
par O',. D'après des formules connues de géométrie, concernant les 
directions des rayons de courbure, les cosinus des angles du nouvel 
axe des x' mené par 0\, avec ceux des x', y', z' du précédent tronçon, 
auront pour valeurs antérieures aux déplacements, en négligeant les 
quantités de l'ordre de ds'2,1, ds', ds'; le nouvel axe des y', 
perpendiculaire à celui des x', et faisant avec l'axe des z' du précé-
dent tronçon l'angle ^ — K

0
 ds', aura de même sa direction antérieure 

aux déplacements déterminée, par rapport aux axes du précédent 

tronçon, par les cosinus — ds', 1, K
0
 ds'; enfin les cosinus pa-«0 

reils relatifs au nouvel axe des z', qui est normal aux deux autres, 
vaudront 

hkm mkm -K0ds', 1. 
r 

Cherchons actuellement les valeurs qu'auront ces cosinus après les 
déplacements. Soient" dx', dy',dz' les projections primitives, sur les 
axes des x', y', zr dont l'origine est en O', d'un élément matériel rec-
tiligne mené à partir de 0't. Après les déplacements, les projections 
pareilles de cet élément vaudront 

da/ , , dn1 . . { dn,\ , , 

,ix u 

da/ , , dn1 . . { dn,\ , , 

et les cosinus tics angles de sa direction avec les axes serout propor-
proporlionnek à ce9 expressions, dans lesquelles dx", d/\ di pourront être 

22. 
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remplacés par les valeurs primitives de ces cosinus, et les dérivées 

dh/jkΉχ'' 7p' sont nu^es> d'aPres (5o), au point O', par les va-

leurs approchées qu'elles ont en 0'
t

, savoir ̂ -
2
 ds', '-yyy ds1, ¿J^y ds'. 

On trouve ainsi, en substituant t, ds', ds' à dxdr', dz' et 

négligeant les produits des dérivées de d, w' par la courbure — sup-
«0 

posée assez petite, que le nouvel axe des 3d, c'est-à-dire l'élément 
de l'axe de la tige qui part de Ο',, fait avec les x', y', ¿ du précé-

dent tronçon des angles ayant pour cosinus 1,(cos &°+ d2p') els', 

(^ -t- ~xjr\ ds'. Si l'on substitue au contraire — ds', 1, Κ
0

cls' 

à dx', dy', dz', on trouve que les cosinus pareils, pour l'élément rec-

tiligne qui coïncidait primitivement avec le nouvel axe des j"', sont » 

1, ^K-o -+- d2w')ds ds'. Donc le nouvel axe des z', perpendiculaire à 

cette direction et au nouvel axe de x', aura les cosinus de ses angles 

avec les x', y', z' du précédent tronçon, égaux à — + fjJL^ ds', 

— ^K„ -H ds', 1. En6n, les cosinus pareils, pour le nouvel axe 

des y', qui est normal aux deux autres, seront —fx yx + xy 

i, (Ko-l·- daj dy\ ds ' Dans toutes ces expressions, peuvent 

être remplacés identiquement par ^ ^ddx, dgsx ddz, — ^73 ou bien , 

d'après (5a bis) et (52), par ̂  -+- ̂ 3 ^ dgzx- ejjli d les relations (5i), 

(52) et (53) donneront aussi, pour od—y' = z' = o, 

dx'dy' 2 CaJ Ρ σ' 

en supposant, pour abréger, >3" et £σ constants. 
Les cosinus des angles que font, avec les axes des x', y', z' menés 
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par O', les nouveaux axes pareils menés par O'j sont donc 

F1 (cosx, + dbx)(=£-3?+£)<*. 
1 pour le nouvel axe des χ' ; 

(54) —(cos d1 + + ̂  + *' (K°-hK-Ûïf/xdcjds'> 
pour le nouvel axe des y' 

-(τγ-ΙΤ+£)α''-(τγ-ΙΤ+£)α-(τγ-ΙΤ+£)α-(τγ-ΙΤ+£)α 

\ pour celui des z', 

formules dans lesquelles des dérivées ~|j) sont prises pour 
x' —y' = z'= o. 

Ces formules, ainsi que les expressions (5i) de v', w', peuvent être 
simplifiées en observant que les dimensions des sections σ sont très-

petites. De là il résulte d'abord qu'on peut négliger les termes ^|y> ^~· 

En effet, d'après les relations (9), g^, g^, et, par suite, leurs dérivées 
en x' sont généralement du même ordre de grandeur que GT

2
, G'T

3
, 

et aussi, en général, que ^ T
2
, ^ T

3
. Or, à cause des deux dernières 

relations (3a),qui, pour x' = o, sont 

fT
2
 d<j = g, ίτ

3
άσ = g,, 

T
2
, T3 se composent : i° d'un terme égal à leur valeur moyenne 

F -ou -f) terme négligeable en comparaison de M ou de —M1, car 
3ΊΙ, — 3T0, sont de l'ordre de g, g,, tandis que les moments d'inertie I, 
Γ de la section σ, sont incomparablement plus petits que σ; a° d'un 
autre terme variable d'un point à l'autre de la section et partout très-
petit de l'ordre des dimensions de σ, puisque, ayant sa valeur moyenne 
nulle, ce terme change de signe et s'annule en certains points de la 
section. Ainsi les cosinus des angles que font avec les axes des x'·, y', z' 
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d'un tronçon les axes pareils du tronçon suivant sont à fort peu près 

/eosi, 

pour le oouvd «xe de» x' 

(55) ( a * S . 

pour celui det y'\ 

( » ¡ a i , 

pour celui des z'. 

valeurs moyennes, sur toute l'étendue d’une section, de GT„ 

G'T,, et, par suite, de g,„ g^, étant du même ordre que ~ ou —~g -1 

ont, par suite, négligeables, non-seulcmeut devant ^ ou » mais 

encore devant s' ou ‘ jr’, car I, I'sont de l’ordre de <sz'*, 

Donc les valeurs moyenne» de g„, pourront être supposées nulles 

en comparaison des déformations 3,, *r, 5,, gr., qui sont au moins de 

l'ordre de 2' — Par suite, si g„. g^. ne sont nulle part d’un 

ordre de grandeur supérieur à celui de leurs valeurs moyennes, ce qui 
arrive dans le cas d’une tige fléchie, on peut supposer partout nuls ce» 
glissements, ou, ce qui revient au même, admettre que les sections 
imitivement perpendiculaires aux fibres longitudinales de la lige, 

sont encore, après les déformations, normales à cesfibres 
première ligne des relations (55) exprime une loi intéressante 
consistant en ce que l’inclinaison, sur chacun des deux axes princi 
paux d’une section normale, de la tangente menée à l'axe de la tige 

en un point de cet axe distant de ds’ de la section considérée, est égale 

à sa valeur primitive dsf ou ds1, augmentée du produit de ds' 

par le rapport ^ ou — Si l’on appelle R le rayon de courbure, en 

O', de l’axe de la tige après les déplacements, & l'angle de ce rayon 
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avec l'axé des y', des formules de géométrie qui ont été déjà employées 
pour obtenir la première ligne des relations (54) donneront 

Supposons, en particulier, que R0 soit infini, et nous aurons le théo-
rème suivant, bien connu : 

Pour obtenir la courbure, en un point donné, de la fibre moyenne 
d'une tige primitivement rectiligne, il faut construire les deux axes 
d'inertie principaux, relatifs au centre de gravité, de la section nor-
male menée par ce point, en supposant à cette section une densité 
superficielle égale, en chacun de ses points, au coefficient d'élasticité 
de la fibre qui y passe, prendre ensuite les deux moments totaux, par 
rapport à ces axes, de toutes les forces extérieures, y compris celles 
d'inertie dans le cas du mouvement, qui agissent sur la partie de la tige 
située au delà de cette section, et extraire là racine carrée de la somme 
des carrés des rapports de chacun de ces deux moments au moment 
d'inertie correspondant de la section. 

Il n'est plus permis de négliger g
zx

, g
xy

 dans le cas d'une tige sim-
plement tordue. Alors les moments ait,, an», sont nuls, ainsi qtie les 
actions at,, X et les déformations 7>

x
, g

yz
 ; il ne subsiste que les 

glissements g^, g
xy

 et les forces T
2
, T

3
, dont les valeurs moyennes sont 

nulles, mais qui n'en produisent pas moins le phénomène de la torsion. 
La petitesse de y', z' permet encore de négliger, dans les for-

mules (5i), les termes qui contiennent leurs carrés ou leurs produits, 
ce qui, en substituant à <A>, ifï>, leurs valeurs (5a), donne 

 = 1 ¿í^-w^yi-

(5i /ALI -r.i«-*'/'*'*')*’-

fKcr'* íéJjl*)* Li*-marj 

~ϊΓ ~ R, "'"tr' ΊΓ — ci 
d'où 

r~ V v~sr cf.) \~r; Cl) 
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Les formules (55), étant basées, comme (54), sur l'hypothèse de 
la petitesse des sections normales, sont peut-être aussi exactes que 
celles-ci plus compliquées, lorsque la tige considérée est imparfai-
tement cylindrique ou soumise dans son intérieur et vers ses extré-
mités à des actions appliquées d'une manière quelconque. Toutefois 
ces formules plus compliquées peuvent avoir aussi leur utilité ; car 
elles sont vraies, quelque grandes que soient Jes sections normales des 
tiges, lorsque celles-ci sont bien cylindriques et que des actions exté-
rieures sont appliquées à leur intérieur ou sur leurs bases de maniéré 
à vérifier exactement les hypothèses N

2
 = N

s
 = T, = o. L'analyse du 

paragraphe actuel et du précédent ne repose en effet que sur ces hypo-
thèses, dont nous avons montré la vérité approximative, à une distance 
finie des extrémités des tiges, pour tout mode d'application des forces, 
pourvu que les sections soient assez petites. 

.§ VII. — Théorie de M. Kirchoff. 

M. Kirchoff, dans son Mémoire sur l'équilibre et le mouvement d'une 
tige élastique infiniment mince ( Journal de Crelle

3
 t. LVI, p. 285), a 

exposé une autre théorie basée sur des considérations de pure ciné-
matique, et qui conduit aux résultats approchés du paragraphe pré-
cédent toutes les fois que la force X n'est pas très-grande. Je vais 
exposer cette théorie, qui ne me semble rigoureuse qu'à la condition 
d'être compliquée d'une hypothèse dont la vérité ne me paraît pas 
certaine à priori, et qui, vérifiée en général, revient alors à l'hypo-
thèse, faite par M. de Saint-Venant, de la nullité des forces N

2
, N

3
, Τ,. 

M. Kirchoff divise la tige, par des sections normales très-voisines, 
en tronçons d'une .longueur comparable aùx dimensions de leurs 
bases, et il rapporte chaque tronçon, avant et après les déplacements, 
aux mêmes axes des z' que j'ai adoptés, après lui, au paragraphe 
précédent, mais en supposant mes tronçons infiniment courts, alors 
même que les sections seraient seulement très-petites. On peut sup-
poser que tout point O' de l'axe de la tige soit l'origine d'un système 
d'axes des x', y*, d, caractérisé par la distance primitive s'· de O' à 
l'origine de la tige, et l'on peut appeler z' les coordonnées pri-



PURES ET APPLIQUÉES. 177 
mitives, et ur, v', W les déplacements, par rapport à un quelconque 
de ces systèmes d'axes, d'une molécule M très-voisine de leur ori-
gine O'. Les déplacements u', v\ w' seront ainsi des fonctions continues 
des quatre variables indépendantes χ', y', z', s'] car ils varieront, soit 
lorsque, le système des axes coordonnés et par suite s' ne changeant 
pas, on fera seulement varier x', y', z', soit lorsque, ne', y', z' restant 
les mêmes, on fera varier s' en considérant divers points situés pareil-
lement par rapport à des axes différents. 

M. Kirchoff considère une tige primitivement rectiligneet non torse 
(c'est-à-dire qu'il suppose R

0
 = 00, K

0
=o), cas auquel il ramène 

celui d'une tige courbe, et il démontre qu'il existe certaines relations 

entre les dérivées partielles — et ~ et
 ' ^7

 et J'établirai 
plus simplement ces relations en exprimant que la molécule M occupe 
la même position dans l'espace, soit qu'on la rapporte au système 
d'axes dont l'origine O' est à une distance s'de l'origine de la tige, soit 
qu'on la rapporte à un autre système ayant son origine 0'

t
 très-voisine 

de O', et à une distance de l'origine de la tige primitivement égale à 
s' -+- ds'. Par rapport à ce nouveau système d'axes, pour lequel s' s'est 
changé en s' -h ds', les coordonnées primitives de M sont évidemment 
x' — ds', y', z', tandis qu'elles étaient x', y', z' par rapport à celui 
dont l'origine est en O'. Par suite, les déplacements de M, qui étaient 

v', w' pour celui-ci, seront 

du' , , du' t , , de' , , de' . , , ded , , dee' , 

dans le second système, et les coordonnées de M, après les déforma-
tions étudiées, se trouveront devenues : 

ce' u', y' -h d, z' -h w' par rapport au premier système ; 

y' + v' - (dv' - dv') ds', par rapport au second. 

y
1

ν'— (β~τ — ί/ί', | par rapport au second. 

Za' + Wb' — (s? - H7)d' 
Tome XVI (2E série). — JC;H I8JI. 

(56) 

s'5 
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Or, on sait qu'en appelant ρds', <\ ds, vds' trois certaines quantités 
infiniment petites, les eosinus des angles que font les seeonds axes, 
dont l'origine est en O,, avec les premiers, dont l'origine est en O', 
sont : 

I, ιids', — <1 ds' pour le nouvel axe des χ' ; 
(55 bis) j,— ρ ds' pour le nouvel axe des y' ; 

ids' — fids', ι pour celui des z'. 

De plus, d'après les formules ordinaires de transformation, la coor-
donnée, suivant un axe du premier système, d'un point quelconque 
de l'espace, est égale à la coordonnée pareille de la seconde origine 0'

t
, 

augmentée des trois produits des coordonnées du même point dans le 
second système parles cosinus respectifs des angles que font les axes 
de ce système avec l'axe considéré du premier. Si l'on appelle la 
dilatation de Ο'0\, c'est-à-dire si l'on suppose, après les déplacements, 

O'o; = (i-t- ¡>0 
)ds\ 

les coordonnées de O, seront (i-f- Îi^ds', o, o, et l'application de la 
règle précédente au point M, dont les coordonnées dans les deux sys-
tèmes sont égales aux expressions (56), donnera les trois relations 
cherchées 

x’, y, * que si les déformations 

x’, y, * que si les déformations 

ΙΛ? = P(^ + P) + U)+^· 

Les coordonnées x'-+- u', y'4-e', z'+W peuvent être réduites, 
dans ces formules, à leurs parties constantes χ', y', z' 5 car, x', y', z' 
étant en général de l'ordre de grandeur des dimensions d'un tronçon 
de la tige, et ce tronçon étant rapporté à des axç§ qui le suivent dans 
tous ses mouvements d'ensemble, u', v', w' ne pourraient devenir com-
parables à χ', y', z' que si les déformations S, g cessaient d'être très-
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petites. Les relations (57) peuvent donc être réduites à 

(du' = yo + qz' - xy I, ‘lit’, — 1 

[$5 bil) —ldi, l, fdi pour 

ldi, —f di, I fiat 

augmentée des trois produits de» coordonnée« 
ment très-petites par rapport à leurs dérivées premières en χ', jr', z'; 
car, d'après (5o), elles s'annulent à l'origine O', ou pour x'=y=z'=o, 
et ne peuvent être, près de cette origine, que de l'ordre de leurs déri-
vées premières multipliées par les coordonnées x', y, z'. Cela ayant 
lieu quel que soit sles dérivées par rapport à s1 de u', v', w', 

x', ÿs idevront être généralement du même ordre que ces fonc-

tions elles-mêmes, et seront peut-être comparables aux termes <\z 
— *y, *χ%... [*]. On n'a donc pas, à priori, le droit de négliger, dans 

les formules (57 bis), les termes très-petits du', dv' dw', à moins de 

négliger èn même temps les termes <\z\ — χ-j', χχ',..., qui paraissent 
du même ordre de grandeur, et, par suite, de renoncer à l'étude 
de la flexion et de la torsion, représentées principalement par ces 
termes. Or M. Kirchoff, se basant simplement sur la petitesse des 

termes ^7' dx '^rr' croit pouvoir les supprimer des formules (5η bis) 

en gardant tous les autres; ce qui le conduit à.une théorie simple de 
la flexion et de la torsion des tiges infiniment minces. 

[*] Toutefois l'expérience montre que la torsion ρ et la flexion \/q2H-t2 peuvent 
atteindre des valeurs finies, dans les tiges très-minces simplement fléchies ou tordues, 
sans que les limites d'élasticité de ces tiges soient dépassées, c'est-à-dire sans que les 
déformations 3, g, qui sont comparables aux dérivées premières de u, r', w' en x',y' a', 
cessent d'être très-petites. On peut donc, en s'appuyant sur ce fait, supposer, dans 
l'étude de la flexion et de la torsion simples, les 3, g très-petits en comparaison de p, 
i), t, et négliger par suite (comme le fait M. Kirchoff sans en donner cette raison) les 
dérivées premières en / de α, r', w' devant les termes q ζ', χ y' Mais une théorie ne 
doit pas s'appuyer sur un fait dont elle peut se passer. 

23.. 
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Voyons dans quels cas les formules obtenues au paragraphe précé-

dent sont d'accord avec les relations [Βη bis) ainsi simplifiées. Les 
relations (5i bis) donnent, pour χ' — o, 

z - (-*- Ānī, śa ; śū, śī) (Ānī, śa ; śū, śī) 
s=(

κ
- (ί b**) *■Ā& -y+ ©., śa *&=©., śa ; śū, śīa ; śū, śī 

Pour χ' très-petit de l'ordre de y', z', il faut ajouter aux seconds 
membres de ces formules de petits accroissements, sensiblement égaux à 
x', ÿs iOr on trou ve aisément, comme au paragraphe précédent, 

¿V _ dSv dix _ dçxr f 3TL·, __ gll·, dx = dx - df = dx + cr — cr 

d2vd __ dg^ dàx _ dçz, _ _ 31C '2 dx dz' dm CI CI 

11 résulte donc de l'analyse du paragraphe précédent, en écrivant 

d'abord, d'après (5a bis) et (5a), l'expression de ou ̂  : 

Í % = Έ (* -
 Jf

b'
ídc

)
 +

 S* - tÊTS· 

(58> Iz^y^-yb^y+* x’, y z^y^-yb^y+* x’, y, * 

|^=( *-é¡b
xd

°y+{f,b
xii

<
¡
y'-fi*'· 

Si l'on observe que, d'après les expressions (55) et (55 bis) com-
parées (et puisqu'on suppose K„ = o, R

0
 = oo ), 

(55 ter) ρ Κ q — £J> 6
 ei, r 

et que 5„ est la valeur ̂  de 3^ pour x' —y' — ζ' — o, l'identification 

des formules (βη bis) et (58) donnera 

(59) Ānī, śa ; śū, śī %-=y^b^· %=¿b™· 
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Ces valeurs de '-jy ·>%-,■> Í7 ne sont pas toujours très-petites par rap-

port à qz', — xfl elles sont même beaucoup plus grandes dans le 
cas où la tige est, par exemple, verticale et simplement soumise à son 
propre poids, ou quand elle vibre longitudinalement. Mais, en général, 

l'intégrale ÇpXda est au plus de l'ordre des moments ait. ou 3T0
(
, et, 

à cause de la petitesse des rapports -, —, les dérivées en s' de ν', w' 
sont négligeables devant íjz', — *>y',... : l'hypothèse de M. Kirchoff est 
donc alors réalisée. 

Les dérivées du', dv' dw' caractérisent évidemment les variations que 
subissent la forme et les dimensions de divers tronçons primitivement 
égaux, lorsqu'on passe de l'un de ces tronçons aux suivants. L'hypo-
thèse de M. Kirchoff, qui annule ces dérivées, revient donc à dire que 
des tronçons successifs, primitivement égaux, restent égaux après les 
déplacements; ou que, du moins, les petites variations de forme ou 
de grandeur observées lorsqu'on passe de l'un à l'autre peuvent être 
négligées dans les formules fondamentales (57 bis), même lorsqu'on 
conserve les autres petits termes de ces formules. 

§ "VIII. — Décomposition de l'action totale exercée sur un tronçon de 
la tige en six actions élémentaires, qui produisent respectivement 
une extension ou une contraction, deux flexions égales, deux 
flexions inégales et une torsion. 

Considérons un tronçon assez court pour que sa forme soit toujours 
à fort peu près cylindrique, et pour que les quantités §, 3?,, M, j*pXdv, 
relatives à ses diverses sections normales, aient sensiblement les mêmes 
valeurs dans toute son étendue. Ce tronçon pourra être de longueur 
finie si son axe était primitivement rectiligne, et si la force extérieure 
appliquée à l'unité de masse est parallèle à l'axe de la tige et telle que 
l'expression JpXda soit indépendante de x; car alors les compo-

santes i, §, suivant les y et les z, ainsi que le moment M autour de 
l'axe des χ, des actions exercées sur foule la partie de la tige qui est 
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au delà d'une section quelconque du tronçon considéré, se réduiront 
aux composantes et au moment pareils des forces appliquées aux points 
de la tige qui sont situés au delà du tronçon. Admettons que tous les 
coefficients d'élasticité E, vj, r¡', G, G', H, H' soient indépendants 
de oc. Nous rapporterons ce tronçon à un système d'axes coordonnés 
des oc', y', z' entièrement pareils à ceux des deux paragraphes précé-
dents; mais, afin de simplifier certaines formules, nous prendrons 
l'origine au centre de gravité de la seconde base du tronçon, de manière 
à avoir oc' <0 dans l'intérieur du tronçon et oc' — o (ou oc — oc

0
) sur 

cette base même. Les relations (33) deviendront 

bil) —ldi, l, fdi 

[$5 bil) —ldi, l, [$5 bil) —ldi, l, 

f di, I fiat <dul 

Nous supposerons successivement : i°que les deux composantes F1. 
#, suivant les y et suivant les z, et les moments M, ait, 3Tb, par rapport 
aux trois axes, des forces appliquées à la section oc' — o, soient égaux 
à zéro, mais que les actions X, dans tout l'intérieur du tronçon, et ai, 
appliquéeà la seconde base parallèlement à l'axe des a:', conservent leurs 
valeurs données; 20 que chacune des quantités aib, 310,, §, §

t
, M ait 

sa valeur donnée, toutes les autres étant nulles, ainsi que ai et X. 
Nous obtiendrons ainsi six états élémentaires du tronçon, à chacun 
desquels correspondront, pour les six déformations S, g, et pour les 
déplacements u', v', W, certaines valeurs dont les sommes respectives 
donneront les vraies valeurs de ces déformations et de ces déplacements: 

i° Si, d'abord, la force exercée sur la seconde base du tronçon se 
réduit à la traction normale ai, il résultera, des relations (18), (ai) 
et (5g bis), 

ix — ̂ '^ai — oc'jp'K-day D
r
 = — Y)î

x

, 3* = — 1* x’, y, * 

Les formules (28), (2g), (5g bis) donneront de plus 

Ta = O, T, = 0, d'oà g
xx

 = 0, g
xr

 = o. 
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Les glissements g

zx
, g

xr
 étant nuis, les fibres longitudinales restent 

perpendiculaires aux sections primitivement planes qui leur étaient 
normales avant les déplacements. Il suit de là qu'il n'y a pas de tor-
sion de ces fibres, c'est-à-dire que celles qui entourent l'une d'entre 
elles ne se sont pas inclinées, toutes en hélices de même sens, autour 
de cette fibre moyenne; en effet, si nous construisons, dans une sec-
tion normale quelconque, les deux lignes de courbure qui partent du 
pied de la fibre moyenne considérée, celle-ci sera restée dans un même 
plan avec chacune de ses deux voisines prises sur ces deux lignes de 
courbure. De plus, les longueurs des fibres ayant conservé entre elles 
les mêmes rapports, puisque les dilatations ne dépendent pas dey\ z', 
deux sections normales, infiniment voisines, sont inclinées l'une sur 
l'antre de la même manière qu'avant les déplacements, et il n'y a pas 
de flexion. 

Les forces X, ¿rc, ne produisent donc ni torsion, ni flexion, mais 
simplement des dilatations ou des contractions longitudinales accom-
pagnées de contractions ou de dilatations latérales, et aussi, lorsque 
y" n'est pas nul ou que la contexture du milieu n'a pas d'autres plans 
de symétrie que les sections normales, de glissements transversaux gyz. 

2° et 3° Supposons actuellement que X, at, #, , M soient égaux 
à zéro, et qu'un des deux moments 9TL·, SHV, subsiste seul, ou, ce qui 
revient au même, que la seconde base du tronçon ne soit soumise 
qu'à des forces équivalentes à un couple ayant son axe parallèle à 
celui des y3 ou à celui des z'. Faisons, par exemple, 3T0, = o. Les for-
mules (28), (29) et (59 bis) donneront T

2
= o, T

3
 = o. Il en résulte, 

comme précédemment, g
zx

 — o, g
xy
 = o, c'est-à-dire que les fibres 

4&ngitudinales seront restées perpendiculaires aux sections normales, 
et qu'il n'y aura pas de torsion. D'ailleurs, comme on aura 

(60) 3* = d
r
= — Y]d

x
, D

z
 = — y¡'7)

x
, g

yz
 =si les 

les dilatations 3 et le glissement gxz seront nuls pour z'= o, c'est-à-dire 
sur la fibre centrale, et très-petits de l'ordre de z' sur les autres fibres ; 
d'où il suit que la tige ne sera soumise, en somme, à aucune dilata-
tion, ni à aucun glissement bien sensibles. 

Les sections normales seront planes après les déplacements comme 
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avant. En effet, les fibres longitudinales, restées normales à chacune 
de ces sections, font avec les axes des angles dont on trouverait fa-
cilement , en opérant comme on l'a fait pour établir la première 
ligne des expressions (54), QUE les cosinus valent respectivement I, 

dv' + cos lo x', dw' + sinlo x' . or ces cosinus sont constants sur toute 

l'étendue d'une même section normale, c'est-à-dire que leurs dérivées 

en r', zr sont nulles : on a d'abord f ,v — ̂  = o, f Γ,, = ̂ 7 = 0, 

d'après (60); et, quant aux deux autres dérivées d2v', de"es 

sont nulles aussi, car elles sont égales entre elles, puisque les deux 
relations gay= o, g

zx
 = o, différentiées respectivement en z' et y', 

DÜ,MENT 3?5Γ= ~ WÜ' -£Γ3? = - UTS'
 ET' D ANTRE PART' ,EUR 

somme, exprimée par est nulle' d'après (60). 

Les fibres, restées ainsi parallèles les unes aux autres, se sont dila-
tées d'après (60), de manière que, de deux sections normales infini-
ment voisines, la seconde ait tourné, par rapport à la première, au-
tour de son intersection par le plan des oc/y', d'un angle égal au 

produit de par la distance primitive des deux sections. 

Ainsi, le couple 3T0 ne produit sur le tronçon aucune torsion, ni 
aucune dilatation ou contraction bien sensibles, mais une flexion par-
tout égale, parallèle au plan du couple, et dans laquelle les sections 
primitivement normales aux fibres restent planes et normales à ces 
fibres. 

Considérons spécialement les cas où la tige était primitivement rec-

tiligne, et calculons les cosinus 1, dv2, dw' des angles que fait alors 

avec les axes un élément d'une fibre longitudinale. Si l'on différentie, 
par rapport à oc/, les relations g^r= o, g

zx
 = o, il vient 

£V__ ¿3, — d2w' _ di £V__ ¿3, — d2w' _ di 

Multiplions par dx' et intégrons à partir de x'= o, eu observant que, 
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sur toute l'étendue de la section x' = o, qui est restée plane, on a 

ω = °' aP = °;11 viendra 

dx' ~~ °' dx' ~ ~ CI X * 

Désignons par α, β, y les angles que fait avec les axes un élément d'une 
fibre longitudinale, et leurs cosinus auront pour expressions 

(60 Sis) cosa = i, cos]3 = o, cosy = —^ x'. 

Il est clair que, si l'on avait an, = o, 311/, = une quantité donnée, 
on obtiendrait encore une flexion partout égale, mais parallèle au plan 
des χ'γ1. L'ensemble des déformations dues à 31L et à 311/, s'obliendra 
en ajoutant les expressions des déplacements u', v\ w', dûs à 311/ et de 
ceux qui sont dûs à 311/,. Les glissements totaux g

zx
, g

xr
 seront donc 

encore nuls, et les cosinus ^ seront encore indépendants de y', 

zr, c'est-à-dire que les sections normales seront encore, après les dé-
formations, planes et perpendiculaires aux fibres. Les angles α, β, y, 
que feront avec les axes les éléments de ces fibres, auront pour cosinus, 
dans le cas d'une tige primitivement rectiligne, 

cosa=i, cosp , cosy = — ■ 

Le plan auquel restent parallèles les fibres fléchies fait, avec celui 
des x'jr', un angle dont la tangente est 

cosy tWk I' 
cos β I 

Ce plan ne coïncide avec celui du couple résultant des deux couples 
311/, 311., que lorsque les deux moments d'inertie principaux I, Γ de la 
section sont égaux. 

L'angle de deux tangentes infiniment voisines, menées à une même 
fibre, sera 

V'(dcosf3)a -+- (fiteosy)a, 
Tome XVI (2E série). — Jew 1S71. -^4 
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ou bien 

La courbure de la fibre centrale, dont la dilatation 3^ est nulle, sera le 
quotient de cet angle par la longueur dx' de l'arc; cette courbure 
est constante, c'est-à-dire que la tige se courbe en arc de cercle. 

4° et 5° Supposons actuellement que X, 311», 3T0,, M étant nuls, 
l'une des deux constantes § ou ait seule sa valeur donnée, et que 
l'autre soit égale à zéro. Cela revient à supposer que la seconde base du 
tronçon supporte seulement des forces dont la résultante passe par son 
centre de gravité et est parallèle à l'un de ses deux axes principaux 
d'inertie, celui des z' si i, = o, et celui des y' si § — o. Faisons, par 
exemple, á, — o. Il résultera des relations (18), (22), (5g bis) 

dx = £j ̂  , 3y = — ffixi = Y) <)χ, gy
Z
 = Y} <^χ· 

Nous avons vu d'ailleurs, après les formules (55), que les glisse-
ments g

zx
, g^ sont assez petits pour pouvoir être négligés. Les fibres 

longitudinales restent donc sensiblement normales aux sections, et, 
par suite, il n'y a pas de torsion sensible. Les fibres sont encore, à fort 
peu près, parallèles les unes aux autres; car on reconnaît, comme pré-
cédemment \yoir après les formules (60)], que les dérivées en y', z' 

des cosinus 77 -+- -—-^x, -j-r -t—=—dx' R„ ' dx' R„ χ des angles qu elles font avec 

les axes des y' et des z' sont, non pasnulles, mais de l'ordre dey', z', et, 
par conséquent, négligeables. On peut donc admettre que les sections 
restent, à fort peu près, planes, mais que, de deux infiniment voi-
sines et primitivement distantes de dx', la seconde tourne, par rapport 
à la première, autour de son intersection par le plan des x'y', d'un 
angle égal à -^dx', et par conséquent proportionnel à xf. 

La force § a donc pour effet de produire une flexion inégale, pa-
rallèle au plan de z'x'. 

Considérons spécialement le cas où la tige était primitivement recti-
ligne, et calculons les cosinus^} ̂ des angles β, γ que fait alors 
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ate' /31L' 3ΐυ; 
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avec les axes des y" et des s' un élément de la fibre moyenne. On a 

f2p' = ffer _ d'iv' d2w' dç„ ddx dgxx di dx1* dx' dy dx' ' dx'* dx' dz dx CI 

Or, soit à cause de la petitesse de g
xr

, g
zx

, soit, même en tenant 
compte de ces glissements, parceque, ou ^ étant indépendant de¿c', 

gzx> gxf le sont aussi d'après (28) et (29), on peut négliger —gi, 
et il vient 

d* P' d'fv' $x> 
d¿* ~ °' dx1* ~ ~ CI ' 

Multiplions par dxr et intégrons à partir de x' = o, en observant 

que l'on a, pour x' —o et sur la fibre moyenne, ¿^7 = °i ^£7
 =

 °» 
nous trouverons, pour les angles α, β, y d'un élément de cette fibre 
avec les axes, 

eos α =1, cos|3 = o, cosy — 

Si l'on veut déterminer les très-petites courbures prises par les sec-
tions normales, il faut calculer g

zx
, g^, ou bien T

2
, T,. Bornons-nous 

au cas où la tige est homogène et non tubulaire; les formules (43), 
(44)i (45)» (46) donneront pour cela 

(6-) τ
· = -%-£*>

 τ· = ϊ· 

I, ‘lit’, — 1 rfr" pour 

-h¿[=V-(>!" + H'E)z] = o, 

(62) ^ dtp -t- — 3a άγ = Ο le long da contour, 

0 = -£{ r % +* s +■ é z*r) d"< 
auxquelles on peut joindre celle-ci, φ = o en un point de la section, par 

exemple pour y—ζ = o. 
24.. 
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La constante Rest nulle au moins dans deux cas : x° lorsque la section 
a un centre de figure ; o° lorsqu'elle a l'axe des z pour axe de symétrie, 
et que la contexture du milieu est en même temps symétrique par rap-
port au plan des zx. En effet, dans le premier cas, les équations (62) 

et celles du contour de la section ne changent nullement lorsqu'on 
change y en — γ, ζ en — ζ, ψ en — φ, Κ en — Κ; d'où il suit que, si 
Κ est supposé connu et ψ déterminé en fonction de y, z, on satisfera 
également aux conditions du problème en prenant — Κ au lieu de R, 
et, au lieu de ψ, pour chaque point ( — y, — z) de la section, la va-
leur obtenue de φ, au point {y, ζ), changée de signe. Comme le pro-
blème n'a qu'une solution, il faut donc poser 

R=— R=o et <p(—y, — z) = — f(y,z). 

Dans le second cas, la constitution du milieu étant symétrique par 
rapport au plan des zx, on doit avoir, dans les formules (9), y"= o, 
H=H'=o; avec ces réductions, les relations (62) ne changent pas, non 
plus que l'équation du contour, lorsqu'on change seulement y en —y, <· 
φ en — <p, R en — R; d'où il résulte, comme précédemment, que le 
changement de y en — y change φ en — ψ, et que R = o. Dans les 
deux cas, la dernière relation (62) est identiquement vérifiée; car, à 
chaque élément do en correspond un autre égal pour lequel y, z et φ 
ou seulement y et φ ont les mêmes valeurs, mais de signes contraires, 
que sur le premier, de manière à annuler l'intégrale qui forme le se-
cond membre de cette relation. Sur chacun de ces deux éléments, les 

dérivées —_■> ^ sont, dans le premier cas, égales et de même signe, tan-

dis que, dans le second cas, la première^ est égale et de même signe, 

et la seconde, égale et de signe contraire; par suite, la force T
2
 y 

est égale dans les deux cas, tandis que T3 y est égale et de même signe 
dans le premier, égale et de signe contraire dans le second. 

Il est clair que la force §, produirait une flexion inégale, parallèle 
au plan des χ'χ', et que, comme dans le cas précédent (20 et 3°), mais 
d'une manière seulement approchée, l'ensemble des deux forces §, §

t 

produirait une flexion dans laquelle les fibres longitudinales, sensible-
ment parallèles les unes aux autres, resteraient à très-peu près per-
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pendiculaires aux sections normales. Les angles a, β, y que feraient 
avec les axes des x', jr', z' une tangente aux fibres seraient, dans le 
cas d'une tige primitivement rectiligne, 

cosa = r, cosj3=-f^, eos
7
 = - g; 

par suite on aurait, pour la tangente de l'angle fait avec le plan des x'y' 
par celui de chaque fibre fléchie, 

cosy § V ^ 
cos B F1 I 

ce plan ne coïncide avec celui suivant lequel la tige est sollicitée à flé-
chir, c'est-à-dire avec le plan qui contient la résultante des forces â?, §{, 
que dans le cas où, I égalant I', toutes les droites menées dans le plan 
d'une section par son centre de gravité sont des axes d'inertie princi-
paux de cette section. 

6° Admettons enfin que X, OTL·, 3T0,, §, soient nuls, et que des 
forces équivalentes à un couple de moment M, perpendiculaire à l'axe de 
la tige, soient seules appliquées à la seconde base du tronçon. Les for-
mules (5g bis) donneront Λ, = ifi> = lib, = o, et on aura partout N, = o, 
i
x
 = 3r= l

z
— gXz— o. Les fibres longitudinales conservent sensible-

ment leur forme primitive. En effet, cette forme dépend des variations, 

cause de 7sx= ο, a o, —g h -^-1 — h , peuvent etre réduites 

des angles qu'elles font avec les axes, c'est-à-dire, à fort peu près, des 
dérivées en x' de ces cosinus. Or ces dérivées identiquement égales, à 

cause de 7s
x
= ο, a o, —g h -^-1 — h , peuvent etre réduites 

à o, E2£Íí, et rendues ainsi indépendantes des déplacements u', 

v', W. Car, si aucune force, parallèle aux jr' ou aux z', n'est appliquée 
à l'intérieur du tronçon, le moment M ne dépend pas de x', et T2, T

3
, 

gzx< gxj-i X) qui, d'une section à l'autre, varient seulement avec ce mo-

ment M, n'en dépendent pas non plus; donc les deux dérivéesÿs i 

^ sont nulles. Dans le cas contraire, elles sont au plus du même 
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ordre de grandeur que g

x/
, g

zx
, c'est-à-dire de l'ordre des coordonnées 

transversales jy', z', et, par suite, très-petites. 
Ainsi, on peut supposer nulles les dérivées secondes ̂ 5» e

L 
par suite, constantes, le long d'une même fibre, les dérivées premières 

—-
r
i -¿g··, or on a, sur la fibre moyenne, t>'—w = ο, = o, pom-

ar' = o; les déplacements v', W seront donc nuls sur toute cette fibre, 
et les équations (5i), (53) donneront 

(63) = — R x'z', w' = Κ χ'γ'. 

Enfin, u', T
3
, T

a
 se détermineront par les relations (28), (29) et la 

dernière (5g bis), devenues 

df dz' ~ 0 ' 

sur le contour, Tsife'— T
3
djd = o; 

en un point quelconque d'une ligne s„ l'expression T
s
rfz'— Τ

3
dy' 

prendra des denx côtés des valenrs égales; 

(63 bis) f (y'Ta — z'T») dy d¿ = M; 

équations dans lesquelles on remplacera T
3
, T, par leurs expressions linéaires 

en gg., g«, et g*,, g«, d'après (63), par 

I, ‘lit’, — 1 rfr 

On y joindra, pour achever de déterminer la relation ~ — ° et 

aussi la condition u' = o pour χ' = y' — z' — o. 
Observons que ces équations et (63 ) auraient les mêmes formes, avec 

la même valeur numérique de l'angle K, si, l'origine des coordonnées 
rectangulaires étant transportée en un point matériel quelconque du 
tronçon, l'axe des x' y était constamment tangent à la fibre longitudi-
nale qui passe par ce point, et si le plan des x'y' était dirigé arbitraire-
ment, mais de manière à se trouver, à l'origine des coordonnées, con-
stamment tangent à la surface matérielle avec laquelle il coïncide avant 
les déplàcements. Supposons d'abord que, sans changer l'origine, on 
donne aux axes des^', z' une nouvelle direction, en les faisant simple-
ment tourner d'un angle oc autour de celui des a:'; d'après les formules 
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ordinaires de transformation, x' et u' n'auront pas changé, mais les coor-
données y', z' et les déplacements v',W seront remplacés par d'autres/", 
ζ", v", w" dirigés suivant les nouveaux axes et égaux respectivement à 
/' cosa -Ρ- z' sin a,, z' cosa —/'sin a, cos ct-hw' sin a, W cos a — Ψ sin a, 
et l'on aura bien identiquement, si les relations (63) sont vérifiées, 
ν" — — ΚΛΓ'Ζ", W = Κx'y". Si nous admettons actuellement que les 
nouveaux axes subissent, pendant que s'effectuent les déplacements 
de la tige, trois petites rotations quelconques, de manière à prendre 
des directions un peu différentes, les déplacements v\ w" recevront 
respectivement les petites augmentations νχ'— pz", ρ y" — qx', cor-
respondant à trois petites rotations relatives p, q, t de la tige autour des-
axes des x', /", z". Enfin, si l'origine est transportée en un autre 
point quelconque et subit elle-même, pendant que les déplacements 
s'effectuent, une petite translation quelconque, x', /", z" seront aug-
mentés chacun d'une constante, et, en outre, v", w" recevront de 
petites augmentations arbitraires. Ainsi, en convenant d'effacer un 
accent à p", w", y", z", les nouveaux déplacements p', w' seront ex-
primés par — K(ac'-)- const.)z' — pz', K(a?'+ const.)/'-!- ρ/', aug-
mentés chacun d'une fonction linéaire et arbitraire de x'. Mais cette 
fonction linéaire est nulle, puisqu'on a par hypothèse v' =W— o sur 
toute la longueur du nouvel axe des x'. De plus, le nouveau plan 
des xry' restant toujours, pour x' = o, tangent à la surface matérielle 

avec laquelle il coïncidait avant les déplacements, on doit avoir — = o 

pour x'=y'= z'= o, c'est-à-dire Κ X const.-+-ρ = o : il vient donc, 
dans le nouveau système d'axes, p' = — KrV, w' = Κx'y', et, par 

suite, g
χχ

 = ~
ΐ
 — Κ ζ', ξ

ζχ
= ̂  ■+■ Κ/'. D'ailleurs, Ν, et Χ désignant 

identiquement, en chaque point, les mêmes forces que dans le système 
primitif d'axes, on a toujours Ν, = o, X = ο, et la première des 
équations (2), jointe à la première des conditions (i4)» spéciales au 
contour #, à la première des conditions spéciales aux courbes s

t
, et à 

la quatrième des relations (5g bis) (laquelle est évidemment la même 
pour tous les systèmes d'axes dans lesquels le plan des y'z' est pa-
rallèle aux sections, puisque le couple M qui sollicite la lige normale-
ment à son axe est toujours le même), donnera, pour déterminer T

2
, 
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T

3
, u', le système (63 bis), dans lequel les coefficients d'élasticité 

seront relatifs aux nouveaux axes. 
La fibre moyenne y'=z' = one subit aucune flexion, ni aucune 

dilatation; mais chaque section tourne en bloc autour de cette fibre, 
en même temps que ses divers éléments superficiels sont soumis, per-
pendiculairement à leur plan, aux petits déplacements u'. En effet, 
pour oc' = ο, v' et w' sont nuls, c'est-à-dire que les divers points de la 
section normale prise pour plan des jr'z' n'exécutent, parallèlement à 
ce plan, aucun mouvement relatif les uns par rapport aux autres, et 
ne peuvent que tourner d'un commun mouvement de rotation autour 
de la fibre moyenne. Il en est de même de la section située à la 
distance oc' du plan des y'z' : les déplacements v'— — R oc'z', 
W — Κoc'jr' sont précisément ceux qui se produisent quand cette 
section tourne autour de la fibre moyenne, par rapport au plan 
des y' z' et dans le sens des y" positifs vers des z' positifs, d'un angle 
égal à Kx'. 

A part les petits déplacements perpendiculaires aux plans des 
sections, la tige subit donc une simple torsion, égale à R par unité de 
longueur. 

Le mouvement de rotation des sections autour de la fibre moyenne 
est incomparablement plus considérable que le déplacement u', pa-
rallèle à cette fibre, de leurs divers points. Car, la torsion étant R par 
unité de longueur, ce mouvement est mesuré par des angles de l'ordre 
de R et par des déplacements de l'ordre de Ra' ou Rjr'· Or les dérivées 
en y' et.a' de u' sont comparables à Rz' ou à Ky' [*], et le déplace-
ment pour s'annuler sur la fibre moyenne, ne pourra qu'être de 
l'ordre de Rz'2 ou K.y'% c'est-à-dire incomparablement plus petit. 

Admettons que la tige soit symétrique de forme et de contexture 
par rapport à son axe, de manière que les équations des courbes s, s·, 
et les coefficients d'élasticité qui entrent dans les expressions de T

2
,T

S 

restent les mêmes lorsqu'on tranforme jr', z' en — γ', — z'. Les équa-
tions (63 bis) ne changeront pas, lorsque, u' conservant en chaque 
point d'une section la même valeur, on changera simplement la di-

[*] C'est-à-dire aux dérivées de r', w' par rapport à x'. 
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rection des axes, c'est-à-dire j"', z' en —y', — z'; en effet, dy', dz' y 
changeront de signe en même temps que les expressions de T3, T2, 

fonctions linéaires de g
xr

, g
zx

 ou de ̂  — Kz', ~ Kj·'. Comme les 
équations des contours s, s

t
 seront aussi les mêmes, il en résulte que u' 

a la même valeur au point (—y', — z') qu'au point [y', z'), et que les 
forces T2, T3 ont les mêmes valeurs absolues, mais avec des signes 
contraires, en deux points d'une section symétriquement placés par 
rapport au centre de figure de cette section. Ces forces sont, par suite, 
nulles à ce centre. 

Si la tige est symétrique de forme ou de contexture par rapport à 
un plan mené suivant son axe, celui des z'oc' par exemple, on aura 
H =; H'= o, T

3
, T2 ne dépendront respectivement que de gxy,gzx, 

c'est-à-dire de ̂  — Kz', ̂ Κy'·, si l'on change y' en —y', 

u! en — u', la fonction T3 restera la même, T2
 changera de signe, ■—·, 

dT2 en changeront aussi, l'expression Τ
3
dz' — Τ

2
dy' restera la même, 

et les équations (63 bis) n'auront pas changé. Donc, u' aura des va-
leurs égales et contraires aux deux points (y', z'}, (— y', z'); en ces 
deux points, T3

 aura des valeurs égales, T
2
 des valeurs égales et con-

traires. Par suite, la force T2, dans chaque section , sera nulle sur 
toute la ligne y' — o, et l'on aura, sur la même ligne, g

zx
= o, c'est-

à-dire que les droites matérielles prises dans une section et primiti-
vement contenues dans le plan de symétrie restent perpendiculaires 
aux fibres longitudinales de la tige. Lorsque celle-ci offre deux plans 
de symétrie menés suivant son axe, comme, par exemple, si elle est 
isotrope et à section triangulaire équilatérale, la fibre située à leur 
intersection, c'est-à-dire l'axe de la tige, reste de même perpendicu-
laire aux lignes matérielles de chaque section primitivement contenues 
dans les deux plans de symétrie, et se trouve, après comme avant les 
déplacements, normale aux sections : on a donc alors, tout le long de 
l'axe de la tige, gzx = o, gxy. = o, et, par suite, T2 = 0, T3 = 0. 

U doit y avoir, en général, un ou plusieurs points de chaque section 
où T

2
, T

3
 et par suite les glissements g

zx
, g

xy
- sont à la fois nuls. En 

effet, à cause des deux dernières équations (32), réduites à ÇT 

Tome XVI (ï1 .ei'k·'. - Juillet 1871.
 2 
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j*T
2

da = o, il y une ou plusieurs ligues le long desquelles T
3
 = o, 

et d'autres le long desquelles T2 = o : aux points d'intersection de 
ces deux systèmes de lignes, on aura donc T

3
 = T2 = o. Ces points 

sont les mêmes, quelle que soit la Valeur de l'angle Κ qui mesure la 
torsion. En effet, les équations (63 bis) ne changent pas, si l'on y mul-
tiplie à la fois u', Κ, M, et, par suite, g

zx
, g

xy
, T2, T3

 par un même 
nombre : ce qui indique que K, g

zx
, g^, T

3
, T3

 varient propor-
tionnellement à M. 

§ IX. — Lois générales de la torsion. — Rapports du' problème 
de la torsion avec celui de Vécoulement régulier d'un liquide dans 
un tube rectiligne et de section constante, mouillé par ce liquide. 

D'après ce que nous avons vu au paragraphe.précédent, les lois ap-
prochées de l'extension, de la contraction et des flexions égales ou 
inégales peuvent être obtenues sans qu'on ait besoin d'intégrer, pour 
chaque forme de section et pour chaque sorte de contexture de la tige, 
aucun système d'équations aux dérivées partielles. Mais il n'en est pas 
ainsi lorsqu'il s'agit de la torsion : les déformations 3, g se réduisent 
dans ce cas aux deux glissements g

zx
, g

xy
, négligeables dans tous les 

autres, et qu'on ne peut obtenir sans intégrer les équations (28) 

et (29), alors réduites à (63 bis). Faute de pouvoir effectuer en général 
cette intégration, cherchons s'il n'existerait pas, pour chaque forme 
de section et chaque mode de contexture, une relation simple entre 
l'angle Κ qui mesure la torsion et le couple M qui la produit. 

Nous venons déjà d'observer que, pour une même tige plus ou 
moins tordue, Κ et M sont proportionnels. Considérons actuellement 
deux tiges ayant leurs sections semblables et constituées de manière 
qu'en deux points homologues de ces sections, G, G', H, H' aient les 
mêmes valeurs. Soit a le rapport de similitude, c'est-à-dire le nombre 
par lequel les coordonnées yz' d'un point de la première doivent 
être multipliées pour donner celles du point homologue de la se-
conde. Si les équations (63 bis) sont supposées se rapporter à la pre-
mière, et qu'on veuille les changer en celles qui régissent la seconde 
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en admettant que l'angle R soit le même dans les deux, il suffira d'y 
supposer partout y', z\ djrr, dz' multipliés par a, et u', M remplacés 
par le déplacement longitudinal et le moment de torsion relatifs à la 
seconde tige. Or, si l'on a soin de multiplier, dans ces équations, non-
seulement y', zr, djr, dz' par a, mais aussi u' par a2 et M par a4, cha-
cune de ces relations sera encore vérifiée; car 011 aura multiplié ses 
deux membres par une même puissance de a : donc, pour une même 
valeur de l'angle K, qui mesure la torsion, le déplacement longitu-
dinal i£ et le moment M relatifs à la seconde tige sont respectivement 
proportionnels au carré et à la quatrième puissance des dimensions ho-
mologues, ou bien à l'aire d'une section normale et à son carré. 

D'après cela, si nous appelons τ la valeur du moment de torsion 
pour une tige dont la section vaut 1, et qui est tordue par unité de 
longueur d'un angle égal à l'unité, le moment M d'une tige de même 
forme, et constituée de la même manière aux points homologues, mais 
ayant une section quelconque σ, et tordue par unité de longueur d'un 
angle K, sera donné par la formule 

(64) M = τσ2 R. 

Ainsi, le moment de torsion est proportionnel à l'angle qui mesure 
la torsion par unité de longueur, au carré de la section de la tige, et 
à un coefficient qui dépend de la forme de la section et de la consti-
tution élastique de la tige. 

Ces lois sont pareilles à celles qui régissent l'écoulement permanent 
et bien régulier d'un liquide dans un tube mouillé par ce liquide (voir 
le § IV d'un Mémoire sur l'influence des frottements dans les mouve-
ments réguliers des fluides, au Journal de Mathématiques purés et 
appliquées, 2e série, t. XIII, 1868). Cela provient de ce que les deux 
problèmes sont analytiquement très-semblables et conduisent même 
à des équations différentielles toutes pareilles, lorsque la tige dont on 
étudie la torsion est homogène et non tabulaire. 

Étudions ce cas particulier d'une tige homogène et pleine par la mé-
thode indiquée dans la seconde partie du § V. Nous avons vu à la fin 
du paragraphe précédent, que les équations (63 bis) sont applicables 
quelle que soit la fibre longitudinale choisie pour axe des x', ou bien 

7.5.. 
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pour axe des χ (en convenant d'effacer les accents de x\ y', z'), et 
quelle que soit la direction de l'axe des y. Nous supposerons que cette 
direction soit celle pour laquelle la somme des deux coefficients H -f- H' 
est nulle, direction dont l'existence a été établie dans la Note du § II. 

La première équation (63 bis) revient à dire qu'en appelant ψ une 
certaine fonction de y et de z, on a 

(65) T
2
= — dg, T

3

= dg. 

La condition spéciale au contour s, T
3
dz — T

2
dy = o, devient 

ainsi ^ dz -h ^dy = o. Comme on peut ajouter à ψ une constante 

quelconque, de manière à avoir <p = o en un point du contour, cette 
condition revient à poser φ = o sur toute la ligne s. 

D'ailleurs, l'identité — f 4- 4—j- = o, si l'on y sub-

stitue à c, w leurs valeurs (63), — Κxz, ÎLxy, et à g
xr

, g
zx

 leurs 
expressions tirées de (9) et de (65), devient l'équation indéfinie 

0$+®'£-?-<η + η'>|Ϊ+2Κ-=°· 

ou bien, en observant que H + H'=o, et divisant par G, 

d'ij ty d'<f 2K 
(66) 

à laquelle on joindra la condition 
ψ = o sur le contour extérieur. 

L'expression (63 bis) de M, devenue — J"(^y ιρ
+ζ

ΐ)
άσ

> P
eut 

être transformée au moyen de l'intégration par parties appliquée 

comme nous avons fait souvent, en — J*cp(ydz — zdy) -H zjψ da. 

Comme la fonction φ est nulle sur tout le contour, il vient simplement 

(67) M = 2 J"ψ da. 
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Cela posé, pour comparer le problème de la torsion à celui de 
l'écoulement d'un liquide dans un tube, faisons 

I OK I 

et l'équation indéfinie (66) deviendra 

(66^)le» cosinus des atiglm que 

Comme ̂  est une constante, cette équation est pareille à celle qui 
donne la vitesse permanente, supposée représentée par φ, en tout 
point, ayant pour coordonnées^, z

f
, de la section d'un tube cylin-

drique dont les génératrices sont parallèles à l'axe des x. De plus, 
si F(y, ζ) = o est l'équation de la section du contour de la tige, la 
condition au contour 

ψ = o pour F (y, ζ) — o ou pour F('γ, ζ, — °> 

est la même que la condition relative au contour de la section du 
même tube, pourvu que le liquide mouille partout le tube, et que ce 
contour ait pour équation 

(
68

)
 FCr, ζ

ι\ΖΨ) = °· 

Donc la fonction φ, à laquelle nous a conduit la théorie de la tor-
sion, exprimerait aussi la vitesse des divers filets d'un liquide qui 
remplirait un tube dont la section serait représentée par (68). J'ai 
montré au § IV du Mémoire cité plus haut, qu'en appelant ε un cer-
tain coefficient dépendant seulement de la forme de la section (68), 
la dépense dans ce tube serait égale au produit de ε par le terme 

constant^1 de l'équation (66 bis) et par le carré de la section (68). 

Celle-ciJdydz
t
,estégaleà γ/|ρ Jdydz, ou à σγ/^· Mais la même 

dépense a aussi pour expression la somme des produits de chaque 
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élément dydz, de la section (68) par la vitesse correspondante φ, 
c'est-à-dire 

f<fdydz
t
 = y^fjpda, ou, d'après (67), = |^/§· 

Eu égalant ces deux expressions de la dépense, on tire 

(
fi

9)
 M

 = |r'°
K

· 

Cette formule donne immédiatement le moment M de torsion, pour 
une tige dont la section a a son contour représenté par F(^, ζ) = o, 
si on connaît le coefficient s dont se trouve affectée l'expression de la 
dépense dans un tube dont la section a son contour représenté 

par F^,
 Ζί

\/ψ} = ο [*]. 

[*] Par exemple, quand ce dernier contour est une ellipse ayant b, c pour demi-
axes, on a 

T = pour h 00»tH »««¿«»/'i 

1voir § V du Mémoire cité). 
Si c'est un rectangle ayant ¿ pour demi-longueur, et c pour demi-largeur, 

T = x 

c + b 

où a, coefficient exprimé en série transcendante, prend les valeurs 

0,0703; ο,οηι5·, 0,0731; 0,0746; 0,0757; 0,0789; o,o833 ou12, 

pour 

— — 1, 2, 3, 4? ^3 to, cp · 
(voir § VI). 

Enfin, si c'est un triangle équilatéral, 

5 = _1_ =0,0289 

[voir Note II, à la fin du même Mémoire). 
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Cherchons actuellement les lois qui régissent la force élastique ap-
pliquée à un élément da d'une section, force dont les composantes 
suivant les axes des χ, γ, ζ, rapportées à l'unité de surface, sont N,, 
T

s
, T

2
. Cette force est taugentielle, puisque N, = o. Elle est égale en 

grandeur à y/Tf -t- T§ ou à y/^ Ānī, śexpression que nous représen-

terons d'une manière abrégée, avec M. Lamé, par A, Q; déplus, sa 
direction fait avec les axes des y et des ζ des angles ayant respecti-

vement pour cosinus T3, T2, - —; ou bien I do, -I do· Ceci pose, 

considérons les courbes infiniment voisines qui ont pour équation 
φ = const., courbes qui seraient celles d'égale vitesse dans un tube 
plein de liquide, et dont chacune, composée d'un ou de plusieurs 
orbes fermés, enveloppe toutes les suivantes pour lesquelles φ va en 
croissant, jusqu'à la plus centrale, réduite à un ou plusieurs points 
où ψ atteint sa plus grande valeur. La normale menée en (y, ζ) à la 
surface φ = const, qui passe par ce point, et du côté où φ grandit, 

fait avec les axes des y et des ζ des angles dont les cosinus —do, 

A1Q , dz, ^ indiquent qu'elle est justement perpendiculaire à la force 

exercée sur l'élément da situé au même point. De plus, si nous appe-
lons dz l'élément de cette normale qui mesure la distance de la courbe 
considérée et de celle sur laquelle la constante prend la valeur φ -+- df, 

djr et dz les deux projections, égales à ^ dz, ~de, I/Az^ ¿/ε, de ε sur les 
deux axes des y et des z, il viendra 

d(Ānī, śa ; śū, śī ? ~ %d7oubíen =I fiat 

Ainsi, les forces exercées aux divers points d'une section sont par-
tout dirigées suivant les courbes φ = const., qui seraient celles d'égale 
vitesse dans des tubes, et elles sont égales en chaque point, par unité 
de surface, à la dérivée de φ suivant la normale menée en ce point à la 
courbe ψ = const., qui y passe; elles ont la même expression que le 
glissement relatif, dans un tube, de deux couches liquides adjacentes. 

Si l'on construit les courbes ψ = const., en partant du contour 
même (φ = o) des sections, ces courbes reproduisent les irrégularités 
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du contour, mais en les affaiblissant de plus en plus, de manière à être 
le plus distantes les unes des autres aux points situés sur les grands 
diamètres des sections et à être généralement le plus rapprochées à 
ceux qui correspondent aux petits diamètres. Aux divers points d'une 

même courbe ψ = const., la force ^ varie en raison inverse de la 

distance de de cette courbe à sa voisine; ses valeurs maxima auront 
donc lieu en général sur les petits diamètres des sections, et ses valeurs 
minima sur les grands. Il est clair d'ailleurs que cette force devra être 
en moyenne d'autant plus grande qu'on se rapprochera davantage du 
contour, c'est-à-dire qu'on s'éloignera davantage des points centraux 

des sections où elle est nulle et où ψ est maximum. La force ^ atteint 

donc en général ses plus grandes valeurs vers les points du contour 
les plus rapprochés des points centraux où elle est nulle, et où la 
vitesse serait le plus grande s'il s'agissait de l'écoulement d'un liquide 
dans un tube de forme analogue. Il me paraît probable que, même 
dans les cas les plus exceptionnels, ces plus grandes valeurs de 

— devront encore être cherchées sur le contour des sections et non 

dans leur intérieur : c'est ce qu'a pensé M. de Saint-Venant après avoir 
reconnu la vérité de ce principe dans un grand nombre de cas que je 
me contenterai d'indiquer au paragraphe suivant. 

Si, au lieu de considérer la force totale  dq/de on s'occupe de ses com-

posantes — dq, dq i' est facile de montrer qu'elles ne deviennent 

jamais maxima ou minima dans l'intérieur des sections. Appelons 
y -+- &y, z-t- Δζ les coordonnées d'un point très-voisin de (y, z), et 

(<Γ") ' (â) ^es va^eurs de dq, dqen ce point. Pour ne considérer que 

la première de ces deux dérivées, il est évident que la série de Taylor 
donnera 

(£Υ_ dA. = d'q Ar + d2q Δz 

ldi, l, fdi pour h 00»tH »««¿«»/'i 
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L'ensemble des termes du second membre qui sont du second degré 
par rapport à Ay, Az conservera le même signe pour toutes les valeurs 

possibles du rapport -^1 à la condition nécessaire et suffisante que 

/ ί/3φ \3 dsy _ 
\dy2dz] dy* dydz* * 

Or l'équation (66), différentiée respectivement en y et en z, donne 

¿£3<p G dzy d3y G' ί/3φ dydz2 G' dy3' dy2dz G dz3 ' 

ce qui change la relation précédente en 

G
3
 (d

3
q)

2 
+ G'
3 
(d
3

q)
2 
= 0, ou d

3
q=0, d

3

q=0;- g-·. S =0; 

et il en résulte 

d3La - = 0, d3q = o, 

Ainsi, pour Aj et Az très-petits, la somme des termes du second 
membre de (70) qui ne sont pas linéaires en Ay et Az change de signe 

pour des valeurs convenables du rapport —1 si ce n'est peut-être aux 

points où toutes les dérivées troisièmes de φ s'annuleraient à la fois. 
Supposons qu'on prenne, à partir de chaque point (y, ζ) du plan 

des yz, une ordonnée χ égale à la valeur correspondante de dq; et 

appelons x' l'ordonnée, égale à (dΦ), sera meilée à partir de 

(y -t- Ay, ζ 4- Δζ). Le lieu des extrémités de toutes ces ordonnées 
donnera une surface, et l'on aura 

dy2dz] dydy2dy* dydz* ** dydz* * 

3q Ay2+ 2 d3q Ay Az + d3q Az2). +.... 

Tome XVI (2E série). — JUILLET 1871.2 6 
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Le plan tangent en (χ, jp, ζ), mené à cette surface, aura pour équa-
tion, en appelant x,,^, z, les coordonnées courantes, 

(72) χ, - χ = G (y
K
 -jr) + (s, - z). 

D'après ce qui vient d'être dit, si l'on fait χι—y= ày, zt —ζ=Δζ, 
la différence χ' — x,, tout près du point (x, /, z), sera tantôt positive 
et tantôt négative. Donc la surface (71) est coupée par ses plans tan-
gents, tout près du point de contact, de manière à se trouver en partie 
d'un côté de ces plans et en partie de l'autre côté, ou à avoir ses deux 
courbures principales de sens inverse, excepté· peut-être pour les va-
leurs de {jr, ζ), qui annulent à la fois toutes les dérivées troisièmes 
de <p et par suite ces courbures. Il en résulte que l'ordonnée χ n'est 
nulle part maximum ou minimum ; car, si elle l'était pour une valeur 
de (y, z), en construisant le plan (72) tangent, à l'extrémité de cette 
ordonnée, à la surface (71), celle-ci devrait, tout autour, du point ou 
de la ligne de contact, quitter le plan tangent en se dirigeant partout 
d'un même côté de ce plan, c'est-à-dire sans le traverser : un plan mené 
de ce côté, parallèlement au plan tangent, et à une distance infiniment 
petite de celui-ci, devrait donc couper la surface (71) suivant une 
courbe fermée qui aurait nécessairement des parties convexes; or il 
est clair qu'en ces parties la surface (71) serait convexe elle-même et 
aurait ses deux courbures principales de même sens, ce qui est 
démontré impossible. 

Donc les dérivées — ne peuvent être nulle part maxima ou mi-
nima dans l'intérieur des sections, et l'on aura leurs plus grandes et 
leurs plus petites valeurs en prenant les maxima et les minima de celles 
qu'elles acquièrent aux divers points du contour. 

Terminons ce paragraphe en cherchant les relations qu'il faudrait 
joindre à (65), (66), et la modification à introduire dans (67), si, la tige 
étant creuse, la section σ se trouvait limitée, non-seulement par son con-
tour extérieur, que nous continuerons à appeler s, mais encore par 
une courbe fermée intérieure s

0
, enveloppant un espace σ„ étranger à 

la tige. Il y aurait alors de plus ; i° la condition T
a

c/z —Τ
2
φ" = o ou 

df — o spéciale à ce nouveau contour, et qui, en y appelant ψ
0
 la 
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valeur de φ, s'écrirait Simplement φ0
 = const.; 2° une relation pareille 

à (47), exprimant la continuité du déplacement «' dans tout l'intérieur 
de la section. En y substituant à ν, w leurs valeurs — Kxz, Kxy, à 

gxrr gzx leurs expressions (9), et — ^ à T
2

, T
3
, cette condition 

devient 

χ [(
G
's-

 H
'|)

 d
r - (

G
|-

 H
s)

dz
 -

 K
^

dz
 -

 zdr)\ = "■ 

Or, si l'on change, comme nous avons fait plusieurs fois, des intégrales 
prises dans tout l'intérieur d'une section en d'áutres prises sur son 
contour, et si l'on observe que le contour s

0
 est supposé décrit en 

tournant dans le sens des ζ positifs vers les γ positifs, on trouve 
aisément 

a
0
= f dzdjr = f'zdj, σ

0
= f djdz = — fjdz. 

De plus, sur le contour s
0

, on a ̂  + ^ύίζ = ο, et, par suite, à 

cause de H'= — H, — W^j-dr ■+■ R^dz — o. Les deux relations 

qu'il faudra joindre à (65) et (66) sont donc 

(73) ç„ = const., 2Ka
0
-\-J*(G'^dy — G^dzj = o. 

Quant à l'expression de M, — j" dy+zdy)z da, nous avons déjà 

vu (avant la formule 67), qu'elle se change en 

—f yijdz — zdj) -+- 2fyda, 

où la première intégrale est prise sur toute Eétendue du contour tant 
extérieur qu'intérieur. Gomme ψ = 0 sur le contour extérieur, cette 

intégrale «e réduit —?ojf(jrdz— zdy\, ou à 2φ
0

σ
0

· U vient donc, 

au heu de (67), 

(67 bis) M = 2^J<pda ■+w
0

a
0
^j' 

2 6.. 
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Lorsqu'on a trouvé l'expression de ψ pour une section pleine, cette 
expression peut servir si la même section est évidée suivant une des 
courbes qui ont pour équation φ = const. ; en effet, elle vérifie la pre-
mière condition (y3) et elle satisfait aussi à la seconde ; car elle donne, 

dans tout l'intérieur de la partie évidée σ
0
, + G' dd-1dx dg- 2K dx= o, 

relation qui, multiplée par djrdz et intégrée sur toute l'étendue de 
l'aire σ

0
, devient justement la seconde (73). Le moment de torsion est 

alors la différence de ceux que donneraient, pour une valeur égale de 
K, deux tiges pleines dont les sections auraient, l'une le contour s, 

l'autre le contour : le moment de la première serait 2 I fda, et 

celui de la seconde 2 / (φ —· <p„)dcr, car la même fonction φ pourrait 

servir au calcul de la torsion de cette seconde tige, pourvu qu'on la 
diminuât de la constante φ„, afin de la rendre nulle sur le contour s

a
 : 

la différence de ces deux moments est bien 2 

à-dire l'expression (67 bis) de M. 

f j ψάσ -i- φ
0

(7
0
 J 5 c'est-

§ X. — Sections pleines pour lesquelles les intégrations relatives 
à la torsion et à la flexion inégale ont pu être effectuées. 

Pour évaluer, aux divers points d'une section, les forces T2, Tff
 et 

le déplacement u', dans le cas de la torsion d'une tige pleine homo-
gène, et dans celui de sa flexion inégale, il faut intégrer, dans le 
premier cas, le système (66), et, dans le second, en se bornant à des 
sections symétriques de forme et de contexture par rapport au plan 
des zx, sollicitées à fléchir parallèlement à ce plan, le système (62) 

réduit à 

[ψ "+* G' rf? + GËÏ^= °' 

("7^) j -h dy ^dz = o sur le contour, 

\ ψ = o pour jr = ζ = O. 
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M. de Saint-Venant a effectué ces intégrations pour les sections les 
plus usuelles, en partant d'équations qui reviennent à (66) ou à (74)? 
mais qui contiennent, au lieu de φ, le déplacement et il a pu ainsi 
déterminer les formes que prennent les sections primitivement nor-
males aux fibres, les points où se produisent les plus grandes défor-
mations et les valeurs maxima que le moment M et la force § ne peu-
vent dépasser sans altérer la constitution de la tige. Ces questions sont 
traitées dans les beaux Mémoires sur la torsion (>Savants étrangers, 
t. XIV, i855) et sur la flexion des prismes [Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, t. I, 2e série, i856), et aussi dans l'édition de la 
Mécanique appliquée de Navier, annotée par M. de Saint-Venant 
(Note du n° 156). Je me contenterai ici d'indiquer les expressions de 
ψ que fournit, pour ces cas, l'intégration des équations (66) et (74)· 

i° Les équations indéfinies des systèmes (66) et (74) sont d'abord 
vérifiées par des expressions entières de jr et z, qui ont, si b, c dési-
gnent des constantes arbitraires, une première partie de la forme 

. (75) K b2c2 (I-y2 - z2),    ou encore -k y2, pour 66 

( 6t ~3GËÏ^3 p0Ur (?4), 

suivie d'une autre partie φ,, qui doit vérifier l'équation 

(?) dy1 + G dz* 1 

et dont les termes d'un degré quelconque m ont par suite pour somme, 
en appelant J et J' deux constantes arbitraires, 

J[ y m - m(m-1) ym-2 G z2 + m(m-1) (m-2) (m-3) ym-4 (G)2 z4 - ... 
(77) 

( + \v
z

 ΓΓ273 W¡y)
 z

 +-J· 

Dans le problème de la torsion, on pourra poser 

(38)) Ψ ~~ e
2
G-f-6

2
G' \

I_
 ~F~~ c

2
)+ Q1' 
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pourvu que la section soit limitée par un des contours, de formes 
infiniment variées, qui ont pour équation 

(79 ) c
2

GH-ô
2

G'\
r—

 ~¥~ ?) ~~ °" 

Les plus intéressants de ces contours sont : i° pour φ, = o, une 
ellipse dont b, c sont les demi-axes ; 20 si G'= G, et qu'on fasse c = b, 

ψ, — —ρ—(y* — 3/z2), un triangle équilatéral dont le côté est 3b, 

et qui a pour équation 

[$5 bil) —ldi, l, fdi pour h 00»tH »««¿«»/'i 

3° si G' = G et que b'2, c'2, η étant des constantes arbitraires, on 
pose 

b2 = c2 = 2(1+ n) b'2c'2 

^' = 2G(i+
B
iyV'^I+:!nHi'i—c'2){y-—·z2)~2n{^— 6jr2z2-t-z4)], 

des courbes symétriques par rapport aux axes des y et des z, qui ont 
b', c' pour demi-axes et pour équation 

d2y2+b'2z2—n (b'2—c'2) [y2—z2) + n{yh—6y2 z2-hzi) = (i+n) b'2c'2 ; 

toutefois, elles ne sont fermées, si l'on suppose e,2< b'2, qu'autant 

que η est compris entre ■L-~^— et parmi ces courbes, il con-
vient de distinguer : un carré à côtés concaves et à angles légèrement 

aigus qu'on obtient en faisant b' — c', 11 = * > un autre carré à 
angles arrondis dont les côtés ont leur partie moyenne concave, 
et qu'on obtient lorsque b'=c', »=-0,2-5 pour c'<b' et «>o 
plusieurs courbes qui ressemblent aux sections des rails de chemins 
de fer; pour c'2 < o et n> o des orbes ovales; 4° enfin (lorsque 
G'=G) des contours en forme de croix de Malte, qui ont pour 
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équation 

[$5 bil) —ldi, l, fdi pour h 00»tH »««¿«»/ 

f di, I fiat 

L'integrale 

80) ert en O’,, avec le» prewier 

s'applique moins bien au problème de la flexion, parce que le contour 
y a pour équation, non pas simplement 9 = 0, mais bien la seconde 
équation (74), qui reste à intégrer. Cette intégration peut se faire, 
lorsque, η et c désignant deux constantes arbitraires, on prend 

coordonné?» x'-hii, /+S, **-+-

ou bien 

coordonné?» x'-hii, /+S, **-+- u/ peuvent 

et l'équation finie du contour qu'on obtient est, si l'on appelle b une 
troisième constante arbitraire, 

[$5 bil) —ldi, l, fdi pour h 00»tH »««¿«»/c 

Cette équation représente une courbe qui a b, c pour demi-axes, et 
qui se réduit à une ellipse si l'on y choisit η de manière que Κ = 1. 

20 Lorsque la section est un rectangle ayant son centre à l'origine 
et ses côtés 2b, 2c parallèles aux axes, les intégrales des systèmes (66) 
et (74) sont transcendantes. 

Considérons d'abord le système (66). En appelant k un nombre 
entier et posant 

¿ = (2¿^I)¿, 
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l'expression 

ldi, —f di, I fiat <dul 

vérifiera l'équation indéfinie (66) et donnera même ψ — o sur les deux 
côtés y = ± b, car on aura sur ces côtés cos4jy = o. Il suffira donc 
de déterminer les coefficients L de manière à donner ψ = o sur les 
deux côtés z= ±c, ou bien 

k'— ce 
^ Leos ky=ys—b2 pour y compris entre — b et -+- b. 
P=o 

('.ela aura lieu, si l'on prend, d'après une formule connue d'analyse, 

L = ïf
o
(f2-b2) coskydy = + A, 

en prenant le signe — pour Κ pair et + pour k' impair. Ainsi l'ex-
pression définitive de ψ sera 

[$5 bil) —ldi, l, fdi pour h 00»tH »««¿«»/'i 

Passons au système (74)· En supposant encore kr entier et 

k = K'r, 
la formule 

coordonné?» x'-hii, /+S, **-+-

[*] On peut voir au Mémoire cité plus haut [Sur l'influence des frottements dans 
les mouvements réguliers des fluides, formules (17 bis)], une autre expression de φ, 
qui équivaut à (81), mais où b et c, y et ζ entrent symétriquement. 
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vérifie l'équation indéfinie (74)5 Ia condition ψ = o pour j = ζ == o, 

et la relation ̂  = o pour y — ± b, relation à laquelle se réduit, sur 

les deux côtés y = ± b, la condition spéciale au contour. II ne. reste 
plus qu'à choisir les coefficients L de manière à satisfaire à cette con-
dition sur les deux autres côtés, c'est-à-dire à avoir 

hkhkh 

011 bien 
k'~ ao 

2)L cosky = ° —y2
 P°u

r y compris entre riz b. 

D'après la formule qui donne, si J'(y) est une fonction paire, connue 
de y = — b k y = -h b, 

f (y) = lf
o
 f(y)

 d
r + 12 cos ky£ f{y) coskydy, 

il viendra 

L =
 U

 (,ττ~·τ*)Φ- = ̂ Γ- 3 """" * = °· 

L= 2 fb (GEc2 - y2) cosky dy= +4 pour K'> 0, 

en adoptant le signe -h pour A' impair et le signe — pour A' pair. L'ex-
pression définitive de ψ sera, par suite [*J, 

UVlAlULirV Y } J}?» r> , (GrEc5 ¿A „ , V1 

[*] L'intégration des équations (66) relatives à la torsion, en y joignant même 
les conditions (73) s'il y a des cavités intérieures, peut encore être effectuée toutes 
les fois que, G' égalant G, la tige est limitée en tous sens par des surfaces appartenant 

Tome XVI (2e série). — Jüiilet ¡871. -*7 
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§ XI. — Exemples divers d'équilibre et de mouvement d'une tige 
rectiligne dont lès déformations totales sont très-petites. 

Admettons que les déplacements ü, v, xv, tous rapportés à un même 
système d'axes rectangulaires des x, y, z, soient très-petits sur toute 
l'étendue de la tige, supposée primitivement rectiligne et non torse, 
qui ainsi s'écartera peu de l'axe des x, et sera comprise entre deux 
abscisses χ = x

0
 et χ = x

k
 ayant pour différence la longueur de la 

tige. On pourra faire pour toute la tige ce qui a été fait aux paragra-
phes précédents pour un tronçon assez court, c'est-à-dire obtenir les 

à deux systèmes de cylindres orthogonaux et isothermes Si l'on prend <p = — — j2-f- φ,, 

les équations (66) et (73) deviendront 

dy3 dz3 ~°' 
|¡r 

φ, V—: — y3 aux divers points du contour extérieur, 

y 
y, = — ν2-+-const., aux divers points de chaque courbe fermée du contour intérieur, en se 

réservant de déterminer la constante pour chacune de éôs courbes de manière que la 
seconde condition (73) y soit vérifiée. 

Le problème de la torsion, ainsi posé, sera identique à celui des températures sta-
tionnaires dans la tige proposée, supposée athermane, homogène et isotrope, si Von 
admet que les diverses génératrices de sa surface soient entretenues à des tempéra-

tures φι, exprimées sur chacune par Ky2 ou par K y2-h const. Or, ce problème a 

été traité dans toute sa généralité et quelles que fussent même ces températures, par 
M. Lamé (Leçons sur les coordonnées curvilignes et leurs diverses applications, XIe, 
XIIe et XIIIe Leçons; Paris, i85g). M. Lamé applique sa solution, aussi simple que 
s'il s'agissait d'une poutre rectangulaire en équilibre de température, à divers cas où 
la section est limitée par deux cercles excentriques ou par quatre portions de cer-' 
cles, et par des lemniscates et des hyperboles. Quant au cas particulier intéressant, 
et qu'il se contente d'indiquer (XIe Leçon, § CYIII), où la section σ est comprise 
entre deux ellipses homofocales, M. Clebsch en a développé le calcul, au point de vue 
spécial de la torsion ( Théorie de l'élasticité des corps solides, Leipzig, 1862, §§ XXXIII, 
XXXIV et XXXV). 
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déplacements vrais d'équilibre en ajoutant respectivement ceux qui 
auraient lieu pour divers systèmes plus simples d'application des 
forces extérieures. Par exemple, supposons appliquées à la seconde 
base de la tige, au lieu des forces qui y agissent réellement : i° trois 
forces 3t', , §' appliquées à son centre de gravité, dirigées parallèle-
ment aux trois axes des œ, y, z, et égales aux .résultantes suivant ces 
axes respectifs des actions réellement appliquées à cette extrémité de 
la tige; 20 trois couples respectivement perpendiculaires aux axes 
des x, des j'-, des z, et ayant leurs moments M', 3U/, par rapport 
à ces axes.égaux aux moments pareils résultants de ces actions. Appe-
lons d'autre part : p' la valeur moyenne de ρ sur toute l'étendue d'une 
section <7; y

0
, z

0
 les coordonnées transversales du centre de gravité 

d'une section, déterminé dans l'hypothèse que chaque élément da ait 
sa densité superficielle égale à la densité p, c'est-à-dire de manière 

que / ρ (y — y
0
)da — ο, / p(z — z

0
)da = o (ce centre de gravité 

est distinct généralement de celui qu'on obtient en supposant à chaque 
élément da une densité superficielle égale à E, et par lequel nous ad-
mettons que l'axe des χ soit mené); X, comme aux paragraphes pré-
cédents, la composante suivant les χ de l'action extérieure exercée 
au point (x,y, z) sur l'unité de masse; Y0

et Z
0
 les composantes de 

cette action suivant les y et les z au point [x, y
0
, z

0
 ), Y

0
 — ζ (z — z0 ), 

^0 -+- ζ (y —y o) les composantes pareilles (dans lesquelles nous sup-
poserons ζ une simple fonction de x), pour le point (x, y, z). Les 
déplacements vrais pourront s'obtenir en ajoutant ceux qui auraient 
lieu, si le prisme était séparément soumis, dans son intérieur et sur 
sa seconde base4 i° aux forces X et χ'; 20 aux couple ait', appliqué 
à sa seconde base; 3° au couple pareil ait^; 4° à la force S' et aux 
actions- Z„ supposées appliquées, par unité de masse, à toutes les mo-
lécules des diverses sections normales ; 5° de même, aux forces et 
Y

0
 ; fi° enfin, au couple M', appliqué à la seconde base, et à des 

actions suivant les y et les z égales respectivement, par unité de masse, 
à — ζ(ζ - z„) et à ζ{y-yo)^ 

Pour appliquer a ces cas les formules du § Vllï, il faut se rappeler 
que, dans ce paragraphe, χ', γ', z' et P', W désignent les coor-
données primitives et des déplacements des divers points d'un tronçon 

27.. 
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quelconque par rapport à trois axes rectangulaires dont deux sont les 
axes d'inertie principaux de la seconde base du tronçon. Par suite, 
les 3, g, les Ν, Τ et les dérivées en x', y', z' des diverses fonctions que 
l'on peut avoir à considérer y sont les mêmes que si on adoptait, au 
lieu de ces axes, d'autres axes primitivement parallèles à ceux-là, en 
particulier ceux que nous adoptons actuellement, et dont nous sup-
poserons l'origine, par exemple, au centre de gravité de la première 
base de la tige. De plus, si l'on veut appliquer en particulier ces for-
mules à un tronçon dont la seconde base serait à la distance oc de 
l'origine, il faut y remplacer §, 30, M, 310, 310, par les compo-
santes totales suivant les deux axes d'inertie principaux de cette base 
et leur perpendiculaire commune, et par les moments résultants re-
latifs aux mêmes droites, de toutes les forces extérieures qui agissent 
sur la partie de la tige comprise entre l'abscisse donnée x et l'abscisse 
extrême xt. On trouve facilement : 

i° Dans le cas où les forces se réduisent à X et 30', 

(83) 30 = 30'-f-J 'dx JpXda, #, = #=:o, 310 = 310, =M = o; 

2° et 3° Quand un des couples 310', 310', perpendiculaire aux y ou 
aux ζ est seul appliqué à la seconde base de la tige, sans qu'aucune 
force agisse sur son intérieur, 

( Soit 3Γ0 = 3io', 30 = # = #,= o, 310, = M = O, 
(84)v ' ( Soit 310, = 310,, 30 = f = #,= o, 310 = M = o; 

4° Dans le cas où les forces se réduisent à Z
0
 et 

I § = §'+ f ' p'Z
0
adx, 310= — f(x,— x)— f ρ'Ζ

0
σ{χ'—χ)(ίχ', 

(85) 
[30 = 3?, = o, 310, = M = o; 

dans l'intégrale I p'Z
0
 a{x'— x)dod, x' désigne les abscisses corn-

prises entre x qui est celle de la section considérée, et x
K
 qui est celle 

de l'extrémité de la tige; ρ', Z
0
, σ y sont donc fonctions de xf; 
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5° De même, s'il n'y a que les forces Y
0
 et §\, 

.#, = .^-4-/ p'Y
0

adx, 3ίϋ
{
=8\(χ,— χ) -f- Γ p'Y

0
 σ{χ'— x)dx', 

9Ζ = § — o, 3Tt= M = o ; 

6o Enfin, supposons que les forces se réduisent au couple M', perpen-
diculaire aux x, sur la seconde base, et aux composantes — ζ(ζ— z„), 
£(•7"—Jo)> respectivement parallèles aux y et aux z, sur l'unité 
de masse; appelons J le moment d'inertie polaire d'une section, au-
tour du point (y

0
, z

0
) de la section (moment calculé dans l'hypo-

thèse que chaque élément da ait une densité superficielle égale à p), 

c'est-à-dire l'intégrale Γρ [(y—y„)2 -1- (z — z
0
)2]cfc, et observons 

que l'expression Γ ρ (yZ — zY) da, ou ζ ί ρ [y (y — y
0
) + z{z — z

0
)J da 

devient aisément j^à cause de Jpiy — y
a
)da —J*p(z— z

0
)cfc = oj} ÇJ. 

Nous trouverons 

(86) M = M' + f 1 ζ J dx, HZ = i — i, = o, arc. = ait,, = o. 

Dans chacun de ces cas, les formules du § Y permettront d'obtenir 
complètement Ν,, T

3
, T2

 pour chaque valeur de .a?, c'est-à-dire sur toute 
l'étendue des diverses sections normales de la tige, et, si l'on divise 
celle-ci en tronçons très-courts, les formules du § VI donneront en-
suite la nouvelle forme de chaque tronçon, et par suite de toute la 
tige. 

Dans les cinq premiers cas, où il n'y aura pas de torsion sensible, 
il est particulièrement intéressant de chercher ce que devient la fibre 
centrale de la tige, celle qui correspond ày = s = o. Les deux 
identités 

d"-w = — dbx + dgzx, d2v = — ddx + dgxr., 

dans lesquelles, d'après les raisonnements qui précèdent les for-
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mules (55), on pourra négliger les dérivées en χ de gzx, gxr, de-
viennent, au moyen de (02) et (52 bis), 

( " d^~~W dtf = W' 

Ces équations détermineront complètement ν et w sur toute la lon-
gueur de la fibre centrale; car on pourra supposer les axes choisis de 
manière que, pour χ = o, on ait sur cette fibre, u— ν — w — o, 
do da> 
de dx 

Quant à u, les mêmes relations (5a) et (62 bis) donneront, sur la 
fibre centrale, 

(87 bis) dx ou du = M 

relation qui, multipliée par dx, et intégrée à partir de χ = o, déter-
minera complètement u, puisqu'on a, pour χ — o, u = o. 

Dans le premier cas, où les forces se réduisent à X et mf, on aura, 
d'après (83), (87) et (87 bis), 

(83bis) ν — w = ο, ¿ j* dxJ'pXdc^j· 

La fibre centrale reste droite; maiseile est dilatée ou contractée. 
Dans les second et troisième cas, il résulte de (84) et des mêmes 

relations (87), (87 bis), en supposants, I, Γ indépendants de χ, 

SOlt U = V — Ο, W= : ΛΓ. 
(84 bis) 

soit u =w= ο, ν = ' 3c1 ; 

la fibre centrale n'est ni comprimée, ni dilatée; mais elle est fléchie 
-en un arc de cercle dont le plan est parallèle à celui des zx ou à celui 

des-a:^, et dont la courbure est —gj— ou Cl'" 
Dans le cpalrième cas, où les forces se réduisent à Z

0
 et à les 
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relations (85) et les mêmes (87), (87 bis), donneront 

m — ρ = o, w= J dxJ ^jV(¿r,—#)-)-J 1 (,'Ί
0

σ{χ' — x)dx')^ 

Le fibre n'est ni dilatée, ni contractée; mais elle est fléchie paral-
lèlement au plan des zx, et sa courbure en chaque point est 

(85 bis) ~ JV [Xf — x) -+- J 1 ρ'Ζ
0
σ(χ' —x) dx' 

Il en est de même dans le cinquième cas, à cela près que le plan 
de la flexion est celui des χγ. 

Étudions enfin le sixième cas. Nous ferons passer l'axe des χ, pour 
ce cas seulement, par les centres de gravité (/

0
, z

0
) des sections, ob-

tenus en supposant aux divers éléments de celles-ci, des densités su-
perficielles égales à p, et nous appellerons fibre centrale le lieu des 
points matériels qui joindront ces centres. Les formules (86) et (8y) 
donneront ν — w = o pour j· = z = o; et, comme on aura d'ailleurs 
partout = o, la fibre centrale ne sera, ni fléchie, ni dilatée, ni con-
tractée. De plus, d'après des considérations placées vers la fin du 
§ VIII, on peut regarder 11 comme nul à côté de o, w, et supposer que 
la tige est simplement tordue autour de la fibre centrale, c'est-à-dire 
que les sections qui lui étaient primitivement normales n'ont pas cessé 
de l'être et sont encore sensiblement planes, mais qu'elles ont simple-
ment tourné autour d'elle d'angles inégaux. A la distance χ de l'ori-
gine, la torsion par unité de longueur, c'est-à-dire la dérivée par 
rapport à χ de l'angle dont les sections ont tourné, est égale à la quan-
tité K. des formules de (63) à (69). Donc, si l'on appelle, comme 
dans (64), τ un coefficient qui ne dépend que de la constitution du 
milieu et de la forme de la section σ, cette formule (64) donnera 

(86 bis) M ou M'-l-f ζΙάχ — τΚσ*. 

Cette formule donnera Κ pour toutes les valeurs de x, et, par 
suite, les positions relatives de toutes les sections. 
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Supposons actuellement qu'on fasse vibrer la tige, et proposons-

nous de trouver les équations différentielles de son mouvement. Nous 
distinguerons principalement, conformément à ce qu'indique l'expé-
rience, des vibrations longitudinales, transversales, tournantes. Chaque 
extrémité de la tige sera, ou libre, ou simplement appuyée sur un 
corps fixe, ou encastrée, c'est-à-dire fixée sur une longueur très-petite, 
ou obligée d'entraîner un corps rigide de masse et de figure données, 
ou enfin unie, soit directement, soit par l'intermédiaire d'un corps 
rigide de masse M, à une autre tige qui fera suite à la première. 

D'après le principe de la superposition des petits effets, nous pour-
rons calculer à part les déplacements d'équilibre dus aux forces qui 
ne varient pas pendant le mouvement, et à part les déplacements qui 
dépendent des forces produites par le mouvement même. Comme nous 
ne voulons nous occuper ici que de ces derniers, les forces Χ, Y, Ζ se 

réduiront à celles d'inertie — d1u, - d1v, d2w, et celles qui seront 

exercées aux extrémités de la tige seront nulles si la tige y est libre, ou 
égales, dans le cas contraire, aux réactions des corps sur lesquels elle 
s'appuie ou qu'elle entraîne dans son mouvement. 

i° Dans le cas des vibrations longitudinales, le déplacement u sera 
sensiblement constant sur toute l'étendue d'une même section, et la 

u 
troisième équation (83 bis), dans laquelle il faudra faire X = — — 

et J ρ du = ρ'σ, donnera 

(87a
)n = r.(f-J

x
 Ρ ~dF

a
 y

 0U
J

X
 P-dF

adx
 = ̂ -

C(J
di· 

En différentiant cette relation par rapport à ¿c, il vient l'équation 
indéfinie 

l87&) Pû1F = n{cadi)· 

Si l'on fait χ = χ,, la relation (87 a) devient x' = Ce ce qui 

signifie que l'action excercée, à travers une section, par la matière 
située par rapport à cette section du côté des χ positifs, est le produit 
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de £σ par la dilatation linéaire 3^., de la tige, sur celte section. Par suite, 

on a — = o a toute extremite libre, et Ca — = 91 -^1 a une extré-

mité où la tige est fixée à un corps solide de niasse M qu'elle entraîne 
dans son mouvement, en adoptant —M ou -t-M, suivant que la masseM 
est à la seconde extrémité de la tige ou à la première; car cette masse 
exerce sur la tige, et suivant les œ positifs, une action égale à sa force 

d'inertie — M ; les actions statiques de cette masse, telles que son 
poids, sont supposées avoir été distraites et comptées en tant que chan-
geant simplement l'état d'équilibre. Si la tige considérée est liée à une 
autre par l'intermédiaire d'un corps rigide de masse M, en appelant u

K 

les déplacements de la seconde tige, il est clair d'abord qu'on aura, à 
l'extrémité commune, u = ut, et, comme la force motrice de la masse M 
sera la résultante des deux tractions exercées sur cette masse par les 
deux tiges, on aura en outre, eu désignant par σ

15
 la section et lé 

coefficient moyen d'élasticité de la seconde 

Μd2u = £1σ1 du1 -ΰσ du. 

En résumé, les déplacements devront vérifier, sur toute la longueur 
de chaqiie tige, une équation indéfinie telle que (87 b), et en outre, 
aux extrémités de ces tiges, les relations spéciales suivantes : 

off — = 3Z, a une exlremite où. la traction est donnée, 

du = 0 à une extrémité libre, 

U = o à une extrémité fixe [*], 

£5 — ± M —-— = 0 à une extremite où une masse M est entramee, 

U — u, et ce-—[- — = £, σ, — a une extremite ou deux 
\ tiges se relient et supportent une masse M. 

20 Considérons actuellement des vibrations transversales supposées 

[*] Cette condition deviendrait u = une fonction donnée de t, si l'extrémité, au 
lieu d'être fixe, était assujettie à des déplacements donnés. 

Toma XVI (2e série). — JUILLET 1871.2 8 

(&7 c) 
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se faire, pour fixer les idées, dans le plan des zx. Le déplacement w 
sera sensiblement le même sur toute l'étendue d'une section a, et la 
force d'inertie d'une tranche dont l'abscisse est x' et la longueur dx' 

vaudra, par suite, — Ρ'
σ
^Γ ̂

x
'· ^

jil seconde extrémité de la tige sera 

soumise, à chaque instant de son mouvement, à une force §' dirigée sui-
vant les ζ et à un couple 3K/ parallèle au plan des zx.La relation(85 bis), 
en ajoutant à la parenthèse de son second membre le moment 311/ changé 
de signe, conformément à ce qu'indique la première (87), deviendra 

d2w = I [- m' + F' (x1-x) - F x1 p'o d2w (x' - x) dx'd2w (x' - x) dx'],], 

ou dx (x' - x) dx'],[pd — x)dx'— 3ÎL' — §'{x
t
 — χ) -4-

 £
Ι·^~Γ! 

d'où il résulte, en différentiant par rapport à x, 

ldi, l, fdi pour h 00»tH 

Celle-ci, différentiée encore en x, donnera l'équation indéfinie 

(88 6») f,— + _^I_j=o. 

De plus, il résulte de (88) que, pour x = x
t
, 3K/= — Cl^r» 

tH »««¿«»/'i5 c'est-à-dire que le moment total 3U/ et la compo-

sante suivant les z, des forces exercées à travers une section par la 
matière située, par rapport à cette section, du côté des x positifs, ont 

respectivement pour expressions —EI d2 w et - d (EI d2 w); la com-
posante et le moment pareils des forces exercées par la matière située 
de l'autre côté de la même section seront évidemment égaux, mais 

contraires. Si une extrémité est libre, on y a donc ^-^ = 0, 

d (EI d2 w) = 0.· Si elle est appuyée sur un point fixe qui n'exercera 

évidemment qu'une simple réaction normale le moment 3R/ sera 

nul, et l'on y aura w — o, =0. Si elle est encastrée, c'est-à-dire 
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appuyée sur deux points fixes infiniment voisins, le couple 3K/ ne sera 
pas plus nul que la force mais il est clair qu'on pourra poser les 
deux relations w = 0,^ = 0. Si une massé M, placée à l'extrémité 
de la tige, subit les déplacements w de cette extrémité, sans tourner 
sur elle-même, elle exerce sur la tige une simple action normale à son 
axe et égalé a —M d2w ; on a donc a cette extremile d2w = o, 

— °Uei?COre -|^S' P0UI" en adoptant —M 011 -+-M suivant que 
la masse M est placée à la seconde extrémité de la tige ou à la pre-
mière. Enfin, supposons qu'à l'extrémité x = xK se trouve une 
masse M assujettie à subir, sans tourner, les déplacements w, mais 
que la première tige y soit elle-même liée à une seconde, de manière 
que leurs axes se touchent. 11 est clair qu'on aura d'abord, en appe-
lant w, le déplacement transversal de la seconde tige, w

t
 = w; mais, 

de plus, si l'on conçoit le tronçon compris entre deux sections nor-
males infiniment voisines, construites, l'une dans la première tige et 
l'au Ire dans la seconde, la somme des composantes suivant les ζ des forces 
exercées sur ce tronçon sera nulle, ainsi que la somme des moments de 
ces forces autour d'une parallèle aux j-, menée par le point où se ren-
contrent les axes des deux tiges. La réaction — M" (66)' de la masse M, 

ainsi que l'action —§' ou °Uei?COre " (66)'exercée, suivant les z, sur la 

première base de ce tronçon, et l'action — ̂  1,-|^S' P0UI" (66)' exercée, 
suivant les z, sur la seconde base, auront des moments nuls; car leur 
direction rencontre la droite par rapport à laquelle se prennent les 
moments; mais la somme de ces forces sera nulle, et l'on devra poser 

, ‘lit’, — 1 rfr" pour le ooirtd ut <ha -,I 

L'équation des moments ne contiendra que lecouple —31!/ ou ¿IId2 dx 

appliqué à la première base du tronçon, et le couple — I,-|^S' P0UI" (66)' ap-
pliqué à la seconde base. Chacun de ces deux moments sera même 
nul si les deux tiges ont leurs axes assujettis à se toucher, mais sans 
être soudées l'une à l'autre; car la réaction exercée sur chacune d'elles 

28.. 
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par l'autre se réduit alors à une simple force. Lorsque, au contraire, 

les deux tiges sont soudées, on a seulement Cl-^Jr — = °5 
mais il est clair que leurs deux axes font alors un angle sensiblement 
constant, égal à π si les deux tiges, antérieurement aux déformations 
étudiées, se trouvaient exactement en ligne droite, et à π — i, i étant 
une petite quantité donnée, dans le cas contraire. Si l'on admet, pour 
plus de simplicité, que l'angle π — i soit dans le plan des zx, on aura 

ainsi —d—x = d—x h i, 

Les vibrations transversales sont donc régies par autant d'équations 
indéfinies pareilles à (88 bis) qu'il y a de tiges placées bout à bout, et 
de plus par les conditions spéciales suivantes : 

311) = — CI——, ψ= ρ- CI-ρ— Ι a une extremite où le couple 3 1 t > 

et la force §' sont donnés, 

(88 ter) 

d2w = 0, d (EI d2 w)= 0 à une extrémité libre, 

d'w = o, W — Ο à une extre, mi. te, si. mp,l ement appuyee, 

dw o, W = O à une extrémité encastrée, 

—— — o, — CI —-— ) = dz SI a une extremite ou une masse f t i 

est entraînée, 

^M
1 -d^)=m^f^dir1^) k1 extremite' 

commune à deux tiges, qui supporte une masse M, et de plus, 

dx2 ~ O d2w¡ dx2 Ο si les deux tiges sont simplement appuyées l'une 

gdgd 

dwt = dw+i, EI d2w= E1 — = 6, I, — si elles sont sondees ( ). 

(*) Ces deux dernières relations et deux précédentes, également spéciales au point 
de raccordement de deux tiges soudées bout à bout ou de deux portions d'une même 
tige, peuvent être aisément étendues au cas où la masse M, située en ce point, est 
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3° Cherchons enfin les équations des vibrations tournantes, en adop-
tant pour axe des χ le lieu des centres de gravité des sections, précé-
demment désignés par (_y

0
, z„). Ces vibrations consistent en une série 

de torsions et de détorsions rapides, dans lesquelles chaque section 
tourne, à fort peu près dans son plan et autour de i'axe de la tige, 
d'un angle ω variable avec le temps t et avec l'abscisse χ de la sec-
tion. En supposant cet angle très-petit, les déplacements u, v, w de la 
molécule dont les coordonnées primitives sont (¿r, j-, ζ), vaudront 
sensiblement ο, — ζω, yo¡>. Les forces X, Y, Z, réduites à celles 

d'inertie, vaudront donc respectivement o, D4X-Y D4A et l'équa-

tion (86 bis), dans laquelle il faudra faire ζ égal à ——, et K, angle 

de torsion par unité de longueur, égal à deviendra 

(89)
 ra

>£=M'-jTl£ï<fc, .» -_£*'3^Λ=_Μ'+τ<τ·|. 

soumise, dans le sens des z, à une force telle que son poids, et mue longitu-
dinalement de manière que son abscisse xt soit une fonction donnée de t, et que son 
déplacement transversal soit constamment égal à celui des points de la tige qui ont 
la même abscisse. Il suffira d'ajouter, dans l'une de ces relations, la nouvelle force 

-Mgà celle d'inertie —M de la masse M, et aussi de remplacer —^r par la 

vraie expression de l'accélération transversale de cette masse, c'est-à-dire par 

d'a> d*w dx, d2iv (dxA2 dw d*x¡ , comme on le trouve en differential 
deux fois «' par rapport à t, après y avoir substitué .r, à x. Quant à l'angle i, négli-
geable lorsque le poids Mg n'est pas très-grand, on pourra le supposer une fonction 
donnée de x„ et par suite de t. 

Si la vitesse longitudinale de la masse M est seulement de l'ordre de grandeur de 

sa vitesse transversale, les dérivées successives, par rapport à t, de w et —, après 

qu'on a remplace dans ces fonctions χ par .r,, se réduisent sensiblement a — dw, d2 w 

^ ίν,. .., comme si x, était constant : par suite, les équations du problème ont la 

même forme que pour .r, = const., et les considérations ci-après, qui prouvent que 
ces équations déterminent complètement w, s'étendent au cas d'un poids voyageur U 
long d'une série de tiges placées bout à bout. 
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Différentiée en x, cette relation donne l'équation indéfinie des vibra-

tions tournantes 

fdi pour h 00»tH »««¿«»/'i 

De plus, si l'on y fait χ — x,, il vient 

Μ' = τ<72^; dx' 

le moment, par rapport à l'axe des x, des forces exercées à travers une 
section par la matière située, relativement à cette section, du côté des 

χ positifs, est donc égal à τσ2 il est clair que le moment pareil des 

forces exercées par la matière située de l'autre côté de la section serait 
égal et contraire. Ce moment est nul à une extrémité libre ; il acquiert 
des valeurs telles, qu'on ait ω = o à une extrémité fixe; lorsqu'une 
masse rigide M, attachée à une extrémité libre, participe à son mouve-

ment de rotation autour des x, le moment ± τσ2 ̂  est égal à celui 

des forces d'inertie de cette masse, moment qui a pour expression le 

produit de l'accélération angulaire changée de signe, —par 

le moment 3 d'inertie de cette masse autour de l'axe des χ, que nous 
supposerons être un de ses axes naturels de rotation. On adoptera le 
signe H- ou le signe —, suivant qite la masse sera à la seconde extré-
mité de la tige ou à la première. Enfin, lorsque la tige est reliée, 
par l'intermédiaire de la masse M, à une autre tige pour la-
quelle les quantités analogues à τ, σ, J, ω seront désignées par τ,, 
σ„ J„ ω

4
, il est évident qu'on a d'abord, à l'extrémité commune, 

ω = ω,, et, en outre, que le moment τσ2 ̂  des forces exercées sur la 

section x — x
t
 de la première tige se compose du moment — s ^-7 des 

forces d'inertie de la masse M, plus le moment τ, g\ ̂  des actions 
exercées par la seconde lige sur la première. 

Ainsi on aura, pour chaque tige, une équation indéfinie pareille à 
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(89 bis), et, en outre, les conditions spéciales suivantes : 

ta2 ̂  = M' à une extrémité où le moment M' est donné, 

2î3 

dw == O à une extrémité libre, 

ω = O à une extrémité fixe, 
(89 ter) 

ω = ω, et τσ ω, et τσ■■ O à une extrémité où une masse AI est entraînée, 

W = ω = ω, et τσ ω = ω, et τστ, ai -r- a une exlremite ou 

deux tiges, placées bout à bout, sont reliées par l'intermédiaire 
d'une masse AI. 

On peut remarquer que la forme des équations (89), (89 bis), 
(89 ter) est la même que celle de (87 a), (87 b), (87 c), c'est-à-dire 
que les vibrations tournantes ont la plus grande analogie avec les vi-
brations longitudinales et donnent lieu aux mêmes problèmes de cal-
cul intégral. 

Les équations (87 b), (87 c) et (88 bis), (88 ter) déterminent com-
plètement u, w, pourvu que les déplacements initiaux «

0
, w

0
 et les 

vitesses initiales ·> i~^j ' P
our t — o, soient donnés sur toute la 

longueur des tiges. En effet, u, w désignant une solution qui réponde 
à toutes ces conditions, soient u-+- u', w-i-w' toute autre solution. 
En remplaçant u, w par u w -t- w', ces conditions deviennent 

»««¿«»/'i b 

(9°) 

u' — o, -rj£ = o pour t = o, 

τ = 0 à une extrémité où Sfc,' est donné et à une extrémité libre, 

u' = o à une extrémité fixe ou assujettie à des mouvements donnés, 

t a -j— ± M. —— = o a une extremite ou une masse JΜJ1 est entraîner, 

U r =u,1 et οr. σ d—u ! h 31 d-r'—u' = £„ , a, —dur1, a. une extre.m.ite. o. 

deux tiges se relient et supportent une masse AI ; 
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ρ'σ — + Td2«-'\ — °' 

w' = o dw' =0 pour t = 0, 

d2w' = o, — 61 —— = o a une extreinxte ou 3TI/ et ff sont 

donnés, et à une extrémité libre, 

d2w' = o, w' = o à une extrémité appuyée, 

dx = o, w' = o à une extrémité encastrée, 

qo bis) { d*vd d / χ ddvd \ = M d'w' qo bis) { d à une extrémité ou une 

masse M est entraînée, 

W = tf, , — CI -7-r· 1 = «1 —ΓΤ—h -f- ( O. I, 1i \) a, 1 extre- -

mité, commune à deux tiges, qui supporte une masse M, et 
en outre 

d'vd d'w' . , , . O, — O si les deux tiges sont simplement appuyees 

l'une sur l'autre, 

EI dïvd = C, 1, , . » -7— —- ——t si elles sont soudees. 

Multiplions les deux équations indéfinies, respectivement par — doc, 

dvd doc, et intégrons entre les valeurs ocûy oc, de oc qui correspondent 

aux extrémités de chaque tige, en transformant les seconds termes, au 
moyen de l'intégration par parties appliquée une fois sur l'équation 
en u' et deux fois sur l'équation en w' ; il viendra 

5 bil) —ldi, l, fdi pour h 00»tH »««¿« 

\_dt dx y dx1 ) dxdt dx2 Jx 

di pour h 00»tH »««¿«»/' 
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Ajoutons respectivement tous les résultats pareils relatifs aux diverses 
tiges, en tenant compte de toutes les conditions (90) et (90 his) spé-
ciales aux extrémités, conditions qui sont vérifiées à toute époque, et 
qui, pouvant être, par suite, différentiées par rapport à t, donnent, par 
exemple: a une extremxte fixe, du' = o, dw' = o; a une extremite, encas 

encas »t re/ e, —dvτd- = o, -d—'vdr = o: a, une extre, nu. te, commune a d. eux tiges, 

7Γ = —- = —et, si elles sont soudees, -j—r — Les 

termes relatifs aux extrémités se réduiront à ceux qui sont affectés 
des masses M des corps entraînés par les tiges : ces termes auront res-
pectivement les formes 

M·—? M —Γ7-—Γ·· ou bien - 1 M-d- (du') 

Par suite, eu désignant par Σ des signes de sommation s'étendant, soit 
à toutes les masses M, soit à tous les éléments dx de longueur des 
tiges, il viendra 

[$5 bil) —ldi, l, fdi pour h 00»tH »««¿« 

[$5 bil) —ldi, l,i pour h 00»tH »««¿«»/'i 

Donc les expressions#entre parenthèses sont indépendantes de 2, et, 

comme elles sont nulles pour t =χ o [k cause de u! = o, = o, 

í*/= o, = o pour t = o j , elles le seront toujours; ce qui n'est 

évidemment possible que si l'on a partout séparément 

~dt~°' ~dd,=°' ~dt °' ~d^"~~°' 

et, par suite, 
u' — O, w' = o. 

Par conséquent, les déplacements u, w sont complètement détermi-
nés, et il en est de même de ω, à cause de l'analogie des équations 
(89 bis), (89 ter) avec (87 b), (87 c). 

Toms XVI (2e seria). — Αουτ 1871.2 9 
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Il n'entre pas dans le plan de celte étude d'intégrer les équations 

différentielles de ce paragraphe; on peut voir de beaux exemples de ces 
intégrations : i° dans le Mémoire sur les Ponts suspendus, de Navier, 
qui étudie le choc longitudinal d'une barre verticale par un corps 
solide supposé lui rester fixé après le choc ; 2° dans 1 'Introduction à 
la Mécanique industrielle (nos 322 et 325, notes), de Poncelet, qui 
complète la solution précédente en tenant compte de ce que la barre, 
à l'instant du choc, n'a pas encore reçu l'allongement statique produit 
par le poids du corps heurtant; 3° dans le Mémoire de M. Phillips sur 
les vibrations longitudinales des tiges dont les extrémités sont soumises 
à des mouvements donnés ou à Γ action continue dejorces variant sui-
vant une loi donnée ( Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
février 1864); 4° dans l'Étude de M. de Saint-Venant sur le choc 
longitudinal de deux barres cylindriques ou coniques tronquées [Journal 
de Mathématiques pures et appliquées, 1867, et Comptes rendus, 
11 mai 1868); 5° dans le Mémoire de Poisson sur Véquilibre et le 
mouvement des corps solides élastiques [Mémoires de Γ Académie des 
Sciences de Paris, t. VIII, 1829, aux numéros de 47 à 57), et dans sa 
Mécanique rationnelle (deuxième édition, ηβΙ 518 et suivants), où 
Poisson obtient les lois des vibrations transversales d'une fige homo-
gène isotrope et prismatique, dont une des. extrémités est libre et 
l'autre libre ou encastrée; 6° enfin, dans le Mémoire de M. de Saint-
Venant sur les vibrations transversales d'une barre fixée à ses extré-
mités et unie en son milieu à une masse étrangère qui l'a heurtée 
[Sociétéphilomathique, 5 novembre i853 et 21 janvier i854, au journal 
l'Institut, n° 105, et Comptes rendus, 9 janvier i865, 3 juillet i865 
et 15 janvier 1866). 

§ XII. — Étude d'une tige rectiligne soumise à une traction anté-
rieure aux déplacements. — Vibrations des cordes en tenant compte 
de la rigidité. 

Nous nous sommes bornés jusqu'ici à des tiges dont tous les élé-
ments plans n'étaient soumis par unité de surface, antérieurement 
aux déplacements étudiés, qu'a une pression normale et constante, 
telle que la pression atmosphérique. Occupons-nous actuellement des 
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déplacements subis par les divers points d'une corde élastique sans 
pesanteur, tendue entre deux appuis, et qui est écartée de cette posi-
tion primitive d'équilibre par diverses forces appliquées à son inté-
rieur ou près de ses extrémités. Si nous divisons la corde en un cer-
tain nombre de tronçons d'une longueur assez petite, et que, dans 
chaque tronçon, nous choisissions pour axe des x l'axe de la corde 
dans son état primitif d'équilibre, celle-ci pourra être assimilée a une 
tige où les forces élastiques N2, N

s
, Tt) T2

, T3
 seraient sensiblement 

nulles antérieurement aux déplacements M, V, W, mais dans laquelle 
la traction Nt, exercée par unité de surface sur les éléments plans 
perpendiculaires aux x, aurait, avant les déplacements, une certaine 
valeur NJ, généralement très-grande par rapport à celles que déve-
loppent de petites déformations postérieures <), g. L'équilibre de la 
corde, dans son état choisi comme primitif, exige que cette valeur N" 
se trouve à fort peu près indépendante de x, et même que la tension 
totale Çque nous appellerons 2fc soit rigoureseument con-

stante sur toute la longueur; mais, d'un point à l'autre d'une sec-
tion σ, NJ peut être variable, soit d'une manière continue, soit même 
brusquemeut sur les lignes précédemment appelées í, . 

Au § I de mon Étude sur la théorie des ondes liquides périodiques 
(,Savants Étrangers, t. XX, 1871), j'ai étudié des milieux élastiques 
du genre d'une corde très-tendue, c'est-à-dire dans lesquels les Ν, Τ 
ont, antérieurement aux déplacements étudiés, des valeurs considé-
rables. J'y ai établi les équations du mouvement [§ I, formules (3) 
et (3 ¿/î)] qui conviennent alors. Ces équations, spécifiées pour le cas 
de l'équilibre, et en admettant que les dérivées premières de u, v, w 
en x, jr, ζ soient très-petites et que la force N4

 ait seule une partie pri-
mitive N®, supposée même indépendante de x, diffèrent peu des équa-
tions (2) du Mémoire actuel : les deux dernières restent les mêmes, 
mais la première est remplacée par 

?» x'-hii, /+S, **-+- u/ peuvent 

J'ai démontré aussi (note placée à la fin de la troisième Note com-
plémentaire de ce Mémoire), que, si l'on prend des plans coordonnés 

29.. 
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parallèles, dans l'état primitif du milieu, aux trois éléments plans ma-
tériels rectangulaires qui se croisent en un point M et sur lesquels les 
actions Ν®, N®, N®, exercées par unité de surface, dans l'état primitif 
du milieu, sont normales, et si, en outre, on appelle N'n N2, N3, Tf

, 
r

2
, T*

3
 les composantes, suivant les axes, des petites forces élastiques 

qui viennent se joindre à ces composantes normales Ν®, Ν®, N® pour 
donner, après les déplacements «, p, w, les vrais forces élastiques 
exercées sur l'unité de surface primitive de ces mêmes éléments plans, 
les composantes N,, N2, N3, T,, T2, T3 des forces exercées sur l'unité 
actuelle de surface des éléments plans perpendiculaires, après les 
déplacements, aux axes fixes des χ, χ, ζ, auront pour expressions 

N.=lfî(,-i-S)+N·· 

h 00»tH »««¿«»/'i 

N3 = N02 (I-dw -du) + N'2, 
(92) / 

Τ, = Ν®^+Ν« »««¿«»/'i 

h 00»tH »««¿«»/'i 

T3=N®è-h«®g+r
3

. 

Ces valeurs, dans lesquelles il faut faire N£ = N3 = o, changent la 
relation (91) et les deux dernières (2), en celles-ci 

-3Γ+Ϋ+·3Γ + ΡΧ: = 0· 

9 ,s) ^>- + -¿ + ^+-^+-¿=0, 

\^dï+-di + Pz + W + iir = 0· 

Voyons actuellement ce que deviennent les conditions spéciales (3), 
appliquées au contour jet aux lignes j, d'une section. Les cosinus m, 
η, ρ sont ceux des angles que fait avec les axes, après les déplace-
«ents, la normale à un élément d'une de ces lignes et à la fibre longi-
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tudinale de la tige qui passe par son pied.Or, cette fibre, primitivement 
parallèle aux x, fait avec les axes des angles ayant pour cosinus 1, 

—·. ^ : la condition correspondante de perpendicularité est donc 

(93) Βι + Λ_+Ρ_ = O, dou m — — η — — ρ — · 

Par suite, les composantes p
x

, py, p
z
 de la force exercée sur l'unité 

de surface d'un des éléments plans qui séparent la tige de l'espace en-
vironnant, ou deux parties de la tige de constitution différente, seront 

»(τ·-η'£)+',(τ·-ν·£)· 

»(Ν·-τ'£)+Κτ·-τ'ί)' 

. "(
T
'-

T
's)+K

I,
'-

T
'í)' 

ou bien, d'après (92), et en observant que 11, p, facteurs des petites 
quantités T'3, T^, N'2, T",, îT3, peuvent être remplacés par leurs να-

leurs primitives —dz, — dy, 

rpr dy dz «y dy —y dz dy ds 3 ds 

Donc les conditions spéciales aux lignes s et sont les mêmes que 
celles du § III, dans lesquelles on remplacerait N2, N

3
, Τ,, T», T

3 

par N'
2

, N'
3

, T'
t

, T'a, T
3

. Les considérations qui suivent la formule (i5) 
serviraient de même à établir que ces quantités sont très-petites par 
rapport à leurs dérivées premières eny, ζ ; toutes les fonctions que 
l'on peut avoir à étudier doivent être au moins de l'ordre de grandeur 
de leurs dérivées en x, excepté peut-être aux extrémités de la tige. De 
plus, les deux dernières équations (91 bis) se réduiront, comme les 
deux dernières (2), à la forme 

(94) dN'2 + dT'2 = 0, ' φΓ + -&- = °: 

car, ou bien la corde étudiée est douée d'une rigidité appréciable, 
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et alors, les termes ρ Y, pZ, Ν ° d2p, Ν° d1w n'étant pas extrêmement 

supérieurs à dT3, dT2,on peut raisonner sur ces deux équations (91 bis) 
comme on l'a fait sur les deux dernières (2); ou bien elle est sans ri-
gidité sensible, c'est-à-dire qu'on peut faire 

r3=r
2
 = o, n'

3
 = n*

2
 = Tj = o, 

et alors rien n'empêcbe de poser les formules (94)· 
Les trois équations indéfinies exprimant l'équilibre auront ainsi 

précisément les mêmes formes qu'au § ΠΙ, mais elles contiendront, 
au lieu de Ν, T, les forces Ν', T', que les déformations 3, g auront dé-
veloppées, en sus des composantes normales et primitives Ν®, o, o, 
sur l'unité de surface primitive des éléments plans qui étaient d'abord 
perpendiculaires aux axes des x, y, z. Ces forces Ν', T' sont des 
fonctions linéaires, sans termes constants, des 3, g, et les 3, g des 
fonctions pareilles des Ν', T', que les raisonnements du § II permet-
traient de mettre, dans le cas où le milieu offrirait, soit un plan de 
symétrie de contexture, soit un axe d'élasticité, sous les formes (9), 
(10), (ro bis). De plus, l'expçession (12), en y remplaçant les Ν, T 
par les Ν', T', serait celle du travail exécuté par ces forces dans la 
déformation d'un élément de volume primitivement rectangulaire et 
égal à dxdydz, au moins dans l'hypothèse où les u, v, w, et par 
suite, les 3, g conserveraient entre eux les mêmes rapports pendant 
toute la durée de cette déformation. Cette expression doit être posi-
tive', car il est naturel d'admettre que les forces intérieures dévelop-
pées pendant qu'on écarte un corps de sa position d'équilibre stable 
choisie pour état primitif, s'opposent à cet écart. 

Toutes les formules des §§ I, II, III et celles des autres paragraphes 
qui en résultent, s'appliquent donc au problème aetuelj à cela près 
que les Ν, T devront y être remplacés par les Ν', T', et que les coef-
ficients d'élasticité, Ε et c par exemple, seront relatifs à l'état où se 
trouve la tige sous l'action de la tension 3ti

0
, et non à l'état naturel 

dans lequel cette tension n'existait pas. Mais les formules (32), (32 bis) 
et (33), qui n'ont pas été déduites de celles des §§ I, II, III, ont be-
soin d'un examen spécial. 
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Pour cela, supposons d'abord qu'on ait marqué, sur les diverses 
sections normales et antérieurement aux déplacements M, v, w, les 
centres des forces parallèles N0 do appliquées à tous les éléments da 
de chacune, et appelons j

0
, z

0
 leurs coordonnées transversales, sensi-

blement indépendantes de x, par rapport aux axes des y et des ζ 
précédemment choisis, c'est-à-dire tels que / Εy da = / Ez da — o, 

F0 Eyz do=• = o. On aura ainsi 

/ojiando ou y0  o ou y
0

 y de, z
0

3l,
o
=j*l$0

i
zda. 

L'ensemble des points matériels dont les coordonnées primitives 
transversales sont^

0
, z0 est une fibre longitudinale à laquelle on peut 

supposer appliquées les tensions îK,
6

. L'équilibre de la tige dans son 
état primitif exige évidemment que cette fibre soit rigoureusement 
droite, tandis que, si la tige n'a pas toutes ses sections normales 
exactement pareilles, son axe, lieu des centres de gravité des sections, 
peut n'être pas absolument rectiligne. C'est pour cela que nous 
n'avons adopté cet axe, dans sa position primitive, pour celui des x, 
que sur une certaine longueur assez petite de la tige. 

Concevons actuellement que l'on mène, après les déplacements u, 
v, w et par un point matériel O' de l'axe de la tige, dont les 
coordonnées primitives sont a:, o, o, une section perpendiculaire 
aux x, et cherchons la résultante et le centre des forces normales 
Ν, (i — ~ — 5 dw), appliquées, par unité de surface, à ses divers élé-
ments plans. Cette résultante est égale à 3L

0
 comme avant les dépla-

cements. En effet, chacun des éléments plans de la section considérée 
est l'intersection d'un faisceau infiniment petit de fibres longitudinales 
par un plan presque normal à ces fibres, et peut être confondu, sauf 
erreur relative du second ordre de petitesse, avec l'intersection du 
même faisceau de fibres par la section, primitivement normale à l'axe, 
de la tige et actuellement très-peu inclinée sur ce faisceau, qui est 
menée par le même point matériel ; or cette dernière intersection est 
égale au produit de sa valeur primitive da par l'unité augmentée de la 

dilatation superficielle ̂  -+- — des éléments plans primitivement nor-
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maux aux x. La résultante cherchée a donc pour expression 

[$5 bil) —ldi, l, fdi pour h 00»tH »««¿«»/'i 

Uhechons maintenant le point d'application de cette résultante, ou 
plutôt ses deux moments par rapport à deux axes parallèles aux y et 
aux z, menés par le point O'. Ces deux moments sont égaux, pour 
chaque partie NJ da de la force 3Ç>

0
, aux produits de NJ da et de 

— NJ da par l'excès des coordonnées respectives, suivant les ζ et sui-
vant les y, du point d'application de cette partie de srz

0
 sur les coor-

données pareilles de O'. Comme les portions de fibres longitudinales 
comprises entre la section considérée et la section primitivement nor-
male menée par O' sont très-petites et presque parallèles aux x, les 
coordonnées suivant les y et suivant les ζ de ces points d'application 
peuvent être remplacées, sauf erreur du second ordre de petitesse, 
par z -h w, y -t- v, qui sont celles des points correspondants de la 
section normale menée par O'. Les coordonnées pareilles du point O', 
situé sur l'axe de la tige, se réduisent d'ailleurs à ses déplacements 
transversaux, que nous représenterons par c

a
, w

a
. Les moments cher-

chés deN® da seront doncN$ efe (ζ -t-w — w
a
), — N? da (y -t- v — v

a
), 

et ceux de la force totale sn,
0
 vaudront par suite 

[$5 bil) —ldi, l, fdi pour h 00»tH »««¿«»/'i 

Cela posé, menons comme au § V [*], par le point de l'axe dont les 
coordonnées primitives sont χ, o, o, non-seulement les deux axes, 
parallèles à ceux des y et des z, dont il vient d'être parlé, mais encore 
un premier axe parallèle aux x, et supposons qu'on donne les compo-
santes totales sfc, , £ et les moments totaux M, su-, 3T0,, par rapport 
à ces axes, de toutes les actions extérieures exercées sur la partie de 
la tige située au delà du plan des deux derniers : nous pourrons les 
égaler aux composantes et aux moments pareils des forces exercées sur 
la masse d'un tronçon compris entre ce plan et une autre section pa-
rallèle assez voisine, dont la distance à la première sera désignée par 
x' — x, et de celles qui le sont sur cette seconde section. Les for-

[*] Voir après les formules (3r). 
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mules (32) et (32 bis) devront être modifiées; car, N, ayant sa pre-

mière partie N1 (I-dv-dw) dgds considérable, les coordonnées actuelles 

des points de cette seconde section par rapport aux axes menés par O', 
et les éléments plans actuels de cette section ne pourront plus, dans 
les termes affectés de cette partie de N,, être remplacés par leurs va-
leurs primitives x' — x, y, z, da. Mais, d'après les considérations pré-
cédentes, cette partie de N, équivaut à une force X

0
, parallèle aux x, 

et dont il sera facile d'obtenir les moments par rapport aux axes 
transversaux menés par O'. Concevons, en effet, que la seconde section, 
d'abord confondue avec la première, reprenne ensuite sa vraie place en 
s'en écartant à la distance x' — x : les moments cherchés, d'abord 
égaux, d'après (95), à 

[$5 z
0
 (w - w

e
) daJ , - ^ojr

0

 0 ^ ojr
0
 0 - ] dy* dydz* *0 )¿«»/'i] x, 

varieront, parce que le point d'application de chaque partie con-
stante Tí, da de la force totale x

0
 s'écartera de la première section en 

suivant une fibre longitudinale primitivement parallèle aux x. Dans 
ce mouvement, les coordonnées transversales de ce point croissent 

sensiblement de j dx et de J dx, et l'augmentation des deux 

moments de N? da sera 

[$5 bil) —ldi, l, fdi pour h 00»tH »««¿«»/'i 

ou bien, en faisant passer sous le signe / le facteur constant N? da, 

£' (N0 dw dx> - f x'(nï Sd")dx-
Si l'on fait la somme des quantités pareilles pour tous les éléments da, 
et qu'on ajoute les valeurs qu'ont, pour χ' = χ, les moments cher-
chés, on trouve, pour ces moments, 

^0 z0 £ dxf — w«) w«) ^σ] + £ dxf JN ? ̂  da, 

— ja&o ?*-+-£N° (ν — Va) daJ -jf cfcrjf N? j
x

 da. 

Tome XVI (a* série). — Αουτ 1871. 
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Les formules (3a) et (3a bis), en y tenant compte en outre de la 

seconde partie N't de N() en y remplaçant T3, T2 par Ν J y- -t- T., 

Ν" ̂  -t- T
2

, et faisant passer dans les premiers membres les termes 

affectés de ¡K,
Q
, NJ, deviendront 

' X — SK=
0
 — Γν', de -+- f dx fpX de, 

i
K
 — Fo No de = ^Τ

3
 de +J dxJpYde, 

§ - £$] ̂ de=J?
2
de+ fdxj pZ de. 

m -fa (/£-»!) d. 

= f ( TT
%
 — zT'

s
) de-h f dx f ρ (jZ - zY) de, 

(96) / 3T0 — |^
0
2

0
-t-yN®(w— W

a
)rfffJ 

[$5 bil) —ldi, l, fdi pour h 00»tH »««¿«»/'i 

= /*[zN'j — (Λ;'— ^T'a]¿fo·f dx' f p[zX — (x'~ x)Z\de, 

— 31L, — Jo+ Fo N1 {v~v*) rfor] 

"L dx' ^ (x>~f^*iLdc¡ fx No dv do 

=£[jrNj — (x'—x)T'.
¿
]de^r j" dx'£p[y~X—(x'—x)Y~\de. 

Ces relations diffèrent de (32), (32 bis), en ce que les Ν, Τ sont rem-
placés par les Ν', T', et 2fZ>, β{, ê, M, 311;, — 3TL-,, par les premiers mem-
bres de (96). Si, dans la première et dans les deux dernières, on rem-
place N't par sa valeur E3

X
, et qu'on opère comme on l'a fait pour 

obtenir les formules (33), ces trois relations et la quatrième (96} don-
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lieront, au lieu des quatre (33), 

éyïô SfCsQ —)x'+ fx' doc^p~S-d(7 

DÏU — ^DLq Z DÏU — ^DLq Z 

= («CJ),+£*[-.* 

4-JpzXda+J dx J pZdc^dx, 

— 3ïL, — ^„/o +^£ν?(ρ — v 

(97) 

=[=[&& +fa*:[$5»/' 

4- j'py'X.da 4- J" í/x^ pYcfcJi 

M = [ fm (ydw - z±)d„ +£[X 

4-J" dxJp{jrZ — zY)do; 

ces formules, la notation ( )#/ indique que l'expression entre 

parenthèses est prise pour l'abscisse x'J. 

Telles sont les quatre équations qui serviront à déterminer Λ, 11b, 
tib,, Κ, et par suite les Ν', T' et les déformations 3, g. Quant à ia 
seconde et à la troisième (96), on verra, absolument comme au § V, 
qu'elles résultent de la seconde et de la troisième (97), combinées avec 
la première (91 bis) et avec les deux conditions correspondantes spéciales 
ciales aux lignes s, s 

Nous ne continuerons pas cette étude, qui nous ramènerait, avec 
certaines modifications, les problèmes, étudiés aux paragraphes pré-
cédent. Nous chercherons seulement ce que deviennent les équa 
tions (85 bis) et (88), qui régissent l'équilibre et le mouvement 
transversal d'une tige rectiligne, soumise à des forces parallèles h un 
des axes principaux d'inertie de ses sections normales. 
Nous prendrons des axes des x, y, ζ <pii soient les mêmes sur toute 

30.. 
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l'étendue de la tige, et néanmoins parallèles à ceux que nous avons 
adoptés précédemment pour les divers tronçons en lesquels on peut 
la concevoir divisée : ce sera possible si la tige n'est pas torse, c'est-
à-dire si les axes d'inertie principaux de toutes ses sections normales 
ont à peu près les mêmes directions. L'axe des x choisi sera la posi-
tion primitive de la fibre à laquelle sont appliquées les tensions 3t>0 ; 
d'où il suit que les origines des axes fixes précédemment adoptés poul-
ies divers tronçons auront leurs coordonnées transversales par rap-
port aux nouveaux axes égales à —y

0
, —z

0
. Les déformations 3, g, 

les déplacements u, v, w et leurs dérivées en x,y, z, auront les mêmes 
valeurs dans le nouveau système d'axes que dans les précédents, 
puisque tous ces systèmes sont supposés fixes et sensiblement paral-
lèles. 

Dans l'identité ~y¡¿——-f- ^~·> on pourra négliger encore le 

dernier terme, à côté du second qui est égal à — ifl>. En effet ce der-

nier terme est au plus comparable à g
zx

, ou à ̂ T
2

, ou enfin à la valeur 

moyenne de ^T
2

, laquelle, d'après la troisième relation (96) et en 

faisant, dans cette relation, x'= x, est I (F-F0 N° dw do); or Ia 

seconde formule (97) montre que i — F. N° dw do est de l'ordre de 

^' et' Par Sl"te' <lue tftCl est au moins du même ordre; donc dï> 

est comparable à I (F - Fc No dw do), ou à jg ou à jg
zx
et très-grand en 

comparaison de g
zx

, car le rapport * est de l'ordre du carré des 
dimensions transversales, dans le sens des z, de la section σ. Par con-
séquent, en supposant toujours χ' = x, on pourra écrire, d'après la 
seconde (97), 

(98) d2w = - B = I [- M + M0z0 - Fï No (w — w
e

)¿fej · 

Mj désigne le moment total des forces extérieures appliquées à toute 
la partie de la tige située au delà de l'abscisse χ, par rapport à un axe 
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mené, parallèlement à celui des y, par le point 0' de l'axe de la tige, 
dont les coordonnées transversales primitives, dans le nouveau sys-
tème d'axes, sont — — z

0
, et dont les déplacements pareils sont 

les quantités précédemment appelées v
a

, %v
a

. Ce moment comprend 
un terme de plus que dans le cas d'une tige non tendue; car, si l'on 
considère une section .a? = x,, perpendiculaire aux χ et très-voisine 
de la seconde extrémité de la tige, les forces appliquées à cette section 
n'équivaudront plus à un simple couple 311/, situé dans le plan des zx, 
et à une simple force parallèle aux ζ et appliquée au point où l'axe 
de la tige coupe cette section; mais elles auront en outre une com-
posante parallèle aux x, appliquée au même point. La valeur de cette 
composante, I de-h / ΙΝ',ί/σ, n'est autre que 5fe,

0
; car, les dépla-

cements de l'axe de la tige n'étant supposés que transversaux, on a 
partout χ = o, et par suite j*N\da = o. La coordonnée actuelle 
suivant les ζ du point quelconque O' de l'axe est — z0 -+- xv

a
, et celle 

du point de cet axe, très-voisin de la seconde extrémité, où est sup-
posée appliquée la force 3C,

0
, (— z

0
 -{- en exprimant par ( )

Λ>ι
, 

que la quantité entre parenthèses est prise pour χ = x
t

. Par suite, le 
moment de ato par rapport à un axé parallèle aux jr et mené par O' 
vaut ¡Ky

0
 [(— z

0 -h wa)Xi
 -t- za — w

a
] : c'est le terme qui devra être joint 

aux expressions de 3IL obtenues pour le cas d'une tige non tendue. 
Le second membre de (98) montre que le numérateur de l'expression 
de d-^ comprendra de plus que dans ce cas, outre le terme précédent 

changé de signe, les deux termes Sfc
0
z

0
 et + / NJ(w — w

a
)da. Les 

formules (85 bis) et (88) devront donc être remplacées par celles-ci : 
i 
j ρ' Z0 σ (x'—x) àx'— 311/ — X j ρ' Z0 σ (x'—x) àx'— 311/ — X 

(99) J —3&
0
w

e

—^NJ(w —w
e

)rfa-+-el^£, 

f — / ρ' —— (7 [χ' — χ) dx' = le même second membre. 
X 

Rappelons que la tension 3X=
a
 n'est pas supposée tellement grande 
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que son effet masque entièrement celui de la rigidité ; donc le dernier 
terme, qui représente l'action de la rigidité, n'est pas négligeable. Mais 
I'avant-dernier l'est en comparaison du précédent — ¡K>

0
w

a
, car la 

différence w — wa, sur toute l'étendue d'une section, est évidemment 

insensible par rapport à w
a

, tandis que, d'autre part, JΝ"ί/σ = 3£,„. 

On pourra de même remplacer w
a
 par w, et, si l'on pose enfin 

;)li' — 3t,0 (z-0
 )

Χι
 = 3ïU', les relations (99) auront la forme suivante, 

presque aussi simple que (85 bis) et (88) : 

-f 'p'^rc{xr-x)dx' 

(99 bis) =31t· —§'{x-x)di pour h 00»tH »««¿«»/'i 

-f 'p'^rc{xr-x)dx' = le même second membre. 

On les aurait trouvées directement sous cette forme simple, si la ten-
sion longitudinale qui a écarté le corps de son état naturel, n'avait 
produit, antérieurement aux déplacements transversaux actuellement 
étudiés, que des dilatations de l'ordre de celles que j'ai considérées 
au paragraphe précédent : les points d'application des tensions 3t>0

 se 
seraient alors trouvés tout le long de l'axe même de la tige, c'est-à-dire 
qu'on aurait eu partout y

0
 = z

0
 = o, et il aurait suffi d'employer la 

première formule (87), en tenant compte, dans l'expression de Ole, 
du moment 3t.0[(wa)x, — w

a] de la force &ç,
0
, exercée, dans le sens 

des χ, sur la seconde extrémité de l'axe de la tige. 
On pourrait appliquer la seconde équation (99 bis) à l'étude du 

mouvement transversal, en faisant sur les extrémités les mêmes hypo-
thèses qu'au paragraphe précédent. Mais je me bornerai au simple cas 
d'une corde constituée pareillement sur toute sa longueur, fixée à ses 
deux bouts, et vibrant dans sa totalité sans qu'il se produise aucun 
nœud intermédiaire. La formule (99 bis), différentiée deux fois en x, 
donne alors pour équation indéfinie 

[$5 bil) —ldi, l, fdi pour h 00»tH »««¿«»/'i 
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Une corde n'ayant qu'une petite rigidité, le dernier terme de celte 
équation est bien moins grand que le précédent, et peut se calculer 
en supposant à w la même expression que si la corde était parfaite-
ment flexible. Or, si l désigne la longueur de la corde, i un nombre 
entier positif quelconque, L, L' des coefficients arbitraires, Ω la quan-

tité V xo, on sait que cette expression approchée est 

[$5 bil) —ldi, l, fdi pour h 00»tH »««¿«»/'i 

Différentions-la quatre fois par rapport à x, et observons qu'elle se 
réduit presque aux deux termes correspondant à i—i, comme dans 
toute corde qui vibre dans sa totalité et dont le son fondamental a 
seul une intensité notable; nous trouverons d'w=-u2 d2w et l'équa-
tion (100) deviendra 

(loo bis) _ = _^
0
+6l-j—; 

c'est celle du mouvement transversal de la même corde supposée par-
faitement flexible, mais dont la tension, au lieu d'être X

0
, serait 

X„ + j?· 
Donc, lorsqu'une corde, douée de rigidité', vibre transversalement 

dans un plan perpendiculaire à un axe principal d'inertie de ses sec-
tions normales, ces vibrations se jont à fort peu près comme si là corde 
était parfaitementflexible, et que sa tension fût supérieure à la tension 
vraie d'une quantité égale au produit du carré du nombre π par le 
carré de l'inverse de la longueur et par le moment d'inertie d'une 
section autour de cet axe, moment obtenu en supposant à chaque élé-
ment des sections normales une densité superficielle égale au coefficient 
d'élasticité de la fibre longitudinale qui y passe. 

Si la tension ne varie pas dans des limites assez larges pour changer 
beaucoup la constitution et par suite le coefficient d'élasticité des 
fibres, cette quantité est constante, et la rigidité équivaut, pour une 
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même corde, à un accroissement constant de tension, ainsi que l'ont 
établi des expériences de Savart. Cette loi pourra même être vraie, à 
condition toutefois que la variation de l'étendue des sections reste 
fort petite, pour des tensions allant presque jusqu'à celles qui pro-
duisent la rupture; car des expériences nombreuses et faites dans des 
conditions très-variées, dues à Coulomb, Leslie, Gerstner, etc., ont 
permis d'établir un principe, connu sous le nom de loi de Gerstner, 
et consistant en ce que le coefficient d'élasticité d'un fil ou d'une 
barre change peu, quand sa contexture est altérée par des tensions 
très-grandes, pourvu que sa densité ne diminue pas sensiblement. 




