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Etude nouvelle sur l’équilibre et le mouvement des corps solides
élastiques dont certaines dimensions sont trés-petites par

rapport a d’autres ;

Par M. J. BOUSSINESQ.

PREMIER MEMOIRE [*].

DES TIGES.

Poisson et Cauchy ont les premiers essayé de déduire des formules
de la théorie générale de P'élasticité les lois approchées de la flexion
des tiges ou verges minces, lois qu’on avait obtenues jusque-la en
supposant que les fibres longitudinales de ces corps restent constam-
ment, pendant la flexion, paralléles entre elles et perpendiculaires aux
sections qui leur étaient primitivement normales, et en admettant
aussi que ces fibres résistent 4 I'extension ou 4 la compression, comme
si chacune d’elles était isolée de ses voisines. I’ hypothése sur laquelle
Poisson et Cauchy se sont appuyés, et dont le preuiier a déduit en
outre une théorie de la torsion des verges rondes et le second un
essai de la théorie de celle des verges rectangulaires, consiste 4 ad-
mettre que les forces élastiques exercées sur les éléments plans menés
a I'intérieur de la tige sont développables en séries trés-convergentes,
suivant les puissances entiéres des petites coordonnées transversales
de ces points, de maniére qu’on puisse, dans toute relation, ne con-
server, parmi les termes qui y subsistent, que ceux d’un seul degré
ou au plus des deux degrés les moins élevés. Or cette hypothése,
qui n’est nullement évidente & priori, doit étre abandonnée, du

[*] Présenté & PAcadémie des Sciences, le 3 avril 1871, et analysé au Compte rendu
de la séance de ce jour. (Voir Comptes rendus, t. LXXI, p. 4o7.)
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moins en général; car elle est en contradiction avec des formules
rigoureuses que M. de Saini-Venant a obtenues pour certains modes
trés-naturels d’application des actions extérieures, supposées exercées
seulement sur les deux bases des tiges; et elle s’est trouvée aussi, dans
divers cas, tels que celui de la torsion des tiges carrées, en désaccord
avec I'expérience (voir le Cours de Mécanique appliquée de Navier,
annoté par M. de Saint-Venant, t. T, 4¢ Appendice, p. 617 4 645).

Le mode d’application, étudié par ce dernier géometre, des forces
qui agissent sur les extrémités des tiges, est celui pour lequel les fibres
n’exercent les unes sur les autres que des actions dirigées suivant leurs
tangentes, et ont leur allongement par unité de longueur, variable,
sur toute 1'étendue de chaque section normale, en fonction linéaire
des coordonnées transversales. M. de Saint-Venant, se bornant aux
tiges homogenes et de contexture symétrique par rapport a ces sec-
tions normales, a démontré qu’un tel mode d’application est toujours
possible (et conduit, dans le cas d’une simple flexion, aux lois con-
nues, mais seulement approchées, de ce phénomeéne), quels que soient
la force et le couple résultants, généralement donnés, de toutes les
actions appliquées 4 chaque extrémité de la tige. 1l a fait remarquer
aussi que tout autre mode d’application, 4 chacune des extrémités,
d’actions statiquement équivalentes 4 la méme résultante et au méme
couple, produirait les mémes déformations, si ce n’est trés-prés de
I'extrémité considérée; car ces différents modes ne différent les uns
des autres que par I'application, aux divers points matériels qui la
composent, de forces qui se font équilibre, et dont, par suite, il est
presque évident que P'effet doit étre insensible 2 une distance finie des
mémes points. M. de Saint-Venant a donc établi le premier, sur ses
vraies bases, la théorie générale de I'équilibre des corps prismatiques
dont la surface latérale n’est soumise qu’a la pression atmosphérique
antérieure aux phénomeénes étudiés; car il a fait connaitre les vraies
actions élastiques et les vraies déformations qui ¢’y trouvent en jeu &
une distance finie des extrémités, c’est-a-dire aux points ot ces phé-
noménes sont soumis 3 des lois indépendantes du mode particulier
d’application des forces exercées aux extrémités mémes. '

Toutefois, il reste encore 2 démontrer, en s’appuyant seulement sur
les équations générales de I’élasticité et sur la petitesse supposée des
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dimensions transversales des tiges par rapport a leur longueur, que ce
mode d’application est bien indifférent, ¢est-a-dire que Paction mu-
tuelle des fibres, 2 une distance finie des extrémités, est toujours dirigée
a fort peu prés suivant leurs tangentes, et que leur dilatation sur toute
Pétendue de chaque section est une simple fonction linéaire des coor-
données transversales. Gétte démonstration et ’établissement corrélatif
des formules fondamentales de la déformation d’une tige constituent
le premier objet du Mémoire actuel. Je les expose pour le cas général
ot des actions quelconques seraient appliquées, non-seulement prés
des extrémités, mais encore sur la masse enticre de la tige, et ou
celle-ci serait hétérogéne, mais de contexture symétrique par rapport
a ses sections normales, et formée de fibres qui, isolées, subiraient les
mémes déformations latérales si on les soumettait 2 de simples ten-
sions, produisant sur toutes la méme dilatation longitudinale. Ainsi
que M. de Saint-Venant I'a remarqué (méme édition de Navier, § 7
des notes des n°* 21 et 80), cette derniére condition est nécessaire
pour que, dans les phénomeénes d’extension et de flexion, les fibres
ne se génent pas mutuellement sur leurs surfaces contigués et n’exer-
cent pas les unes sur les autres cette action normale qu’on veut éviter.

M. Kirchoff a essayé de donner, d’un tout autre point de vue, une
théorie complétement rationnelle des tiges élastiques trés-minces
(Journal de Crelle, t. LVI, p- 285, ou méme édition de Navier, t. 1,
Appendice complémentaire, §§-95 et 96). 1l suppose qu'on méne,
par chaque point matériel de I'axe de la tige et antérieurement aux
déformations étudiées, un systéme d’axes rectangulaires des x', y/, #,
dirigés, celui des 2’ suivant P'axe de la tige et les deux autres suivant
les deux axes d’inertie principaux de la section normale correspon-
dante, puis que, pendant les déplacements, ce systéme se meuve, tout
€n conservant sa rectangularité, de maniére que son origine coincide
toujours avec le méme point matériel, et que son axe des x' et son
plan des %'y’ ne cessent pas d’y étre respectivement tangents a la
méme ligne et & la méme surface matérielles. Un point de la tige trés-
voisin de I'un de ces systémes peut lui étre rapporté avant et apres les
déformations. Comme il y a une infinité de systémes pareils, le point
considéré sera déterminé, dans Pétat primitif, au moyen de ses coor-
données &/, y’, 2’ par rapport 4 I'un d’eux, et de la distance s’y mesurée
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sur Paxe dela tige, de Vorigine du systéme adopté a celle de la tige
elle-méme. Aprés les déformations, les déplacements relatifs #/, v/, W'
du méme point matériel, c'est-a-dire les accroissements recus par
les coordonnées primitives &, y', %, seront fonctions des quatre
variables indépendantes x’, 7', 25 ' M. Kirchoff a démontré qu'’il
existe, entre leurs dérivées premiéres en ' et leurs dérivées pareilles
en §, trois relations simples auxquelles j’arrive plus simplement en
exprimant que la position dans l'espace d’un point de la tige est la
méme, quel que soit le systéme d’axes trés-voisins auxquels on la
rapporte. Dans ces relations, les trois dérivées de ', ¢/, w' en s’ doi-
vent étre généralement comparables au,d,w, qui s’annulent pour
x' =y =12 =o, et qui sont du méme ordre de petitesse que les
- déformations produites multipliées par x', ¥, 2 M. Kirchoff les né-
glige; mais alors rien ne prouve qu'il ne faille pas négliger aussi, dans
les mémes formules, d’autres termes qui paraissent généralement com-
parables & ', ¢/, w', et qui lui permettent d’expliquer les phénoménes
de flexion et de torsion. Sa théorie est donc implicitement basée sur
une hypothése particuliére, dont la vérité n’est pas évidente. Comme
les dérivés de i, ¢, w' en s caractérisent les différences qui existent
entre les déformations subies au méme instant par les troncons suc-
cessifs en lesquels on peut concevoir la tige divisée, cette hypothese
revient 2 admettre que les sections menées sur une longueur finie,
avant les déplacements, normalement & P'axe de la tige, se trouvent,
aprés les déplacements, déformées sensiblement de la méme maniére.
Quand la tige est de la nature de celles que j’étudie dans ce Mémoire,
Cest-a-dire de contexture symétrique par rapport 4 ses sections nor-
males, cette hypothése se trouve étre en général, et en tant que seule-
ment approximative, conforme a la réalité.

En tésumé, la théorie de M. Kirchoff conduit, dans le cas de tiges
dont la contexture est syméirique par rapport 3 leurs sections nor-
males, aux vraies formules approchées de la flexion et de la torsion;
mais elle me parait reposer sur une hypothése douteuse & priori, con-
sistant 3 admettre que les sections normales, primitivement égales entre
elles, sont encore, sur une longueur finie, égales aprés les déplace-
‘ments. Elle a aussi Pinconvénient de laisser parmi les quantités gi’elle
néglige comme trop petites, les actions tangentielles exercées, dans le
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cas de la flexion inégale,  travers les divers éléments plans d’une de
ces sections, forces qu'il est cependant intéressant d’étudier, puisque
leur résultante est égale et contraire 4 celle des actions extérieures qui
produisent la flexion.

Le Mémoire actuel contient, pour la détermination de ces forces
tangentielles lorsqu'il s’agit de tiges fléchies ou tordues, homogénes
sur toute I’étendue d’une section normale, une méthode nouvelle et
simple qui permet de les obtenir sans calculer le déplacement longi-
tudinal des divers points. Cette méthode a I’avantage de révéler une
grande analogie entre les lois de la torsion et celles de Pécoulement
permanent et bien régulier d’un liquide dans un tube rectiligne mouillé
par ce liquide. Admettons, par exemple, que la tige tordue soit sans
aucune cavité intérieure et de contexture isotrope autour de son axe,
et concevons un tube qui aurait précisément la méme section normale
que cette tige et qui serait plein d’un liquide coulant, par filets recti-
lignes et paralléles, sous I'effort d’une pression constante : si 'on trace
sur cette section, supposée appartenir successivement an tube ¢t 3 Ia
tige, les courbes, dites d’égale vitesse, tout le long desquelles la vitesse
des filets fluides est constante, I’action tangentielle, dans la tige, exer-
cée sur la section en chacun de leurs points, leur sera précisément
tangente; de plus, si la pression qui produit I'écoulement est conve-
nablement déterminée, la dérivée, dans le sens normal & ces courbes,
de la vitesse des filets fluides, sera numériquement égale, en chaque
point, & la force tangentielle exercée par unité de surface an méme
point de la section de la tige, et le double du volume liquide écoulé
dans Punité de temps aura de méme la valeur numérique du moment
total des forces qui produisent la torsion. Les intégrations que com-
portent ces deux questions peuvent étre effectuées, non-seulement
pour une infinité de formes, elliptique, triangulaire réguliére, rectan-
gulaire, etc., étudiées par M. de Saint-Venant dans son Mémoire sur
la torsion (Savants étrangers, t. XIV, 1855), mais encore toutes les
fois -que 1a section est limitée par des courbes ou des portions de
courbes appartemant 4 deux systémes de lignes orthogonales et iso-
thermes. Ce probléme de calcul intégral n’est alorsqu’un cas particu-
lier de celui des températures stationnaires dans les cylindres iso-
thermes, dont la belle solution, aussi simple que générale, a été donué«:

Tome XVI (2* série). — Mar 1871, 17
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par M. Lamé (11° des Legons sur les coordonnées curvilignes, Paris,
1859) ; M. Clebsch ( Theorie der elasticitdt  fester corper, Leipzig, 1862,
§§ 32 a 35) en a développé le calcul, au point de vue spécial de la
torsion, pour une section comprise entre deux ellipses homofocales.
Aprés avoir brievement appliqué les lois de P'extension,, de la flexion
et de la torsion & divers problémes d’équilibre et de mouvement d’une
tige rectiligne dont les déformations totales sont trés-petites, j'étends
ces lois au cas ofi des tensions, généralement variables d'une fibre a
Pautre et pouvant étre assez grandes pour avoir altéré la contexture
primitive de la tige, seraient exercées sur celle-ci antérieurement aux
déplacements étudiés. Cest le cas des cordes élastiques, ¢'est-d-dire
des liges assez fortement tendues pour que leur rigidité ait sur la
flexion bien moins d’influence que la tension initiale. F’applique les
formules obtenues 4 Pétude du mouvement transversal d'une corde
pareillement constituée sur toute sa longueur, fixée & ses deux extré-
mités, et qui vibre dans un plan perpendiculaire 4 un des axes d’inertie
principaux de ses sections normales. Les vibrations se font 4 fort peu
prés comme si la corde était parfaitement flexible, mais que sa tension
fit augmentée d’une quantité égale au produit du nombre = par le
carré de linverse de sa longueur et par le moment d’inertie d’une
section autour de ’axe principal considéré, moment obtenu en sup-
posant 4 chaque élément de la section une densité superficielle égale
an coefficient d’élasticité de la fibre que coupe cet élément. Si forte-
ment que soit tendue la corde, pourvu qu’elle ne se désagrége pas et
que sa section varie assez peu, les coefficients d’élasticité de ses fibres
seront constants d’aprés la loi expérimentale dite de Gerstner; par
suite, la quantité qu’il faut ajouter a la tension vraie pour avoir la
tension fictive est bien indépendante de cette tension, comme Pont
prouvé des expériences connues de Savart.

[4
§ I. — Rappel des équations géncrales de Uélasticité.
Concevons un corps solide dont les molécules seraient soustraites

a P'action de la pesanteur, et dont tout élément plan, pris dans son’
intérieur, ne serait soumis qu’a une pression normale et constante par
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unité de surface, telle que la pression atmosphérique; puis supposons
qu’on applique sur sa surface et 4 tous les points matériels qui le com-
posent des forces capables d’imprimer & ces points de petits déplace-
ments et de se faire équilibre au moyen des réactions intérieures que
ces déplacements développent. Appelons : x, ¥, z les coordonnées
primitives d’une molécule quelconque M du corps par rapport 4 un
systéme d’axes rectangulaires fixes; z, v, w, fonctions de x, ¥, 2, les
trois déplacements suivant les axes de la méme molécule, ¢’est-a-dire
les excés sur x, ¥, z de ses coordonnées apres que le nouvel équilibre
s'est établi; 3, 3, 2y, 827 Bzzy 82y SIX quantités, appelées respective-
ment dilatations et glissements, dont les expressions sont

) 3 __du \_da a__dw _dv  dw __dw du _du ~d_u
(v T A YT Ay T & gyz_ﬁ_i_?y’ gz""_g;-{—;l? g‘”f—dy—’-dx’

et qui caractérisent parfaitement les déformations éprouvées par la
matiére autour de la molécule M (les dilatations d sont les accroisse-
menis regus par 'unité de longueur des trois petites droites matérielles
qui partent de M, et qui étaient, avant les déplacements, paralléles
aux axes; les glissements g sont les cosinus des angles presque droits
que forment deux 4 deux ces droites aprés les déplacements); Ny, T,
T,; T3, Ny, Ty5 To, Ty, N, les composantes, suivant les axes, de la
force élastique exercée, dans le nouvel état d’équilibre, sur 'unité
superficielle des éléments plans menés par la molécule M perpendicu-
lairement & chacun des trois axes; p la densité primitive autour de la
méme molécule, et X, Y, Z les composantes suivant les axes de I'ac—
tion extérieure rapportée 4 'unité de masse; enfin Pz Pyy Pz les com-
posantes pareilles de la force, rapportée 4 I'unité superficielle, qui
est exercée du dehors sur un point de la surface, et m, n, p les cosinus
des angles que fait avec les axes la normale 4 la surface, menée en
ce point et & 'extérieur. On sait :

1° QueN,, Ny, N,;,T,, T,, T, sont des fonetions linéaires de 2, ) 22y
£)2s 8220 Eayy SaDs termes constants, et dout les coefficients, fonctions
données de , 7, z, dépendent de la nature élastique du corps; il en
résulte que 2., 2, 32, &2, 8xy 8oy SoNt & Vinverse six fonctions pareilles
desN, T;

17..
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2° Que le nouvel équilibre est régi par les trois équations indéfinies

i dN, dT, dT,

'—‘Z_;'-I'" 2y +7z'+pX.=0,
dT3 (lNg .dTl _
(2) ) Tz—-i-d]—i"d—z'—l—pY——O,
dT, dT, dN, .
Iz‘__l-?; +E+PZ_O’

auxquelles il faut joindre les trois conditions, spéciales a la surface,

(| Pe=mN, +nT, + pT,,
(3) szmT;; +nN2+PT’,
sz - mT2 -+ nTg +PN3-

Ces équations, dans lesquelles on devrait substituer aux N, T leurs
expressions en fonction des 3, g, ne peuvent suffire 2 déterminer ces
six derniéres quantités, du moins lorsqu’on ne les remplace pas par
leurs valeurs (1). Il faut y joindre d’autres relations, exprimant i
quelles conditions nécessaires, et généralement suffisantes, six fonctions
données de x, y, z peuvent représenter trois dilatations 2 et trois glis-
sements g. Ces relations, données par M. de Saint-Venant [*], sont
celles-ci :

i d, _1d [dg, 4 dg., dgﬁ>
dydz ~ 2dx\ dy dz dz |’
a9y 14 (dsy | x L
dsdx ~ 2dy\ dz dx dr )’

@, _1d (A, | dge  doy
dzdy — 2 ds \ dz dr dz )’

(4)

dig, dR,  dW,
\ dedy — dy? dz?

[*1 Mécanique appliquée de Navier, annotée par M. de Saint-Venant, t. I, Appen-
dice 11T, § 32. '
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On peut les établir comme il suit.
En désignant respectivement par Ye» %, une valeur particuliére

de x, y, z, et par f,, Jas fs trois fonctions arbitraires, on tire des trois
premiéres formules (1)

uzfrawdx +£i(7 2),

y
(5 1 o=/ ddy + fo(z z),
Ya

w =fzbzdz —+ f3(x, 7).

Ces valeurs de u, v, w, portées dans les trois autres formules (1), les
changent en

dh | dfs 7 dp, *dd;
dz +,_1; = Bz — A Edf - o "sz[)

. dfe | df. 24, D,
(5 bis) d_.z'-+E_g”_£ Edz —/z... de,
dfe | dfs ["”db, /‘J'da, .
A A A LN L4

celles-ci, respectivement différentiées en x, Y, %, et résolues ensuite
par rapport aux trois dérivées secondes qui entrent alors dans leurs
premiers membres, donnent

14

A1 (e oy ) A
drdz 2 \dy ' ds  dr x Y

) dXf, 1 (dg., A8y dgs. 7, ¥

O Ems(EeE-g) - Ee

dif, _ 1 /[dg,. -+ dg.. _ dg.y _ Rtk z

ddy a\de T Ay s, dody

En exprimant que les premiers membres, et par suite les seconds,
de ces derniéres sont respectivement indépendants de x, de y, de z,
on obtient, pour conditions nécessaires, les trois premiéres (4).
D’ailleurs, si celles-ci sont vérifides, etsi F,, F,,F,, o,, @2, @5 désignent
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six fonctions d’une seule variable, il est évident qu’on aura, en inté-
grant les relations (6):

) 4 T,
fi=F.(r) + 9.(2) +£0£,Wd]dz.
() f:z—_—_F2(z)+qo2(x)+[f;I:‘g;dzdx,

C (= (7 ¢4 .
‘fs=F3<wJ+¢s(}')+ft f, zr{;dxdf.

a

oul les intégrales doubles, dans lesquelles on pourra remplacer les
dérivées secondes de f,, f3, f; par leurs valeurs (6), seront des fonc-
tions parfaitement déterminées de y et de z,de zetde x, de z et de 3.

Les relations (7), étant équivalentes a (6), le sont par suite ‘aux
relations (5 bis) différentiées respectivement en X, ¥, Z, et, pour
qu'elles le deviennent aux relations (5 bis) elles-mémes, il faut et il
suffit qu’elles vérifient ces relations (5 bis) respectivement pour
X = Xy, pOUr y =y,, pour z=Z, cest-a-dire qu’on ait

F ’ . - 'rdbr . z dd:
pour X = Xy, 5(3) + &5 (7 )= &= — E’d) - ’j}“dz;
vy, A

. 2dd; *dd
(8) {pow 7= yur Fole) + Ful0) = g [ e [ G
o o
x 4
L powr 2=z, F\(3)+ () =ng.—£n Dede— [ G dr.
f
Chacune de ces derniéres est elle-méme possible a la condition né-
cessaire et suffisante que la dérivée seconde de son second membre,
en y et z pour la premiére, en z et x pour la seconde, en & et y pour
Ia troisiéme, soit nulle comme Dest la dérivée pareille du premier
membre. Il vient ainsi les trois dernieres conditions (4), qui sont vraies,
non-seulement pour X = &,, 0 POUr = J¥,, OU pour z = Zo, mais
encore et par suite pour des valeurs quelconques de x, 7, 5, aiusi
qu'on le reconnait d'ailleurs directement en différentiant (5 bis) au
lieu des relations plus particuliéres (8). Celles-ci donmeront les six
dérivées ¥', o' avec trois constantes _arbitraires qui paraitront, une



PURES ET APPLIQUEES. 135

fois avec le signe 4 et une fois avec le signe —, la premiére dans F,
et ¢, la seconde dans F, et ¢, la troisitme dans F, et ¢,. On inté-
grera une fois pour obtenir les fonctions F, g, et les expressions de f;,
Ju [ contiendront en tout six constantes arbitraires que Pon pourra
faire nulles, car elles correspondront 4 un petit mouvement d’en-
semble quelconque du corps, mouvement dont il est permis de faire
abstraction.

§ Il. — Formules des forces élastiques pour diverses especes
de milieux.

Je me bornerai ci-aprés 4 'étude de milieus symétriques par rap-
port a unm des plans coordonnés, a celui des Jz par exemple, c’est-
a-dire tels que, lorsqu’on change le sens de I'axe des x, Pexpression
des forces élastiques y soit la méme qu’avec le premier systéme d’axes.
Comme ce changement d’axes revient i transformer simplement T,,
Tisen —T,, —T,,xen —x, wen — Us Box €D — Eryy Gop €D — Gy
sansrien changera N, N,,N,, T,, s By ¥y Wy 3z 3y ;4 8y, les expres-
sions de N,, N,, N,, T, ne pourront contenir que les quatre termes
affectés des 3 et de 8z, €t T,, T, auront seulement les deux termes
affectés de g, g, En tirant & Pinverse les 2, g en fonction des N, T,
les trois 3 et g,, dépendront des N et de Ty, tandis que g, g,, dépen-
dront de T,, T,. On aura des formules de la forme

9 = AN, — BN,— B'N, + CT,,

9, = —n AN, + des termes en N,, N,, T,,
9; =~—n'AN, -+ des termes en N,, N,, T,,
8y-=1"AN,+ des termesen N,, N;, T,,
g:.= GT, + HT,,

g.y=GT,+ H'T,.

(9) {

Les coefficients A, B, B', n, v, G, G’ sont positifs. Cela provient de
ce que, chez tous les solides naturels : 1° la dilatation 2, croit et les
autres d,, 3, décroissent lorsque la traction normale N,, qui est exer-
cée dans le sens des x, grandit; 2°), diminue, au contraire, quand les

°
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antres tractions N,, N, augmentent; 3° le cosinus g., de I'angle que
forment deux petites lignes matérielles menées dans Pétat primitif du
milieu, et en partant de la molécule M, parallélement aux z positifs et
aux x positifs, augmente évidemment lorsque grandit la force T exer-
cée dans le sens de I'une de ces lignes sur un élément plan perpendi-
cualaire a I'autre, et de méme g, doit croitre avec T,. .

Il existe toujours une position des axes rectangulaires des y et des z
pour laguelle on a C=o, et une position des mémes axes pour laquelle
H + B = o; de plus, les expressions C* — 4BB, (H + H')*— 4CC
ont les mémes valeurs pour toutes les positions de ces axes, et sont
négatives [*].

[*] Pour démontrer ces diverses propositions, rappelons d’abord quelques formules
générales de la théorie de I'élasticité. Supposons que Pon prenne, au lieu des axes
rectangulaires des x, ¥, z, de nouveaux axes rectangulaires des 2/, 3/, z' ayant méme
origine, mais faisant avec les premiers des angles dont les cosinus seront respecti-
vement nommés : m, n, p pour celui des =’; m', o', p’ pour celui des y'; m”, r”, p”
pour celui des z’. Appelons : #, ¥y, 7 et o, o, & les coordonnées primitives et les
déplacements, par rapport & ce systéme d’axes, de la molécule dont z, y, z et u, v, w
étaient les coordonnées primitives et les déplacements dans le premier systéme; N,
N,, N,, T,, T, T, les composantes, suivant les nouveaux axes, des forces exercées
sur Punité superficielle des éléments ‘plans perpendiculaires & ces axes; dzry Ayt Dty
g Besty Gty les dilatations D et les glissements g dans le nouveaun systéme, c'est-
a-dire les expressions

du’ v’ do’ dv do’  do' + du' du’ - dv’
= & d & Ay df 4l &
Les forinules ordinaires de la transformation des coordonnées donneront
| z==mz +m'y +m's, y—=nz'+nry +n"2, z=pz +pr'+ P’
Y=mx +nry - pz, y=m'z+n'y +p's =m'z+n"y+p"s;

W=mu+ne +pw, o =mutnvtpw, o'=mut+ r"o +p'w;

d . n d - d . d
L —m = £ £
(e} { ar Z o T rE
d
Lo =+ — +p =
. dy’ dz dy dz
d o d ’” d . 7" d .
| , ;E,__m :i;+" P Pt
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Si, outre le plan des yz, il y a un second plan de symétrie de
contexture, celui des z:x par exemple, les expressions des N ne pour-
ront plus contenir g,,, ni celle de T, les 3, ni celle de T,, g,,, ni enfin

et, par suite,

d !
d ou Pt Dz 72y~ PPO; + NP g+ PGyt MNGyy,
do’ dn'® )
(&) &'y ou do' - :l_%’ =o(m'm"d, + n'n"d, + p'p"d;)
~+(n'p” +PI””)gJ' + (p'm +mp”)gu+ (m'n"+n'm" gy,

i b_,/, sty 85 /3 Go/y» = des expressions pareilles, mais avee d’antres accents sur m, n, p.

[

On peut exprimer les N, T en fonction des N/, T'. 1l suffit d'observer que les for-
mules (3), qui sont applicables & tous les éléments plans construits dans un corps, et
non pas seulement & ceux de sa surface, permettent d’obtenir les composantes, suivant
trois axes rectangulaires, ceux des 2/, 7/, 2’ par exemple, de la force élastique exercée
sur I'anité dé surface de I'élément plan déterminé par les cosinus des angles de sa nor-
male avec ces axes, en fonction des forces N, N}, N}, T, T, T, exercées sur les élé-
ments perpendiculaires aux mémes axes des z', y', z'. Pour I'élément perpendiculaire
aux z, dont la direction est déterminée par les cosinus m, m', m”, ces trois compo~
santes sont :

mN,+m'T,4+ m"T,, mT,+m N,+ m"T, mT,+ a'T +m"N,.

Celles-ci, multipliées respectivement par m, m', m" et ajoutées, donneront N,, com-
posante suivant les z de la force exercée sur I'élément plan qui leur est perpendicun-
laire; multipliées par z, #, " et ajoutées, elles donneront T;, composante suivant les y
de la méme force; multipliées de méme par p, p’, p” et ajoutées, elles donneront T,.
On trouve ainsi

IN=mN'| +m"*N, 4+ m"' N, + 2 (m' m"T, + m" m T, -+ mm'T,),

z—pmN{ +p mINI +p mlIN!3+(lell+ml II)T’ +(p”m+m”p)T’2+(pm,+lﬂ[)’)T’:’,
Ty=mnN',~+m' 2’ N,~m"n"N,~+(m'n"+n' m" )T, +(m" "n-+n"m)T, +(mn'+nm')T,,
On obtiendrait des valeurs pareilles pour N,, N, T,.

(e)

Les expressions de d., dyry.-., 8/, €n fonction de N,, N,...., T;, s'obtiendront en
substituant, dans les formules (5); A dzydyye-es o5 leurs valeurs, {(9) par exemple,
en Ny, Nyy..., Ty, puis 2 ces N, T leurs expressions (¢)-

Supposons actuellement que le changement d’axes se borne a faire tourner dans leur
plan, et d’un angle a, 'ensemble des deux axes des y et dess. On aura

m—i1, n=—0, pP=0;
m'=o0, n =cosa, p'=sine;
m’"=o0, nr’=—sing, p“=—rcose;

Tome XVI (a¢ série). — Mar 1871, 18
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celle de T, g, Donc les N seront simplement fonctions desd; T,,
T,, T, ne dépendront respectivement que de gy.; gzzy Zays €L le plan
des xy sera un troisiéme plan de symétrie de contexture. Les coeffi-
cients G, H, H’ des formules précédentes seront nuls.

Le milieu sera isotrope autour de I'axe des x, et celui-ci prendra

et les formules (b), (¢) deviendront

bz’ — a-’n

Ay =y cos’a +- J; sin’a - £ g,.sin2a,
v ] =2 cos’a 4+, sin*x — L g sinze,
(¢) gyra=—— (3, —d:)sin2a 4 &, cos2z,
8= g:z COSQ — g, SiNc,

gty == Gy COS% - 82z SiD )

N,=N|,

N, =N, cos’z -+ N, sin?az — T’ sin2«,
N, =N/ cos*« -+ N} sin?z + T' sin 2,
T, =4 (N, — N})sin2a 4+ T cos2z,
T, =T, cos« -+ T sina,

T, = T, cosz — T, sina.

Dans le cas des formules (9), pour lequel les d et g,. sont indépendants de T., T,
et uzs oy indépendaﬂts des Netde T,, on peut ahserver que d.1, 3,1, dx, g+ ne dépen-
dront encore que de Ny, N;, N;, T,, et par suite de N, N, N}, T, et que guu, guryr
dépendront seulement de T, T; et par soite de T',, T}.

Le coefficient, analogue & C, dont T, sera affecté dans 'expression de d., est sim-
plement

(d) (B—B')sin2e + Geos2a.
B—¥
bien qu'il existe une position des axes des y et des z pour laquelle C =o.

Le coefficient, analogue & H, dont T, sera affecté dans I'expression de g.c.r est

Pour que ce coefficient soit nul, il suffit de faire tangaa = ; ce qui prouve

cose (G sine + H cosa) — sina (G'cosa + H'sinz),

et le coefficient, analogue & H', qui affecte T, dans I'expression de g.s,s est de méme

cosa(— G'sinz -+ H' cosa) + sinx (G cosa -~ H sin«);
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le nom d’axe d’élasticité["], si I'on pent, sans changer les formules
des N, T, non-seulement échanger entre eux les deux axes des 7 et
des z (ce qui entraine I'égalité du coefficient de 3, a celui de?, dansN,,
et de ceux de d,, ,, J, dans N, et 8.z dans T, respectivement & ceux
de 3, 3;, 3, dans N, et g, dans T,), mais encore faire tourner d’un

. la somme de ces deux coefficients,

{e) (G—G')sin2z + (H + H') cos2z,
9 ; H + H’ 3 - by 3
s'annule pour tang2z — — e —ao Donc 1l existe un systéme d’axes des retdess

pour lequel la somme H -+ H' est nulle.
Les coefficients, analogues & B et B/, dont N, et N, sont affectés dans Pexpression

de d.r, sont respectivement

Bcos*x -- B'sin’a — L Csin2z, Bsin?z 4 B'cos’a - 1 Csinag;

si 'on retranche quatre fois leur produit du carré du coefficient {d), analogue 4 C,
et qu'on réduise aprés avoir effectué les calculs, il vient

[(B— B')sin2a + Gcos24]*
— 4(Bcos’a+ B'sin’z — { Csin2«) (B sin’a + B’ cos?a - +Csin2a) —C?— 4BB".

Donc la somme C*— £ BB’ est la méme pour tous les systémes rectangulaires des axes
des y et des z, et, comme elle est évidemment négative pour celui qui donne C =o,
elle I'est toujours.

De méme, les coefficients, analogues i G et G', dont sont affectés respectivement T,
dans Pexpression gy, et T, dans celle de a1y, SONL

G cos’« + G'sin’e — }(H + H')sin2z, G sin*a + G’ cos’« + + (H + H')sin2a.

En retranchant quatre fois leur produit du carré de I'expression (), analogue i H H,
il vient, aprés quelques réductions, (H + H')?— GG’ : donc cette expression a bien
la méme valeur, quel que soit le systéme d’axes des y et des z, et, comme elle est
négative pour celui qui donne H - H' = o, elle I'est dans tous les cas.

[*] Au § VIII d’un Mémoire sur les ondes dans les milieuz isotropes déformés (Vour-
nal de Mathématiques, t. XIII, 1870), j'ai appelé, comme dans les Traités de double
réfraction, axes d’élasticité les intersections de trois plans rectangulaires de syméirie
de contexture. Il conviendrait peut-étre de ne donner ce nom, comme je le fais dans
le Mémoire actuel, qu’aux droites tout autour desquelles les élasticités sont pareille-
ment distribnées ; mais on pourrait aussi appeler ces derniéres azes d’isotropie.

18..
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angle quelconque, autour de Paxe des x, le systéme des deux autres
axes; ce qui oblige, comme on le démontre le plus simplement en
supposant cette rotation infiniment petite, a faire le coefficient de d,,
dans I'expression de N,, égal a celui de d, dans la méme expression, '
plus le double du coefficient de g,. dans celle de T,. Il en résulte que,
si A, p, A, p, p”, v sont six coefficients d’élasticité, et si 6 désigne la
dilatation cubique, égale 4 3, + 3, + 2., les formules des N, T seront

N, = X0+ 21z, T\ = U8
(IO) No=20 + 3.+ 2!"3.7" Ty= f"”gzxv
Ny= A 4+ vd, + 2pd;, Ty = p'8ay -
En ajoutant les trois de ces relations ot entrent les N, puis rame-

pant le second membre du résultat 3 ne contenir que 3, et 0, et élimi-
nant enfin ), au moyen de la premiére (10), il vient

(p—») N+ p' (N + )
a(h+p) ¢+ (g—o)V

(I I) ) 9 =
et ensuite

2 p) N— ¥ N+ Ny

TR0 Fe)E +F(p—IN]

3 =—2[.z(7t+v)N.+[2(l-|—2y.)y.’+(2y—-v)l']N,-—(2);1.'—1:1’)N3

7 fel2(0+p)p' + (p—2)¥]

—2p(A -+ N, {20 +2p)p + (2p— ) VN — (22’ — ) N,
fel2(2+ p) o' +(p —)V] -

g T, T, T,
iy , — —
\Y'Z B gz.z y.ll gx_r fJ_l/

Oz

’

| (10 bis) |

)y =

S'il y a enfin un second axe d’élasticité, celui des y par exemple,
‘N, et N,, T, et T, devront se changer I'un en I'antre si I'on permute
entre eux les deux axes des x et des z : on devra donc avoir X' =1,
@ = fty v = 0, p’ = p.. L’axe des z sera un troisiéme axe d’élasticité,
les formules des forces élastiques ne changeront pas lorsqu’on passera
d’un systéme de coordonnées rectangulaires 4 un autre quelconque,
et le milieu sera dit isotrope ou d’élasticité constante dans toutes les
directions.

Mais passons au cas général d'une- contexture quelconque, et cher-
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chons 4 exprimer analytiquement qu'il faut toujours dépenser un
certain travail pour écarter un corps de son état naturel, fait d’ex-
périence universellement admis. Considérons un simple élément de
volume ayant ses arétes primitivement paralléles aux axes et res-
pectivement désignées par dx, dy, dz, et supposons cet élément
soumis, sur ses faces opposées, i des forces sans cesse égales et con-
traires, uniformément distribuées sur chacune et lentement croissantes
a partir du moment ou elles sont nulles, de maniére a se faire tou-
jours équilibre si le corps était rigide, et & ne produire effectivement
que des vitesses insensibles. Si nous supposons que les déplacements ,
v, w varient ensemble pour toutes les molécules, proportionnellement
4 une méme fonction du temps, de maniére 4 conserver toujours entre
eux les mémes rapports, les déformations 3, g, fonctions linéaires des
dérivées premiéres en x, ¥, z de u, v, w, et, par suite, les N, T, fonc-
tions linéaires des 3, g, varieront aussi comme la méme fonction du
temps. Cela posé, appelons x, ¥, 5 les coordonnées primitives, et z,
v, w les déplacements de la molécule située au sommet de I'élément
de volume considéré qui a les coordonnées les plus petites. La face cfy dz,
qui passe par ce sommet, est soumise, suivant les axes des &, des y et
des z, aux forces — N, dy dz, — T, dydz, — T,dydz, que Pon peut
supposer appliquées au centre de cette face, centre dont les déplace-
ments ne différent pas sensiblement de u, v, w. Le travail élémentaire
de ces forces, obtenu en les multipliant par les projections du, dv, dw
sur les axes des x, ¥, z du déplacement de leur point d’application, a
pour expression

— N,dydzdu, —T,dydzdv, — T,dydzdw,
ou bien
N, T, T,
— = dydzudu, — = drdzedv, — = dydzwdw;
si I'on intégre i partir de I’époque o1 'on avait « =0, v = 0, w = o,

. N T, T s 3
et si 'on observe que les rapports =, —>: — sont indépendants du
{2 ¢ w

temps, il vient, pour le travail total des forces exercées sur la premiére
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face dydz de I'élément de volume,
— Ldyds [Euiu“ + % v* + %wz] on —Ltdydz[N,u+Tw+T,w]

Le travail des forces exercées sur la seconde face dydz aura évidem-
ment la méme expression, mais changée de signe et augmentée de sa
différentielle par rapport 4 x. Comme N,, T;, T, ont les mémes va-
leurs sur les deux faces dy dz, cette différentielle est

di
sy [, 87, % . 2]

En opérant ainsi pour les autres faces, et faisant la somme totale
des travaux dépensés pour écarter I'élément de son état naturel, il

vient
(12) %dwd] ([Z[N, b-‘t + N2ay+ Nabz -+ Tl gyz -+ ngzx+ Ts gx_r]

Comme cette expression doit étre essentiellement positive, la rela-
tion cherchée est

(12 bis)  Nydp+ Npd, + Njd; + T gz + T2o8zw + Tsfzy > ©-

Si I'on substitue, dans le premier membre de cette inégalité, aux d, g
leurs expressions linéaires en fonction des N, T, ¢ce premier membre
sera une fonction 2® des N, T, homogéne et du second degré, qui
pourra étre mise sous la forme

20 = a(N,+aN,+ a'Ny+ &'T, + " Ty + o' T,)?
+b(N,+ BN+ T, + BT+ T )
+e (Ng+ 7T, + ¢ To+ 9'Ts)? ’
+d (T, + 0T, + &'T;)*
+e (T, + eT,)*
+fT2,

(t2 ter)

avec des coefficients a, b, ¢, d, e, f plus grands que zéro. En effet, la
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partie de @ qui contient N, est de la forme
a(N} +2aN,N,+ 2a'N,N; + 22N, T, + 2&"N, T, + 20N, T,),

ou a est positif (puisque @, essentiellement positif lui-méme, se réduit
a aNj lorsque N, estla seule des quantités N, T qui ne soit pas nulle),
et ol &, &, a”, ", & sont quelconques. En ajoutant 4 ces termes tout
ce qu’il faut pour compléter le carré

a(N, + aNy+ &' Ny + 'T, + «"Ty + T, )?,

et retranchant ce qui est ainsi ajouté du reste de la fonction @, cette
fonction se composera du carré précédent, plus d’une expression ho-
mogene du second degré, qui n’aura plus que les cinq variables N,, N,
T,, T;, T,. Si 'on convient de faire N, égal &

—aN, — /Ny — &'T; — a" Ty — o™ Ty,

® se réduira méme a cette expression, de laquelle, en raisonnant exac-
tement comme sur I'expression compléte, on tirera successivement les
carrés qui ont b, ¢, d, e, f poar coefficients.

On pourrait, dans le premier membre de (12 bis), remplacer lesN, T
par leurs valeurs en fonction des?, g. Alors la fonction @, homogéne
et du second degré, par rapport aux ?, g, pourrait étre mise sous
une forme analogue 4 (12 fer), mais qui contiendrait les 3, g au lieu
des N, T. '

Il est un cas trés-important, et peut-étre méme applicable 4 tous
les corps de Ia nature, pour lequel I'expression (12) représente le tra-
vail employé & écarter un élément de volume de son état naturel, sans
que les N, T varient proportionnellement pendant toute la durée du
phénoméne. Clest lorsque la partie de ce travail, qui est effectuée pen-
dant un temps trés-court

dxdydz(N,dd,+ N,dd, +N,dd, + T, dgy; + T.dg., + T,dg,, ),
est une différentielle exacte, ou que, @ étant supposé exprimé en fonc-
tion des 9, g, on a

dd do dd . dd dd - i
(13) N':T’ N,= ) Naz—‘d—a:a I,= To= —y T,==

D: = dg:z d.’:':r ’
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Dans le méme cas, si 'on suppose.® exprimé en fonction des N, T, les
expressions des ), g seront

do do do

3x=;ml-a a, =-d—N-;s bz =.d_1\?3,

(r3 bis) ® do do
gyz=Zf" gzx—ﬁ’ g-”J'—}Tr_s'

En effet, en différentiant par rapport 3, le potentiel @, il viendra

N.op 2t _ dedN,  dedN, dodN, do dT, L 4o dT,  dodl,
N, T AN, D, AN, ), | AN, &), ' dT, D,  dT; ). dTdd.

Le second membre de cette relation ne différe de I'expression li-
. . , do  do do
néaire de N, en fonction des?, g qu'en ce que gz Jx=2+++» Zp-y Tem-

placent 3, 3;,..., 8. Comme on aurait deés expressions pareilles de
N,, N, T,, T2, T en différentiant @ par rapport a 3, 3, 82y &2z Gz il

£ tb; 3.3 ient précisé ny , do do de
aut bien qued,, ..., gz, soient précisément égaux & > —aees iy -
§ L. — Etude d’une tige de trés-petite section. Considérations

préliminaires.

Supposons que le milieu élastique considéré soit un corps sensible-
ment cylindrique sur une étendue comparable aux dimensions de ses
sections transversales, mais d'une longueur totale beancoup plus
grande que ces dimensions mémes. Aprés des déplacements aussi con-
sidérables qu’on voudra, mais tels que les 3, g soient partout trés-petits,
une portion de ce corps, comprise entre deux sections normales assez
voisines, n’aura subi que de petits déplacements %, v, w par rapport
a un systéme d’axes pris dans son intérieur et assujettis aux mémes
mouvements d’ensemble que cette partie du corps. Si donc, & un mo-
ment donné quelconque, on décompose, suivant ce systéme d’axes
supposés fixes durant un instant trés-court, toutes les forces, y compris
celles d’inertie lorsque le corps est en mouvement, qui agissent sur

la portion considérée, les formules précédentes leur seront appli-
cables. Nous supposerons le plan des yz paralléle aux sections.
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Le corps pourra étre plein ou tubulaire, et, dans ce dernier cas,
avoir un nombre quelconque de cavités intérieures ; mais nous admet-
trons que sa surface latérale, sensiblement cylindrique et composée
généralement d’une nappe extérieure et d'une ou de plusieurs nappes
intérieures, ne soit soumise & aucune action autre que la pression at-
mosphérique antérieure aux déplacements. Soient : ¢ une section nor-
male, et do ou dydz un de ses éléments; s le contour de cette section,
formé d’une partie extérieure et de parties intérieures; ds un élément
de ce contour, dent nous supposerons la partie extérieure décrite en
tournant dans le sens des y positifs vers les z positifs et les parties in-
térieures décrites en-sens contraire; dy, dz les projections de cet élé-
ment sur les axes des y et des 3, et m, n, p les cosinus des angles que
fait avec les axes la normale 4 la surface latérale, menée en un point
du méme élément et hors de la section ¢. Ces cosinus sont m =o,

d: d . . oy
n==% -Zi-é p==F 7{; mais, d’aprés la maniére dont le contour est

décrit, la normale menée hors de la section ¢ fait un angle aigu ou un
angle obtus avec I’axe des y, suivant qu’on a dz > o ou dz < 03 donc
il faut prendre les signes supérieurs, et poser *

dz dy - _ L
(13ter) m=o0, n=—, p=-—_ on dz=nds, dy=—pds.

Les équations (3) se réduiront ainsi &

{ T3’l + TgP =0, Ngn + T{P =09 T"l + N3p =O7
(14) ou bien ’
Tydzs—Tody =0, N,dz—T,dy=o, Tidz—Nzdy=o0

. (sur le contour s).

La constitution de la matiére dont la tige est formée sera supposée
généralement variable d’un point a l'autre, assez lentement le long
d’une paralléle quelconque & I'axe des #, mais aussi rapidement qu’on
voudra d’un point 4 I'autre d’une section normale, et méme brusque-
ment sur certaines lignes données de chaque section, lignes que nous
appellerons s,. En désignant par n,, p; les cosinus des angles que la
normale a I'une de ces lignes, menée dans un sens déterminé, fait avec

Tuma XVI (2° série). — Mar 1871, 19
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les axes des y et des z, I'égalité des composantes suivant les x, les y
et les z des forces exercées de part et d’autre de I’élément plan per-
pendiculaire & cette normale obligera de supposer aux trois expres-
sions n,T, +p,T., 7, Ny+p, Ty, 2,T,+ p,N, les mémes valeurs
quand N,, N,, T,, T,, T, sont pris d’un coté de I'élément plan, que
lorsqu’ils sont pris de P'autre coté. Il est clair de méme, puisque la
matiére n’est supposée nulle part se disjoindre, que les déplacements u,
v, w seront égaux des deux cotés du méme élément plan. Telles sont
les conditions, an nombre de six, spéciales aux surfaces de séparation
de deux parties de tige adjacentes, mais de différente constitution.
Ces conditions, jointes & (14), permettent de déduire des équations (2)
une formule trés-importante qui nous servira souvent. Appelons U, V,
W trois fonctions de x, ¥, z, continues dans tout l'intérienr d’une sec-
tion ¢, mais d’ailleurs quelconques, et supposons que leurs dérivées
premiéres en y et z soient également continues, excepté sur les lignes
de chaque section ou la constitution de la matiérie varie beaucoup,
lignes des deux cOtés desquelles ces dérivées pourront prendre des
valeurs différentes. Ajoutons les équations (2) membre & membre,
aprés les avoir respectivement multipliées par Uds, Vdo, Wdo, et
intégrons le résultat dans tout I'intérieur de la section ¢. Nous pour-
rons diviser la section ¢ en régions dans chacune desquelles la consti-
tution de la matiére ne varie qu’avec continuité d’un point aux points
voisins; chacune de ces régions sera limitée par un contour apparte-
nant aux lignes s et s,, formé d’une partie extérieure et peut-éire
aussi de courbes fermées intérieures; nous supposerons ces lignes dé-
crites dans le méme sens que le contour s, cest-d-dire de telle sorte
que, si Uon appelle ds un de leurs éléments, pris positivement, dy et
dz les projections de cet élément sur les axes des y et des z, 7 et p les
cosinus des angles que fait avec ces axzes la normale menée hors de la
région, on ait dz = nds, dy = — pds. En intégrant d’abord dans cette
région seulement, on pourra transformer plusieurs termes au moyen

7 ’ o . - . dT
de l'intégration par parties. Par exemple, l’expressmn U —-“ do pourra

étre remplacée identiquement par ———-dyd ~1,28 P U ds; on intégrera

le premier termne, pour une méme valeur de z et de dz, sur toute
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I’étendue des parties, comprises dans la région, en lesquelles une pa-
ralléle 2 'axe des y est divisée par les lignes s et s, : en caractérisant
par les indices o, 1 les valeurs des fonctions aux deux extrémités d’une
de ces parties, le terme intégré sera remplacé, pour chacune d’elles,
par la différence (UT,), dz— (UT,),dz; or, dans le premier terme de
cette différence, dz est la projection (nds),, sur I'axe des z, d’un élé-
ment ds du contour de la région; dans le second terme, dz est la
valeur absolue de la projection négative (nds), d’'un auire élément
du méme contour; cette différence peut donc étre remplacée par
(UT,ds), + (UT,ds),. En opérant ainsi sur toule ’étendue de la région,

il viendra
dT, - dU
fU i (Ia=fUT3na's —f'r,,d?da,

les intégrales oti entre do étant prises sur toute I'étendue de la région
considérée et celle ou entre ds P’étant sur tout le contour de cette
région. On opérera de méme pour tous les termes qui contiennent
une dérivée des N, T par rapport & y ou par rapport i z, et la relation

dT, dT, dN, dN, dT, 4T,

4T, | 4N, | 4T, _

deviendra

f[U(n'I; + pTs) +V(nN, + pT,) +W(nT,+ pN,)]ds

du du av aw dV  dW ]

+f[U(%+PX> —!—V(‘Z"—i— pY) +W(‘%—’—i—pz>]aﬁ;=o.

Si I'on ajoute tous les résultats pareils relatifs aux diverses régions de
la section o, les intégrales prises sur les lignes s, se détruirout; car, 4
la limite de deux régions adjacentes, U, V, W auront les mémes valeurs
par hypothése, et les expressions nT;+ pT,, nN,+ pT,, nT,+ pN,
seront égales en valeur absolue, d’aprés les conditions spéciales aux
lignes s,, mais de signes contraires & cause des deux directions oppo-

19..
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sées que prend la normale suivant qu'elle est mence hors d’une région
ou hors de 'autre. Les intégrales prises sur le contour s étant dailleurs

nulles d’aprés les relations (r4), il viendra, en désignant par f des

intégrales prises sur toute I’étendue de la section o,

du dU av dwW . [dV dW
‘/;I:Ts-(z; +TQE+N2-‘—1; +N3z‘+’1| (-d—z' +7;>]d0'

=£[U (‘i}l +pX) +v(S+ pY> +W (‘%+92)}da.

C’est la relation importante que je me proposais d’établir.
Considérons encore une des régions de ¢ dans lesquelles la consti-
tation de la matiére ne varie qu’avec continuité d’un point aux points
voisins, et observons qu'il est naturel d'y supposer les forces élasti-
ques N, T, variables également d’'une maniére continue. Le contour
de cette région a au moins deux éléments perpendiculaires & I'axe des
7 et deux perpendiculaires 4 Paze des z. La condition spéciale a ce
contour montre qu’aux premiers de ces éléments les forces Ty, N, T,
sont les mémes que dans la région adjacente, et qu’il en est ainsi aux
seconds de ces éléments pour les forces T, T;, N,. Or, en passant de
ces nouvelles régions dans d’autres, et considérant les éléments des
contours de séparation qui sont perpendiculaires, soit aux 3, soit aux
2, on finira par arriver 4 des éléments pareils du contour méme de la
section ¢, éléments sur lesquels on a, d’aprés (14), soit T;=N,=T,=o,
soit T,=T,=N,=o0. Dong, la section ¢ ayant toutes ses dimensions
trés-petites, les forces N, Ny, Ty, Ty, Ty ne peuvent qu’étre fort petites
dans toute son étendue par rapport aux valeurs absolues moyennes
de leurs dérivées premicres en y et z. D'ailleurs la conlinuité, sur une
longueur finie de la tige, des N, T et de leurs dérivées en ¥, z, exige
que les dérivées en xx de toutes ces quantités ne soient pas d’un ordre
de grandeur plus élevé que 'ordre de ces quantités elles-mémes, si ce
n'est toutefois aux points voisins des extrémités de la tige, ou plus
généralement, de ceux ou la constitution de la matiére et les condi-
tions dans lesquelles elle se trouve varieraient brusquement dans le
sens des . Si Pon fait abstraction de ces points tout particuliers, les

(15) s
(
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deux derniéres équations (2) pourront étre réduites a

g~

dN,_I_dT1_0 4T, +'IN’—
dy dz — O dy ' dz

En effet, si nous considérons, par exemple, la seconde des équa-

. dN, 4T, \ ' dT, .
tions (2), les termes —=, — pourront étre, soit de 'ordre de == soit
dy ~ dz dz

incomparablement plus petits, soit incomparablement plus grands.
Dans les deux premiers cas, N, et T, seront, d’aprés ce qui précéde,
négligeables par rapport 4 T; [*], et I'on pourra poser en compa-
raison N,=o0, T,=0; dans le troisiéme cas, la seconde équation (2)

fy . . dN, dT .
se réduira sensiblement aux deux termes —» ——z—', car le dernier oY

dy = d:
. . dT. .
n’est jamais que de P'ordre de —- Donc on pourra poser toujours
dx
V. d oy . . . PP aps
‘?’ -+ —;—‘ = 0. Les deux derniéres équations (2) étant ainsi simplifiées,
Ly [¢

la relation générale (15), si on y fait U = o, se réduit a
. v AW . (dV  4W '
(l5 bI.S') A/;[Nz(—d.; +N3—d;-+.[‘q (E—l—#)]dG:O

Faisons-y successivement W=o0, V=y, =z, =y%, =yz, ==2z°, et
V=0, W=3, =y, =2*, =2y, =7, et il viendra aisément les neuf
relations

2]

j (Nyy N3 ou T,)ds =o,

(16) { [ (M, N, ou T,)yde=o,

./‘(Ng’N;’ ou T,)zds =

Si, au contraire, nous supposons V=9, W=, la relation (15 bis)
devient

(17) j‘[szy-i—NaBz—l—T,gﬂ]dc =o.

[*] Car on vient de voir que N; et T, sont négligeables devant leurs dérivées pre-
miéres en y, z, dérivées supposées au plus, dans ces deux premiers cas, comparables

dT, o
——et 30
75 EL par suite 2 T,
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Enfin, supposons qu’on différentie en x la premiére équation (2), en
. . . , o s dpX -
admettant, ce qui aura toujours lieu, que la dérivée —‘%— ne soit pas
y e x d*N . A
beaucoup plus grande que la dérivée seconde ——'; celle-ci devra étre
dx?
dT, dT,

A [ 4 .y 9’
1 e v > =2y = -
du méme ordre que les dérivées premiéres en y, z de ——> ——, Cest

dT, 4T,
dy’ dz

a-dire au plus du méme ordre que

§ 1IV. — Détermination. de N,, Ny, T,.

Je me bornerai au cas ou la tige est d’une contexture symétrique
par rapport au plan des yz, c’est-d-dire au cas ot les 2, g sont donnés
en fonction des N, T par les formules (9), et je supposerai méme que
les coefficients n, ', n” soient constants sur toute Vétendue d’une
méme section. Les 3, g auront généralement leurs dérivées en x, 7, 2
comparables aux dérivées pareilles des N, T [*]. En particulier, les
dérivées secondes en x de d,, ,, I, &, seront du méme ordre que les
dérivées secondes en x de N,, N,, N, T,, c'est-a-dire, d’aprés la
remarque qui termine le paragraphe précédent, au plus du méme
dt, aT,

- . Tl en sera de méme des dérivées pre-
dy " dz

ordre que Nzy Nu TU

‘s dge dgy i . s y e g .
miéres en y, z de =, —Z, dérivées comparables aux dérivées pareilles

de g;4, 8oy ou de Ty, T;. 1l suit de 12 que la premiére et les deux der-
niéres des relations (4) pourront s’écrire 4 fort peu prés '

a0 _ o A% dn.
dydz~ ' dz? 0 dy? =0

Elles donnent en effet dans chaque région de ¢, pour les dérivées se-
condes en ¥ et z de d,, des valeurs au plus comparables 4 N, N, T,,
dT, dT,

7 &) par suite, en multipliant ces valeurs par dy ou ds et intégraat,

[*] Yadmets daus ce paragraphe, pour abréger le langage, que Punit¢ de force
-choisie soit telle, que les N, T se trouvent numériquement du méme ordre de grandeur
que les ?, 8.
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on trouvera que les parties, variables avec y, z dans chaque région,
D, d). .

de Pl sont au plus comparables aux produits de N,, N, T, par

¥, % et aux parties variables de Ty, T,, lesquelles sont elles-mémes du

\ A, dD. N
méme ordre que T;, T,, ou que g,,, g, Or ' T valent identique-

\ d?e  dg d*w  dg . d?v d*w
ment, d’apreés — o2, e -0, Clested- —— ————
>d'aprés (1), ————+—%, iz T e cestadire ———, ———
sauf erreur au plus comparable 2 g, g.., et ¢, w, ainsi par suite que
leurs dérivées secondes en x, sont continues sur toute I’étendue d’une

. T . ), A, y
section ¢ : donc les dérivées premiéres —> —~ sont égales, sur toute
dy " dz

étendue d’une section o, 2 denx quantités constantes, augmentées de
termes au plus comparables aux produits de N,, N,, T, par 7, z, et
4 Ty, T,. En multipliant encore par dy, dz, ajoutant et intégrant, ces
termes ne donneront dans d, que des parties négligeables, c’est-a-dire
insensibles en comparaison de N,, N;, T,, T,, T;, et aussi en compa-
raison des?, g. Par conséquent, si 'on appelle &, ¥, b, trois fonctions

?

N . ., du
arbitraires de x, et si 'on observe que u et par suite ~. Ou 2, sont

continus sur toute I’étendue de g, il viendra
(18) Yp=db + 2+ 1, 7.

Etudions actuellement Pexpression N33, + Ny, + T,g,. qui entre
dans le premier membre de (17). Elle fait partie de I'expression plus
générale, essentiellement positive, qui constitue le premier membre
de l'inégalité (12 bis) et qui a été désignée par 2®. Comme, d’apres les
formules (9), 3., 3, 3., §,- ne dépendent que de N,, N,, N;, T,, et g,
8. de Ty, T;, cette expression plus générale est la somme de deux
autres entiérement distinctes et essentiellement positives, car chacune
d’elles péut subsister quand I’autre est nulle; la seconde, ne contenant
que T, T,, pourra étre mise sous la forme e(T, + ¢T,)* + fT2, c’est-
a-dire qu’on aura

(19) Tagew+ T3 8ay = e(To + 6T, )2 + £T2;

la premiére, N,3, + N3, -+ N;9,+ T, g,;, contenant N,, N,, N, T,,
sera la somme de quatre carrés, dont le premier est, d’apres les for-
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mules (g),

BN,+ B/, — CT, aNs-+»'Ny—»"T/\?
A N{ -_ - ?

2A 2
et dont les trois autres ont la forme
b(N, + ﬁN;, -+ ﬁ'T‘ S c(N; + 7T,)2, dT3.

La partie de cette expression qui est indépendante de N, serait évi-
demment identique & N3d, -+ N3d; + T, gz si, avant de substituer &
Yy 20 Gy leurs valeurs (9), on en Otait les trois termes affectés de N,
termes qui sont respectivement — nAN,, —n'AN,, #"AN,. On a donc
I'identité

A (BN2+ BN, —CT, n1§2+n' N3—n”T.)2
2A 2
+ b(N, =+ BN, + B'T)° + ¢(N; + 7T)? + dT3
= (N33, 4+ N+ T, gyz) + AN, (nN, + ' N —9"Ty),

ou bien, aprés quelques transformations faciles et en remplagant
BN, + B'N, — CT, — AN, par — 3,

Npd, + Ny2, + T8y
= A BN, + B'N,— CT, . AN, 4+ o' Ng— 2" T4\ ?
- 24 2

(19 bis)
' -+ b(Ny 4 BN, -+ BT, )2+ e(No+ T, )’
+dT2 — (qN;+ 0Ny — 1"T )z

Substituons, dans (17), le second membre de cette relation (19 bis)
au premier, et observons que, 3 étant linéaire en ¥ et z, et les coeffi-
cients 1, v', n” étant supposés constants dans toute I’étendue de o, les

neuf formules (16) donnent

f('f) N, + 7' N;—n"T, )a:c =0;

il viendra

( f[A, (BN2+ B'Nz"— CT( _ ﬂNz‘l‘ ﬂ'Na'— H”Tt>2
2A 2
(20) 4 4

+b(Na+ BN+ BTy )2+ ¢(No—+ 3T, ) + de] ds = o.
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L’intégrale du premier membre, formée d'éléments qui sont la
somme de quatre carrés, ne peut étre nulle que si chacun de ces carrés
s’annule identiquement. On aura donc partout

(21) T,=o0, Ny=o, N,=o0,
et par suite, d’aprés (g),
(22) ==z V=—1%, g=n",

valeurs qui, en y snbstituant I'expression (18) de 3., rendent identique
la quatriéme condition de compatibilité (4.

Ainsi, lorsqu’une tige de contexture symétrique par rapport a ses
sections normales r’est soumise sur sa surface a aucune action, si ce
r’est vers ses extrémités, et que, de plus, ses fibres longitudinales sont
constituées de telle maniére qu'elles subiraient d’égales déformations
latérales ), d;, g,., si on les soumettait a des tractions produisant sur
toutes la méme dilatation ., cette dilatation et les déformations laté-
rales d,, 3;, gy, varient, & fort pew prés, linéairement sur toute 1’éten-
due de chaque section, et les composantes, perpendiculaires & I’axe
de la tige, des forces élastiques exercées sur les éléments plans paral-
léles & cet axe, peuvent étre négligées par rapport aux autres forces
élastiques. Toutefois il peut y avoir exception pour les parties de la
tige trés-voisines de ses extrémités.

Sil’on substitue, dans les trois relations (22), 4 3, sa valeur (18), et
a3y, 2, 8. leurs expressions (1), les deux premiéres, multipliées res-
pectivement par dy, dz et intégrées, donneront, en appelant Jis fades
fonctions arbitraires de deux variables,

(23) v = fi(% x) — 9 (by+ W¥z3+ 5 b)),
) w= 11, %) — 0'(2 + %, 2y + + ®2*).

La troisiéme (22) devient ensuite

df " d.f2 " o .
(24) —Z +[$0"% 4 (0"t + 0" )5] = 2 — [0t (095 + 0" o) 7]
or le premier membre de celle-ci est indépendant de y, et le second

Tome XVI (2€ série). — Mas 1871, 20
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Pest de z, L’'un et 'autre sont donc une simple fonction ¢ de x, et
I'on a

‘-:é = — @+ [L 0"+ (W', + 0" W) 7],
d)
L = o+ 4% + (15 + ") 7);3

d’ot il résulte, en fntégrant apreés avoir respective;nent multiplié par
dz, dy, et en appelant ®, ®, certaines founctions de x,
v =0 —ez+ 1[0 b2+ (7', + 1" ) 2%]
— ey +wyz-+ iyl
w=®,+ &y + [0 dy+(mw -+ 0", )r*]
— 0[R2 + b, 5y + L Bs]

(25)

- ) 3 . du du
Exprimons qu’avec ces valeurs de ¢, w, 'expression ,};df + - dz
d d o . )
ou (gx, - a—;) dy + (g‘,“r — ﬁ) dz est une différentielle exacte, c¢’est-
. a- P . dv , . f ey
a-dire que la dérivée en z de g,, — 7 est égale 2 la dérivée en y de

oz -@Z; en appelant K la dérivée de € par rapport a &, il viendra la
g o PP p PP ’

relation suivante, qu'on peut appeler condition d’intégrabilité de u,

di dz: d 4 d 7, o, }
(26) Ay =, LK o4 {27 + = m,.)f_ (2"%'—*—"%’2.::0.

dz  dy dz dr

La seconde et la troisiéme des conditions de compatibilité (4) sont
actuellement vérifiées, comme les quatre autres; car, si [’'on y remplace
3 32y 8yo par leurs expressions linéaires en y et z, ces conditions de-
viennent identiques 4 la relation (26) différentié¢e en y ou en z.

§ V. — Détermination de N,, T;, T,.

Les composantes N,, N, T, étant nulles, la premiére formule (g)

donne, en représentant comme & P'ordinaire par E le coefficient d’élas-
v e s X

ticite 3’

(27) - Ny=E, =E(b+ %z +¥%¥);
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la force N, sera donc connue si nous parvenons & obtenir les valeurs
de &, b, w,.

Occupons-nous actuellement des forces élastiques T,, Ts, les seules
dont la forme reste 4 déterminer. Comine nous avons déja satisfait aux
deux derniéres équations indéfinies (2), aux six conditions de compati-
bilité (4), aux équations définies concernant N,, N,, T, et aux conditions
de continuité de v et w, nous ne pouvons plus employer, outre les for-
mules obtenues au paragraphe précédent et la condition de coutinuité
de « sur toute I'étendue de la section ¢, que la premiére équation in-
définie (2), la premiére relation (14), spéciale au contour s, et la re-
lation analogue relative aux lignes s,. Ces équations, en remplacant

dans la premiére il al tirée d sont :
P —, Par sa valeur tirée de (27), sont :

, dT dT. d.El d.Epb d.Eafy
{28) dj,a-l-d—;—l—px—l— e F 2+ dx'_y:o;
sur tout le contour s, T,dz — Tody = o:
(29) en un point quelconque d’une ligne s,, 'expression  Tydz — T,dy

doit prendre des valeurs égales dans les deux régions de ¢ que cette ligne

sépare.

On substituera dans ces équations, a T,, T,, leurs expressions li-
.. f . d . I I du dy
neaires en fonction de g, gz», PUIS & gy, 2., leurs valeurs & + =

de  dw , dv dw . . .
= + 7 et enfin a -, —= les expressions que les relations (25), dif-

férentiées en x, donneront pour ces dérivées. Les équations (28) et (29)
ne contiendront plus d’autres inconnues que z et de simples fonctions
de x, notamment &, ¥, #,, ©. Il est clair qu’il faut chercher d’autres
relations pouvant servir & déterminer ces fonctions de x.

Pour cela, concevons d’abord qu’on assinile les sections normales ¢
a des surfaces matérielles ayant en chacun de leurs points, par unite
d’aire, une masse égale 2 la valeur du coefficient d’élasticité E en ce
point; comme la tige est supposée sensiblement cylindrique et sa con-
stitution peu variable avec &, nous pouvons admettre que les centres
de gravité de ces surfaces soient tous, sur une petite longueur, alignés

a peu prés le long d'une méme droite a laquelle elles sont précisément
20..
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normales et qui est I'axe de la tige, et admettre aussi que les axes
principaux d’inertie des mémes surfaces, relatifs 4 ces centres de gra-
vité, se trouvent tous, antérieurement aux déplacements, dans deux
plans rectangulaires passant par 'axe de la tige. Nous supposerons
que les axes des x, y, 2, par rapport auxquels les déplacements d’une
partie assez courte de la tige sont tres-petits, aient été choisis de ma-
niére 4 coincider primitivement avec 'axe de la tige et avec les deux
axes d’inertie principaux d'une des sections ¢ comprises dans cette
partie. D’aprés les propriétés connues des centres de gravité et des
axes d'inertie principaux, on aura, pour toutes les valeurs de & com-
prises entre deux limites assez rapprochées,

(30) ﬁErdq =£Ezdo’ = o, f’Eyzdc = o.

De plus, si 'on appelle ¢ la valeur moyenne de E sur toute I’étendue
d’une section, €I, €1’ les deux moments d’inertie principaux de cette
section relatifs 3 son centre de gravité, ces quantités auront pour
valeurs

(31) = éj;Eda, &l =£Ez’da, &Y =£Ey’dc.

Cela posé, menons, par le centre de gravité d’une section x = &,
trois axes paralléles 2 ceux des x, des y et des z, et observons que le
probléme de I’équilibre serait indéterminé si 'on ne donnait pas les
résultantes suivant ces trois axes des forces qui agissent sur toute la
portion de la tige située au dela de la section considérée, du coté
des 2 positifs, et les moments totaux de ces forces par rapport aux
mémes axes. Appelons respectivement 9%, $,, § ces résultantes, et
M, o, 9, ces moments, quantités supposées connues, et, d’apres
des principes élémentaires de statique, égalons-les aux résultantes
et aux moments pareils des forces extérieures pX, pY, pZ qui agissent
par unité de volume sur le trongon de la tige compris entre la sec-
tion x = x, et une autre section assez voisine X = o + Ax, et
des actions élastiques exercées sur cette seconde section. Les résul-
tantes de toutes ces forces sont respectivement, suivant les axes menés
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par le centre de gravité de la section x = x,, parallélement & ceux
des &, des y et des z,

0= :dx‘/'.pxdc +£N‘d°"

(32) (%, = zzdx[pYHa —l—f;Tadc,
k3 =£xdx£pZ({a +£T2da.

Pour obtenir leurs moments respectifs autour des mémes axes, ob-
servons que les coordonnées des divers points du trongon, par rap-
port 4 ces axes, n’ont pu changer que de quantités insensibles 4 cause
de la petitesse des déformations?, g, et qu’on peut les supposer, apreés
les déplacements, 4 fort peu prés égales 4 leurs valeurs primitives x — x,,
¥, %. Les moments cherchés seront ainsi

M =fxdxfp(yZ—zY)da+f(yT2—— zT,) do,
(32 bis) { o =fxdxfp[zX—(x—w(,)Z]da—&-f[zN,—(x—xo)T,]do',

mL,,_—_-.fxa'xfp[(x—xo)Y—jX]dc+[[(x—xo)T3——)’N,]da’.

Dans la premiére formule (32) et dans les deux derniéres (32 bis), sub-
stituons a N, sa valeur (27), et tenons compte des relations (30) et (31).
1l viendra

fN, do = A0, sz.do' =gl ffN,dc: wel.

Remplacons en outre, dans les deux derniéres relations (32 bis),

f T.do, f T, do par leurs valeurs tirées des deux derniéres (32), et
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ensuite les termes

_(x-"xo)j’ — (x — x,) &4,

(x ——xo)fxdxprdc,
(2 — x,) f dxfp‘Ydo'

respectivement par les expressions snivantes, qui ont les mémes va-
leurs, ainsi qu’on le reconnait en différentiant ces termes,

— §dx, — f §,dr,

./j[ x —-wo)pra'a +.£ dxfpzda]dx,

Q

Lz[(x—— xo)prdc —'—[ dxprdc]dx

[

La premiére relation (32) et les trois (32 bis) deviendront |

IR = HEO +£Idx£dea,
I = el +£m[- ¥ +£szda +£1dxprdc]dx,
My =+ f ’[— g, -+ f ey Xds+ [ de f deo']d;t
Z, Ve

vz,

M::‘/;(]T2_ zT3)da+£xdx£p(]Z—zY)dc)

(33) {

Quant aux deux derniéres (32), il est inutile de s’en occuper; car
elles résultent de I'équation (28), des deux conditions spéciales (29) et
des valeurs de v, b, données par deux des relations (33 ). En effet, si,
U désignant une fonction continue quelconque de x, y, z, on multi-
plie la premiére (28) par Uda, et si 'on intégre dans toute I'étendue
d’une section ¢, en opérant comme on I'a fait pour établir la for-
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mule (15), et en tenant compte des deux premiéres conditions spé-
ciales (ag), il viendra

du | . dU d.Ed  d.Evs  d.Ep, )
(34)[(T37;+T,Z)da=‘[U(pX+—E—+—z+ 2 y) do.

dx

Or cette relation, suivant qu’on pose U = J ou U= z, devient aisé-
ment I'une ou I'autre des deux derniéres (32). Faisons, par exemple,

d.El dofs dE A
U = z, remplagons, dans (34), 7 Par E— & —> et de méme

dxz
d.Ey d.Ew, .
7= ' —az— bar leurs valeurs analogues, puis observons que, la sur-

face latérale de la tige étant sensiblement cylindrique, on peut diffé-
rentier, par rapport 4 x, les relations (30) et (31) sans faire varier ¢
ni do, et écrire notamment

dE dE dE _ dE ., 4.1
f;zyda—_o, /;—d?zdo-_o, _/;35.72‘{6—0’ [Z:-ch“ﬁ—'

la relation (34) sera slmplement

d.f\l!;&l.
Tdz ?

(35) ngdo'=fszda+%CI—F%%?:fszda+

or la seconde (33), différentiée par rapport a x, donne

d.:;&l =7 _./F'szdg _./:dx/;pzda,

ce qui rend la relation (35) identique 4 la troisiéme (32).

Les valeurs de &, %, w, étant fournies par les trois premiéres for-
mules (33), il est clair que la relation (27) fera complétement con-
naitre N,; je vais démontrer que les relations (28), (29), et la qua-
trieme (33) déterminent ensuite T,, T,, pourvu qu'on y remplace
provisoirement, comme il a été dit, T, T, par leurs expressions li-

néaires en fonction de 822y Bxy» Ces glissements eux-mémes par lears

dw du dv dw dy

du .
valeurs g 2y ¥z’ © 257 7 par les expressions que donnent

pour ces dérivées les relations (25) différentides en .
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1l suffit de faire voir pour cela que toutes les valeurs possibles de u,
continues dans tout l'intérieur d’une section, qui vérifient ces équa-
tions pour des valeurs données de d, ¥, 1b,, conduisent absolument
aux mémes valeurs de T;, T,, ou, en d’autres termes, que, si I'on rem-
place dans ces équations » par z + les fonctions de & inconnues €,
®, ®, par © + €, ® + &, ®;+ @, et enfin Ty, Tsy 8azs 8oy > W
fonctions linéaires de z, €, ®, ®,, ou de leurs dérivées, par Ty T,,
Ty + Ty 8oz Boxs Bay + Gy ¥ + ¢y W+ W, ON aUra forcément

r r
T,=0, T;=o0.

En effet, la substitution de z -+, e +¢&;, ®+®, ® + @

T+ T, Ty+Ty, o+9, w+o' au € O G Ty, T3y 95 W
change les équations (25), (28), / 29) et la derniére (33) en celles-ci:

(36) o =o' —¢e'z, W=0,+€7;
4T, dT,
(37) 7#+-z’=o;

sur le contour s, T} dz —T,dy=o0:
(38) { des deux cotés des lignes s,, Pexpression T, dz — T,dr
( prend des valeurs égales;

(39) o= [(yT,—=Ts)do.

Désignons par U’ une fonction qui, comme u', varie avec couti-
wuité dans tout Pintérieur de chaque section, bien que ses dérivées
puissent étre discontinues sur les lignes s,, et, aprés avoir maltiplié (37)
par U'dg, intégrons par parties le résultat dans tout l'intérieur d’une
section ¢, en tenant compte des relations (38), comme nous I’avons
fait pour établir la formule (34) on la formule (15). Nous obtiendrons

, AU’ , dU’
([}0) ‘/;_(Ts ?‘7 -+ T2 72—) de = o.

Supposons d’abord successivement U = y et U'= z, il viendra

(41) IT;da = 0, £T'2dc= o.



PURES ET APPLIQUEES. 161

Faisons encore U’ = #/, et observons que, d’aprés (36),

a _ , &, Ay | de  dd _ , 4O, de

dy = 8Bay = gz = Bar dz a2 a5~ bes dx dzx

la relation (40) donnera

LT+ Tog) do

= %j{:T;da + dco‘j:T;dc—!— d—(z'_— c(jT;—zT;)da.

dx:

Or le second nombre de cette relation est nul, d’aprés (39) et (41).
Donc le premier I'est aussi, et, comme I’expression T, g, + T, g, est,
par sa forme, essentiellement positive d’apres (1g), il faudra qu’on ait
T,=o0,T,=o0.
Nous admettrons désormais que les intégrales f pzXda, f pyXdo
g L
soient négligeables dans les formules (33). Cette supposition est per-

mise pour deux raisons : 1° |'expression X do n’est généralement
p
- 4

que de Pordre de grandeur de & ou §,, et les intégrales considérées
étant au plus comparables au produit de cette expression par les di-
mensions transversales de la tige, sont négligeables devant § ou ¢,;
2° ces mémes intégrales seraient nulles si le centre des forces paralléles
p Xdo, supposées appliquées aux éléments do d’une section, coincidait
avec le centre de gravité de la section; or ces deux cenires ne seront
jamais qu’a une distance insensible I'un de P'autre.

Etudions spécialement le cas ot la force X est supposée constante
sur toute ’étendue d’'une méme section o, et o1, la tige étant homogéne,

les coefficients A ou %, n, v, "y G, G, H, H' des formules (g) et Ia

densité p sont constants. Les relations (30) et (31) se réduisent alors &

fjda:o, fz.do-:_-o, sza’c{:o, E=E, I-——fzzdo', 1,=f72dc'

Proposons-nous de déterminer directement, dans ce cas, en fonction
Tome XVI (2° série ). — Juin 1871, 21
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des trois données ¢,, §, M, les forces T,, T, sur toute I'étendue de la
seclion quelconque x = x,. Les formules (33) donneront

ddo X don § dwn 4
(42) TT=-% ZT=w & =@ —f(fTﬂ“ZTa)d"

Si 'on appelle ¢ une certaine fonction de y, z, 'équation (28),
qu’on pourra écrire

permettra de poser

_ g , _dy &,
(43). Tz—“a‘”;izs Ta——;z‘.‘;'—;f/
la condition d’intégrabilité (26), si 'on y substltue A 8o0r Guy lears
valeurs (g), deviendra P’équation indéfinie

de / a ’
‘(de +G 5 <H+H)dydz

(44) ; ;
+ 2K + ]3_;1'[9‘"'-7 — (" +H'E)z] - E_Il’ [29z2—(n"+HE)y]=o.

Enfin la condition (29g), spéciale au contour s, donnera

g

g A :
(45) do + ;iz"'d)’ - 2—1—,]'2(12 =0 (le long du contour s),

et la quatriéme relation (42) sera changée en

(46) M_—f( jljz-—jl,y)da.

Lorsque la tige est pleine, c’est-a-dire que le contour s ne comprend
qu’une seule courbe fermée, ces relations déterminent ¢, a cela pres
d’une constante arbitraire quoi ne change rien aux dérivées de ¢ en y
et z, ni par suite 4 T,, T,. Mais il n’en est plus aiosi lorsque la tige
est creuse, ou que le coutour s comprend une courbe extérieure et
une ou plusieurs autres courbes distinctes et fermées, situées dans la
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premiére. En effet, la condition d’intégrabilité (26) ou (44) exprime
seulement que Vintégrale

fdu ou Q[(g,,dj—%-gzxdz-:- %cy;gdz)a

prise entre deux points extrémes et le long d’une certaine ligne, a la
wéme valeur, si 'on remplace cette ligne par une autre infiniment
voisine qui joigne les mémes points extrémes. Lorsque la section o est
pleine, deux lignes quelconques qui joignent deux points peuvent
étre amenées a coincider au moyen dune série de déformations infi-
niment petites qui rapprochent de plus en plus 'une d’elles de Pautre,
et, par suite, la constance de « pour une valénr quelconque de y etz
est assurée au moyen de la condition (44), quel que soit le chemin qui
conduise au point { y, z). Mais il n’en est pas ainsi lorsque la section
comprend dans son intérieur un ou plusieurs espaces qui lui sont
étrangers.

Les déplacements z et par suite la relation (44) n’étant considérés
que dans les espaces appartenmant a ¢, on ne pourra relier, au moyen
de déformations infiniment petites, deux lignes menées entre deux
points, qu’autant que ces lignes ne comprendront entre elles aucune
des courbes intérieures qui font partie du contour s. Dans le cas con-
traire, on ne pourra passer de I'une de ces lignes al'autre qu’au moyen
de lignes intermédiaires telles, que deux successives différent parfois
de tout le contour d’'une de ces courbes intérieures comprises entre
les deux lignes considérées. La continuité de x ne sera donc assurée

que si 'on a
dv dw 3
) [y + gt~ Tty — ) =0,

Pintégrale étant prise tout le long d’une quelconque des courbes fer-
mées intérieures du contour s. On y substituera, 2 g,,, g,, leurs ex-
pressions (g) en fonction de T,, T, et puis, d’aprés (43), en fonction
, v d . .
de 9, 4 = et o= leurs valeurs tirées de (25) : on pourra faire abstrac-
dx =

d.
. an dm
tion, dans ces valeurs, des termes constants -’ dxl

» et de ceux qui

21.,.
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contiendront la dérivée de & en x, termes qui, multipliés par dy ou
par dz, et intégrés sur toute la longueur d’un contour fermé, donnent
zéro pour résultat, .

Les relations (44), (45), (46) et (47) détermineront complétement ¢,
i une constante prés. En effet, si nous y remplagons ¢ par ¢ + ¢’

. , do' do :
K par K +K’, etsi nous représentons — j:;, di; par T, T,,G'T,+H'T,,

GT,+ HT, par g, g.., les relations (44), (45), (46) et (47) devien-

dront

A _ e

r—
dz dy +2Kk'=o,

_qu"= 0, surle contour s,
(48) )\ do' do’
. O=~j:(f;%+2:};>da’,
S8y dy + guuds + K (zdy — ydz)] =0,

sur chaque courbe fermée intérieure du contour .

Enfin, sans rien changer aux dérivées de ¢, on pourra supposer ¢'=0
en un point de la courbe extérieure du contour s, et, a cause de
dy’ = o le long de cette courbe, la fonction ¢ sera nulle sur toute sa
longueur.

Multiplions la premiére équation (48) par ¢'do, et intégrons par
parties exactement comme nous avons fait pour la formule (15). En
remplacant les cosinus n, p par leurs valeurs (13 Zer) et désignant

par f une intégrale prise sur toute ’étendue du contour, il viendra
A ,

_l?'(g;yd] + g’zxdz.) —L‘(g;y% _ g;r%’-)dc—l— 2R’ ;(p'da == 0.

En intégrant de méme par parties le second membre de la troisiéme
relation (48), il vient

o=—-£cp’(]’dz-—zdy)+ 2£<p'da-;

cette relation permet d’éliminer 2 f ¢'do de la précédente; celle-ci, en
-4
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@ d
d;

2 par Ty, T; devient ainsi

y rémplagant —

{
— [¥ (8o dy + g + K (sdy —y ]

(49) ‘ .y

——f(T',,gxy+ T,g..)dec = o.

. Or ¢'= o sur la partie extérieure de s, ce qui annule la portion de
la premiére intégrale de (49) qui concerne cette partie du contour :
sur chacune des courbes intérieures de s, ¢’ est constant, puisqu’on y

a dop’ = o, et I'on peut faire sortir ¢’ du signe*f ; mais alors chacune de

de ces portions devient nulle en vertu des quatri¢mes relations (48),
1l ne reste ainsi, dans (49), que la seconde intégrale, dont tous les
éléments ont essentiellement le méme signe, puisque, d’aprés (1g),
I'expression T’ g, + T, g.. est positive par sa forme méme. On aura
donc forcément T; = o, T, = o, et, par suite, ¢'= o, ce qu'il fallait
démontrer.

En résumé, si I'on suppose données les actions extérieures exercées
sur toute la masse de la tige et 4 ses extrémités, les forces élastiques T,
T, serount connues sur une section quelconque de la tige, pourvu qu’on
puisse effectuer les intégrations indiquées dans ce paragraphe. D’autre
part, la formule (27) jointe aux trois premiéres (33), donnera N,,
et Ny, Ny, T, sont nulles. Donc toutes les forces élastiques exercées
3 l'intérieur de la tige seront connues, et il en sera par suite de méme
des six déformations élémentaires 2, g. 1l faudra toutefois excepter
les parties de la tige situées a de petites distances des extrémités; car
les dérivées de N, Ny, T,, Ty, Ty, dans le sens de I'axe, n’y sont pas
trés-petites, comme le suppose notre analyse, par rapport 4 leurs dé-
rivées dans les sens transversaux, si ce n’est pour certains modes trés-
particuliers d’application des forces qui agissent aux extrémités mémes.

§ VI. — Forme de la tige apreés les déplacemenis.

La forme nouvelle de la tige sera connue, si ’on sait construire et
associer, aprés les déplacements : 1° les divers éléments matériels in-
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finiment petits en lesquels on peut supposer que son axe ait été
préalablement divisé; 2° la surface en laquelle s’est changée la section,
primitivement uormale, menée par un point quelconque de cet axe.
Nous appellerons s'la distance primitive, comptée lelong del’axe,d’une
quelconque de ces sections, ou du point matériel ou elle coupe I'axe,
4 une exirémité de celui-ci prise pour origine, et nous supposerons la
tige divisée en trongons infiniment minces dont I'un sera compris
entre cette section normale et celle qui était d’abord 2 une distance
de Vorigine exprimée par s+ ds'.

Les points matériels compris dans le trongon cansidéré seront rap-
portés, avant et aprés les déplacements, 2 un systéme d’axes rectan-
gulaires de x, 7', z, ayant : 1° son origine au point matériel de I'axe
de Ia tige qui était d’abord & la distance s’ de lorigine de la tige;
2° son axe des 2’ constamment tangent, en ce point, 4 I'axe de la tige,
et 3° son plan des 2y’ également tangent 2 la ligne matérielle qui
coincidait, antérieurieurement aux déplacements, avec I'axe des 7/, et
qui était un des axes d’inertie principaux de la section.

Nous appellerons ', y’, 2’ les trois coordonnées primitives, par rap-
port a ce systeme d’axes, d’un point matériel quelconque du trongon,
etx' +u,y +¢,7+w les coordonnées du méme point apreés les
déplacements. Le trongon n’ayant qu’une longueur primitive égale
a ds', la coordonnée x’ sera infiniment petite; de plus, les déplace-
ments ¢, w sont trés-petits par rapport a Jy's &, sans quoi les défor-
mations 2, g ne seraient pas trés-petites comme on le suppose. Enfin,
pour x'=y'=z=o0, on aura : 1° W'=¢=w =0, puisque le

4

. . .. . . - dv’ ' .
méme point matériel sert tovjours d’origine; 2° - =~ =0, puisque

Paxe des x' est tangent i I'axe de la tige, ou que les déplacements o', w'
sont nuls suivant cet axe sur une longueur infiniment petite ;

do’ . .
30 7= o, ‘car le plan des x'y’ ne cesse pas de contenir, sur une lon-

gueur infiniment petite, la ligne matérielle qui coincidait d’abord avec
- Taxe des y'. Il résulte donc du choix qu'on a fait des axes des x', 7',
7, les relations

dv' do'  do'

(bo) W =v=w'=0 et I oy =g = O bowr xr=y'=z=o0.
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Si I'axe de la tige, c’est-a-dire le lien géométrique, antérienrement
aux déplacements, des centres de gravité des sections normales (en
supposant aux divers points de celles-ci des densités superficielles
égales aux coefficients d’élasticité E en ces points), n'est pas occupé
par la matiére de la tige, mais se trouve situé, soit dans une canne-~
lure formée par son contour extérieur, soit dans une cavité intérieure
quand elle est tubulaire, on peut néanmoins se représenter cette can-
nelure ou cette cavité comme occupée par une matiére d’une densité
et d’une résistance infiniment petites, dont les divers points subiraient
des déplacements transversaux v, w donnés par les mémes formules (25)
que ceux des points effectifs de la tige, et des déplacements longitu-
dinaux #, continus, du méme ordre de gran.ieur que ceux de la tige,
et astreints senlement a étre égaux, sur la surface de la cannelure ou
de la cavité, aux déplacements u effectifs, et & varier avec x de ma-
niére que la dilatation 3, y soit régie, comme dans la tige, par Ia for-
mule (18). Ce cas sera ainsi ramené 4 celui d’une tige dont I'axe est
situé dans I'espace occupé par sa matiére, et on pourra lui appliquer
les considérations précédentes : par exemple, la suite des points ma-
tériels fictifs qui coincidait primitivement avec I'axe géométrique de
la tige pourra étre regardée, aprés les déplacements, comme son axe
matériel.

Nous chercherons d’abord le moyen de calculer «, ¢, pour
tous les points du trongon considéré, afin de construire en particulier
la section normale qui coincidait primitivement avec le plan des z’ b
et I'élément de I'axe de la tige (dont nous appellerons O, O, les
extrémités ) qui mesurait la longueur ds’ du trongon; puis nous ver-
rons comment on pourrait fixer, en partant de la seconde exiré-
mité Q' de cet élement prise pour origine, les nouveaux axes des
x', y', 7 relatifs au trongon suivant, de maniére a rattacher chaque
trongon au précédent, et 4 déterminer ainsi la forme compléte de
la tige, quelque grandes que sqient les déformations totales qu’elle
a subies.

Il est évident que les axes des x, ¥', 2’ spéciaux aux divers troncons
étaient, antérieurement aux déplacements observés, sensiblement pa-
ralleles aux axes des x, ¥, z considérés aux paragraphes précédents. I
sera donc permis, pour la petite portion de la tige dont les déplace-
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ments x, v, W par rapport aux axes des x, 7, z sont trés-petits, et
suivent par suite les lois établies dans ces paragraphes, de remplacer,
dans les formules qui expriment ces lois, 32y dy dzy Gyev Bzxr Baps
R0 T
d7’' @y’ a7 dd " dy  d  dd dy'  dd
Nous supposerons que la section normale dont la distance primi-
tive 4 I'origine de la tige est &' soit justement celle dont nous avons
appelé au paragraphe précédent x, la distance primitive a I'origine
des coordonnées x, ¥, z. En comparant le systeme des x', ', 7 &
celui des x, 7, 3, il est clair qu'on aura, pour tous les points du
troncon, X' = X — Xo, ¥'=10) z' == 3, et que w', ¢/, W ne pourront
différer de u, v, w, si_ce n’est dans les termes qui correspondent 4 un
petit mouvement d’ensemble des axes des x, y, z par rapport au
troncon. Les valeurs de ¢/, v/ seront donc fournies par les for-
mules (25) dans lesquelles il faudra remplacer x par x, + X', ¥
par y’, z par Z, et ot les fonctions ®, ®, se détermineront en expri-

d’ o'
mant que ¢/ =@'=0 et —— = =0 pour a’ = y'=2 = o. Sauf er-

reur infiniment petite de 'ordre de 2, on aura, par suite,

‘ o= — e + 1[0 bz 4+ (0, + n'h)2?]
(5[) —ﬂ(cla]"—l-‘ﬂb)"zl—l—%%‘}"z).
) W=y + $[n' g’ + (0 + ") "]
— 0 (hZ + Wy JE + FBT?).
Les valeurs de &, w, ¥, pour X' trés-petit sont, d’aprés (33) [en

négligeant, comme il a été dit aprés les formules (41), f pzXdo,
j;pdec],'
I Ny o
=a(%—x"/:dea), -
(52) = o (M + 2'F),

I
'lﬂ). == ﬁ;(—m|+ x7§|); .



PURES ET APPLIQUEES. 169

on les portera dans (51) et dans I'expression ded,,
(b2 bis) dp = do + W2+ b, Y.

Le coefficient e, qui entre encore dans les expressions de ¢/, w', se
calcule aisément : sa dérivée par rapport a x a été désignée, aux pa-
ragraphes précédents, par K, et déterminée, sur la section xx = x,, en
méme temps que T,, T,. Sauf erreur de I'ordre x?, e est donc égal
4 K&/, augmenté de sa valeur pour x'= o; or celle-ci, devant étre

. \ dw'
telle que, pour &' =y’ = z'= o, on ait, d’aprés (50), § = 0, n’est

14
i o
autre que celle de — £9"A pour x’'= o, et vaut — iza - On a donc

nl/gr:’
2le

(53) e =— + Kx'.

Les formules (51), avec les valeurs (52) et (53) de &, #, w,, ¢,
fourniront ¢ et ’, non-seulement pour x’'= o, c¢’est-a-dire sur la pre-
miére base du troncon, mais encore, sauf erreur de ordre x2, dans
tout Pintérieur du trongon. On pourra donc en déduire les valeurs
v’

de Z° 77 pour &' = o. Ces valeurs, portées dans les identités
. du’ d’ du’ . dw'
(53 bls) F:gxr—d-.—-t,, Zi_gzx—_jl;;,

permettront ensuite, en intégrant celles-ci aprés les avoir respective-
ment waultipliées par dy’, dz' et ajoutées, de déterminer &’ sur toute
I'étendue de la premiére base du troncon, puisqu’on y suppose con-
nues T,, T,, et, par suite, g,y 8-~ La constante introduite par l'inté-
gration se déterminera en exprimant que ' = o pour y'=z'=o. Si
méme T, T, ont été déterminés, non pas au moyen des équations de
(43) & (47), qui les fournissent directement, mais par les équations
(28), (29) et la derniére (33), qui ne les donnent qu’en calculant
préalablement z, aucune nouvelle intégration ne sera nécessaire; car
il suffira, pour rendre % égal  »', de déterminer les constantes intro-
duites par intégration de maniére & vérifier les relations (50). En

) - . du’ . - .
remplacant enfin, dans (52 bis), 3 par ——» multipliant par dx’ et in-

Tome XVI (2¢ séris), — Ju 1871. 22
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tégrant a partir de x' == o, le déplacement #’ sera connu dans tout le
troncon avec une erreur de l'ordre de x seulement. Les déplace-
ments ¢/, &’ sont du second degré en ¥’ et z';.u' est d’un degré quel-
conque, ou méme transcendant, par rapport aux mémes variables.

Les valeurs de #/, ¢', w’ pour &’ = o permettront d’obtenir les coor-
données u’, '+ ¢, # +w' de tout point de la premiére base du tron-
c¢on, c’est-a-dire de la surface en laquelle s’est transformée la section
normale qui coupait primitivement latige 4 la distance s deson origine.
Comme ¢’ et w' sont trés-petits par rapport a y’, z', son ordonnée «/,
paralléle aux ', qui correspond aux coordonnées y’'+ ¢, 2’ 4 W'
suivant les y’ et les 2', ne différe que d’une quantité négligeable de
celle qui correspond aux coordonnées 5, =, de telle sorte que I’équa-
tion de cette surface sera connue dés qu'on aura, pour x'= o, P'ex-
pression de z’ en fonction de 5, z'.

Quant 4 'élément 0’0}, primitivement égal 4 ds’, de I'axe de la
tige, onle construira en portant dansle sens des «’ positifs, & partir de

Porigine O', une droite égale a (1 3,) ds’, c’est-a-dire & (l + {%) ds'.

Il ne restera plus ensuite qu’a fixer les directions &4 donner aux
axes des X', y’, 2’ relatifs au troncon suivant, afin de pouvoir : 1° rat-
tacher ce nouvean troncon i celui qui le précéde; 2° calculer les mo-
ments M, I, 9N,, et les composantes X, 9%, ¢,, §, par rapport a ces
nouveaux axes, des forces extérieures exercées sur ce troncon et sur
tous cenx qui le suivent, forces dont les points d’applications et de
directions absolues dans I’espace seront généralement donnés, en
méme temps que leur intensité; 3° et, par suite, obtenir les nouvelles
positions des points de ce tron¢on en répétant sur lui Pétude faite sur
le précédent. Pour cela, j'observe d’abord que Vorigine O, du nou-
veau systéme des &', y', 2’ est sitaée, comme il vient d’étre dit, sur

? r » 1 - ;m
l'axe des x' du trongon précédent et i la distance (I -+ 5) ds' de

I’origine relative 4 ce trongon.

1l suffit donc, pour construire ces nouveaux axes, de connaitre -
leurs directions, c’est-3-dire les cosinus des angles qu’ils font avec ceux
du troncon précédent. Les valeurs qu’ont ces cosinus antérieure-
rement aux déplacements doivent étre données, et elles le seront, si
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I'on connait le rayon de courbure primitif R, de 'axe de la tige au
point O, 'angle &,, variable de o & 2=, que faisait ce rayon avec la
partie positive de I’axe des y’ mené par ce point, et Pangle K, ds’ que
faisait avec cet axe la projection, sur le plan des 'z, de I'axe prin-
cipal d’inertie correspondant de la nouvelle section normale menée
par O),. D’aprés des formules connues de géométrie, concernant les
directions des rayons de courbure, les cosinus des angles du nouvel
axe des &' mené par 0',, avec ceux des x', 3', 2’ du précédent troncon,

auront pour valeurs antérieures aux déplacements, en négligeant les
cosd,

quantités de I'ordre de ds?, 1, s’y %3—" ds’; le nouvel axe des y’,
perpendiculaire 4 celui des &/, et faisant avec I'aze des 2’ du précé-
dent trongon 'angle g — K, ds’, aura de méme sa direction antérieure
aux déplacements déterminée, par rapport aux axes du précédent
troncon, par les cosinus — &sa"ds', 1, K,ds'; enfin les cosinus pa-

0
reils relatifs au nouvel axe des 2/, qui est normal aux deux autres,

vaudront

sind
—=2ds, — K,ds', 1.
R,

Cherchons actuellement les valeurs qu’auront ces cosinus aprés les
déplacements. Soient dx’, dy’, dz’ les projections primitives, sur les
axes des x’, ', 2’ dont I'origine est en O, d’un élément matériel rec-
tiligne mené & partir de O,. Apres les déplacements, les projections
pareilles de cet élément vandront

([+§‘l—j)d' 2 dy' 4+ 22 4z,
"de+(1+ )dy+ dz,

d (/x +~—d)’ (1—!—- )a",

et les cosinus des angles de sa direction avec les axes seront propor-

tionnels a ces expressions, dans lesquelles dx’, dy’, dz’' pourront étre
22,,
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remplacés par les valeurs primitives de ces cosinus, et les dérivées
dar dw

dw'
praleale qui sont nulles, d’apreés (50), au point O, par les va-

d*w d*o
leurs approcheeb qu’elles ont en O, savoir = ,zd s ol ds’ T —— ds’.

.. . d d N
On trouve ainsi, en substituant 1, (Eﬂds', %ds’ a dx', dy’, dz’ et

négligeant les produits des dérivées de ¢/, v/ par la courbure — -sup-

R,
posée assez petite, que le nouvel axe des ', c'est-d-dire T'élément
de 'axe de la tige qui part de O',, fait avec les &/, y', 2 du précé-
cosd, 4 ds’

R, + dx'? ?
58,

dent trongon des angles ayant pour cosinus 1, <

ds', 1, Kods’

sin&o — ) N
( R, d.z"*) ds'. Si Pon substitue au contraire —

A dx', dy', dz', on trouve que les cosinus pareils, pour l’element rec-
'3

- CNrE o < el ; du
tiligne qui coincidait primitivement avec le nouvel axe des y”, sont ek

, (Ko + d “ \ ds'. Donc le nouvel axe des z, perpendiculaire i
dz’ dy perp

cette du'ectlon et au nouvel axe de &', aura les cosinus de ses angles
y

’ 2 » N Sinso d [ ’
avec les &/, ', 2’ du précédent trongon, égaux a — ( v > ds’,

— ( o+ T J,) ds', 1. Enfin, les cosinus pareils, pour le nouvel axe
des 7/ . 1 d c0sd, dre’ ds’
es 7', qui est norma aux eux autres, seront — =R, -+ 0 sy

e’ CLS" dx’  d*o
e Dans toutes ces expressmns, ~on’ = peuvent

Ko+ g7

dgey  dd: dgx A
a7 dy dr  dd
grbl dgzz
I
(52) et (53) donneront aussi, pour &' =y '=2z'= o,

o/
T =K — E;prdo,

étre remplacés identiquement par ou bien,

d’aprés (5a bis) et (52), par “ilii{ + — il;’; les relations (51),

en supposant, pour abréger, n” et & constants.
Les cosinus des angles que font, avec les axes des &', ', 2’ menés
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ar O, les nouveaux axes pareils menés par O, sont donc
b] i

€059, M, dg., sind, 516 dg,,) ,
I’(R.+Cl’+ )ds’ (R,’"&I’*‘a as',
pour le nouvel axe des o'}
cosd, . Iy  dgy . f

(54) _(T.+CI’+ ds'y 1, (Ko—i—K pXdo)ds,

pour le nouvel axe des »';
* fsiné, N dg. , n” .

—(T—ﬁ'*"&?)ds’ —{K, +K Yo cha’c ds', 1,
pour celui des 2,

formules dans lesquelles des dérivées dg:{ zg‘,-’ sont prises pour

x'=y' =z=o0.
Ces formules, ainsi que les expressions (51) de ¢/, W, peuvent étre
simplifiées en observant que les dimensions des sections ¢ sont trés—
gu
petites. De la il résulte d’abord qu’on peut négliger les termes — dz

En effet, d’aprés les relations (9), 8.2y 8+ €t, par suite, leurs derlvees
en x' sont généralement du méme ordre de grandeur que GT,, G'T,,

. r I
et aussi, en général, que ET” z T Or, a cause des deux derniéres

relations (32),qui, pour x’'= o, sont

-/;T,da=§, £T3d0'=§,,

T;, T, se composent : 1° d'un terme égal 4 leur valeur moyenne

-

§ g - . M — I,
-ou—; terme négligeable en comparaison de — ou de ——» car
- ¢ I Y

M, — oM, sont de I'ordre de ¢, §,, tandis que les moments d’inertie 1,
I’ de la section ¢, sont incomparablement plus petits que ¢; 2° d’un
autre terme variable d’un point 4 I'autre de la section et partout trés-
petitde I'ordre des dimensions de ¢, puisque, ayant sa valeur moyenne
nulle, ce terme change de signe et s’annule en certains points de la
section. Ainsi les cosinus des angles que font avec les axes des 2/, ¥, 2’
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d’un trongon les axes pareils du troncon suivant sont & fort peu prés

cos 4, JTL , sin g, 5[ ,
. (n, ){ (Ro“——-ﬁ)ds,

pour le nouvel axe des 2’
_ cosd, ﬂl'b,) 9 . n” ) ’
(55) | (Ro + 57 ds’y 1, . (Ko—l—K -2—&-;‘/;de¢7 ds’,
pour celui des 3’3
sind, I ; . n” /
’“(”ﬁ—ﬁ)ds’ —(Ko-i-K-—;—g;‘/;dea)ds, 1,

\ pour celui des 2.

Les valeurs moyennes, sur toute I'étendue d’une section, de GT,,

. . A U — M
G'T,, et, par suite, de g, Z.y, étant du méme ordre que 3_ ou ——>

. T - N — M,
sont, par suite, neghgeables, non-seulement devant O —gp mais

I
encore devant — Y51 7 ou —— =7 ]' , car I, T’ sont de Pordre de ¢ 2’2, gy 2.

Donc les valeurs moyennes de g.., 8., pourront étre supposées nulles
en comparaison des déformations 3, 3, 3z, gz qui sont au moins de
-

&r
ordre de grandeur supérieur a celui de leurs valeurs moyennes, ce qui
arrive dans le cas d’une tige fléchie, on peut supposer partout nuls ces
glissements, ou, ce qui revient au méme, admettre que les sections
primitivement perpendiculaires aux fibres longitudinales de la tige,
sont encore, aprés les déformations, normales & ces fibres.

La premiére ligne des relations (55) exprime une loi intéressante,
consistant en ce que l'inclinaison, sur chacur des deux axes princi-
paux d’une section normale, de la tangente menée a l'axe de la tige
en un point de cet axe distant de ds' de la section considerée, est égale

I'ordre de %_Ill_; z 7. Par suite, S 8zzr Bay n€ sont nulle part d’un

3
a sa valeur primitive - st 1’ o Sl; ——ds', augmentée du produit de ds’
0

par le rapport M o —EI—-- Si ’on appelle Rle rayon de courbure, en

Tr °
O, de I’aze de la tige aprés les déplacements, ¢ I'angle de ce rayon
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avec I'axe des ', des formules de géométrie qui ont été déja employées
pour obtenir la premiére ligne des relations (54) donneront

cpsé coé&, JIL,  sind __sind, M

R R, Y’ R T R, 1

\/ cos&a 3 sind, IIL\?
— —— —_— e —— .
) R, (93 §

Supposons, en particulier, que R, soit infini, et nous aurons le théo-
réme suivant, bien connu :

.

d’ou

Pour obtenir la courbure, en un point donné, de la fibre moyenne
d’une tige primitivement rectiligne, il faut construire les deux axes
’inertie principaux, relatifs au centre de gravité, de la section nor-
male menée par ce point, en supposant & cette section une densité
superficielle égale, en chacun de ses points, au coefficient d’élasticité
de la fibre qui y passe, prendre ensuite. les deusx moments totauzx, par
rapport & ces axes, de loutes les forces extérieures, y compris celles
d’inertie dans le cas du mouvement, qui agissent sur la partie de la tige
situce au dela de cette section, et extraire la racine carrée de la somme
des carrés des rapports de chacun de ces deux moments au moment
d’inertie correspondant de la section.

Il n’est plus permis de négliger g.., g,, dans le cas d’une tige sim-
plement tordue. Alors les moments 91, 91, sont nuls, ainsi qtie les
actions v, X et les déformations 2, 2,, 3, g,.; il ne subsiste que les
glissements g,., g, et les forces T,, T;, dont les valeurs moyennes sont
nulles, mais qui n’en produisent pas moins le phénoméne de la torsion.

La petitesse de ', 3’ permet encore de négliger, dans les for-
mules (51), les termes qui contiennent leurs carrés ou leurs produits,
ce qui, en substituant a &, Wb, ¥, leurs valeurs (b2), donne

o = [__ Kax' + ;%; (23‘(, - .x'prdo-)] z

(51 bis) — E’—';(:m — x'jchr[c) Y

= (Kx,n—z”—éi_/;PXdc)f’—g;‘(% — x'j:pX({f:) .
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Les formules (55), étant basées, comme (54), sur Uhypothése de
la petitesse des sections normales, sont peut-étre aussi exactes que
celles-ci plus compliquées, lorsque la tige considérée est imparfai~
tement cylindrique ou soumise dans son intérieur et vers ses extré--
mités i des actions appliquées d’une maniére quelconque. Toutefois
ces formules plus compliquées peuvent avoir aussi leur utilité; car
elles sont vraies, quelque grandes que soient les sections normales des
tiges, lorsque celles-ci sont bien cylindriques et que des actions exté-
rieures sont appliquées 2 leur intérieur ou sur leurs bases de maniere
3 vérifier exactement les hypothéses N, = Ny= T, = o. L'analyse du
paragraphe actuel et du précédent ne repose en effet que sur ces hypo-
théses, dont nous avons montré la vérité approximative, a une distance
- finie des extrémités des tiges, pour tout mode d’application des forces,
pourvu que les sections soient assez petites.

§ VII. — Théorie de M. Kirchoff.

M. Kirchoff, dans son Mémoire sur l’e’quilibfe et le mouvement d’une
tige élastique infiniment mince (Journal de Crelle, t. LVL, p. 285), a
exposé une autre théorie basée sur des considérations de pure ciné-
matique, et qui conduit aux résultats approchés du paragraphe pré-
cédent toutes les fois que la force X n’est pas trés-grande. Je vais
exposer cette théorie, qui ne me semble rigoureuse qu’a la condition
d’étre compliquée d’une hypothése dont la vérité ne me parait pas
certaine & priori, et qui, vérifiéé en général, revient alors a I'hypo-
thése, faite par M. de Saint-Venant, de la nullité des forces N,, N;, T,.

M. Kirchoff divise la tige, par des sections normales trés-voisines,
en trongons d'une longueur comparable anx dimensions de leurs
bases, et il rapporte chaque troncon, avant et aprés les déplacements,
aux mémes axes des X', 7, 2’ que j’ai adoptés, apreés lui, au paragraphe
précédent, mais en supposant mes trongons infiniment courts, alors
méme que les sections seraient seulement trés-petites. On peut sup-
poser que tout point O' de P'axe de la tige soit Porigine d’un systéme
d’axes des a, ¥, %, caractérisé par la distance primitive s"-de O' 4
Iorigine de la tige, et I'on peut appeler &', 5", 2’ les coordonnées pri-
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mitives, et &', ¢/, ' les déplacements, par rapport & un quelconque
de ces systémes d’axes, d’'une molécule M trés-voisine de leur ori-
gine O'. Les déplacements «', ¢, w' seront ainsi des fonctious continues
des quatre variables indépendantes x', ', 7, s'; car ils varieront, soit
lorsque, le systéme des axes coordonnés et par suite s’ ne changeant
pas, on fera seulement varier x', y’, 7', soit lorsque, x', y', 2’ restant
les mémes, on fera varier s’ en conSIderant divers points situés pareil-
lement par rapport 4 des axes différents.

M. Kirchoff cousidére une tige primitivement rectiligne et non torse
(¢est-a-~dire qu’il suppose R, = 0, K,= 0), cas auquel il rameéne
celui d’une tige courbe, et il demonrre quil existe certames relations

du' 4 dv'  dw'

d I
entre les dérivées partielles et et et —. Jétablirai

& a7’ ds T dx’ ds d.z’

plus simplement ces relations en exprimant que la molécule M occupe
la méme position dans l’espace soit qu'on la rapporte au systéme
d’axes dont P'origine O’ est & une distance s’ de I'origine de la tige, soit
quon la rapporte 4 un autre systéme ayant son origine O trés-voisine
de O', et & une distance de I'origine de la tige pmmxtwement égale &
s+ ds’ Par rapport i ce nouveau systéme d’axes, pour lequel s’ s'est
changé en ' + ds’', les coordonnées pnmmves de M sont évidemment
x' —a’s ¥y, % tandls qu’elles étaient ', y', 2 par rapport a celui
dont Iorigine est en O'. Par suite, les déplacements de M, qui étaient
u', o', w' pour celui-ci, seront

’ dw

u — ds+ ds, v’——d+ ds, w— ds—i— ds,

dans le second systéme, et les coordonnées de M, aprés les déforma-
tions étudiées, se trouveront devenues :

X+, y4+V, 2/ -+~ w'  par rapport au premier systéme;

A du' du'
x +u — (I—l—;i;', —:[;7) []S',

56 !
( ) ]l—!— (5; — -:j—:,) dS,, par rapport au second.
dw' daw’
Z’+VV’-— (—d_x_' - ;%) ds’

Tome XVI (2¢ série). — Joan 1851, 23
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Or, on sait qu'en appelant pdy, qds, «ds' trois certaines quantités
infiniment petites, les cosinus des angles que font les seconds axes,
dong I'origine est en O';, avec les premiers, dont 'origine est en O,
sont :

i, vds’y, —qds' pour le nouvel axe des =';
(85 bis) { —edy, 1, pds’  pour le nouvel axe des y';
qds’, —pds, I pour celui des z'.

De plus, d’aprés les formules ordinaires de transformation, la coor-
donnée, suivant un axe du premier systéme, d’un point quelconque
de Iespace, est égale i la coordonnée pareille de la seconde origine O,
augmentée des trois produits des coordonnées du méme point dans le
second systéme par les cosinus respectifs des angles que font les axes
de ce systéme avec I’axe considéré du premier. Si I'on appelle ), la
dilatation de 0’0, c’est-d-dire si 'on suppose, aprés les dép]acements,

00, = (142,)d¥,

les coordennées de O, seront (14 9,)ds", 0, 0, et Vapplication de la
régle précédente au peint M, dont les coordonnées dans les deux sys-
témes sont égales aux expressions (56), donnera les trois relations
cherchées ‘

du’ du’
2 =¥ 4 w) — ol o)+
av’ . , a'
(57) 3%= o2+ u’)——p(z,’—s—w)-i-Z:—,,
do’ do'

w= ) @)

Les coordonnées x'+ u/, Y 4, 5+ w peuvent étre réduites,
dans ces formules, a leurs parties constantes x', y', 7'y car, &', 7, %
étant en général de 'ordre de grandeur des dimensions d’un troncen
de la tige, et ce troncon étant rapporté a des axes qui le suivent dans
tous ses mouvements d’ensemble, #/, ¢/, w' ne pourraient devenir com-
parables & &', 5, 2’ que si les déformations », g cessaient d’étre trés-
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petites. Les relations (57) peuvent donc étre réduites &

du' , -, dd
o =dy-+1q% — oy +W’
. a' , , v
(57 bis) = = X' —ps + o5
dw - L
de? P‘) —qx + ds’ *
& do' do'

3 ’ v ANers
Observons que les fonctions ', ¢', w/, 7 A sont générale-

ment trés-petites par rapport & leurs dérivées premiéres en x', y', 2';
car, d’apreés (50), elles s’annulent a I'origine O', ou pour x’=y'=z'=o,
et ne peuvent étre, prés de cette origine, gue de I'ordre de leurs déri-
vées premiéres multipliées par les coordonnées x', 7', z'. Cela ayant
lien quel que soit s, les dérivées par rapport a s’ de u', ¢, W,
dv'  do' do’
a’ dz’ dy
tions elles-mémes, et seront peunt-étre comparables aux termes q2/,
— vy, vx',... [¥]. On n’a donc pas, & priori, le droit de négliger, dans

4 d 7 !

. . .. di . .
les formules (57 bis), les termes trés-petits 555 —5> —» a moins de

devront étre généralement du méme ordre que ces fonc-

négliger én méme temps les termes q2', — ¢y, va',..., qui paraissent
du méme ordre de grandeur, et, par suite, de renoncer a Pétude
de la flexion et de la torsion, représentées principalement par ces
termes. Or M. Kirchoff, se basant simplement sur la petitesse des
du' dv dw' . . . .
57 27 g Croit pouvoir les supprimer des formules (57 bis)
en gardant tous les autres; ce qui le conduit & une théorie simple de
la flexion et de la torsion des tiges infiniment minces.

termes

[*] Toutefois I'expérience montre que la torsion p et la flexion Vq*--¢* peuvent
atteindre des valeurs finies, dans les tiges trés-minces simplement fléchies ou tordues,
sans que les limites d’élasticité de ces tiges soient dépassées, c’est-a-dire sans que les
déformations, g, qui sont comparables aux dérivées premiéres de W, o, enz'yy 7,
cessent d’étre trés-petites. On peut donc, en s'appuyant sur ce fait, supposer, dans
Pétude de la Bexion et de la torsion simples, les d, g trés-petits en comparaison de p,
4, v, et négliger par suite (comme le fait M. Kirchoff sans en donner cette raison) les
dérivées premiéres en s’ de ', ¢/, o' devant les termes qz’,¢y".... Mais une théorie ne
doit pas s’appuver sur un fait dont elle peut se passer. 3

23..
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Voyons dans quels cas les formules obtenues au paragraphe précé-
dent sont d’accord avec les relations (57 bis) ainsi simplifiées. Les
relations (51 bis) donnent, pour x' = o,

dpl V4 ; ’
= (-——K— %;j:pX(lc> 7 -+ (Cia ﬁdeo')y ,
dw’ . nll o {! 7‘I d

E“( K—z—%[pxdc:')_}—l-\\a[p}( a)z’.

Pour 2' trés-petit de I'ordre de », 2, il faut ajouter anx seconds

membres de ces formules de petits accroissements, sensiblement égaux a

da¥ , do , . L
d—d—,x ) —‘-i?,—x . Oron trouve aisément, comme au paragraphe precedent,
d . dgzj 7 dd. _ dgay N, _ N, X
7t de  dy  dw T o¥  &r’
d*’ _ dg. dd. dg;. a I

—_— e o e T el e = TS —

da'? dzx de T dz &1 &1

. 1l résulte donc de 'analyse du paragraphe précédent, en écrivant
do'
dz

d’abord, d’aprés (52 bis) et (52), expression ded, ou
du’ 1 , 1 N, NG, ,
E:a(‘% —xﬁpxdc>+ﬁz -z )"
(58) {2 — (-——K— 2 prdc)z' + (;7 prdG)]"-l— T,
do' n” , 7 ,  Juv
d7=( _K—E£PXdc)f+<a£dec>z—'G_I'x’

Si 'on observe que, d’apres les expressions (55) et (55 bis) com-
parées (et puisqu’on suppose K,= 0, R, =),

” n a,
(55ter) ‘p:.—_K-—-—z%‘[;dea, 1= *= T

et que 3, est la valeur -g—i- de, pour ' =y'= 7 =0, ’identification

des formules (57 bis) et (58) donnera

dul— z &' _—'_nllzf +7)J‘" dw’_n'z’
(59) Gr=—15J X, ;;—Tf,PXd"’ ==z ) X
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de! dv' dw
ds’ ’ds'’ ds
port a qz', —y’,...; elles sont méme beaucoup plus grandes dans le
cas ou la tige est, par exemple, verticale et simplement soumise a4 son

propre poids, ou quand elle vibre longitudinalement. Mais, en général,

Ces valeurs de ne sont pas toujours trés-petites par rap-

Pintégrale {. pXds est au plus de 'ordre des moments I ou I, et,
v o -

. - 1Y s e .
a cause de la pelitesse des rapports -» = les dérivées en s’ de &/, v', w'
T

sont négligeables devant 9z, — ©y”,... : ’hypothése de M. Kirchoff est
donc alors réalisée.

Les dérivées g:-‘,—,, g—:,:, %:1,, caractérisent évidemment les variations que
subissent la forme et les dimensions de divers troncons primitivement
égaux, lorsqu’on passe de 'un de ces trongens aux suivants. L’hypo-
thése de M. Kirchoff, qui annule ces dérivées, revient donc a dire que
des troncons successifs, primitivement égaux, restent égaux aprés les
déplacements; ou que, du moins, les petites variations de forme ou
de grandeur observées lorsqu’on passe de I'un a I'autre peuveunt étre
négligées dans les formules fondamentales (57 bis), méme lorsqu’on
conserve les autres petits termes de ces formules.

§ VIII. — Décomposition de ’action totale exercée sur un trongon de
la tige en six actions élémentaires, qui produisent respectivement
une extension ou une contraction, deux flexions égales, deux
flexcions inégales et une torsion. :

Considérons un troncon assez court pour que sa forme soit toujours
a fort peu prés cylindrique, et pour que les quantités ¢, §,, M, f pXdo,
-

relatives i ses diverses sections normales, aient sensiblement les mémes
valeurs dans toute son étendue. Ce troncon pourra étre de longueur
finie si son axe était primitivement rectiligne, et si la force extérieure
appliquée a 'unité de masse est paralléle a I'axe de la tige et telle que

Pexpression f pXds soit indépendante de x; car alors les compo-
T

santes &, §, suivant les y et les z, ainsi que le moment M autour de
'axe des x, des actions exercées sur toule la partie de la tige qui est
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au dela d’'une section quelconque du trongon considéré, se réduiront
aux composantes et au moment pareils des forces appliquées aux points
de la tige qui sont situés au dela du trongon. Admettons que tous les
coefficients d’élasticité E, », v/, 4", G, G, H, H’ soient indépendants
de x. Nous rapporterons ce trongon 4 un systéme d’axes coordonnés
des x', 7', 2’ entierement pareils 4 ceux des deux paragrapbes précé-
dents; mais, afin de simplifier certaines formules, nous prendrons
Porigine au centre de gravité de la seconde base du troncon, de maniére
a avoir x' < o dans Pintérieur du troncon et 2’ = o {on x = x,) sur
cette base méme. Les relations (33) deviendront

Jb:cic (sta——a:’fchda),

. I + F/ — I+ F, 2’
(59 blS) "Ub.—'—'_ —CI——, by = ;;I' ’

M=/‘(‘)”T2 — 2'T;) do.

Nous supposerons successivement : 1°que les deux composantes ,,
¥, suivant les y et suivant les z, et les moments M, 91, I, par rapport
aux trois axes, des forces appliquées 4 la section x’ = o, soient égaux
a zéro, mais que les actions X, dans tout I'intérieur du trongon, et 3,
appliquéea la seconde base parallélement i Paxe des ', conservent leurs
valeurs données; 2° que chacune des quantités aiL, o, &, §,, M ait
sa valeur donnée, toutes les autres étant nulles, ainsi que 5t et X.
Nous obtiendrons ainsi six états élémentaires du trongon, i chacun
desquels correspondront, pour les six déformations J, g, et pour les
déplacements ', ¢, w', certaines valeurs dont les sommes respectives
donneront les vraies valeurs de ces déformations et de ces déplacements:

1° Si, d’abord, la force exercée sur la seconde base du trongon se
réduit 4 la traction normale 9t, il résultera, des relations (18), (22)

et (59 bis),
b,=é(%—x’prda>, d=—N =—1n",, 8z =1%"p.
-3 .

Les formules (28), (ég), (59 bis) donneront de plus

T,=o0, T,=o0, doi 82z =0; gGay=0.
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Les glissements g, g, étant vuls, les fibres longitudinales restent
perpendiculaires aux sections primitivement planes qui leur étaient
normales avant les déplacements. I suit de la qu’il n’y a pas de tor-
sion de ces fibres, c’est-a-dire que celles qui entourent 'une d’entre
elles ne se sont pas inclinées, toutes en hélices de méme sens, autour
de cette fibre moyenne; en effet, si nous construisons, dans une sec-
tion normale quelconque, les deux lignes de courbure qui partent du
pied de la fibre moyenne considérée, celle-ci sera restée dans un méme
plan avec chacune de ses deux voisines prises sur ces deux lignes de
courbure. De plus, les longueurs des fibres ayant conservé entre elles
les mémes rapports, puisque les dilatations 3, ne dépendent pas de 5, 7,
deux sections normales, infiniment voisines, sont inclinées I'une sur
Pautre de la méme maniére qu’avant les déplacements, et il n’y a pas
de flexion.

Les forces X, ot ne produisent donc ni tersion, ni flexion, mais
simplement des dilatations ou des contractions longitudinales accom-
pagnées de contractions ou de dilatations latérales, et aussi, lorsque
n” n’est pas nul ou que la contexture du milieu n’a pas d’autres plaus
de symétrie que les sections normales, de glissements transversaux g, .

2° et 3° Supposons actuellement que X, o5, #, §,, M soient égaux
a zéro, et qu’'un des deux mements 9L, I, subsiste seul, o, ce qui
revient au méme, que la seconde base du trongon ne soit soumise
qu’ad des forces équivalentes a4 un couple ayant son axe paralléle 2
celui des 7' ou 4 celui des 2. Faisons, par exemple, 91, = o. Les for-
mules (28), (29) et (59 bis) donneront T, = o, T, = o. 1l en résulte,
comme précédemment, g, = 0, g,, = 0, c'est-d-dire que les fibres
dgngitudinales seront restées perpendiculaires aux sections normales,
et qu’il n’y aura pas de torsion. D’ailleurs, comme on aura

I
(60) Oy = I z = =Ny, = — ﬂ'ax, &z = 1"z,

les dilatations d et le glissement g, seront nuls pour 2’ = o, c’est-a-dire
sur la fibre centrale, et trés-petits de ’ordre de 2’ sur les autres fibres;
d’oti il suit que la tige ne sera soumise, en somme, i aucune dilata-
tion, ni 4 aucun glissement bien sensibles.

Les sections normales seront planes aprés les déplacements comme
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avant. En effet, les fibres longitudinales, restées normales a chacune
de ces sections, font avec les axes des angles dont on trouverait fa-
cilemerit, en opérant comme on I'a fait pour établir la premiére
ligne des expressions (54), que les cosinus valent respectivement 1,
! ' 3
R A
I'étendue d’une méme section normale, c’est-a-dire que leurs dérivées

x'. Or ces cosinus sont constants sur toute

dd d*w' dd;
en 7', 2’ sont nulles : on-a d’abord —— ’d_;’ =y =0 G = g = 0
S T . . '
d’apres (60); et, quant aux deux autres dérivées 2 » elles

dr d7 ’ d<' dy'
sont nulles aussi, car elles sont égales entre elles, puisque les deux
relations g, = o, g.. = o, différentiées respectivement en 2’ et y’,

ary ' o
donnent ———7 = — Zy,—:zp ZE"dv_y’ % ,l;,, et, d’autre part, leur
r:

' somme; exprimée par est nulle d’aprés (60).

da’’

Les fibres, restées ainsi paralléles les unes aux autres, se sont dila-
tées d’aprés (60), de maniére que, de deux sections normales infini-
ment voisines, la seconde ait tourné, par rapport a la premiére, au-
tour de son mtersectxou par le plan des x'y’, d’un angle egal au

produit de 7 par la distance primitive des deux sections.

Aiusi, le couple 9 ne produit sur le trongon aucune torsion, ni
aucune dilatation ou contraction bien sensibles, mais une flexion par-
tout égale, paralléle au plan du couple, et dans laquelle les sections
primitivement normales aux fibres restent planes et normales a ces
fibres.

Considérons spécialement les cas ou la tige était primitivement rec-
.ye . do’  do' . .
tiligne, et calcqlons les cosinus 1, ——» — des angles que fait alors
avec les axes un élément d’une fibre longitudinale, Si I'on différentie,

par rapport a x’, les relations g,,= 0, g;, =0, il vient

do’ 4, . dra’ dd; /(@
e T e el TR Oy g I — o

dz’? dy CL

Multiplions par dx’ et intégrons & partir de-a' =0, en observant que,
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sur toute I'étendue de la section &' = o, qui est restée plane, on a
a' aw'

7 =0 o =o0;l viendra
d o’ MW,
&= @ T Tar

Désignons par «, 3, 7 les angles que fait avec les axes un élément d’une
fibre longitudinale, et leurs cosinus auront pour expressions

(60 bis) cosa =1, cosf=o, cosy:——i.}ix'.

1l est clair que, si 'on avait 9L = 0, M, = une quantité donnée,
on obtiendrait encore une flexion partout égale, mais paralléle au plan
des 2’ . L'ensemble des déformations dues a 91 et a o, s’obtiendra
en ajoutant les expressions des déplacements &', ¢', ', diis 4 91U et de
ceux qui sont dis 4 9I1,. Les glissements totaux g, g, seront donc

! 4

encore nuls, et les cosinus 4 dw seront encore indépendants de 3
? dx” d:z:’ p ] ?

7, c’est-a-dire que les sections normales seront encore, aprés les dé-
formations, planes et perpendiculaires aux fibres. Les angles «, 3, v,
que feront avec les axesles éléments de ces fibres, auront pour cosinus,

dans le cas d’une tige primitivement rectiligne,

m, , wn
cosa =1, cos,B—_--C—Fx, cosy = — w7 &'

Le plan auquel restent paralléles les fibres fléchies fait, avec celui
des ' ', un angle dont la tangente est

cosy IV
cosp ~ I I

Ce plan ne coincide avec celui du couple résultant des deux couples
M, My que lorsque les deux moments d’inertie principaux I, I’ de la

section sont égaux.
I’angle de deux tangentes infiniment voisines, menées 4 une méme

fibre, sera

v{dcosB)? + (dcosy),

Tome XVI (2° série). — Junx 1871,

24
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ou bien

o' fM I

& 12 I
La courbure de la fibre centrale, dont la dilatation ,, est nulle, sera le
quotient de cet angle par la longueur dx’ de Parc; cette courbure
est constante, c’est-i-dire que la tige se courbe en arc de cercle.

4° et 5° Supposons actuellement que X, 5%, 9L, oMy, M étant ouls,

I'une des deux constantes § ou &, ait seule sa valeur donnée, et que
Pautre soit égale & zéro. Cela revient i supposer que la seconde base du
trongon supporte seulement des forces dout la résultante passe par son
centre de gravité et est paralléle 2 P'un de ses deux axes principaux
d’inertie, celui des 2’ si §, = o, et celui des y' si § = o. Faisons, par
exemple, ¢, = o. Il résultera des relations (18), (22), (59 bis)

4 ,
2 =g XE, f=— My %= — 0% Gr=1"%

Nous avons vu d’ailleurs, apres les formules (55), que les glisse-
ments g, g, Sont assez petits pour pouvoir étre négligés. Les fibres
longitudinales restent donc sensiblement normales aux sections, et,
par suite, il n’y a pas de torsion sensible. Les fibres sont encore, 4 fort
peu prés, parali¢les les unes aux autres; car on reconnait, comme pré-

cédemment [voir aprés les formules (60)], que les dérivées en y’, 2’

dv' cosd, dw’ sin 8.,

!
des cosinus —— TR R

les axes des »' et des 2z’ sont, non pasnulles, mais de I'ordre de 5/, 2/, et,
par conséquent, négligeables. On peut donc admettre que les sections
restent, & fort peu prés, planes, mais que, de deux infiniment voi-
sines et primitivement distantes de dx’, la seconde tourne, par rapport
a la premiére, autour de son intersection par le plan des a’y’, d’un

x' des angles qu’elles font avec

angle égal a %—a;’dx’, et par conséquent proportionnel 4 x’.

La force & a donc pour effet de produire une flexion inégale, pa-
ralléle au plan de z'x’.
Considérons spécialement le cas ou Ia tige était primitivement recti-

dv'
ligne, et calculons les cosinus —, 7’ d — des angles 8, 7 que fait alors
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avec les axes des ' et des 3’ un élément de la fibre moyenne. On a

a— - -

Or, soit 4 cause de la petitesse de g,,, g,,, Soit, méme en tenant

d Y
compte de ces glissements, parce que, 4t ou & étant indépendantdex’,

dxl
8:zy 8z, le sont aussi d’aprés (28) et (29), on pent neghger g,,’ %’
et il vient
a2’ _ do’ _ $x
=% I T T T

Multiplions par dz' et intégrons a partir de ' = o, en observant
de' dw'
que I'on a, pour x'=o et sur la fibre moyenne, -~ =0, -5 = o;
nous trouverons, pour les angles a, 3, y d’'un élément de cette fibre
avec les axes,

¢
cosg=1, cosf3=o0, COSy=——=X*

Si 'on veut déterminer les trés-petites courbures prises par les sec-
tions normales, il faut calculer g, g, ou bien T,, T,. Bornons-nous
au cas ol la tige est homogéne et non tubulaire; les formules (43),
(44), (45), (46) donneront pour cela

d
(61) T2=“—"—‘2_Izzy Ts=d*:§

d? / n 4y

dr’
+ E—I'[2'I)_}" —(n"+HE)z]=o,
(62) { dq)-i— —5—52 dy = o lelong du contour,

¥
o= f( —l—z—g-i-—ﬁz.’_y)dc,

auxquelles on peut joindre celle-ci, p = 0 en un point de la section, par
exemple pour y=z—=o.
24..
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La constante K est nulle au moins dans deux cas: 1° lorsque la section
a un centre de figure; 2° lorsqu’elle a I’axe des z pour axe de symétrie,
et que la contexture du milieu est en méme temps symétrique par rap-
port au plan des zx. En effet, dans le premier cas, les équations (62)
et celles du contour de la section ne changent nullement lorsqu’on
change y en — , z en — z, ¢ en — ¢, K en — K; d’ou il suit que, si
K est supposé connu et ¢ déterminé en fonction de y, 2, on satisfera
également aux conditions du probléme en prenant — K au lieu de K,
et, au lieu de ¢, pour chaque point (— y, — ) de la section, la va-
leur obtenue de g, au point (7, z), changée de signe. Comme le pro-
bléme n’a qu'une solution, il faut donc poser

K=—K=o0 et ¢(—y,—32)=—0¢(y3).

Dans le second cas, la constitution du milieu étant symétrique par
rapport au plan des zx, on doit avoir, dans les formules (g), n’= o,
H=H'=o0; avec ces réductions, les relations (62) ne changent pas, non
plus que I'équation du contour, lorsqu’on change seulement y en — 7,
9 en — ¢, K en —K; d’on il résulte, comme précédemment, que le
changement de yen — y change ¢ en — ¢, et que K = o. Dans les
deux cas, la derniére relation (62) est identiquement vérifiée; car, 2
chaque élément do en correspond un autre égal pour lequel y, zet g
ou seulement y et ¢ ont les mémes valeurs, mais de signes contraires,
que sur le premier, de maniére & annuler I'intégrale qui forme le se-
cond membre de cette relation. Sur chacun de ces deux éléments, les

14 b r d d
dérivées =%, =

2 % ot dans le premier cas, égales et de méme signe, tan-

. o dy .
dis que, dans le second cas, la premiére o est égale et de méme signe,

de , . . .
et la seconde, 7:, égale et de signe conlraire; par suite, la force T, y

est égale dans les deux cas, tandis que T; y est égale et de méme signe
dans le premier, égale et de signe contraire dans le second.

1l est clair que la force §, produirait une flexion inégale, paralléle
au plan des x'y’, et que, comme dans le cas précédent (2° et 3°), mais
d’une maniére seulement approchée, Pensemble des denx forces ¢, &,
produirait une flexion dans laquelle les fibres longitudinales, sensible-
ment paralléles les unes aux autres, resteraient a trés-pen prés per-
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pendiculaires aux sections normales. Les angles «, 8, y que feraient
avec les axes des x', 5, 2’ une tangente aux fibres seraient, dans le
cas d’une tige primitivement rectiligne,

22 j 2’2
COsSx =1, COS=— —= COSY= — _—=;

par suite on aurait, pour la tangente de I’angle fait avec le plan des x'y’
par celui de chaque fibre fléchie,

ce plan ne coincide avec celui suivant lequel la tige est sollicitée & flé-
chir, ¢’est-a-dire avec le plan qui contient la résultante des forces ¢, ¥,
que dans le cas o, I égalant I, toutes les droites menées dans le plan
d’une section par son centre de gravité sont des axes d’inertie princi-
paux de cette section.

6° Admettons enfin que X, 9%, 9, oMy, &, §, soient nuls, et que des
forces équivalentes 4 un coupie de moment M, perpendiculaires 'axe de
Ia tige, soient seules appliquées 4 la seconde base du trongon. Les for-
mules (59 bis) donneront # = 4= b, =0, et on aura partout N,= o,
d;=23,=9,= g,,= 0. Les fibres longitudinales conservent sensible-
ment leur forme primitive. En effet, cette forme dépend des variations,
le long des fibres elles-mémes, des cosinus 1, d”’, + = cosé‘., s % m;f"x'
des angles qu’elles font avec les axes, c’est-a-dire, 4 fort peu prés, des
dérivées en &’ de ces cosinus. Or ces dérivées identiquement égales, a

. cosd,  dg, sind, | dg. N -
cause de 3,=o0, a0, R + 2 T 2’ peuvent étre réduites

40 cosé‘.,, sind,

'R, R,
o'y w'. Car, si aucune force, paralléle aux 7’ ou aux 2, n’est appliquée
a lintérieur du trongon, le moment M ne dépend pas de &/, et T,, T;,
8:2+ 8zy) K, qui, d'une section a I'autre, varient seulement avec ce mo-

gz.r

et rendues ainsi indépendantes des déplacements u/,

ment M, n’en dépendent pas non plus; donc les deux dérivées

d
5, sont nulles. Dans le cas contraire, elles sont au plus du méme
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ordre de grandeur que 8.y gzz» c'est-a-dire de I'ordre des coordonnées
transversales y’, Z, et, par suite, trés-petites.

dx d*of

Ainsi, on peut supposer nulles les dérivées secondes ——» 2 et,

par suite, constantes, le long d’une méme fibre, les dérivées premiéres
do'  do' 1a fib ot d' __ da' i
—» 7 or on a, sur la fibre noyenne, ¢'=w'= 0, — = 77

» = 0; les déplacements ¢', ' seront done nuls sur toute cette fibre,
et les équations (51), (53) donneront

= o, pour

(63) v=—Kax'z, w=Kxy.

Enfin, «/, Ty, T, se détermineront par les relations (28), (29) et la
derniére (59 bis), devenues )

dt, | 4% _ .
dy’ dd — !

sur le contour, Tydz — Tydy’ =03
en un point quelconque d’ume ligne s, Pexpression Tydz’ — Tady’
prendra des deux cotés des valeurs égales;

(63 bis) { o f (T, — 2'Ty) dy'dz =M;

équations dans lesquelles on remplacera T;, T: par leurs expressions linéaires
en gy Gros €L Gory Bary d’aprés (63), par
du' du'

’
F—KZ’, ‘-I?—FK.J“.

3
!

.. . . . du
On y joindra, pour achever de déterminer &, la relation 55 == o et

aussi la condition &’ = o pour x' = y' =12 =o0.

Observons que ces équations et (63 ) auraient les mémes formes, avec
]a méme valeur numérique de I'angle K, si, Porigine des coordonnées
rectangiilaires étant transportée en un point matériel quelconque du
trongon, I’axe des x' y était constamment tangent a la fibre longitudi-
nale qui passe par ce point, etsile plan des x'y” était dirigé arbitraire-
ment, mais de maniére 2 se trouver, a P'origine des coordonnées, con-
stamment tangent 4 la surface matérielle avec laquelle il coincide avant
les déplacements. Supposons d’abord que, sans changer lorigine, on
donne aux axes des 7', 2’ une nouvelle direction, en les faisant simple-
ment tourner d’un angle z autour de celui des z'; d’aprés les formules
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ordinaires de transformation, x’ et &’ n’auront pas changé, mais les coor-
données y', 2’ et les déplacements ¢, %’ seront remplacés par d’autres y”,
z’, v, w" dirigés suivant les nouveaux axes et égaux respectivement 2
J'cosee+ 7'sina, Z'cosa— y'sina, ¢’ cos @+ w'sin «, W' cosa — ¢'sina,
et 'on aura bien identiquement, si les relations (63) sont vérifiées,
V' =—Kax'z", w’ = Kx'y". Si nous admettons actuellement que les
nouveaux axes subissent, pendant que s’effectuent les déplacements
de la tige, trois pelites rotations quelconques, de maniére 4 prendre
des directions un peun différentes, les déplacements ¢, w” recevront
respectivement les petites augmentations o’ — pz’, py” — qa’, cor-
respondant A trois petites rotations relatives P> 4, v de la tige autour des-
axes des x’, y”, z’. Enfin, si Porigine est transportée en un autre
Point quelconque et subit elle-méme, pendant que les déplacements
s’effectuent, une petite translation quelconque, x’, y”, z” seront aug-
mentés chacun d’une constante, et, en outre, ¢”, w" recevront de
petites augmentations arbitraires. Ainsi, en convenant d’effacer un
accent a ¢", w’, ¥", z’, les nouveaux déplacements ¢, w' seront ex-
primés par — K (' + const.)s’ — pz, K («'+ const.) 3’ + py’, ang-
mentés chacun d'une fonction linéaire et arbitraire de x'. Mais celte
fonction linéaire est nulle, puisqu’on a par hypothése ¢ = »'= o sur
toute la longuenr du nouvel axe des x’. De plus, le nouveau plan
des a2’y restant toujours, pour &’ = o, tangent 4 la surface matérielle

avec laquelle il coincidait avant les déplacements, on doit avoir ZTW: =o
pour x'=y'=z'=o0, c’est-a-dire K 3¢ const.+p=0 : il vient donc,
dans le nouveau systéme d’axes, ¢/= — Rx'z, 0" =Kx'y', et, par
suite, g, = ::7",’ —Kz, g,.= Z—:,, + Ky’. D'ailleurs, N, et X désignant
identiquement, en chaque point, les mémes forces que dans le systéme
primitif d’axes, on a toujours N, = 0, X = 0, et la premiére des
équations (2), jointe & la premiére des conditions (14), spéciales au
contour s, a la premiére des conditions spéciales aux courbes s,, et 2
la quatriéme des relations (59 bis) (laquelle est évidemment la méme
pour tous les systémes d’axes dans lesquels le plan des JY'# est pa-
ralléle aux sections, puisque le couple M qui sollicite la tige normale-

ment & son axe est toujours le méme), donnera, pour déterminer T,,
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Ts, @, le systéme (63 bis), dans lequel les coefficients d’élasticité
seront relatifs aux nouveaux axes.

La fibre moyenne y'= 7z’ = o ne subit aucune flexion, ni aucune
dilatation; mais chaque section tourne en bloc autour de cette fibre,
en méme temps que ses divers éléments superficiels sont soumis, per-
pendiculairement & leur plan, aux petits déplacements u'. En effet,
pour x' = o, ¢' et w sont nuls, c’est-3-dire que les divers points de la
section normale prise pour plan des y'z' n’exécutent, parallélement a
ce plan, aucun mouvement relatif les uns par rapport aux autres, et
ne peuvent que tourner d’'un commun mouvement de rotation autour
de la fibre moyenne. Il en est de méme de la section située a la
distance x' du plan des y'z’ : les déplacements ¢ = — Kx'd,
w'= Ka'y' sont précisément ceux qui se produisent quand cette
section tourne autour de la fibre moyenne, par rapport au plan
des 7'z’ et dans le sens des y’ positifs vers des 2/ positifs, d’un angle
égal & K.

A part les petits déplacements perpendiculaires aux plans des
sections, la tige subit donc une simple torsion, égale & K par unité de
longueur.

Le mouvement de rotation des sections autour de la fibre moyenne
est incomparablement plus considérable que le déplacement u/, pa-
ralléle a cette fibre, de leurs divers points. Car, la torsion étant K par
unité de longueur, ce mouvement est mesuré par des angles de l'ordre
de K et par des déplacements de 'ordre de K2’ ou Ky'. Or les dérivées
en 7’ et.7 de u' sont comparables 2 Kz’ ou 2 Ky'[*], et le déplace-
ment &/, pour sannuler sur la fibre moyenne, ne pourra qu'étre de
Yordre de K 22 ou K y'%, ¢’est-a-dire incomparablement plus petit.

Admettons que la tige soit symétrique de forme et de contexture
par rapport & son axe, de maniére que les équations des courbes s, s,
et les coefficients d'élasticité qui entrent dans les expressions de T, T,
restent les mémes lorsqu’on tranforme y', 2’ en — ¥', — 2. Les équa-
tions (63 bis) ne changeront pas, lorsque, #' conservant en chaque
point d’une section la méme valeur, on changera simplement la di-

[“] Cest-a-dire aux dérivées de ', ' par rapport aa,
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rection des axes, c’est-a-dire ', z en — y', — z'; eneffet,dy’, dz' y
changeront de signe en méme temps que les expressions de T, T,,
fonctions linéaires de g, g., on de g-ju—: —Kz, -;z—u,’ + Ky'. Comme les
équations des contours s, s, seront aussi les mémes, il en résulte que '
ala méme valeur au point (— y’, — z’) qu'au point (', 2'), et que les
forces T,, T, ont les mémes valeurs absolues, mais avec des signes
contraires, en deux points d’une section symétriquement placés par
rapport au centre de figure de cette section. Ces forces sont, par suite,
nulles a ce centre.

Si la tige est symétrique de forme ou de contexture par rapport &
un plan mené suivant son axe, celui des z'x’ par exemple, on aura
H=H =o0, T,;, T, ne dépendront respeclivement que de g,,,g,.,
c’est-a-dire de 271‘,' — Kz, Z—:,I- + Ky'; si 'on change y' en — 37,
«' en — o', la fonction T, restera la méme, T, changera de signe, %,
dT; - . , . A
7 en changeront aussi, I'expression T,dz' — T,dy’ restera la méme,
et les équations (63 bis) n’auront pas changé. Donc, #' aura des va-
leurs égales et contraires aux deux points (3, 2, (— ', #); en ces
deux points, T, aura des valeurs égales, T, des valeurs égales et con-
traires. Par suite, la force T,, dans chaque section, sera nulle sur
toute la ligne 5 = o, et I'on aura, sur la méme ligne, g, = o, c’est-
a-dire que les droites matérielles prises dans une section et primiti-
vement contenues dans le plan de symétrie restent perpendiculaires
aux fibres longitudinales de la tige. Lorsque celle-ci offre deux plans
de symétrie menés suivant son axe, comme, par exemple, si elle est
isotrope et A section triangulaire équilatérale, la fibre située & leur
intersection, c’est-a-dire I’axe de la tige, reste de méme perpendicu-
laire aux lignes matérielles de chaque section primitivement contenues
dans les deux plans de symétrie, et se trouve, aprés comme avant les
déplacements, normale aux sections : on a donc alors, toutle long de
I'axe de la tige, g;. = 0, g,, = o, et, par suite, T, = 0, T, = o.

Il doit y avoir, en général, un ou plusieurs points de chaque section
ot Ty, T, et par suite les glissements sy 82y SO0t A la fois nuls. En

effet, & cause des deux derniéres équations (32), réduites a /’Ts do=o,

25

Tome XVI {2 séric’. ~ Joerer 1871,
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f T,ds = o, il y une ou plusieurs lignes le long desquelles T, = o,

et d’autres le long desquelles T, = o : aux points d’intersection de
ces deux systémes de lignes, on aura donc T, = T, = o. Ces points
sont les mémes, quelle que soit la Valeur de I'angle K qui mesure la
torsion. En effet, les équations (63 bis) ne changent pas, si 'on y mul-
tiplie & la fois «/, K, M, et, par suite, g,;, 8., T2, T par un méme
nombre : ce qui indique que %/, K, g.», 8y T, Ty varient propor-
tionnellement 3 M.

§ IX. — Lois générales de la torsion. — Rapports du’ probléme
de la torsion avec celui de I’écoulement régulier d’un liquide dans
un tube rectiligne et de section constante, mouillé par ce liquide.

D’apreés ce que nous avons vu au paragraphe précédent, les lois ap-
prochées de I'extension, de la contraction et des flexions égales ou
inégales peuvent étre obtenues sans qu’on ait besoin d’intégrer, pour
chaque forme de section et pour chaque sorte de contexture de la tige,
aucun systéme d’équations aux dérivées partielles. Mais il n’en est pas
ainsi lorsqu’il s’agit de la torsion : les déformations?, g se réduisent
dans ce cas aux deux glissements g, g,,, négligeables dans tous les
autres, et qu’'on ne peut obtenir sans intégrer les équations (28)
et (29), alors réduites 4 (63 bis). Faute de pouvoir effectuer en général
cette intégration, cherchons s’il n’existerait pas, pour chaque forme
de section et chaque mode de contexture, une relation simple entre
Pangle K qui mesure la torsion et le couple M qui la produit. '

Nous venons déja d’observer que, pour une méme tige plus ou
moins tordue, K et M sont proportionnels. Considérons actuellement
deux tiges ayant leurs sections semblables et constituées de maniére
qu’en deux points homologues de ces sections, G, G', H, H' aient les
mémes valeurs. Soit  le rapport de similitude, c’est-a-dire le nombre
par lequel les coordonnées y', z d’un point de la premiére doivent
étre multipliées pour donner celles du point homologue de la se-
conde. Si les équations (63 bis) sont supposées se rapporter & la pre-
miére, et qu’on veuille les changer en celles qui régissent la seconde
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en admettant que P’angle K soit le méme dans les deux, il suffira d’y
supposer partout j)’, z', dy’, dz’ multipliés par a, et &', M remplacés
par le déplacement longitudinal et le moment de torsion relatifs a la
seconde tige. Or, siI'on a soin de multiplier, dans ces équations, non-
seulement y’, z', dy’, dz’ par a, mais aussi z’ par a® et M par a*, cha-
cune de ces relations sera encore vérifiée; car on aura multiplié ses
deux membres par une méme puissance de a : donc, pour une méme
valeur de P'angle K, qui mesure la torsion, le déplacement longitu-
dinal #' et le moment M relatifs 4 la seconde tige sont respectivement
proportionnels au carré et 4 la quatriéme puissance des dimensions ho-
mologues, ou bien & Paire d’une section normale et 4 son carré.

D’apreés cela, si nons appelons 7 la valeur du moment de torsion
pour une tige dont la seclion vaut 1, et qui est tordue par unité de
longueur d’un angle égal & I'unité, le moment M d’une tige de méme
forme, et constituée de la méme maniére aux points homologues, mais
ayant une section quelconque o, et tordue par unité de longueur d’un
angle K, sera donné par la formule

(64) M = 1¢%K.

Ainsi, le moment de torsion est proportionnel 4 I’angle qui mesure
la torsion par unité de longueur, au carré de la section de Ia tige, et
4 un coefficient qui dépend de la forme de la section et de la consti-
tution élastique de la tige.

Ces lois sont pareilles & celles qui régissent I'écoulement permanent
et bien régulier d’un liquide dans un-tube mouillé par ce liquide (voir
le § IV d’'un Mémoire sur I'influence des frottements dans les mouve-
ments réguliers des fluides, au Journal de Mathématiques pures et
appliquées, 2° série, t. XIII, 1868). Cela provient de ce que les deux
problémes sont analytiquement trés-semblables et conduisent méme
a des équations différentielles toutes pareilles, lorsque la tige dont on
étudie la torsion est homogéne et non tubulaire.

Etudions ce cas particulier d’une tige homogéne et pleine par la mé-
thode indiquée dans la seconde partie du § V. Nous avons vu 2 la fin
du paragraphe précédent, que les équations (63 bis) sont applicables
quelle que soit la fibre longitudinale choisie pour axe des x’, ou bien

a5..
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pour axe des x (en convenant d’effacer les accents de &', y', 2'), et
quelle que soit la direction de I’axe des y. Nous supposerons que ceite
direction soit celle pourlaquelle Ia somme des deux coefficients H + H’
est nulle, direction dont P'existence a été établie dans la Note du § II.
La premiére équation (63 bis) revient & dire qu’en appelant ¢ une
certaine fonction de y et de z, on a

dy
(65) T2=—— ;{3—:, T3=_(£-

La condition spéciale au contour s, T;dz — T.dy = o, devient
ainsi - dz + = il dy = o. Comme on peut ajouter 4 ¢ une constante

quelconque, de maniére 4 avoir ¢ = o en un point du contour, cette

condition revient 4 poser ¢ = o sur toute la ligne s.
y izz _ ilg,_, _ d3o dw .1 B
Drailleurs, 'identité o A + = Z =% s Pon y sub-
stitue & v, vk leurs valeurs (63), — Kxz, Kxy, et & g, g:, leurs

expressions tirées de (9) et de (65), devient I'équation indéfinie

Gj;—l—(}' (H+H’)————I—-2K_o,

ou bien, en observant que H + H'= o, et divisant par G,

i’_g G' d?g 2K
te = T E

=0,

(66)

4 laquelle on joindra la condition

@ =0 sur le contour extérieur.

L’expression (63 bis) de M, devenue — f (]' d_y+ z )da-, peut
étre transformée au moyen de l'intégration par parties appliquée
comme nous avons fait souvent, en — f o(yds— zdy) + 2 f o do.

$ -4

Comme la fonction ¢ est nulle sur tout le contour, il vient simplement

(67) M=2‘/;tpda'..
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Cela posé, pour comparer le probléme de la torsion a celui de
I'écoulement d’un liquide dans un tube, faisons

G
z\/a:: Zyy

et I'équation indéfinie (66) deviendra

7. d? d? 2K
(66 bis) zy%+d—z%’+—G—=o.

2K
3
donne la vitesse permanente, supposée représentée par ¢, en tout

point, ayant pour coordonnées ¥, z,, de la section d’un tube cylin-
drique dont les génératrices sont paralléles & axe des x. De plus,
si F(y, z)= o est 'équation de la section du contour de la tige, la
condition au contour

¢ =0 pour F(y,2)==0 ou pour F()f,z,\/%:)=o,

Comme —— est une constante, cette équation est pareille 4 celle qui

est la méme que la condition relative au contour de la section du
méme tube, pourvu que le liquide mouille partout le tube, et que ce
contour ait pour équation

(68) F(\y, z, \/%):o.

Done la fonction ¢, 4 laquelle nous a conduit la théorie de la tor-
sion, exprimerait aussi la vitesse des divers filets d’'un liquide qui
remplirait un tube dont la section serait représentée par (68). J'ai
montré an § IV du Mémoire cité plus haut, qu’en appelant & un cer-
tain coefficient dépendant seulement de la forme de la section (68),
la dépense dans ce tube serait égale an produit de & par le lerme

constant ?GE de l’équatioﬁ (66 bis) et par le carré de la section (68).

Celle-ci, f dydz,, estégale \/g, f dy dz,ou a ¢ g, Mais la méme
dépense a aussi pour expression la somme des produits de chaque



198 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

élément dy dz, de la section (68) par la vitesse correspondante o,
c’est-a-dire

f?dj’dZ, = \/g /‘(pa'o‘, ou, d’aprés (67), =¥ g,
En égalant ces deux expressions de la dépense, on tire

48
VGG’

(69) M= ¢*K.

Cette formule donne immédiatement le moment M de torsion, pour
une tige dont la section ¢ a son contour représenté par F( 7,3)=o0,
si on connait le coefficient & dont se trouve affectée 'ezpression de la
dépense dans un tube dont la section a son contour représenté

par F (j, 3, \/g) =o0 [].

[*] Par exemple, quand ce dernier contour est une ellipse ayant &, ¢ pour demi-
axes, on a

& — 1 __o0,0796
—_—4 b ¢\ b ¢
"(z+z P

c

{voir § V du Mémoire cité).
Si c'est un rectangle ayant 4 pour demi-longueur, et ¢ pour demi-largeur,

a.

&=

?
c

by
c ' b
ol «, coefficient ex[;rimé en série transcendante, prend les valeurs
1
0,0703; 0,0715; 0,0731; 0,0746; 0,0757; 0,0789; 0,0833 ou o’

pour

b

S=1 2 3, 4, 5, 10, -

(woir § VI).
Enfin, si c’est un triangle équilatéral,

E=—— =o0,0289
20y3 -

(woir Note II, 3 la fin du méme Mémoire ).
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Cherchons actuellement les lois qui régissent la force élastique ap-
pliguée 2 un élément do d’une section, force dont les composantes
suivant les -axes des x, 7, 3, rapportées 4 I'unité de surface, sont N,,
T;, T,. Cette foree est tangentielle, puisque N, = o. Elle est égale en

. e N {np? dyp? . 7
grandeur a yT2 + T2 ou 2 ;7?2 +_‘7:§, expression que nous représen-

terons d’une maniére abrégée, avec M. Lamé, par A, ¢; de plus, sa
direction fait avec les axes des y et des z des angles ayant respecti-

. T, T . 1 do —1 dy . ,
vement pour cosinus . . ou bien hod 5y g Cecl posé,

considérons les courbes infiniment voisines qui ont pour équation
@ = const., courbes qui seraient celles d’égale vitesse dans un tube
plein de liquide, et dont chacune, composée d’un ou de plusienrs
orbes fermés, enveloppe toutes les suivantes pour lesquelles ¢ va en
croissant, jusqu’a la plus centrale, réduite 2 un ou plusieurs points
ol ¢ atteint sa plus grande valeur. La normale menée en (¥, z) & la
surface ¢ = const. qui passe par ce point, et du coté ou ¢ grandit,

. . 1 d
fait avec les axes des y et des z des angles dont les cosinus — -(-Iga
v Al

1 dp . . , . - . - N
iy & indiquent qu’elle est justement perpendiculaire a la force

exercée sur I'élément do situé au méme point. De plus, si nous appe-
lons de I'élément de cette normale qui mesure la distance de la courbe
considérée et de celle sur laquelle la constante prend la valeur ¢ + dp,

.. , 1 dyp 1 dy Y
dy et dz les deux projections, égales 4 i de, e 7 de, de e sur les
deux axes des 7 et des z, il viendra

d d . d
dyp :—J}c(y' + d—Zdz:A,go.de, oubien A ¢ = 7’:-

Ainsi, les forces exercées aux divers points d’une section sont par-
tout dirigées suivant les courbes ¢ = const., qui seraient celles d’égale
vitesse dans des tubes, et elles sont égales en chaque point, par unité
de surface, a la derivée de ¢ suivant la normale menée en ce point a la
courbe ¢ = const., qui y passe; elles ont la méme expression que le
glissement relatif, dans un tube, de deux couches liquides adjacentes.

Si I'on construit les courbes ¢ = const., en partant du contour
méme (¢ = o) des sections, ces courbes reproduisent les irrégularités
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du contour, mais en les affaiblissant de plus en plus, de maniére & étre
le plus distantes les unes des autres aux points situés sur les grands
diamétres. des seclions et a étre généralement le plus rapprochées &
ceux qui correspondent aux petits diamétres. Aux divers points d’une

a de . I
méme courbe ¢ = const., la force -2 varie en raison inverse de la

distance de de cette courbe 4 sa voisine; ses valeurs maxima auront
donc lieu en général sur les petits diamétres des sections, et ses valeurs
minima sur les grands. Il est clair d’ailleurs que cette force devra étre
en moyenne d’autant plus grande qu’on se rapprochera davantage du
contour, ¢'est-a-dire qu’on s’éloignera davantage des points centraux

- Ay AS - d -
des sections ot1 elle est nulle et o1 ¢ est maximum. La force % atteint

donc en général ses plus grandes valeurs vers les points du contour
les plus rapprochés des points centraux ou elle est nulle, et ou la
vitesse serait le plus grande s'il s'agissait de I'écoulement d’un liquide
dans un tube de forme analogue. Il me parait probable que, méme
dans les- cas les plus exceptionnels, ces plus graudes valeurs de
dp
dz
dans leur intérieur : c’est ce qu’a pensé M. de Saint-Venant aprés avoir
reconnu la vérité de ce principe dans un grand nombre de cas que je
me contenterai d’indiquer au paragraphe suivant.

devront encore étre cherchées sur le contour des sections et non

. . i d )
Si, au lieu de considérer la force totale d_Z’ on s’occupe de ses com-
dep dp . . .
posantes —le" 22, il est facile de montrer qu’elles ne deviennent
: ly " dz
jamais maxima ou minima dans Pintérieur des sections. Appelons
¥ + Ay, z+ Az les coordonnées d’un point trés-voisin de (7, z), et

dg\' (dg\’ dy dy - G da
(@) ) (E les valeurs de 7 @ emce point. Pour ne considérer que
la premiére de ces deux dérivées, il est évident que la série de Taylor

donnera

[ (de\' dyp de , d?e
(70) \ (dy) ~ =Y T rat®
7 ( d3?
\ dydz

L% 540 2 p g2
'*‘2(,,]5/3}’ + 2 AyAz-l—dJ_szAz)-{-....
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L'ensemble des termes du second membre qui sont du second degré
par rapport 4 Ay, Az conservera le méme signe pour toutes les valeurs

- Ay - . .
possibles du rapport é; a la condition nécessaire et suffisante que

(([3? E] d’q; ds? =o.
\dy2dz T dy’ dyds <

>

Or I'équation (66), différentiée respectivement en y et en z, donne

de G d¢ diy G’ dg

dy dz? =T @ t?‘" dy*dz — G &’
ce qui change la relation précédente en

3 2 3 2 d3 13
G’(;ﬁ)—l—G”(‘—i—?):o, ou 2¥=0, Z¥=o0;

dz®
et il en résulte
diy . d’q) .

dyds2 b dy*dz

Ainsi, pour Ay et Az trés-petits, la somme des termes du second
membre de (70) qui ne sont pas linéaires en Ay et Az change de signe

pour des valeurs convenables du rapport < —Z » si ce n’est peut-élre aux

points ou toutes les dérivées troisiémes de ¢ s’annuleraient a la fois.
Supposons qu’on prenne, a partir de chaque point (¥, z) du plan

des ¥z, une ordonnée x égale 4 la valeur correspondante de Zi}; et

4 ] [4 I 1 d? ! : 14 Y L3
appelons x’' I'ordonnée, égale a 7 ) qui sera menée i partir de

(7 + Ay, 5+ Az). Le lieu des extrémités de toutes ces ordonnées
donnera une surface, et 'on aura

x'—x._ Aj—i-‘?d—Az

(71)
+ 1 (dy3A7+2 AyAz-x—Wz,Az)
26

Tome XVI (2¢ série). — JuiLLer 1871,
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Le plan tangent en (x, y, z), mené a cette surface, aura pour équa-
tion, en appelant x,, y,, z, les coordonnées courantes,

2 2
(72) % —x =2 (ri—y)+ 52 (5 — 2)

D’aprés ce qui vient d’étre dit, si Pon fait y,— y=Ay, z3,—2=Az,
la différence x'— x,, tout prés du point (x, 7, z), sera tantét positive
et tantot négative. Donc la surface (71) est coupée par ses plans tan-
gents, tout prés du point de contact, de maniére 4 se trouver en partie
d’un c6té de ces plans et en partie de Pautre c6té, ou A avoir ses deux
courbures principales de sens inverse, excepté. peut-étre pour les va-
leurs de (7, z), qui annulent a la fois toutes les dérivées troisiémes
de ¢ et par suite ces courbures. Il en résulte que Pordonnée x n’est
nulle part maximum ou minimum; car, si elle I'était pour une valeur
de (7, ), en construisant le plan (72) tangent, i I'extrémité de cette
ordonnée, 4 la surface (71), celle-ci devrait, tout autour du point ou
de la ligne de contact, quitter le plan tangent en se dirigeant partout
d’un méme coté de ce plan, c’est-a-dire sans le traverser: un plan mené
de ce cOté, parallélement au plan tangent, et 4 une distance infiniment
petite de celui-ci, devrait done couper la surface (71) suivant une
courbe fermée qui aurait nécessairement des parties convexes; or il
est clair qu’en ces parties la surface (71) serait convexe elle-méme et
aurait ses deux courbures principales de méme sens, ce qui est
démontré impossible.

dy

, o s d A . .
Donc les dérivées 25 =f ne peuvent étre nulle part maxima ou mi-
dy’ dz

nima dans Pintérieur des sections, et I'on aura leurs plus grandes et
leurs plus petites valeurs en prenant les maxima et les minima de celles
qu’elles acquiérent aux divers points du contour.

Terminons ce paragraphe en cherchant les relations qu’il faudrait
joindre a4 (65), (66), et la modification 4 introduire dans (67), si, la tige
étant creuse, la section ¢ se trouvait limitée, non-seulement par son con-
tour extérieur, que nous continuerons & appeler s, mais encore par
une courbe fermée intérieure s,, enveloppant un espace o, étranger 4
la tige. I y aurait alors de plus : 1° la condition T,dz —T,dy = o eu
dp = o spéciale 4 ce nouveau contour, et qui, en y appelant g, la -
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valeur de g, s’écrirait simplement ¢, = const.; 2° une relation pareille
4 (47); exprimant la continuité du déplacement ' dans tout l'intérieur
de la section. En y substituant i ¢, w leurs valeurs — Kxz, Kxy, a

. dy dy , .y
8. 8zz leurs expressions (g), et — 2; ) ZE a T,, T,, cette condition

devient
[let-—ng)dr - (e Hgi) ds — K(ydz — zdy) | = o.

Or, si 'on change, comme nous avons fait plusieurs fois, des intégrales
prises dans tout I'intérieur d’une section en d’autres prises sur son
contour, et si 'on observe que le contour s, est supposé décrit en
tournant dans le sens des z positifs vers les y positifs, on trouve
aisément '

o = ,(Izd}' =j:zdy, %o ::[dde:—‘[jdz.

d de . s
De plus, sur le contour s,, on a %dj-&- ﬁdz:o, et, par suite, 4
d. d .
cause de H'=—H, — H’—?d] +HZ dz — o. Les deux relations
dy dz

qu’il faudra joindre & (65) et (66) sont donc

— , 4y de —_
(73) g, = const., 2K00+L(G Dy — GLds) =o.

T . d: d Yot
Quant & I’expression de M, — f ( yd—§ + 3z 2%) da, nous avons déja
L e

v (avant la formyle 67), qu’elle se change en
-—fcp(jdz — zdy) + 2fkpda,

ot la premiére intégrale est prise sur toute 1’étendue du contour tant
extérieur qu'intérieur. Comme ¢ = o sur le contour extérieur, cette

intégrale se réduit — g, f (ydz — zdy), ou a 29,6,. 1l vient done,
au lieu de (67), ..

(67 bis) M= 2(fcpdo' + %Go)-
! ’ 26..
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Lorsqu’on a trouvé I'expression de ¢ pour une section pleine, cette
expression peut servir si la méme section est évidée suivant une des
courbes qui ont pour équation ¢ = const. ; en effet, elle vérifie la pre-
miére condition (73) et elle satisfait aussi & la seconde; car elle donne,
dg
dy?
relation qui, multiplée par dydz et intégrée sur toute Pétendue de
Paire ¢,, devient justement la seconde (73). Le moment de torsion est
alors la différence de ceux que donneraient, pour une valeur égale de
K, deux tiges pleines dont les sections auraient, I'une le contour s,

e s . s ey d?
dans tout 'intérieur de la partie évidée ¢,, G==% + G/ -ck—f + 2K =o,

I'aatre le contour s, : le moment de la premiére serait 2 pds, et
o0,

celui de la seconde 2 f (¢ — @4)do, car la méme fonction ¢ pourrait
%

servir au calcul de la torsion de cette seconde tige, pourvu qu’on la
diminuat de la constanie g,, afin de la rendre nulle sur le contour s, :

la différence de ces deux moments est bien 2 ( f ods + gooo'o) » c’est~
a

a-dire I'expression (67 bis) de M.

§ X. — Sections pleines pour lesquelles les intégrations relatives
a la torsion et & la flexion inégale ont pu étre effectudes.

Pour évaluer, aux divers points d’une section, les forces T,, T et
le déplacement #’, dans le cas de Ia torsion d’une tige pleine homo-
gene, et dans celui de sa flexion inégale, il faut intégrer, dans le
premier cas, le systéme (66), et, dans le second, en se bornant & des
sections symétriques de forme et de contexture par rapport au plan
des zx, sollicitées a fléchir parallélement & ce plan, le systéme (62)
réduit &

(74) d ¥ & g .
Z + 5 dy + o dz = o sur le contour,

¢ = O pour ]’::.Z:O.
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M. de Saint-Venant a effectué ces intégrations pour les sections les
plus usuelles, en partant d’équations qui reviennent 4 (66) ou a (74),
mais qui contiennent, au lieu de ¢, le déplacement #’, et il a pu ainsi
déterminer les formes que prennent les sections primitivement nor-
males aux fibres, les points ou se produisent les plus grandes défor-
mations et les valeurs maxima que le moment M et la force  ne peu-
vent dépasser sans altérer la constitution de la tige. Ces questions sont
traitées dans les beaux Mémoires sur la torsion (Savants étrangers,
- t. XIV, 1855) et sur la flexion des prismes (Journal de Mathématiques
pures et appliquées, t. I, 2° série, 1856), et aussi dans I'édition de la
Mécanique appliquée de Napier, annotée par M. de Saint-Venant
(Note du n° 156). Je me contenterai ici d’indiquer les expressions de
% que fournit, pour ces cas, I'intégration des équations (66) et (74).

1° Les équations indéfinies des systémes (66) et (74) sont d’abord
vérifiées par des expressions entiéres de y et z, qui ont, si b, ¢ dési-
gnent des constantes arbitraires, une premiére partie de la forme

( KcTG—bT:-ib?_G' (I... r_ z:), ou encore — ]é]“", pour (66),
(75) ? F1 .
et — zeEJ pour (74),

suivie d’une autre partie ¢,, qui doit vérifier 'équation

d?g, G’ d*p,
(76) dy? +—§ dz =0,

et dont les termes d’un degré quelconque m ont par suite pour somme,
en appelant T et J deux constantes arbitraires,

. []m_. mm—1) maG o mm—1)(m—2) ("1—3)]"1_4 (E) P J

(77) t2 7 @z2 1.2.3.4 G/
olm . /G m(m—1)(m—2) . G\
”[?f \/Ez“_"“_a J (\/‘> z“”“‘]'

Dans le probléme de Ia torsion, on pourra poser

. bzcz _7'2 22
(78) ‘?—Kae-;-bz(}'( "'57_;?>’*‘?“
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pourvu que la section soit limitée par un des contours, de formes
infiniment variées, qui ont pour équation

bie? ]2 2
(79) K02G+62G’ (I

Les plus intéressants de ces contours sont: 1° pour ¢, = o, une
ellipse dont b, ¢ sont les demi-axes; 2° si G'=G, et qu’on fasse c=5,

2;}5 (7®*— 3y2%), un triangle équilatéral dont le coté est 35,

3v3

et qui a pour équation

y=+z’ o Jfa_gyzz r 2 (z): 27]
-t ————=0 J——"=) =iz I+—=1=0;
s e o () 6 Y]

3° si G'=G et que b? c'* n étant des constantes arbitraires, on
pose

'=

b2= = -———-—————2 ([+ n)b'zc’z‘
b4
—_ K& /2 ’2 2 2 & 3ar2 2 4
?,—m[([+2ﬂ)(b —C )(] —2 )""2”(.7' —6]' z2°+z )],
des courbes symétriques par rapport aux axes des y et des z, qui ont
b, ¢’ pour demi-axes et pour équation

iyt b e —n(b — %)y — 20+ n( 7 —6 502+ ) = (1-+m) b

toutefois, elles ne sont fermées, si 'on suppose ¢'*< b'?, qu’autant

Va—1 —¢ ) ) _
S— et g3 parmi ces courbes, il con-

vient de distinguer : un carré 4 cotés concaves et i angles légérement

que 2 est compris entre

aigus qu’on obtient en faisant ¥'=c', n= » un autre carré a

angles arrondis dent les cotés ont leur partie meyenne concave,
et quon obtient lorsque ¥'=c’, n=0,2; pour < et n>o
plusieurs courbes qui ressemblent aux sections des rails de chemins
de fer; pour ¢? <o et n>o des orbes ovales; 4° enfin (lorsque
G'=G) des contours en forme de croix de Malte, qui ont pour
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équation
816 y'—6y122+-2  1216y*— 28yt 128 — 28y228 4 28
2, 2 48167 —6y 1216y 703 + 70y 'zt — 282204 2
7 49 17 o Thy b
—.bfz( — @lﬁ)
49 17
L’intégrale
Fan
(80) ¢=—zemt t+ ¥

s'applique moins bien au probléme de la flexion, parce que le contour
y 2 pour équation, nou pas simplement ¢ = o, mais bien la seconde
équation (74), qui reste 4 intégrer. Cette intégration peut se faire,
lorsque, n et ¢ désignant deux constantes arbitraires, on prend

’

ou bien

_ g 27 net G’ ) G |
v=z5i| = 567"~ 77+ T (- 5 <) |

et 'équation finie du contour qu’on obtient est, si 'on appelle 5 une
troisiéme constante arbitraire,

r\* FAY B\ __ \ __EG' —oa(n+1)n b?
(,I—K)(b) +K(b) -+ (c> =1, o K——(—rz———z)ET'Ef'

Cette équation représente une courbe qui a b, ¢ pour demi-axes, et
qui se réduit & une ellipse si 'on y choisit 7z de maniére que K=1.
2° Lorsque la section est un rectangle ayant son centre a l'origine
et ses cOtés 20, 2¢ paralléles aux axes, les intégrales des systémes (66)
et (74) sont transcendantes.
Considérons d’abord le systeme {66). En appelant ¥ un nombre

entier et posant
T~
k= (2’5’ +I) 5B
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I'expression

K== ksyl % —kzyf g
K e + e
p=g B—y+ YL —— cosky §»
K=o ekcvg; —ke %

vérifiera Péquation indéfinie (66) et donnera méme ¢ = 0 sur les deux
cbtés y === b, car on aura sur ces cdtés cusky =o. 1l suffira donc
de déterminer les coefficients I de maniére 4 donner ¢ =o sur les
deux ¢dtés 3= ¢, ou bien

K=

2 L cosky = y*-—- b* pour y comprisentre — b e +5b.

k=0

Cela aura lieu, si on prend, d’aprés une formule connue d’analyse,
2 [P . 2 4
L::Z]O‘ (J’ ——'b )COSlﬂfd}":_T_'ﬁro

en prenant le signe — pour £ pair et + pour & impair. Ainsi I'ex~
pression définitive de ¢ sera

- lx’:c_4 kz ’g+e~kzvg 7
B1) p=Slbpr -y + DFE T — cosky | [1]
L E A ekc\/g+e—kc\/%

_ Passons au systeme (74). En supposant encore K’ entier et

&4
li.' = -It—bfa
la formule B
K=< ]‘;JE _.k;v.c_':
Fn 7 e Y& ¢ G .
?=—gm| 3+ 2T 7y S0 AY

G G
k'=o k <el{c 5_*_ 8— ke \/E

[*] On peut voir au Mémoire cité plus haut [Sur linfluence des frottements dans
les mouvements réguliers des Auides, formules (17 bis)], une autre expression de ¢,
qui équivaut a (81), mais olt b et ¢, y et z entrent symétriquement.
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vérifie I'équation indéfinie (74), la condition ¢ = o pour y =z = o,

' . dy . N I
et la relation S =opoury = = b, relation & laquelle se réduit, sur

les deux cotés = == b, la condition spéciale au contour. 1l ne reste
plus qu'a choisir les coefficients L de maniére 4 satisfaire a cette con-
dition sur les deux antres c6tés, c’est-a-dire a avoir

dp §

@-F ;iZ2=o pour z==¢,
ou bien
ey GE¢?
KZLcosk f = S _),.2 pour y compris entre - b.
=11

D’aprés la formule qui donne, si f(y) est une fonction paire, connue
dey=—bay=+5, ’
A==

b
F= 5[ Firdy =5 Seosky [ () coskrdy,

Ke=x

il viendra

b 2 2
I I GE¢* GE¢? b
b= ZL/O' ( ’—“.72) d‘]. - _—27. - -g pour k’— O,

27
b c? == ’
L:"%f (Gfﬂ __J,z)coskjdfz—pé pour k> o,

en adoptant le signe + pour £’ impair et le signe — pour &’ pair. L'ex-
pression définitive de ¢ sera, par suite I

A k== ks v’g —kz \’%
, _ Fn|y  (6Ee& B the e T inky |-
1,82) ? - (ﬁg‘,—[ 3 ( 29 3 '}’ + Z I lu.-vg-, —knvf—}? .7
e Y4 &

k=1

[*] L'intégration des équations (66) relatives 4 la torsion, en y joignant méme
les conditions (73) s\l y a des cavités intérieures, peut encore étre effectuée toutes
Jes fois que, G égalant G, Ia tige est Iimitée en tous sens par des surfaces appartenant

Tome XVI (2¢ série). — Jumeer 1871, 27
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§ XI. — Eaemples divers d’équilibre et de mouvement d’une tige
rectiligne dont les déformations totales sont trés-petites.

Admettons que les déplacements u, v, w, tous rapportés 2 un méwe
systéme d’axes rectangulaires des x, y, z, soient trés-petits sur toute
I'étendue de la tige, supposée primitivement rectiligne et non torse,
qui ainsi s’écartera peu de I'axe des x, et sera comprise entre deux
abscisses & = x, et x = x, ayant pour différence la longueur de la
tige. On pourra faire pour toute la tige ce qui a été fait aux paragra-
phes précédents pour un trongon assez court, c’est-a-dire obtenir les

. - K
4 deux systémes de cylindres orthogonaux et isothermes SiPon prend g — — G Y2+ 91y

les équations (66) et (73) deviendront

die,  d’e
dyr  de
== e J? auxdivers points du contour extérieur,

K :
"= G ¥?*-- const., aux divers points de chaque courbe fermée du contour intérieur, en se
réservanl de déterminer la constanle pour chacunme de ¢és ¢ourbes de manidre que la

sezonde condition (73) ¥ soitl vérifice.

Le probléme de la torsion, ainsi posé, sera identique 4 celui des températures sta-
tionnaires dans la tige proposée, supposée athermane, homogéne et isotrope, si Fon
admet que les diverses génératrices de sa surface soient entretenues i des tempéra-

. K. K X

tures ¢,, exprimeées sur chacune par G J?*ou par G Y3~ const. Or, ce probléme a
été traité dans toute sa généralité et quelles que fissent méme ces températures, par
M. Lamé (Legons sur les coordonnées curvilignes et leurs diverses applications, XI¢,
X1I° et XIII® Legons; Paris, 1859). M. Lamé applique sa solution, aussi simple que
¢'il s'agissait d’une poutre rectangulaire en équilibre de température, 3 divers cas oi
la section est limitée par deux cercles excentriques ou par quatre portions de cer-’
cles, et par des lemniscates et des hyperboles. Quant au cas particulier intéressant,
et qu'il se contente d’indiquer {XI¢ Lecon, § CVIIL), od la section o est comprise
entre deux ellipses homofocales, M. Clebsch en a développé le calcul, an point de vue
spécial de la torsion ( Théorie de Iélasticité des corps solides, Leipzig, 1862, §§ XXXIII,
XXXIV et XXXV ). :
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déplacemcnts vrais d’équilibre en ajoutant respectivement ceux qui
auraient lien pour divers systémes plus simples d’application des
forces extérieures. Par exemple, supposons appliquées a la seconde
base de la tige, au lieu des forces qui y agissent réellement : 1° trois
forces ot', §';, &' appliquées 4 son centre de gravité, dirigées paralléle-
ment aux trois axes des x, y, 2, et égales aux résultantes suivant ces
axes respeclifs des actions réellement appliquées a cette extrémité de
Ia tige; 2° trois couples respectivement perpendiculaires aux axes
des x, des y, des z, et ayant leurs moments M’, 9/, 91U, par rapport
a ces axes.égaux aux moments pareils résultants de ces actions. Appe-
lons d’autre part : p’ la valeur moyenne de p sur toute I’étendue d’une
section 63 7y, %, les coordonnées transversales du centre de gravité
d’une section, déterminé dans I’hypothése que chaque élément dos ait
sa densité superficielle égale 4 la densité p, c’est-a-dire de maniére

quefp ( —70)ds = o, fp(z —%,)de = o0 (ce centre de gravité

est distinct généralement de celui qu'on obtient en supposant 4 chaqne
élément do une densité superficielle égale a E, et par lequel nous ad-
mettons que I'axe des x soit mené); X, comme aux paragraphes pré-
cédents, la composante suivant les & de P’action extérieure exercée
au point (x, 7, 5) sur 'unité de masse; Y, et Z, les composantes de
cette action suivant les y et les z au point (x, ¥, %), ¥, — (2 — 2, )
Z,+&(y — 7o) les composantes pareilles (dans lesquelles nous sup-
poserons ¢ une simple fonction de x), pour le point (x, 5, z). Les
déplacements vrais pourront s’obtenir en ajoutant ceux qui auraient
lieu, si le prisme était séparément soumis, dans son intérieur et sur
sa seconde base ; 1° aux forces X et 5’5 2° aux couple o/, appliqué
4 sa seconde base; 3° au couple pareil 3 ; 4° A la force & et aux
actions Z, supposées appliquées, par unité de masse, 4 toutes les mo-
lécules des diverses sections normales; 5° de méme, anx forces F, et
Y,; 6° enfin, au couple M’, appliqué 4 la seconde base, et i des
actions suivant les y et les z égales respectivement, par unité de masse,
a—{(z—2,) et A L(yr— 7o)

Pour appliquer & ces cas les formules du § VI, il faut se rappeler
que, dans ce paragraphe, x', y', 2’ et &/, ¢, w désignent les coor-
données primitives et les déplacements des divers points d’un troncon

27..
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quelconque par rapport i trois axes rectangulaires dont deux sont les
axes d’inertie principaux de la seconde base du troncon. Par suite,
les?, g, les N, T et les dérivées en &', ¥/, 7 des diverses fonctions que
I’on peut avoir 4 considérer y sont les mémes que si on adoptait, au
lieu de ces axes, d’autres axes primitivement paralléles 4 ceux-la, en
particulier ceux que nous adoptons actuellement, et dont nous sup-
poserons 'origine, par exemple, au centre de gravité de la premiére
base de la tige. De plus, si I'on veut appliquer en particulier ces for-
mules 4 un troncon dont la seconde base serait 4 la distance x de
Uorigine, il faut y remplacer §,, &, ot, M, o, v, par les compo-
santes totales suivant les deux axes d’inertie principaux de cette base
et leur perpendiculaire commune, et par les moments résultants re-
latifs aux mémes droites, de toutes les forces extérieures qui agissent
sur la partie de la tige comprise entre 'abscisse donnée x et I'abscisse
extréme &,. On trouve facilement :
1° Dans le cas ou les forces se réduisent 4 X et ot/,

(83) a@:;m’-i-fx’dxfpxdc, 4,=d=o0, M=o, =M=o;

2° et 3° Quand un des couples 91/, 91, perpendiculaire aux y ou
aux z est seul appliqué 4 la seconde base de la tige, sans qu’aucune
force agisse sur son intérieur,

I
I

Soit g =M, I =F=¢
Soit IM,=IW,, H=§F=4¢

(84) =0, I=M=o,
o, MWM=M=o

l
I

we

4° Dans le cas ou les forces se réduisent 4 7, et &,

oy | 1=7+ [ otacde, mm— (=)= [ "oz sty

K=4F=o0, M=M=o0;

Zy .. .
dans lintégrale f 0'Zy 6{x’ — x)dx’y 2’ désigne les abscisses com-
e ;
prises entre & qui est celle de la section considérée, et x, qui est celle
de Pextrémité de la tige; p’, Z,, ¢ y sont donc fonctions de a';
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5° De méme, s’il n’y a que les forces Y, et §'
o q o i?

T, or X,
3’,:3?'14—/ 'Y, odx, =59 (2,—x) —l—f Yoo (x'—x)dx!,

;)'(,::5:0, 3'['(,-:1\/1:0;

6° Enfin, supposons que les forces seréduisent au couple M, perpen-
diculaire aux 2, sur la seconde base, et aux composantes — & (z— z,),
£(y — y.), respectivement paralléles aux y et aux z, sur l'unité
de masse; appelons J le moment d’inertie polaire d’une section, au-
tour du point (¥,, %,) de la section (moment calculé dans I'hypo-
thése que chaque élément do ait une densité superficielle égale & p),

c’est-a-dire V'intégrale f pl(y — 70)* + (8 — 2,)*] do, et observons
que l’expressionfp (rZ— 2Y)ds, on Cfp [7 (¥ — yo) +3(z—2)]ds

devient aisément [é cause dej:p(y — ¥,)do =[p(z-— 3,) do = o] 2 87,

Nous trouverons
(86) M=M’—|—f ‘tIdx, m=F=73 =0, IM =09, =o0.

Dauns chacun de ces cas, les formules du § V permettront d’obtenir
complétementN,, T,, T, pour chaque valeur de x, ¢’est-a-dire sur toute
I’étendue des diverses sections normales de la tige, et, si I'on divise
celle-ci en trongons trés-courts, les formules du § VI donneront en-
suite la nouvelle forme de chaque trongon, et par suite de toute la
tige.

Dans les cing premiers cas, ou il n’y aura pas de torsion sensible,
il est particuliérement intéressant de chercher ce que devient la fibre
centrale de la tige, celle qui correspond & y =z =o0. Les deux
identités

d*w a9, + dg.y A’ dd; dgzy
dx* dz ' dz’ d&  dy = dz

dans lesquelles., d’apres les raisonnements qui précédent les for-
k]
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mules (55), on pourra négliger les dérivées en x de g.,, g, de-
viennent, au moyen de (52) et (52 bis),

(87 diw I dw O,
7) = = T d@ v

Ces équations détermineront complétement ¢ et w sur toute la lon-
gueur de la fibre centrale; car on pourra supposer les axes choisis de
maniére que, pour x = 0, on ait sur cette fibre, u=v=w =o,
do érf
de = dx

Quant 4 u, les mémes relations (52) et (52 bis) donneront, sur la
fibre centrale,

= 0.

(87 bis) d, om — ==

relation qui, multipliée par dix, et intégrée 4 partir de x = o, déter-
minera complétement u, puisqu’on a, pour £ = 0, K = 0.
Dans le premier cas, ot les forces se réduisent & X et ot/ on aura,

d’aprés (83), (87) et (87 bis),
(83 bis) v=w=o0, %:é(%'ﬁ—fx’dxfpxdc)-

La fibre centrale reste droite; mais-elle est dilatée ou contractée.
Dans les second et troisiéme cas, il résulte de (84) et des mémes
relations (87), (87 bis), en supposant &, I, I' indépendants de x,

it v=o0, W M 2
SOl u = = = — X"
. ? 2817 ¢
(84 bis) g,
soit u=w=0, ¢=_GEX;

la fibre centrale n’est ni comprimée, ni dilatée; mais elle est fléchie
.en un are de cercle dont le plan est paralléle 4 celui des zx ou 4 celui
) I

14

dont la-courb t T ou T
des.xy, et dont lacourbure est —=—ou =y

Dans le quatriéme cas, ou les forces se réduisent'a Z, et 4 §', les
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relations (85) et les mémes (87), (87 bis), donneront
u=y=o0 w:fx(lexi—x [5?’(1'. —x) +fxlp’Zoa(x'~—x)dx’].
’ . Yo o U1 x

Le fibre n’est ni dilatée, ni coutractée; mais elle est fléchie paral-
léelement au plan des zx, et sa courbure en chaque point est

2 &, i
(85 bis) Tw .t [g' (= )+ [ 2,0 (2 x)dx’].

Il en est de méme dans le cinquiéme cas, a cela prés que le plan
de la flexion est celui des xy.

Etudions enfin le sixiéme cas. Nous ferons passer I'axe des x, pour
ce cas seulement, par les centres de gravité (y,, z,) des sections, ob-
tenus en supposant aux divers éléments de celles-ci, des deunsités su-
perficielles égales & p, et nous appellerons fibre centrale le lieu des
points matériels qui joindront ces centres. Les formules (86) et (87)
donperont ¢ = w = o pour J = z = o0; et, comme on aura d’ailleurs
partout 3; = o, la fibre centrale ne sera, ni fléchie, ni dilatée, ni con-
tractée. De plus, d’aprés des considérations placées vers la fin du
§ VIIL, on peut regarder z comme nul 4 cété de v, w, et supposer que
la tige est simplement tordue autour de Ja fibre centrale, c’est-a-dire
que les sections qui lui étaient primitivement normales n’ont pas cessé
de P’étre et sont encore sensiblement planes, mais qu’elles ont simple-
ment tourné autour d’elle d’angles inégaux. A la distance 2 de Vori-
gine, la torsion par unité de longueur, c’est-a-dire la dérivée par
rapport a x de I'angle dont les sections ont tourné, est égale 4 la quan-
tité K des formules de (63) 4 (6g). Donc, si I'on appelle, comme
dans (64),  un coefficient qui ne dépend que de la constitution du
milieu et de la forme de la section 5, cette formule (64) donnera

(86 bis) M ou M'+fx’g1dx=«cKaz.

Cette formule donnera K pour toutes les valeurs de x, et, par
suite, les positions relatives de toutes les seetions.
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Supposons actuellement qu'on_fasse vibrer la tige, et proposons-
nous de trouver les équations différentielles de son mouvement. Nous
distingnerons principalement, conformément & ce qu’'indique I'expé-
rience, des vibrations longitudinales, transversales, tournantes. Chaque
extrémité de la tige sera, ou libre, ou simplement appuyée sur un
corps fixe, ou encastrée, ¢’est-a-dire fixée sur une longueur trés-petite,
ou obligée d’entrainer un corps rigide de masse et de figure données,
ou enfin unie, soit directement, soit par |'intermédiaire d’'un corps
rigide de masse M, 4 une autre tige qui fera suite 4 la premiére.

D’aprés le principe de la superposition des petits effets, nous pour-
rons calculer & part les déplacements d’équilibre dus aux forces qui
ne varient pas pendant le mouvement, et & part les déplacements qui
dépendent des forces produites par le mouvement méme. Comme nous
ne voulons nous occuper ici que de ces derniers, les forces X, Y, Z se

éduiront a celles d'inertie dru de drow et celles qui seront
réduir ce i " Tk i q

exercées aux extrémités de la tige seront nulles si la tige y est libre, ou
égales, dans le cas contraire, aux réactions des corps sur lesquels elle
s’appuie on qu’'elle entraine dans son mouvement.

1° Dans le cas des vibrations longitudinales, le déplacement « sera
sensiblement constant sur toute ’étendue d’une méme section, et la

. s . . . . . d?
troisiéme équation (83 bis), dans laquelle il faudra faire X = — Wu
et f p ds = p’'c, donnera

. .

' de 1 ; % die o dia s du
(87[‘)E“‘_¢<‘%— ; p—jt—;cdx), ouﬁ oz odx=x'—Ca -

En différentiant cette relation par rapport 4 x, il vient Péquation
- indéfinie

. , _du d du
(87 b) pa—‘ﬁ:z<&6§;>-

. . . . . _d .
Si I'on fait & = x,, la relation (87 a) devient 9t'=Cq d_:?’ ce qui

signifie que I'action excercée, & travers une section, par la matiére
située par rapport i cette section du coté des x posilifs, est le produit
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de ¢ par la dilatation linéaire 3, de la tige, sur celte section. Par suite,

onad“ o 4 toute extrémité lil t“cdu———l\ldm 4 une extré
5 = 0 4 toute extrémité libre, et So - =+ M = 3

mité ou la tige est fixée & un corps solide de masse M qu’elle entraine
dansson mouvement, en adoptant — M ou + M, suivant que la masse M
est 4 la seconde extrémité de la tige ou 4 la premiére; car cette masse

exerce sur la tige, et suivant les x positifs, une action égale 4 sa force
d*u
de

poids, sont supposées avoir été distraites et comptées en tant que chan-
geant simplement I'état d’équilibre. Si la tige considérée est liée & une
autre par I'intermédiaire d’un corps rigide de masse M, en appelant «,
les déplacements de la seconde tige, il est clair d’abord qu’on aura, &
'extrémité commune, u=1#,, et,comme la force motrice de la masse M
sera la résultante des deux tractions exercées sur cette masse par les
deux tiges, on aura en outre, en désignant par g,, ¢, la section et le
coefticient moyen d’élasticité de la seconde

d’inertie — M

; les actions statiques de cette masse, telles que son

d*u du, du
—_— —— 6 —_—
M =%az pr
En résumé, les déplacements devront vérifier, sur toute la longueur
de chaqiie tige, une équation indéfinie telle que (87 &), et en outre,
aux extrémités de ces tiges, les relations spéciales suivantes :

. _du ’ s . _— ; ,
LG% = Jt’ 4 une extrémité ol la traction %’ est dannée,
du s et

—— == 0 i une extrémité libre,

dx

U == 0 2 une extrémité fixe [*],
d*u

— =0 3 une extrémité ol une masse R est entrainée,

d.
EeZl + M
dx

du d*u du, L e
u—1u, et Cc— =&, 6,— A une extrémité ot deux
5 de "I— RI dtz vy i d.z‘

\ tiges se relient et supportent une masse ¥i.

2° Considérons actuellement des vibrations transversales supposées

[*] Cette condition deviendrait z = une fonction donnée de ¢, si Pextrémité, an
lieu d’étre fixe, était assujettie & des déplacements donnés.

28
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se faire, pour fixer les idées, dans le plan des zx. Le déplacement w
sera sensiblement le méme sur toute I’étendue d’une section o, et la
force d’inertie d’'une tranche dont Pabscisse est ' et la longueur dx’

. d*w y _s.r .
vaudra, par suite, — p'c—-dx'. La seconde extrémité de la tige sera

soumise, a chaque instant de son mouvement, & une force §' dirigée sui-
vaut les z et & un couple 91 paralléle au plan des zx. La relation(85 bis),
en ajoutant ala parenthése de son second membrele moment 51 changé
de signe, conformément 4 ce qu'indique la premiére (87), deviendra
d?ew [ ’ 5, dw, ,
Eﬂ_zﬁ[" M+ F(x, — x) -——‘/; p'o—s (2 —x)dx],
"’*p,a d*w
on — el
(88) 4 I dt

d’ott il résulte, en différentiant par rapport a z,

o d'w d d2w
Do —_— ! —_ - Y.
/; plo—s dx—§+dz<{:1dx’)

Celle-ci, différentiée encore en &, donnera 'équation indéfinie

(o — z) dac’ = o — (2, — &) + 122
. dx? ’

. i dr B\
(88 bis) p'o—m + ﬁ(CIﬂ;) =0.
De plus, il résulte de (88) que, pour & =ux,, M= — CI%’

d
dz
sante suivaut les z, des forces exercées & travers une section par la

matiére située, par rapport 4 cette section, du coté des x positifs, ont

= d! b4 1 M
F= (CI 712?)’ c’est-a-dire que le mement total ' et la compo-

. . ] CIdW d CIdW .1
respectivement pour expressions — ol—— et ——&l=—); lacom-

posante et le moment pareils des forces exercées par la matiére située

de Pautre coté de la méme section seront évidemment égaux, mais
. . y g . d*w

contraires. Si une extrémité est libre, on y a donc T = 0

4 .&Iﬂ =o0. Si elle est appuyée sur un point fi in

da:( —=) =o. puy point fixe qui n’exercera

évidemment qu'une simple réaction normale §, le moment ' sera

» d*w . . T
nul, et Fon y aura w = o0, —— =o. Sielle est encastrée, ¢’est-a-dire



PURES ET APPLIQUEES. 219

appuyée sur deux points fixes infiniment voisins, le couple 3V ne sera

pas plus nul que la force §'; mais il est clair qu’on pourra poser les

. dw . . .y S
deux relations w = o, 77 = 0. Si une masse M, placée 4 l'extrémité

de la tige, subit les déplacements w de cette extrémité, sans tourner

sur elle-méme, elle exerce sur la tige une simple action normale 4 son
2

s poLep die
axe et égale 4 — MZZ. on a donc & cette estrémité — =0,
d2 dx?

o
(&I “) :,:M ZZ, en adoplant — M ou + M suivant que

la masse M est placée a la seconde extrémité de la tige ou a la pre-
miére. Enfin, supposons qu’a Pextrémité x =x, se trouve une
masse M assujettie & subir, sans tourner, les déplacements w, mais
que la premiére tige y soit elle-méme liée 4 une seconde, de maniére
que leurs axes se touchent. Il est clair qu’on aura d’abord, en appe- -
lant w, le déplacement transversal de la seconde tige, w, = w; mais,
de plus, si I’on congoit le trongon compris entre deux sections nor-
males infiniment voisines, construites, 'une dans la premiére tige et
P'autre dansla seconde, la somme des composantes suivant les zdesforces
exercées sur ce trongon sera nulle, ainsi que la somme des moments de

ces forces autour d’une paralléle aux y, menée par le point ot se ren-

dn

contrent les axes des deux tiges. La réaction — M—- de la masse 3,

ainsi que l'action — & ou E(CI?F> exercée, suivant les z, sur la
.y ) . d [, d2a r
premiére base de ce trongon, et I'action — Z;(b, ,E;—) » exercée,
suivant les z, sur la seconde base, auront des moments nuls; car leur
direction rencontre la droite par rapport 4 laquelle se prennent les
moments; mais la somme de ces forces sera nulle, et Pon devra poser

_ apdiw d (. 1 d*w
(CI de) =M+ E("' L )

L’équation des mowments ne contiendra que le couple —9x" ou c12

appliqué A | iére base d ¢l le — &1, 2m
applique a la premicere base du trongon, et le couple — &1, — ap-

dz:-

pliqué & la seconde base. Chacun de ces deux moments sera méme
nul si les deux tiges ont leurs axes assujettis & se toucher, mais sans

étre soudées I'une a I'autre; car la réaction exercée sur chacune d’elles
28 ..
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par I'autre se réduit alors 4 une simple force. Lorsque, au contraire,
&L o% =
mais il est clair que leurs deux axes font alors un angle sensiblement
constant, égal i « si les deux tiges, antérieurement aux déformations
étudiées, se trouvaient exactement en ligne droite, et & © — i, i étant
une petite quantité donnée, dans le cas contraire. Si I’on admet, pour
plus de simplicité, que I'angle 7= — soit dans le plan des zx, on aura

les deux tiges sont soudées, =03

ainsi dw, _ dw +1i
dz = dx :

Les vibrations transversales sont donc régies par autant d’équations
indéfinies pareilles & (88 bis) qu’il y a de tiges placées bout & bout, et
de plus par les conditions spéciales suivantes :

2
/ M= CI 7 F= (&I%i;—) A une extrémité o le couple I/

etla force &' sont Adonnés,

Lo 4 &1 iy o 2 extrémité Lib
—_— = —_— —_— = une extre) 1bre
e 0, -~ e a mité libre,
d?u v s . s
=y = 0, W==0 4 une extrémité simplement appuyée,
dw , ey ,
o =0, w=0 A une extrémité encastrée,
d2ep d*ew Ve s
(88 zer) T =0 7 (CI ) =+ M ~n & uneextrémité ol une masse 1

est entramee,
d w o d*w
commune 4 deux tiges, qui supporte une masse M, et de plus,

dw diew, . . . ST
Tt =0y g =0 sl les deux tiges sont simplement appuyées 'une

d?
. T (C 1, Wl) X I'extrémité,

sur Pautre,

dw, dw oy 2w

- d?
==t h uI-Z;- = 1, ;,—;:? si elles sont sondées (*).

* . . . . .
(*) Ces deux derniéres relations et deux précédentes, également spéciales au point

de raccordement de deux tiges soudées bout a bout ou de deux portions d’une méme

tige, peuvent étre aisément étendues au cas ol la masse M, située en ce point, est
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3° Cherchons enfin les équations des vibrations tournantes, en adop-
tant pour axe des x le lieu des centres de gravité des sections, précé-
demment désignés par (r,, 3,). Ges vibrations consistent en une série
de torsions et de détorsions rapides, dans lesquelles chaque section
tourne, a fort peu prés dans son plan et autour de Y'axe de la tige,
d’un angle o variable avec le temps ¢ et avec I'abscisse & de la sec-
tion. En supposant cet angle Irés-petit, les déplacements «, v, w de la
molécule dont les coordonnées primitives sont (&, 7, z), vaudront

sensiblement 0, — zw, yw. Les forces X, Y, Z, réduites a celles
Vi . d d . d?e d?w I
d'1nerlie, vaudront donc respectivement o, i —) et I'equa-

tion (86 bis), dans laquelle il faudra faire Z; égal & — d ——» et K, angle
de torsion par unité de longueur, égal & Z—x’ dev1endra

xl
(89) w0 ='— [ TL%dx, ou — f 122 dx__w-;_w‘l

x

soumise, dans le sens des z, & une force — Mg, telle que son poids, el mue longitu-
dinalement de maniére que son abscisse z, soit une fonction donnée de ¥, et que son
déplacement transversal soit constamment égal 2 celui des points de la tige qui ont
la méme abscisse. Il suffira d’ajouter, dans P'une de ces relations, la nouvelle force

2

) N d*w
—MLg & celle d’inertie — M —— de la masse M, et aussi de remplace a

d 2
vraie expression de l'accélération transversale de cette masse, c'est— é dlre par
d*w diw da, d?w (dz, dw d*x,
& TPaE @ E(E) Iz e
deux fois «w par rapport 4 ¢, aprés y avoir substitué x; 4 z. Quant a I'angle ¢, négli-
geable lorsque le poids MEg n’est pas trés-grand, on pourra le supposer une fonction
donnée de =z, et par suite de z.

Si la vitesse longitudinale de la masse M est seulement de I'ordre de grandeur de

——, comme on le trouve en différentiant

. .., . dw .
sa vitesse transversale, les dérivées successives, par rapport & ¢, de w et T apres

dwv  d*w

qu’on a remplacé dans ces fonctions 2 par .z, se redmsent sensiblement & =5 A
diw

dxdt
méme forme que pour =z, = const., et les considérations ci-aprés, qui prouvent que
ces équations déterminent complétement w, s’étendent au cas d’un poids voyageur l
long d’une série de tiges placées bout 2 bout.

—— 5+ .+, cOomme si x, était constant : par suite, les équations du probléme ont la
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Différentiée en x, cette relation donne I'équation indéfinie des vibra-
tions tournantes

. d*e d de
(89 bis) - 10 =2 (mz :l_m)

le moment, par rapport i I'axe des x, des forces exercées a travers une
section par la matiére située, relativement 2 cette section, du coté des

e , . de . . .
x positifs, est donc égal a 10° d—:; il est clair que le moment pareil des

forces exercées par la matiére située de l'autre c6té de la section serait
égal et contraire. Ce moment est nul a une extrémité libre; il acquiert
des valeurs telles, qu'on ait @ =0 a une extrémité fixe; lorsqu’une
masse rigide M, atiachée 4 une extrémité libre, participe & son mouve-

. . de . s :
ment de rotation autour des x, le moment == 1¢® —- est égal a celui
des forces d’inertie de cette masse, moment qui a pour expression le

. . . . d*e

. ] .

produit de P'accélération angulaire changée de signe, — —=» par

le moment 5 d’inertie de cette masse autour de I'axe des x, que nous
supposerons étre un de ses axes naturels de rotation. On adoptera le
signe -+ ou le signe —, suivant que la masse sera 4 la seconde extré-
mité de la tige ou & la premiére. Enfin, lorsque la tige est reliée,
par Dlintermédiaire de la masse M, a4 une autre tige pour la-
quelle les quantités analogues & 7, ¢, J, « seront désignées par 1,
6y, Juy @, il est évident qu’on a d’abord , 4 Pextrémité commune,

de .
@ = u,, et, en outre, que le moment ¢° — des forces exercées sur la

- . 3 w
section x = x, de la premiére tige se compose du moment — 5 —F des

. . de -
forces d’inertie de la masse M, plus le moment 7,6} 75:1 des actions

exercées par la seconde lige sur la premiere. .
Ainsi on aura, pour chaque tige, une équation indéfinie pareille &
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(89 bis), et, en outre, les conditions spéciales suivantes :

de . (e s .
162 —= M’ 4 une extrémité ot le moment M’ est donné,

x

do. . r ers qs

—'== 0 & une extrémité libre,

dx
® == O i une extrémité fixe,

89 ter dw d?e , .
(89 ter) g2 o +=3 7 = © 4 une extrémité ot une masse M est entrainée,

Lo 7,62 doy A une extrémité ou
— == —_ h
dz? 11 Yz

deux tiges, placées bout 4 bout, sont reliées par l'intermédiaire

de
= et 2
© [ON T 7z -+ &

d’une masse M.

On- peut remarquer que la forme des équations (89), (89 bis),
(89 ter) est la méme que celle de (87 a), (87 b), (87 ¢), c’est-a-dire
que les vibrations tournantes ont la plus grande analogie avec les vi-
brations longitudinales et donnent lieu.aux mémes problémes de cal-
cul intégral.

Les équations (87 b), (87 c) et (88 bis), (88 ter) déterminent com-

plétement z, w, pourve que les déplacements initiaux u,, w, et les

. e ers d d . , :
vitesses initiales (7':) s (—‘%) s pour £ = o, soient donnés sur toute la
] [

longueur des tiges. En effet, u, w désignant une solution qui réponde
a toutes ces conditions, soient u + u/, w -~ ' toute autre solution.
En remplagant u, w par u + &', w + ', ces conditions deviennent

i du’ d du’
P[G'—u— (50' u),

art ~ dx dr

r
u = o, —F = O pour £ =o,
du'

= O & une extrémité olt 9’ est donné et 4 une extrémité libre,

&' = 0 i uneextrémité fixe ou assujettie & des mouvements donnés,

/4 d2u . s ea a
&o T =M 77 = O A une extrémité ot une masse M est entrainée,
du' du’ di,
’ 12 - s o e.
uUu=u, e ¢ — —— == &, ¢, — i une extrémité ou
1 dx +M di? 191 dr

deux tiges se relient et supportent une masse M;
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d2e’ dz d2ev’
;p'o'-—iv——l-—z(&I—W—)zo,

dt¢? dx dx?
- | , dw'’
H w = 0, 7=0P0ul‘t=0,
dze’ d . 2o N rooser o r 21
= =% I_E- — O i une extrémité ot I et § sont

donnés, et i une extrémité libre,

d2w’ ,
= 04 w = 0 i une extrémité appuyée,
dw' , . ;e .
T — 0, W = 0 i une extrémiie encastree,
(go bis) { d*w' d [ g d d*w' TR
' =0, —|&] —} ==X 4 une extrém
7 3 I 1 i M = ité ol une

masse M est entrainée,

w' ‘—‘Wu o (v[%)—‘f ( I, dz)al’extre—

mité, commune a4 deux tiges, qui supporte une masse ]“, et

en ouire,
AT d*o, . . . ,
=0 G =0 les deux tiges sont simplement appuyées
'une sur P'aatre,
d‘w dw' v, . ,
\ ¢l a5 = &1, =5t - = d_x‘ si elles sont soudées.

r

T , . c Ysp - . di
Multlphons les deux équations indétinies, respectivement par -it dx,

dw
e les valeurs x,, ¢, de x qui correspondent

aux extrémités de chaque tige, en transformant les seconds termes, au
moyen de I'intégration par parties apphquee une fois sur I'équation
en ' et deux fois sur I'équation en »'; il viendra

__du' du % du' \? dr =
—["“2;7:‘] m [ (&) + (z)]‘“”—"’
de' d & d’w’ :
[Ti?d—z(ﬂ 75) zizdt ]

e[ e o =o
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Ajoutons respectivement tous les résultats pareils relatifs aux diverses
tiges, en tenant compte de toutes les conditions (go) et (go bis) spé-
ciales aux extrémités, conditions qui sont vérifiées 4 toute époque, et
qui, pouvant étre, par suite, différentiées par rapport 4 ¢, donnent, par

. . sex du! - de! s e eex
exemple: & une extrémité fixe, — = 0, — = 0; & une extremite en-
, dw dro’ .- .
casirée, — — 0, —=-=— 0} # 2 3 S
» —5 = 05 7—= = 0; & une extrémité commune a deux tiges,
de'  dd do/ du', d?e dzw"
w= g =g eh 51 elles sont soudées, T Tmd Les

termes relatifs aux extrémités se réduiront 4 ceux qui sont affectés
des masses M des corps entrainés par les tiges : ces termes auront res-
pectivement les formes
2o’ de' d*a’ do’ LI ¢ d [da' \*
M- — i ivid bi M (=)
de* dr’ M @ ar e 1“ dt 72 M dr \ dt !
Par suite, en désignant par = des signes de sommation s’étendant, soit
A toutes les masses M, soit & tous les éléments dx de longueur des
tiges, il viendra

LML)+ B (¢l e G ede | =,
2dt{ZM<dz)z+Z[p'G +&I( >]dx§—o

Donc les expressions,entre parenthéses sont indépendantes de ¢, et,

\ du'
comme elles sont nulles pour z=o (a cause de ' =0, — =o,

4

(24 . . k)
W= 0, — =0 pour f= o) , elles le seront toujours; ce qui n’est

évidemment possible que si I'on a partont séparément

du' du' dw' dzof
el ——= O —_— O, 7”-;-

P =0
z =% Zz 1 ’

et, par suite,

=0, w=o.

Par conséquent, les déplacements u, w sont complétement détermi-
nés, et il en est de méme de @,  cause de I'analogie des équations
(89 bis), (89 ter) avec (87 b), (87 c).

Tome XVI (2 série). — Aour 1871. 29
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II n’entre pas dans le plan de cette étude d’intégrer les équations
différentielles de ce paragraphe; on pent voir de beaux exemples de ces
intégrations : 1° dans le Mémoire sur les Ponts suspendus, de Navier,
qui étudie le choc longitudinal d'une barre verticale par un corps
solide supposé lui rester fixé aprés le choc; 2° dans V' Inéroduction a
la Mécanique industrielle (n° 322 et 325, notes), de Poncelet, qui
compléte la solution précédente en tenant compte de ce que la barre,
a I'instant du choc, n’a pas encore regu I'allongement statique produit
par le poids du eorps heurtant; 3° dans le Mémoire de M. Phillips sur
les vibrations longitudinales des tiges dont les extrémités sont soumises
a des mouvements donnés ou & action continue de forces variant sui-
vant une loi donnée (Journal de Mathématiques pures et appliquées,
février 1864); 4° dans I'Etude de M. de Saint-Venant sur le choc
longitudinal de deux barres cylindriques ou coniques tronquées (Journal
de Mathématiques pures et appliquées, 1867, et Comptes rendus,
11 mai 1868); 5° dans le Mémoire de Poisson sur I’équilibre et le
mouvement des corps solides élastiques (Mémoires de I’ Académie des
Sciences de Paris, t. VIII, 1829, aux numéros de 47 4 57), et dans sa
Mécanique rationnelle (deuxiéme édition, n°* 518 et suivants), ou
Poisson obtient les lois des vibrations transversales dune tige homo-
gene isotrope et prismatique, dont une des extrémités est libre et
Pautre libre ou eneastrée; 6° enfin, dans le Mémoire de M. de Saint-
Venant sur les vibrations transversales d’une barre fixée a ses extré-
mités et unie en son miliew & une masse étrangére qui U'a heurtée
(Société philomathique, 5 novembre 1853 et 21 janvier 1854, au journal
U Institut, n° 105, et Comptes rendus, g janvier 1865, 3 juillet 1865
et 15 janvier 1866).

§ XII. — Etude d’une tige rectiligne soumise & une traction anté-
rieure aux déplacements. — Pibrations des cordes en tenant compte

de la rigidité.

Nous nous sommes bornés jusqu’ici 4 des tiges dont tous les élé-
ments plans n’étaient soumis par unité de surface, antérieurement
aux déplacements étudiés, qu’a une pression normale et constante,
telle que la pression atmosphérique. Occupons-nous actuellement des
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déplacements subis par les divers points d’une corde élastique sans
pesanteur, tendue entre deux appuis, et qui est écartée de cette posi-
tion primitive d’équilibre par diverses forces appliquées 4 son inté-
rieur ou prés de ses extrémités. Si nous divisons la corde en un cer-
tain nombre de trongons d’une longueur assez petite, et que, dans
chaque trongon, nous choisissions pour axe des x I'axe de la corde
dans son état primitif d’équilibre, celle-ci pourra étre assimilée a une
tige ou les forces élastiques N,, N,, T,, T,, T, seraient sensiblement
nulles antérieurement aux déplacements z, ¢, w, mais dans laquelle
la traction N, exercée par unité de surface sur les éléments plans
perpendiculaires aux o, aurait, avant les déplacements, une certaine
valeur N9, généralement trés-grande par rapport i celles que déve-
loppent de petites déformations postérieures 3, g. L'équilibre de la
corde, dans son état choisi comme primitif, exige que cette valeur N
se trouve 4 fort peu prés indépendante de x, et méme que la tension

totale f N¢dr, que nous appellerons 9u,, soit rigoureusement con-
-

stante sur toute la longueur; mais, d’'un point 4 l'autre d’une sec-
tion ¢, N¢ peut étre variable, soit d’'une maniere continue, soit méme
brusquemeut sur les lignes précédemment appelées s,.

Au § T de mon Etude sur la théorie des ondes liquides périodiques
(Savants Etrangers, t. XX, 1871), j’ai étudié des milieux élastiques
du genre d’une corde trés-tendue, c'est-a-dire dans lesquels les N, T
ont, antérieurement aux déplacements étudiés, des valeurs considé-
rables. I’y ai établi les équations du mouvement [§ I, formules (3)
et (3 bis)] qui conviennent alors. Ces équations, spécifiées pour le cas
de V'équilibre, et en admettant que les dérivées premiéres de u, ¢, w
en x, y, z soient trés-petites et que la force N, ait seule une partie pri-
mitive N?, supposée méme indépendante de x, différent peu des équa-
tions (2) du Mémoire actuel : les deux derniéres restent les memes,
mais la premiére est remplacée par

dN,; dT, dT, dN{ dv dN} dw

0 T+t o tE TG & & a TPX=C

¥’ai démontré aussi (note placée a la fin de la troisieme Note com-
plémentaire de ce Mémoire), que, si I'on prend des plans coordonnés
A Y

29..



228 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

paralléles, dans I'état primitif du milien, aux trois éléments plans ma-
tériels rectangulaires qui se croisent en un point M et sur lesquels les
actions N9, N9, NY, exercées par unité de surface, dans I'état primitif
du milieu, sont normales, et si, en outre, on appelle N',, N,, N, T,
T,, T; les composantes, suivant les axzes, des petites forces élastiques
qui viennent se joindre & ces composantes normales N{, N3, N§ pour
donner, aprés les déplacements u, ¢, w, les vrais forces élastiques
exercées sur 'unité de surface primitive de ces mémes éléments plans,
les composantes N,, N,, N,, T,, T, T, des forces exercées sur 'unité
actuelle de surface des éléments plans perpendiculaires, apres les
déplacements, aux axes fixes des x, ¥, z, auront pour expressions

ds d ’
N,:N‘}(I—é’—j}:)—l—l‘h,
d di r
N,=N? <1~ z;ﬁ—d—:) + N,
di di "
N3=Ng(1—— a —3”-)+N3;
(92)
T, =N} +N3dz+'1"“

T2_N +N +T2,

Ty = -l—N +’l

Ces valeurs, dans lesquelles il faut faire N3 = N§ = o, changent la
relation (g1) et les deux derniéres (2), en celles—ci

dN dT’ d’l"

=o,
. d*v - dT’ dN' lT',

(91 bw) Ni dz? : =0,
T’ T' dN'

N? dz:’ + =0.

Voyons actuellement ce que deviennent les conditions spéciales (3),
appliquées au contour s et aux lignes s, d’une section. Les cosinusm,
%, p sont ceux des angles que fait avec les axes, apres les déplace-
nents, la normale 2 un élément d’une de ces lignes et 4 la fibre longi-
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tudinale de la tige qui passe par son pied. Or, cette fibre, primitivement

paralléle aux x, fait avec les axes des angles ayant pour cosinus 1,

dve di e . . s
z‘ﬂ 2% . 1a condition correspondante de perpendicularité est donc
Iz dx

B (20 dw - do dw
(93) m+n—+ps-=o0, dot m=—n_ —p—-
Par suite, les composantes p,, p,, p, de la force exercée sur l'unité
de surface d’un des éléments plans qui séparent la tige de I’espace en-
vironnant, ou deux parties de la tige de constitution différente, seront

n(To - N Z)+p(T.— N Z),
d; d

(=) ol 1. 2).

n(T; - Tg %) +P(N3 — T2 ‘:5_::)’

ou bien, d’aprés (92), et en observant que 7, p, facteurs des petites
quantités T',, T,, N,, T, N;, peuvent étre remplacés par leurs va-

e els dz dy
leurs primitives =

ds’  ds’

% 7% NEZ 1% 1.2-MZ

Donc les conditions spéciales aux lignes s et s, sont les mémes que
celles du § 111, dans lesquelles on remplacerait N,, N,, T,, T,, T,
par N, N, T, T, T;. Les considérations qui suivent la formule (15)
serviraient de méme a établir que ces quantités sont trés-petites par
rapport a leurs dérivées premiéres en y, z; toutes les fonctions que
I'on peut avoir & étudier doivent étre au moins de V'ordre de grandeur
deleurs dérivées en x, excepté peut-étre aux extrémités de la tige. De
plus, les deux derniéres équations (g1 bis) se réduiront, comme les
deux derniéres (2), 4 la forme

dN’2 dT'l dTll dN,3
(94) r T % gty TO

car, ou bien la corde étudiée est douée d’une rigidité appréciable,
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d: d: . A
et alors, les termes pY, pZ, N? d—;, N9 5‘: n'étant pas extrémement

. . dT, dT, ¢ rais dottx dquati bi
supeneursa e 371‘—-’ on peu raisonner sur ces deux equa ODS(QI ld‘)

comme on I’a fait sur les deux derniéres (2); ou bien elle est sans ri-
gidité sensible, c’est-a-dire qu’on peut faire

T;=T,=o0, N;,=N,=T,=o,

et alors rien n’empéche de poser les formules (g4).

Les trois équations indéfinies exprimant I'équilibre auront ainsi
précisément les mémes formes qu’au § III, mais elles contiendront,
au lieu de N, T, les forces N’, T', que les déformations 3, g anront dé-
veloppées, en sus des composantes normales et primitives N, o, o,
sur 'unité de surface primitive des éléments plans qui étaient d’abord
perpendiculaires aux axes des x, y, z. Ces forces N, T’ sont des
fonctions linéaires, sans termes constants, des d, g, et les 3, g des
fonctions pareilles des N’, T, que les raisonnements du § II permet-
traient de mettre, dans le cas ou le milieu offrirait, soit un plan de -
symétrie de contexture, soit un axe d’élasticité, sous les formes (g),
(10), (ro bis). De plus, Pexpression (12), en y remplacant les N, T
par les N', T', serait celle du travail exécuté par ces forces dans la
déformation d’un élément de volume primitivement rectangulaire et
égal & drrdydz, au moins dans Phypothése ot les u, v, w, et par
suite, les 9, g conserveraient entre eux les mémes rapports pendant
toute la durée de cette déformation. Cette expression doit étre posi-
tive, car il est naturel d’admettre que les forces intérieures dévelop-
pées pendant qu’on écarte un corps de sa position d’équilibre stable
choisie pour état primitif, s’opposent i cet écart.

Toutes les formules des §§ I, I, TII et celles des autres paragraphes
qui en résultent, s’appliquent donc au probléme actnel; i cela prés
que les N, T devront y étre remplacés par les N, T, et que les coef-
ficients d’élasticité, E et ¢ par exemple, seront relatifs a I'état ou se
trouve la tige sous I'action de la tension 3t,, et non 4 I'état naturel
dans lequel cette tension n’existait pas. Mais les formules (32), (32 &is)
et (33), qui n’ont pas été déduites de celles des §§ I, II, 111, ont be-
soin d’un ‘examen spécial.
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Pour cela, supposons d’abord qu’on ait marqué, sur les diverses
sections normales et antérieurement aux déplacements z, v, w, les
centres des forces paralléles N9 do appliquées & tous les éléments do
de chacune, et appelons y,, 2, leurs coordonnées transversales, sensi-
blement indépendantes de x, par rapport aux axes des y et des z

précédemment choisis, c’est-a-dire tels que f Eyds = f Ezds = o,

f Eyzds = o. On aura ainsi
-4

. rofN?dG ou jo'%o—':‘/.N(zf[[G, ZOJGo=fN?ZdG.

L’ensemble des points matériels dont les coordonnées primitives
transversales sont y,, z, est une fibre longitudinale 4 laquelle on peut
supposer appliquées les tensions 9t,. L’équilibre de la tige dans son
état primitif exige évidemment que cette fibre soit rigoureusemeut
droite, tandis que, si la tige n’a pas toutes ses sections normales
exactement pareilles, son axe, lieu des centres de gravité des sections,
peut n’étre pas absolument rectiligne. Cest pour cela que nous
’avons adopté cet axe, dans sa position primitive, pour celui des x,
que sur une certaine longueur assez petite de la tige.

Concevons actuellement que 'on méne, aprés les déplacements x,
¢, w et par un point matériel O’ de laxe de la tige, dont les
coordonnées primitives sont x, o, 0, une section perpendiculaire
aux x, et cherchons la résultante et le centre des forces normales

do dw
(-5
ments plans. Cette résultante est égale 4 9¢, comme avant les dépla-
cements. En effet, chacon des éléments plans de la section considérée
est P'intersection d’un faisceau infiniment petit de fibres longitudinales
par un plan presque normal i ces fibres, et peut étre confondu, sanf
erreur relative du second ordre de petitesse, avec I'intersection du
méme faisceau de fibres par la section, primitivement normale 4 P'axe,
de la tige et actuellement trés-peu inclinée sur ce faisceau, qui est
menée par le méme point matériel ; or cette derniére intersection est
égale au produit de sa valeur primitive do par Funité augmentée de la

), appliquées, par unité de surface, a ses divers élé-

. . . di d , . eys
dilatation superficielle Z 1+ 22 des éléments plans primitivement nor-
dy dz
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maux aux 2. La résultante cherchée a donc pour expression

[N‘i’(r—;—;— %—) (‘_}_j_;_*_%‘j) da:/G‘N‘}da:aco.
Chechons maintenant le point d’application de cette résultante, ou
plutdt ses deux moments par rapport & deux axes paralléles aux y et
aux z, menés par le point O'. Ces deux moments sont égaux, pour
chaque partie N?do de la force 9%,, aux produits de N{dc et de
— N do par I'excés des coordonnées respectives, suivant les z et sui-
vant les y, du point d’application de cette partie de 9, sur les coor-
données pareilles de O'. Comme les portions de fibres longitudinales
comprises entre la section considérée et la section primitivement nor-
male menée par Q' sont trés-petites et presque paralleles aux x, les
coordonnées suivant les ¥ et suivant les z de ces points d’application
peuvent étre remplacées, sauf erreur du second ordre de petitesse,
par z -~ w, y + v, qui sont celles des points correspondants de la
section normale menée par O'. Les coordonnées pareilles du point 0,
situé sur I'axe de la tige, se réduisent d’ailleurs & ses déplacements
transversaux, que nous représenterons par ¢,, w,. Les moments cher-
chés de N do seront done N do (3 +w—w,), —Nido (y +v-—0,),
et ceux de la force totale 9t, vaudront par suite

(95) s‘eozo+£N‘i’(W—wa)dc i —%oyo—[Ng(v—ua)da.

Gela posé, menons comme au § V[*], par le point de I'axe dont les
coordonnées primitives sont x, o, o, non-seulement les deux axes,
paralléles a ceux des y et des z, dont il vient d’étre parlé, mais encore
un premier axe paralléle aux x, et supposons qu’on donne les compo-
santes totales e, §;, § et les moments totaux M, 1, 9Ny, par rapport
a ces axes, de toutes les actions extérieures exercées sur la partie de
la tige située au dela du plan des deux derniers : nous pourrons les
égaler aux composantes et aux moments pareils des forces exercées sur
la masse d’un tron¢on compris entre ce plan et une autre section pa-
ralléle assez voisine, dont la distance  la premiére sera désignée par
x'— x, et de celles qui le sont sur cette seconde section. Les for-

[*] Voir apres les formules (31).
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mules (32) et (32 bis) devront étre modifiées; car, N, ayant sa pre-

s . s d 1 ,
miére partie N§ { 1 — £ _ 2% considérable, les coordonnées actuelles
1 dy dz ’

des points de cette seconde section par rapport aux axes menés par O',
et les éléments plans actuels de cette section ne pourront plus, dans
les termes affectés de cette partie de N, étre remplacés par leurs va-
leurs primitives x’ — x, ¥, %, de. Mais, d’aprés les considérations pré-
cédentes, cette partie de N, équivaut 4 une force 95, paralléle aux x,
et dont il sera facile d’obtenir les moments par rapport aux axes
transversaux menés par O’. Concevons, en effet, que la seconde section,
d’abord confondue avec la premiére, reprenne ensuite sa vraie place en
s’en écartant 4 la distance 2’ — x : les moments cherchés, d’abord

égaux, d’aprés (gb), a
(550 20+ [ N8 (w —wa)ds | > —[5e0gs S —vads]

varieront, parce que le point d’application de chaque partie con-
stante N¢ do de la force totale v, s’écartera de la premiére section en
suivant une fibre longitudinale primitivement paralléle aux 2. Dans -
ce mouvement, les coordonnées transversales de ce point croissent

= d * 4 .
sensiblement de f ;dx et de f Z:?v dzx, et 'augmentation des deux
& 4

d.
moments de N?¢ do sera

L7 d = d
N{ do'f Zdx, —N? daf = de,
¢, dx - dz

ou bien, en faisant passer sous le signe [ le facteur constant NY ds,

j; i (Ng & dc) doe, — fx i (Ng j_:da) de.

Si I'on fait la somme des quantités pareilles pour tous les éléments do,
et qu'on ajoute les valeurs qu'ont, pour x’' = x, les moments cher-
chés, on trouve, pour ces moments,

[m,ozo —|—£N‘j (w — W) da] + [ da-ngggda,

x v x

_{%0)’ﬂ+ng (0 — va)do'] — " de [Ny Ll
5 & x s 30

“Tome XVI (2° série). — Aour 1871,
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Les formules (32) et {32 bis), en y tenant compte en outre de la
seconde partie N, de N,, en y remplacant T,, T, par N° d—u + T
N° + T,, et faisant passer dans les premiers membres les termes

' affectes de 9%v,, N9, deviendront

%—%O:IN"dc+Lx’dx£dea,

g~ [we asz;da+f"¢xprdc,
?’—~fN°dwdc_fT'dc+f dxprdc
M /N“( il zd—z)da

=£(_yT’2——zT'3) ds +-£I’dx£p (yZ — =Y)do,
(96) < =[5+ [N —wdo]

—fx'dfo do'-{—(w—x)fN"——d
=[[2N'1—(x’_ x)T2]d°+fx dx’fp[zX—(x’——x)Z_idc,
—m.—[an.,yo+fug(o._v,,)da]

_-fz'dfo dO’—l‘(x"‘foid_z

=‘/;[jN‘, —(x’-——x)T'a_]do'—l—v[ dx'/;p [y X—(x'—a)Y]ds.

Ces relations différent de (32), (32 bis), en ce que les N, T sont rem-
placés par les N, T, et 9%, ,, §, M, a1, — 910, par les premiers mem-
bres de (g6). Si, dans la premiére et dans les deux derniéres, on rem-
place N, par sa valeur E3,, et qu'on opére comme on I'a fait pour
obtenir les formules (33), ces trois relations et la quatriéme (96} don-
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neront, au lieu des quatre (33),
o — Pog = (q)‘a&G)wl—}—fIdxfpxda’
o — [m"’z" +fN?(W— wa)dc]
= (wel)w —f"‘/:I [—§+£N?%({c
'*‘fPZXdG-i-fx dxprda] dx,
— M [%0)’0 +f7N?(V - Va)dc]z
= 5 dv
= ()t | [~ for [N 2ds
+fFJ'Xd°' +fz d-x'j‘dea:l dx,
dw dv .
M = [_[N‘: (rg—sz)de+ [ (rT.— sz)dc] J

+/jldxf7f’(fz — 2Y)do;

[ dans ces formules, la notation ( ) indique que 'expression entre
parenthéses est prise pour I’abscisse o]

Telles sont les quatre équations qui serviront & déterminer A, b,
w,, K, et par suite les N, T’ et les déformations 3, g. Quant & la
seconde et a la troisiéme (g6), on verra, absolument comme au § 'V,
qu’elles résultent de la seconde et de la troisiéme (97), combinées avec
la premiére (91 bis) et avec les deux conditions correspondantes spé-
ciales aux lignes s, s,. .

Nous ne continuerons pas cette étude, qui nous raménerait, avec
certaines modifications, les problémes. étudiés aux paragraphes pré-
cédents. Nous chercherous seulement ce que deviennent les équa-
tions {85 bis) et (88), qui régissent P'équilibre et le mouvement
transversal d’une tige rectiligne, soumise 4 des forces paralléles & un
des axes principaux d’inertie de ses sections normales.

Nous prendrons des axes des a, ¥, z qui soient les mémes sur toute

3o..
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Pétendue de la tige, et néanmoins paralléles & ceux que nous avons
adoptés précédemment pour les divers trongons en lesquels on peut
la concevoir divisée : ce sera possible si la tige n'est pas torse, c’est-
a-dire si les axes d’inertie principaux de toutes ses sections normales
ont & peu prés les mémes directions. I'axe des & choisi sera la posi-
tion primitive de la fibre & laquelle sont appliquées les tensions 9%, ;
d’ot1 il suit que les origines des axes fixes précédemment adoptés pour
les divers troncons auront leurs coordonnées transversales par rap-
port aux nouveaux axes égales & — o, — %,. Les déformations ?, g,
les déplacements u, v, w et leurs dérivées en x, ¥, z, auront les mémes
valeurs dans le nouveau systéme d’axes que dans les précédents,
puisque tous ces systémes sont supposés fixes et sensiblement paral-

léles.

N N . .
Dans l'identité — =— —=+ = on pourra négliger encore le
dernier terme, & c6té du second qui est égal & — . En effet ce der-

nier terme est au plus comparable 4 g.,, ou & —:ST’L,, ou enfin a la valeur
moyenne de ;T’z, laquelle, d’aprés la troisiéme relation (g6) et en

. . di
faisant, dans cette relation, x’'= x, est L (¢ — | NZds); orla
! o 1 dx
[

seconde formule (g7) montre que § — /; N‘i’j—:da est de l'ordre de

4(WwEl . . . A
( - ), et, par suite, que ¢l est au moins du méme ordre; donc v
. di . \
est comparable a ZI—I (if — f N‘l’d—’;do'> » ou a ;am, et trés-grand en
-2 .

. I P
comparaison de g, car le rapport - est de 'ordre du carré des

dimensions transversales, dans le sens des z, de la section ¢. Par con-
séquent, en supposant toujours x'== x, on pourra écrire, d’aprés la
seconde (97),

(98) ‘fj—;’:’==—«ss=g[—m+moz.,+fN2(w—wa)da]-

J1u désigne le moment total des forces extérieures appliquées a toute
la partie de la tige située au dela de Vabscisse x, par rapport a un axe
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mené, parallélement a celui des y, par le point O’ de 'axe de la tige,
dont les coordonnées transversales primitives, dans le nouveau sys-
téme d’axes, sont — y,, — %, et dont les déplacements pareils sont
les quantités précédemment appelées ¢,, w,. Ce moment comprend
un terme de plus que dans le cas d’une tige non tendue; car, sil'on
considére une section.x = x,, perpendiculaire aux x et trés-voisine
de la seconde extrémité de la tige, les forces appliquées a cette section
n’équivaudront plus 4 un simple couple 9, situé dans le plan des zx,
et & une simple force #, paralléle aux z et appliquée au point oti axe
de la tige coupe cette section; mais elles auront en outre une com-
posante paralléle aux x, appliquée aun méme point. La valeur de cette

composante, f N0de+ f N',do, n’est autre que 9%,; car, les dépla-
cements de 'axe de la tige n'étant supposés que transversaux, on a
partout & =0, et par suite f N',dec =o0. La coordonnée actuelle

suivant les z du point quelconciue O’ de l'axe est — z,+ w,, et celle
du point de cet axe, trés-voisin de la seconde extrémité, ot est sup-
posée appliquée la force 9t,, (— 2, + Wy)a,, en exprimant par ().,
que la quantité entre parenthéses est prise pour & = x,. Par suite, le
moment de 9%, par rapport & un axe paralléle aux » et mené par O’
vaut 9%, [(— 2, + W, )z, + %o — Wa] : Cest le terme qui devra étre joint
aux expressions de J1U obtenues pour le cas d’une tige non tendue.
Le second membre de (g8) montre que le numérateur de I'expression

diew Loz
de — comprendra de plus que dans ce cas, outre le terme précédent
changé de signe, les deux termes 9,2, et + [ N¢(w —w,)de. Les

formules (85 bis) et (88) devront donc étre remplacées par celles-ci :

S fr-. 0'Zy 0 (%' —X) dx'= ' — Iy (2o — Wa)z, — F' (2, — )

d*
—a‘c,owa—fN‘,’(w——wa)dc—i—cl—i,
-3

( 99) dx?

xy
( f o = c\x — x)dx’ = le méme second membre.
I'¢

Rappelons que la tension 9t, n’est pas supposée tellement grande
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que son effet masque entiérement celui de la rigidité; donc le dernier
terme, qui représente I’action de la rigidité, n’est pas négligeable. Mais
’avant-dernier I'est en comparaison du précédent — 9t,w,, car la
différence w — w,, sur toute I'étendue d’une section, est évidemment

insensible par rapport & w,, tandis que, d’autre part, f Nodo = ot,.
- T

On pourra de méme remplacer w, par w, et, si Pon pose enfin
I — 0y (2 )z, = M, les relations (g9g9) auront la forme suivante,
presque aussi simple que (85 bis) et (88) :

fr’p’Zoc(x'—— x\)dx'
: dw

5 a2
dx?’,

(g9 bis) = o — & (2, — X) = Fog(w — wy,) + ¢l

.1“ d2
. f o 7;; G (:L" —_ x)dx’ = le méme second membre.
x

On les aurait trouvées directement sous cette forme simple, si la ten-
sion longitudinale 9%,, qui a écarté le corps de son état naturel, n’avait
produit, antérieurement aux déplacements transversaux actuellement
étudiés, que des dilatations 3, de 'ordre de celles que j’ai considérées
au paragraphe précédent : les points d’application des tensions 9z, se
seraient alors trouvés tout le long de 'axe méme de la tige, c’est-a-dire
qu’on aurait eu partout y, = z, = o, et il aurait suffi d’employer la
premiére formule (87), en tenant compte, dans I'expression de or,
du moment 3%, [(w,);, — w,] de la force 9%, exercée, dans le sens
des x, sur la seconde extrémité de I'axe de la tige.

On pourrait appliquer la seconde équation (gg bis) a I'étude du
mouvement transversal, en faisant sur les extrémités les mémes hypo-
thiéses qu’au paragraphe précédent. Mais je me bornerai au simple cas
d’une corde constituée pareillement sur toute sa longueur, fixée a ses
deux bouts, et vibrant dans sa totalité sans qu’il se produise aucun
noeud intermédiaire. La formule (g9 bis), différentiée deux fois en x,
donne alors pour équation indéfinie

2o 1 ( d*e 1 (l’w) .

(ro0) @ = e \Togm — o
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Une corde n’ayant qu'une petite rigidité, le dernier terme de celte
équation est bien moins grand que le précédent, et peut se calculer
en supposant & w la méme expression que si la corde était parfaite-
ment flexible. Or, si I désigne la longueur de la corde, i un nombre
entier positif quelconque, L, I des coefficients arbitraires, Q la quan-

., I, . . ,
tité \/ ~—» on sait que cette expression approchee est
P -2

im=e

._.Z sin ——— ! m(x [L cos—— + L'si mlm] .

i=:1

Différentions-la quatre fois par rapport 4 x, et observons qu’elle se
réduit presque aux deux termes correspondant & i=1, comme dans
toute corde qui vibre dans sa totalité et dont le son fondamental a

diw =t diw "x
seul une intensité notable; nous trouverons — 7 = — 7 gz etléqua-
tion (100) deviendra
. d*w d*w
(100 bis) = (;m + &I ) =)

c’est celle du mouvement transversal de la méme corde supposée par-
faitement flexible, mais dont la tension, au lieu d’étre ov,, serait

%0—{‘617;'

. Donc, lorsqu'une corde, douée de rigidité, vibre transversalement
dans un plan perpendiculaire a un axe principal d’inertie de ses sec-
tions normales, ces vibrations se font a fort peu prés comme si la corde
était parfaitement flexible, et que sa tension fiit supérieure a la tension
vraie d’une quantité égale au produit du carré du nombre n par le
carré de Uinverse de la longueur et par le moment d'inertie d’une
section autour de cet axe, moment obtenu en supposant & chaque élé-
ment des sections normales une densité superficielle égale au coefficient
d’élasticité de la fibre longitudinale qui y passe.

Si la tension ne varie pas dans des limites assez larges pour changer
beaucoup la constitution et par suite le coefficient d’élasticité des
fibres, cette quantité est constante, et la rigidité équivaut, pour une
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méme corde, & un accroissement constant de tension, ainsi que I'ont
établi des expériences de Savart. Cette loi pourra méme étre vraie, a
condition toutefois que la variation de I’étendue des sections reste
fort petite, pour des tensions allant presque jusqu’a celles qui pro-
duisent la rupture; car des expériences nombreuses et faites dans des
conditions trés-variées, dues & Coulomb, Leslie, Gerstner, etc., ont
permis d’établir un principe, connu sous le nom de loi de Gersiner,
et consistant en ce que le coefficient d’élasticité d’un fil ou d’une
barre change peu, quand sa contexture est altérée par des tensions
trés-grandes, pourvu que sa densité ne diminue pas sensiblement.





