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Étude sur le mouvement des meules horizontales de moulins
à blé, et méthodes pour le…; équilibrer;

PAR M. YVON VILLARCEAU.

l. Les questions soulevées par le siège de Paris ont ramené mon
attention sur'une théorie à peine effleurée dans nos meilleurs traités
de Mécanique appliquée, celle du mouvement des meules horizontales
de moulins à blé, et sur les méthodes qu’on en peut déduire pour les
équilibrer.

On sait qu’une meule, ayant été préalablement équilibrée au repos,
c’est-à-dire de manière qu’en cet état sa face inférieure, qui est plane,
soit horizontale; cette face prend ordinairement une inçlinaison plus
ou moins prononcée, dès qu’on fait tourner la meule autour de la vera
ticale qui passe par le point de suspension. Ce résultat, nuisible à la
bonne fabrication de la farine, est dû, tant aux irrégularités de figure
de la meule, qu’au défaut d’homogénéité des matériaux debt elle est
formée. Mais on peut obvier à ces inconvénients, en déplaçant con-
venablement certaines masses mobiles dans le sens perpendiculaireau
plan de la face inférieure, que l’on nomme masses réglantes. La con—
dition à remplir, et d’ailleurs bien connue, consiste à faire que la
droite passant par le centre de gravité et le point de suspension soit
un axe principal d’inertie pour ce dernier point. On ne peut songer
à y satisfaire en ayant recours aux formules qui concernent les mo-
ments d’inertie : les mêmes causes qui produisent l’inclinaison de la
meule pendant son mouvement s’opposent à l’emploi de ces formules,
et l’on est conduit à rechercher, dans les mouvements observés, la
mesure des causes d’irrégularité qu’il s’agit de faire disparaître.

Il m’a semblé qu’une étude analytique du mouvement des meules
horizontales devait conduire à la solution la plus complète du pro-
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blème et indiquer le genre et le mode des observations à effectuer,
ainsi que les changements à faire subir aux positions des masses ré-
glantes. D’ailleurs, une pareille étude s’ajoute aux applications encore
peu nombreuses de la théorie du mouvement de rotation d’un corps
solide autour d’un point fixe, applications qui se réduisent à la toupie,
au gyroscope et aux projectiles : trop longtemps on s’est borné à celles
que nous offre la Mécanique céleste.

Le problème de la rotation d’un corps solide consiste à déterminer
la série des positions d’un système d’axes rectangulaires, se coupant
au point fixe, et lié solidairement avec le corps solide. Dans nos
traités de Mécanique, le choix de ce système d’axes n’est générale»
ment pas laissé arbitraire; les auteurs l’assujeltissent à coïncider avec
les axes principaux d’inertie relatifs au point fixe: l’application des
formules qui se rapportent à ces axes ne convient pas au problème
actuel, attendu que les sommes des produits des masses par les rec—
tangles des coordonnées, qu’il s’agit précisément de déterminer, ne
figurent pas dans ces formules : le choix des axes principaux a pour
résultat de les faire disparaître. Celles dont il convient de faire usage,
et dont les formules d’Euler sont un cas particulier, ont été données
par Lagrange. Elles sont peu connues des ingénieurs; ce qui expli—
querait cgmment la théorie de l’équilibre des meules horizontales n’a
été jusqu’ici l’objet que de travaux incomplets.

Les formules de Lagrange permettent d’écrire les équations diffé—
rentielles du mouvement avec la plus grande facilité : dans notre pro—
blème, le choix des axes mobiles se trouve, pour ainsi dire, indiqué
d’avance. Deux d’entre eux sont dans un plan parallèle à la face
inférieure de la meule, le troisième passe par son centre de gravité.
Mais l’intégration ne peut s’effectuer sans introduire quelques restric-
tions : eu égard à ce que les petites oscillations de l’un des axes, par
rapport à la verticale, offrent seules de l’intérêt, il suffit de les déter—
miner aux quantités près du deuxième ordre de petitesse. Alors on
peut, conformément à la réalité des choses, traiter la différence des
moments d’inertie autour des deux premiers axes, ainsi que les sommes
de produits des masses par les rectangles des coordonnées, comme
quantités du premier ordre. On considère encore, comme étant du
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même ordre, l’erreur commise en calculant les divers moments, sans
tenir compte des défauts d’exacte configuration ou d’homogénéité.

Les équations différentielles,réduites aux termes du premier ordre,
sont au nombre de trois : l’une s’intègre immédiatement, et les deux
autres forment un système d’équations linéaires du deuxième ordre,
à coefficients constants; ces dernières s’intègrent au moyen des seules
fonctions trigonométriques et les intégrales ne tombent‘ pas en défaut,
dans le cas des racines égales de l’équation caractéristique, comme
cela arrive lorsque l’on a affaire à une seule équation différentielle.
C’est en choisissant pour variables, à l’exemple de Lagrange, deux
des cosinus des angles compris entre les directions des axes mobiles
et celles d’axes fixes, que l’on parvient à la forme très—simple de nos
équations.

Les résultats du calcul se traduisent géométriquement comme il
suit. La meule ayant été préalablement équilibréeau repos, imaginons
un style vertical, dont l’axe passe par le point de suspension de la
meule, et un plan parallèle à la face inférieure, qui soitentraîné dans
son mouvement et destiné à recevoir les impressionsdu style; ce plan
sera, par exemple, celui de la face supérieure de la meule. Par le
point de rencontre du style avec ledit plan, dans la situation hori-
zontale de la face inférieure de la meule, menons un système d’axes
rectangulaires et parallèles aux axes mobiles. Voici ce qui se passera
pendant le mouvement de la meule. Le rayon vecteur mené de l’ori—
gine à l’un des points du diagramme tracé par le style, mesurera l’in-
clinaison de l’axe de la meule par rapport à la verticale, et la ligne des
nœuds du plan mobile sur l’horizon, sera perpendiculaire au plan
vertical passant par le style et le point considérédu diagramme. Quant
à la nature de la trajectoire tracée par le style, cette trajectoire peut
être considérée comme une ellipse mobile autour d’un centre fixe,
dont les axes conservent une grandeur constante et dépendante uni-—.

quement. des constantes du mouvement oscillatoire initial, Suivant les
relations de grandeur de ces constantes, l’ellipse dégénère en un cercle,
en une ligne droite, ou se réduit à un point unique. Quoi qu’il en soit,
la trajectoire se trouve comprise entre deux circonférences de cercle
qui lui servent d’enveloppes et dont les rayons sont égaux au demi—
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grand axe et au demi-petit axe de l’ellipse mobile. Suivant les cas,
ces cercles--enveloppes se réduisent à un cercle unique ou à un point.

Le mouvement des axes de l’ellipse mobile est uniforme; il est
d’ailleurs assez faible relativement au mouvement de rotation de la
meule et de sens contraire à ce dernier.

Enfin, le mouvement sur l’ellipse mobile est tel que le rayon vec—
teur mené de son centre décrit, par rapport aux axes mobiles, des
aires proportionnelles au temps, et dans un sens qui dépend des rela-
tions de grandeur des constantes du mouvement oscillatoire. La durée
d’une révolution du rayon vecteur diffère peu de celle d’un tour de la
meule.

Le diagramme ainsi obtenu fournit les éléments d’une première mé-
thode pour équilibrer les meules horizontales : il suffit en effet d’y
mesurer les deux coordonnées du centre commun des ellipses mobiles
ou de leurs cercles—enveloppes et de déplacer les masses réglantes, au
nombre de deux, de quantités proportionnelles respectivement à l’une
et à l’autre de ces coordonnées. Le coefficient de proportionnalité
s’obtient au moyen de calculs assez simples; il peut d’ailleurs se dé-
duire de la comparaison des résultats obtenus dans deux états diffé—
rents du système (les masses réglantes. La théorie indique la position
la plus favorable à leur donner : il convient que les centres de gravité
de ces masses soient situés dans deux plans méridiens rectangulaires,
et orientés à 45 degrés par rapport à l‘axe transversal de Vanille.

Le mouvementvertical du style étant une quantité du second ordre:
un défaut d’exacte verticalité est tout à fait négligeable : il n’en est pas
ainsi d’un défaut de centrage; mais on s’en affranchit aisément.

Cette première méthode d’équilibrer les meules horizontales pourra,
malgré sa simplicité, n’être pas accueillie par les praticiens : l’instal—
lation du style et l’exiguïté des dimensions de la courbe obtenue mo—

tiveront sans doute leurs répugnances. Au contraire, la seconde mé-
thode, dont il nous reste à parler, rentre tout à fait dans les habitudes
des ingénieurs. .

La théorie montre que, les deux masses réglantes ayant reçu la dis—

position indiquée ci-dessus, la position de chacune d’elles peut être
déterminée séparément. Dans le plan méridien qui contient le centre
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de gravité de l’une des deux masses et sur le pourtour de la meule,
fixons un léger style, par exemple une pointe de fer ou d’acier, vissée
sur l’un des cercles de fer qui servent d’armature, et disposons une
surface verticale fixe, pour recevoir les impressions du style : on no—

tera très-distinctement la trace du style correspondanteà l’état d’équi—
libre statique de la meule; puis, celle-ci étant mise en mouvement, le
style produira des traces dont les ordonnées seront rapportées à celle
qui répond à l’équilibre statique. Il ne reste plus qu’à déduire de ce
genre d’observations l’ordonne'e moyenne : on peut prendre, pour
celle-ci, la simple moyenne des ordonnées maxima et minima. A l’aide
de certaines précautions, il est facile d’obtenir ainsi un résultat in—

dépendant des effets du frottement au point de suspension. Connais-
sant l’ordonnée moyenne, on détermine, par un calcul facile, le dé—

placement qu’il faut faire subir à la masse considérée. Si l’on veut
réduire le calcul à celui d’une simple partie proportionnelle, il suffit
de deux expériences faites en donnant à la masse réglante ses deux
positions limites : de la comparaison des résultats obtenus, on déduit
en effet la position correspondante à la valeur nulle de l’ordonnée
moyenne; ce qui est la solution du problème. Pour la seconde masse
réglante, on exécute une opération toute pareille; mais on voit que
les deux opérations peuvent être effectuées simultanément : à cet
effet, les deux styles doivent être établis à des niveaux assez diffé-
rents, pour que les traces de l’un ne puissent être confondues avec
celles de l’autre.

Les praticiens étant dans l’usage d’employerquatre masses réglantes
au lieu de deux, il faut, si l’on veut se conformer à cet usage, dé—

placer simultanément, de quantités égales et de sens contraires, les
deux masses situées dans un même plan méridien; de cette manière,
la question n’offre qu’une seule inconnue, que l’on détermine par les
mêmes méthodes que s’il s’agissait seulementde deux masses réglantes.

2. Equations générales du mouvementde rotation d’un corps solide.
—— Les formules de Lagrange peuvent être établies par des moyens
plus simples et plus élémentaires que ceux employés par l'illustre
géomètre; mais leur démonstration ne pouvant trouver place ici, je
me bornerai à les extraire de la Mécanique arzab't‘ique (édition de
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M. ] . Berlrand, t. II, p. 234), en y rétablissant sous une ferme plus
générale les moments des forces extérieures. Voici ces formules :

d d dA*fi % ““ Gâ+(C+B)qf+Hpr+F(rz—q*)—- qu= P:dt—
dg dr dp 2 2(1) Bar?" Fd_t

— HË+(A—f—C)rp+qu+G(p -——r )—qu‘= Q,

dr .,dp d '

(};—â—
—— ("«-£?— F%+(B—A)pq+Grq+H(q2—pz)—Frp=13}-

La signification des lettres employées est la suivante.
Désignant, suivant l’usage, par .xy, y,, z, les coordonnées d’un élé-

ment de masse m par rapport à trois axes rectangulaires qui se croi—
sent au point fixe et sont liés au corps solide; par 2 la caractéristique
de sommation étendue à tous les éléments m du corps solide; on »a

A=Em(yî+ zÎ), F=2m3q z,,
(2) B=Em(zî+xî), G:Emz,x…

C : Em(xÎ +)fÏ), H :: Zmæ,y,.

P, Q, B sont respectivement les sommes des moments des forces exté—
rieures autour des axes mobiles des JC,, 3q, zi : elles sont positives,
lorsque le sens des rotations qu’elles tendent à produire est celui
de y, vers z… pour le premier; z4 vers pc,, pour le second; et .r,
vers f,, pour le troisième. Les lettres p, q, r désignent les composantes
de la vitesse de rotation par rapport aux mêmes axes, et le sens positif
de ces composantes est le même que celui des moments P, Q, R; (lt
est l’élément du temps.

Soient X‘, Y,, Z, les composantes parallèlement aux axes mobiles,
des forces extérieures appliquées au point (x,, y,, z,); les valeurs de
P, Q, B sont '

P : Z(Z4_Ï4 “" Y4 54)a

(3) [“] Q : Z(X, z, —-— Z,x,),
R = 2(Y;JC, -—X,jfi). 

[*] Les formules (I) sont également celles du mouvement de rotation d’un corps
solide autour d’un-point qui lui-même se déplace. Seulement les valeurs (3) de
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Désignant par x, y, z des axes rectangulaires fixes et posant

a : cos(acH ac), 6 :: cos(y,, L1“), 0 = cos(z,, JC”),

(4) a’=cos(xnÏ)v b,=COS(ÏHÏ)9 cl=cos(z“-Ï)’
a”x cos(acH z), b”=: cos(y,, z), e”: cos(z,, z) ,

on a, entre ces cosinus, des relations bien connues et que le lecteur
dispenœra de reproduire ici.

Les expressions des composantes p, q, r en fonction de ces cosinus
et de leurs dérivées donnent

pdt :: cdb + c’db’+ c”d ”= —— (bdc + b’dc'+ b”dc”),
(5) th : adc + a'dc'+ a”dc” : — (cda + c’da'+ c”da”),

rdt :: bda + b'da'+ b”da”: —— (adb + a'db' + a”db”),

et l’on a inversement

da :: (br—cq)dt, db =(cp—ar)dt, dc =:(aq— bp),
(6) da' : (b'r— c’q)dt, db':= (c’p —— a'r)dt, dc’ :: (a'q -—— b’p),

da”: (b”r -— c”q)dt, db”: (c”p -—-— a”r)dt, dc”:: (a”q —-— !)”p).

Il est à remarquer que les valeurs de p, q, r sont indépendantes du
choix des axes fixes des x, y, z; cela résulte de l’interprétationgéomé— 
P, Q, R doivent, pour ce cas, être re5pectivement complétéesparl’addition des termes
suivants :

da dw
zä2ml—:zf2mh
dw _ ‘ du
*Ælzmxl—'Ëäzmzl,
du du
"£iäîmf‘“ ä7l2mæ"

où l’on désigne par a,, v,, or». les composantes de la vitesse de l’origine des axes mo-
biles, parallèlement aux directions actuelles des x,, yl et z, considérées comme fixes.
On doit remarquer que ces termes complémentairesse réduisent à zéro dans deux cir—
constances : 1° lorsque la direction et la gràndeur de la vitesse sont constantes;
2° quand l’origine des axes mobiles est au centre de gravité du corps solide : en sorte
que les valeurs (3) des moments P, Q, R conviennent encore dans l’une et l’autre de
ces circonstances.

Tome XV (:1“ série). —-— OCTOBRE 1870. [II
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trique de ces quantités. On peut d’ailleurs le vérifier par une trans-
formation de coordonnées dans laquelle on introduit de nouveaux
axes fixes des x,)“, z; calculant les valeurs de p, q, !‘ au moyen de ces
nouveaux axes, on les trouve égales aux valeurs que fournissent les
relations (5).

Les cosinus ( 4) s’expriment en fonctions des trois angles nécessaires
et suffisants pour définir complètement la situation des axes mobiles
par rapport aux axes fixes.

Considérons l‘intersection du plan des x,y avec celui des x.,y,,
et désignons par nœud la partie de cette intersection que rencontrerait
l‘axe x, en tournant dans le sens x, à)‘,, et passant du côté des 2
positifs à celui des 2 négatifs. Des deux angles formés par les deux
plans des 30, y et æ,,y., nous désignerons par 6 celui que forment
les côtés positifs des axes des z et z… perpendiculaires respectivement
à ces mêmes plans. Conformément à l’usage adopté, nous désignerons
par 41 l’angle du nœud avec l’axe fixe des x, angle qui sera pris positif
de JC vers les _y négatfiy et par 90 l’angle de x, avec le nœud, mesuré
positivement de celui-ci dans le sens de ac, vers y,. Nous éviterons
ainsi l’emploi du mot ascendant par lequel on qualifie ordinairement
le nœud, non sans quelques inconvénients, quand il s’agit d’autres
problèmes que ceux de la Mécanique céleste. On voit que, moyennant
ces conventions, la situation des axes mobiles est déterminée, sans
ambiguité, par les valeurs des trois angles @,

LP et cp.

Les valeurs de nos cosinus (4), en fonctions de ces trois angles, sont
les suivantes :

a H 0059 si…)» singe + cosa}; cosq;,
!) : cosG sinuÿcoscp —— 00qu sing»,
c :: sinô sin+;
a = 0056 cosa)» singo — sian coscp,

(7) { -b’= 0059 cosa}: cosgo + sin q;_ simp,
c’:= sinô 0034);

a”:: — sinô singe ,

b”: -— sinÛ coscp,
 
) c”: + 0036.
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Les valeurs de p, q, r qui s’en“ déduisent par la différentiation, et

au moyen des formules (5), sont

. . dx}; _
dg:p… Slncpsmôä—coscpäa

__ . d+ . de?(8) q…cosçosmôä—i—Slfl@â£9

.… @ d?I —— —— 0086
_d_t.

+ Æ:

Supposons les valeurs des composantes X,, Y., Z, , qui entrent dans
P, Q, R, exprimées soit au moyen des cosinus a, a', a”, etc., soit au
moyen des angles @, + et go, puis les expressions (5) ou (8) de p, q, r
transportées dans les équations (1); on aura un système de trois équa-
tions différentielles du deuxième ordre entre lesdits cosinus ou les
angles @, q», 90 et le temps t. Leur intégration, en ayant égard, s’il
s’agit des cosinus a, b, 0, etc., aux relations qui existent entre eux,
fera connaître complètement la situation du corps solide en fonction
du temps. ’

Bien que la Considération directe des angles @, \]: et cp ait pour ré—

sultat d’éliminer six inconnueset qu’il semble en résulter plus de faci—
lité pour les calculs, il arrive pourtant, comme Lagrange l’a fait voir .

par‘ quelques exemples, que l’emploi des neuf cosinus conduit parfois
plus simplement au résultat; c’est ce qui ”arrivera précisémentdans le
cas du problème qui nous occupe. Ayant alors obtenu les valeurs des
neuf cosinus, on en déduira aisément celles des trois angles: par
exemple, connaissant a” et b”, les formules (7) feront connaître go et 6
en laissant le signe de sin9 arbitraire; la valeur de c” donnera celle de
c059 avec son signe; mais l’ambiguité de l’angle @ n’aura pas pour résul-
tat de conduire à deux situationsdistinctes du syslème des axes mobiles,
attendu que l’angle go prendra en même temps des valeurs qui diffé-
reront de 180 degrés dans les deux systèmes : il en sera de même de
l’angle q» qu’on déduira des valeurs de c et c' (7). Il est seulement
à remarquer qu’avec une valeur négative de sin6, la position du
nœud serait opposée à celle que nous avons définie. Pour avoir
des résultats toujours conformes à cette définition, il faudra prendre
sin6 positif.

41…
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5. Application des flrmules générale: au mouvement d’une meule

horizontale de moulin à blé. —- Nous prendrons pour axes mobiles des
JO., ],, deux droites rectangulaires menées par le point fixe parallè—
lement à la face inférieure de la meule, et pour axe des z. le côté de
la perpendiculaire à cette face qui est dirigé vers le zénith quand elle
est horizontale.

On admettra que l’équilibre statique de la meule ait été préala-
lablement obtenu moyennant une répartition des masses facile à réa-
liser. Dans cet état d’équilibre, le centre de gravité se trouvera sur
l’axe des z,. Nous en désigneroné la distance au point fixe de suspen—
sion par L, et nous supposerons L positif lorsque, {comme dans la
pratique, le centre de gravité est au-dessous du point de suspension.
Il en résulte que, si nous désignons par M la masse totale de la meule,
nous aurons

(9)
. me, : O., Em], : o, Emz, : _ ML,

Nous prendrons, pour axes fixes des xy, deux droites rectangulaires
'

situées dans le plan horizontal qui passe par le point de suspension et
se croisant en ce point, et pour axe des z la direction du zénith.

En négligeant le frottement autour du centre de suspension et la
résistance de l’air, on voit que les forces extérieures qui sollicitent le
système se réduisent aux poids mg des masses élémentaires; leur di—

rection étant opposée à celle de l’axe des z, les composantes X,, Y, , Z,
de la force mg seront respectivement

-—— mg cos(z, JC,), — mgcos(z,y,), —— mgcos(z, z,),

011, en vertu des relations (4),

— mga”, — mgb”, —— mgc”.

Au moyen de ces valeurs, les moments P, Q, R (3) deviendront

P : -— gc”. Emy4 + gb”Emz,,
Q = —— ga”2mz, + gc”Emæ,,
R =: -— gb”2mæ, + ga”2my. :
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en vertu des relations (9), ils se réduisent à

(10) P=—— b”gML, Q =+a”gML, R :o.
Si l’on fait abstraction de l’armature intérieure, nommée anille,

par laquelle la meule pose sur le point fixe, armature dont la masse
est très-faible par rapport à la masse M, la meule se compose de divers
solides compris entre des surfaces à peu près cylindriques et concen-
triques avec l’axe des z, (pierre meulière, couche de plâtre, armatures
extérieures en fer); le défaut d’homogénéité de ces solides est d’ailleurs
peu notable. On peut donc considérer les quantités F, G, H, définies
par les relations (2), comme étant de petites quantités. Nous les trai»

- terons comme du premier ordre de petitesse.
D’un autre côté, nous ne nous proposons d’étudier que les cas où

les oscillations de l’axe z, autour de la verticale resteront très-petites:
ces oscillations sont mesurées par l’angle6; nous les considérerons
çomme étant du même ordre que F, G et H. Il résulte des relations (7)
que a” et b” seront des quantités du premier ordre, et les mêmes rela-
tions (7) montrent que c et c’ seront du même ordre. Les dérivées de
ces quantités par rapport au temps seront également du premier ordre.
Il suit de là, en vertu de la première valeur de pdt et de la deuxième
de th (5), que les quantités p et (; seront du premier ordre de peti-
tesse. Il en sera de même de leurs dérivées. En conséquence de ces
remarques et convenant de négliger les quantités du deuxième ordre
et des ordres supérieurs, la troisième équation (I) se réduit, en vertu
de la troisième équation (10), à

dr
Câ;-—- 0,

on en déduit

(1-1) 1”: n,

n désignant une constante, positive lorsque la composante r a le sens -

de x, vers yq et négative dans le cas contraire.
Au moyen de ces relations et des équations (10), et, en transposant,
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les deux premières équations (I) deviennent

( )
A%+(C—B)nq+Fn“+b”gML=o,

12 d
% + (A —— C)np - Gn2 -- a”gML = 0.

Aux variables p et q, nous substituerons leurs expressions en fonc—
tion de a”, b” et de leurs dérivées, que l’on tire des équations (6).
Remarquons d’abord qu’en vertu de la relation

a02+ bl/2 + 002: I,

la quantité 0” ne diffère de l’unité que de quantités du deuxième ordre.
Faisant donc c”: 1 et remplaçant r par n, on tire des expressions (6)
de dl)” et da”

,, db" ,, da”(13) p==an+-ËT, q=bn-;——é—,—£—,

il s’ensuit

dp da" d’b” dq db” d°a”(‘4> â?“""äÎ+—dt=’ î“"'âî"Tæ'
Mettant ces valeurs dans les équations (12) et posant pour abréger

(15) K=gML,

on aura

dU)” da” 2 ,, ,,AÎ+(A+B—C)rzî+[K+(C—B)n ]b "'—F" :O,
(16) (Pa, db” 2 ” G 2—BÎ+(A+B—C)n—Æ——[K+(C—A)n ]a -— n _0,

équations linéaires du deuxième ordre, à coefficients constants et fa-
ciles à intégrer.
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Pour simplifier, nous poserons

E=(A+B—C)n,
(l7) U=K+(C—A)n°,

V=K+(C—B)n°.

En outre, et dans le but de faire disparaître les termes constants, nous
ferons

UM+GÆ=U%,
 (18) ,,

(Vb"+ Fn’= V%—,

x” et y” étant de nouvelles variables, et )\ une constante dont on trou—
vera plus loin la signification géométrique. Par l’introductibn de ces
variables, les équations (16) deviendront

 day” dû?” ”
( )

A-———dt2 +E——dt +Vy_o,
I9 d’œ” dy” ”B dt”

-— E “‘à“; + UŒ -—- 0

On aperçoit immédiatement que ces équations peuvent être satis—

faites par des solutions de la forme

(20)
{

æ”=acos(mt+vg), f”=35in(mt+n),

où a, n et m désignent des constantes. En effet, par la substitution de
ces valeurs dans les proposées, il vient, suppression faite des facteurs
communs,

— Afim2 —-— Earn + V{3 o,_
—— Bocm°—— E@m +— Uoc : o;

d’où, en posant

(21) (.::—9
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l’on déduit cette double expression de i

(22) i——
Em ___U—Bm"—V—Am’_ Em

,

et l’équation caractéristiquepropre à la détermination de m

(23) ABm“ — (AU + BV + E“’)m*}+ UV: o.

En résolvant ceïte équation, il vient 
AU + BV + E2i “(AU + BV+ E’)”—4AUBV2__ .(24) m _

. 2AB ’

mais la forme trigouométrique ne conviendra à la solution qu’autant
que les deux valeurs de m2 seront positives. Par une simple transfor-
mation de la quantité sous le radical, on exprime la condition de
réalité des valeurs de m2 comme il suit :

(25) (AU— BV)2+ 2(AU+BV)E“’+E“ï0.

Or on reconnaîtâisément que, dans les meules horizontales, on a

(26) C—A>o, C——B>o:

la quantité K (15) étantÿd’ailleurs positive, U et V sont positifs; ce
qui suffit pour satisfaire à la condition précédente. Enfin, les quatre
quantités A, U, B, V étant positives et la condition (25) satisfaite,
l’équation (23) n’admet pour m2 que des valeurs positives.

Lorsqu’au lieu d’employer immédiatement la forme trigonomé—
trique, on fait usage d’exponentielles pour intégrer les équations
linéaires, on doit considérer successivement les racines positives et
négatives del’équation caractéristique; mais cela est inutile avec les
fonctions trigonométriques, car leurs expressions en exponentielles
imaginaires comprennent les deux signes positif et négatif des expo—
sants. Nous nous bornerons ainsi à considérer les deux valeurs posi-
tives de m. Distinguant ces valeurs par les indices 1 et 2 et affectant
des mêmes indices les valeurs correspondantes des constantes arbi-
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traires, nous aurons pour intégrales complètes

x”= a.cos(m,t+ e,) + a2cos(m2t+ 52),
(27) Jf”: imc, sin(m.t+ s,) + i2a2 sin(m2t + 52); _

les valeurs de i, et i2 étant celles que donne l’une ou l’autre des ex-
pressions (22) de i, en y mettant successivement pour valeur de m
celles de m, et m2.

‘

Ces intégrales contiennent les quatre constantes arbitraires a., s,,
052, 32, qui seront déterminées par les circonstances du mouvement
initial [*].

Les équations (18) donnent actuellement, pour valeurs de a” et b”,

an__ G”? + x”
‘ — “" "fi“ T°

(28) I
7 Il

’à” ..... _l_“_n_ +2...V )

Or ces valeurs devant être des quantités du premier ordre de peti-
. G "‘ F 2 .tesse, 1] faut non-seulement que les termes

-—€—-
et

—€—
sment de cet

ordre, mais qu’il en soit ainsi également des constantes a, et «2. La
première de ces conditions sera toujours remplie. En effet, K, C —-— A

2

et C —— B étant des quantités positives, les valeurs absolues de
Ê—â-

et
?

"Ÿ—’ quel que soit n, diminuent quand K augmente et s’annulent
lorsque K devient infini; d’un autre côté, elle se réduisent respectif 

["] Il y a lieu de considérer le cas où les dmx valeurs de ne2 seraient égales et de
montrer que, dans ce même cas, la solution fournie par les équations (27) ne tombe
pas en défaut; qu’en conséquence il n’est pas nécessaire d'introduire des termes con-
tenant le temps t en dehors des signes tngonométriques.

Lorsque les deux valeurs de m sont égales, il semble au premier abord que l’une
ou l’autre expression de i ( 22) ne doive fournir qu’une seule valeur de cette quan—
tité : les deux valeurs distinctes existent néanmoins, comme on va le voir.

Considérons d‘abord le cas où l’on a A :: B; il résulte des équations (17) que l’on
a en même temps U =V. Or, si l’on multiplie l’une par l’autre les deux expres—

Tome XV (2° série). —- OCTOBRE 1870.
‘ , [;2
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vement a t lorsque K est égal à zéro. Ces valeurs restentG F

(Îl—K e Î.‘Î—îî
ainsi comprises entre zéro et l’un ou l’autre des deux rapports que
nous venons d’écrire; ces rapports sont d’ailleurs de petites quantités,
en vertu de la petitesse de F et G relativement à C —— A ou C — B.
(Nous n’avons pas à examiner le cas singulier où K et n seraient si-
multanément nuls, ce cas étant étranger au problème actuel.) 
510ns ( 22) de 1°, il vient immédiatement i2 = I, d’où i=3': 1; mais cela n’éclaircit pas
la question. Formant la valeur de m2, on a

2AU + E2iEJ4AU+ E?= , ,
2A‘m2 

et le numérateur de la deuxième expression de i devient

U — Am-=— _A (Ei J4AU + la?).
2

Si l’on joint à la relation A : B, la suivante E :: o, les deux valeurs de m’ sont

"12: -——7A

*/Üm: ——3A

et celle de i, qui prendrait la forme % si l’on n’y supprimait pas le facteur E commun
à ses deux termes, se réduit à

[:$ 
valeur qui, en vertu de celle de m, donne la double solution

!' =:Ç ! .

A la faveur d’une indétermination apparente, la valeur de i, qui ne semblait sus—

ceptible que d’une solution, en acquiert deux distinctes.
On peut s’assurer que les intégrales (27) que l’on forme avec la valeur simple de m

et les deux valeurs de i conservent. le degré de généralité nécessaire à la détermina—

tion des quatre constantes a,, s., ag, sg, en fonction des valeurs initiales de ac”, y” et

de leurs dérivées par rapport au temps.
Le cas de E=o répond à A =B= %C.
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Les valeurs de a” et 6” étant obtenues, on déduira les valeurs de

ça et 6 par les formules (7)

sin6 sincp :: + a”,
(2 ) .9 sm6 cosgo : —— b”.

Il reste à déterminer l’angle «.p. A cet effet, la troisième équation (8),
en y faisant 0059 égal à l’unité et remplaçant r par n (1 1), donne

dn{1 : d<p —— ndt;
d’où, en intégrant,

(30) 41=cp—(71t+3«:),

% désignant la constante.
Par là, on voit que le mouvementdu nœud est rétrograde tant que

d . , . . . . . ‘
d_Ï

—— n est une quant1te posûnre; 11 sera… d1rect dans le cas ou cette
différence serait une quantité négative.

Enfin il peut être utile de connaître les valeurs des neufcosinus (&),
dont trois a”, b”, c” viennent d’être déterminés. Or, si l’on fait, dans
les équations (7), cosô = 1, et que l’on y mette pour 30

— q; sa valeur
nt + a que fournit la relation (30), on aura, en vertu des trois der-
nières équations (7), pour les six autres,

‘

a = + cos(nt + x),
l) = —- sin(nt + x),

. C = —— a”cos(ni + x) + b”sin(nt + x);
(30 61.9) , _a :: + sm(nt + x),

b’= + cos(nt + x),
c': —— a”sin(nt + x) —- b”cos(nt + x).

La détermination des valeurs des trois angles go, @, «{», que nous ve-
nons d’effectuer, suppose connues les six quantités A, B, C, F, G, H,
la masse totale M, la distance L de son centre de gravité au point de
suspension et les consîantes initiales du mouvement de rotation; elle
constitue une théorie générale de ce mouvement. Il reste à fair Voir

42…
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comment un système convenable d’observations peut permettre d’ob-
tenir les valeurs de F et G, qui intéressent particulièrement le pro—
blème de l’équilibmge des meules horizontales. Pour y parvenir, nous
aurons à examiner de plus près tout ce qui se rapporte à la consti—
tution mécanique de la meule et à présenter la signification géomé-
trique des auxiliaires JC” et y”.

4. [!]oments d’inertie et autres constantes. ——-— Les quantités très-
petites F et G sont divisées dans les expressions (28) de a” et b” par
V et U. Or, comme les vaÎeurs de a” et b” sont du premier ordre et
que nous ne poussons pas l’approximation au delà, on voit que les
termes du premier ordre peuvent être négligés dans le calcul de V
et U. De là résulte que le calcul des moments d’inertie d’où dépendent
les fonctions U et V, suivant les relations (17), peut lui-même être
effectué en faisant abstraction des faibles irrégularités de la figure de
la meule et d’un léger défaut d’hmnogénéité. Par la même raison, on
peut négliger la masse métallique sur laquelle porte le point de sus—

pension ou l’anille et les cavités dans lesquelles se meuvent les masses
mobiles servant à réaliser î’équilibrage.

Au reste, pour ne pas hisser subsister aucun doute sur l’influence
des quantités négligôes, en ce qui concerne les propriétés du mouve-
ment de la meuîe, nous introduirons ultérieurement deux termes cor-
rectifs destinés à tenir compte en grande partie de ces quantités.

Dans le calcul suivant, nous considérerons la meule comme un
solide homogène compris d’une part entre deux plans parallèles et
d’autre part entre deux surfaces cylindriques concentriques. Soient :

H la distance des deux plans ou l’épaisseur de la meule, rG et r,
les raycms des cercles directeurs de la surface cylindrique intérieure
et de la surface cylindrique extérieure; les expressions des moments
d’inertie (2) seront

3
=M[L2+âflfi+%(rî+râ)]—

( :) M
%

Posons

(32) .
éR.2=—â—(I“Î +rg),
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en sorte que & désigne le rayon de gyration autour de l’axe des z,,
puis

2L2+%H2(33) {3'=——5Î;—“ë

les expressions précédentes deviendront

C=MÆÊ,(34)
A : B =%C(I + )8').

De cette dernière, on tire

(35) C——A=C——B=—â—C(l—fi'),

puis
A + B —— C : Cfi’,

et l’on a, suivant la première équation (17),

(36) E : Cnfi’.

Des expressions (35) on déduit, suivant les autres équations (17),

(37) U=V =K+â—C(l——fi’)n*. '

Soit

(38) «'= ËËÊ »

ou, en vertu de la relation (15),

, ML(39) °C —— 23 g;;n

les valeurs de U et V pourront s’écrire

(40) U = V : —â—Cn°(1 ——
fi’—+- d').

Au lieu de calculer m2 à l’aide de son expression générale (9.4), il
sera plus simple d’introduire immédiatement dans la double expres—
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sion (22) de i la conséquence U : V de l’hypothèse A : B. On a
ainsi

i— Em U —— Am2'_
U —— Am2

…
Em ’

d’où, en faisant le produit de ces deux expressions,

(41) i2 :: I 9

puis
Am2 + iEm : U.

On tire de cette dernière, en ayant égard à la précédente,

—iEiJE”—l—4AU171: 2A
 

Ainsi qu’on l’a vu plus haut, nous n’avons à considérer que les
valeurs positives de m. Or, A et U étant des quantités positives, le
radical sera toujours > —— l‘E; nous devons donc n’employer que
le signe positif devant ce radical.

Des relations (34) et (40) on déduit

[|AU : C2ïl2[l — ”+ (1 + fi’)a'];

d’où, en vertu de la valeur (36),

E2+ 4AU : C2n2[r + (1 + fi’)œ'].

En ayant égard à la même relation et à la deuxième équation (34), on
obtient la valeur suivante de m :

——in '+\/ËJ—+(l+ ’)oc'
42) m: ?

1+Ip'
? . 

Nous écrivons ici \/n2 et non simplement n, parce que la constante n
eut être positive ou négative.)
Actuellement distinguons par les indices 1 et 2 les deux valeurs
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de i et les valeurs correspondantesde m; nous aurons, en vertu de (41),

+nB’+JËJ1+(1+B’)Œ',  43 __ _____.___( )
- —nfi'+\/n°dn+(r+fi')a’
12 =_l— ], "12 : [+B’

'

Avec les quantités m, et m2, nous formerons les combinaisons sui—

vantes, dont il sera fait usage plus loin,   p.==%(m, +1722),
(44) v=%(mi “m2)’
ou

.

P—= 1Îpr\Æ+(l+@’)a"(45) ,: np
-

1+Ç'
La valeur de p. peut, en vertu de la valeur (39) de a', s’écrire encore

ML
\/n‘*+ 25}:

(r + @’)

     ” =
, 1+ 5’

“'
puis, eu égard à l’expression (34) de C,

\/n’+%Ë- (I + B') 
[*] Si l’on met la valeur de y. sous la faune

V‘= \/ï2ïl+—È(I+B’)],

HI
n2 &?= ,
28

 
en posant  
la quantité H' exprimera la hauteur due à la vitesse d’un point situé à l’extrémité du
rayon de giration &; et l’on aura

«': -—; -

H

Les enfants ont un jouet dont la théorie rentre dans celle de la meule de moulin :

ce jouet consiste en un disque cylindrique très-aplati et traversé par une aiguille
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Au moyen des valeurs (43) de z', et 1°2, les formules (27) deviennent

(47) æ”=+a.cos(m,t+s,)+ a2cos(m2t+eg),if”: —— oc, sin(m, :! + e,) + % sin(m2 t‘+— eg).

On peut remarquer que, dans le cas de l’égalité des racines m, et 1122

de l’équation caractéristique, ces formules ne tombent pas en défaut,
comme celaaurait lieu si l’on n’avait à intégrer qu’une seule équation
linéaire.

n"’ n’ .Formons enfin les valeurs de Ü et
-‘—7—

qui entrent dans les expres—

Sions (28) de a” et b” : nous aurons

/8) n2 __ n2 __ ___ 2727 __ 2rz2 __ 2(4 U
_

V
_ 2K—l—C(I—-{$')ffi_ 2gML +C(I——B')n2_ C(I—— B’—l—a’)
 

5. Izfiuence d’une petite dfie”renca entre les moments d’inertie A
et B., — Dans ce qui précède, nous avons supposé les moments
d’inertie A et B égaux entre eux; d’autres causes que l’irrégularité de
la figure de la meule et son défaut d’homogénéité doivent amener une
différence entre les valeurs de A et B : ainsi la barre métallique ser-
vanî de support à la meule ou Famille, et les cavités plus ou moins
remplies qui contiennent les masses mobiles destinées à réaliser l’équi-
libre dynamique, sont généralement une cause de différence entre les
moments d’inerïie A et B. On doit toutefois remarquerque si les axes
des ac, et]… dont la direction dans le plan qui les contient est arbi-
traire, sont. situés dans des plans méridiens faisant avec l’axe trans—
versal de l’anille un angle de 45 degrés, la différence dont il s’agit
disparaîtra, en ce qui concerne l’anille. Il en sera de même pour les  ,. ___—_—

d0nt on peut négliger la masse par rapport à celle du disque; il se distingue d’ailleurs
de la meule de moulin, en ce que le centre de gravité est au—clessus du centre de
rotation. L étant une quantité négative dans cet appareil, la condition pour que pi

soit réel, ou pour que l’appareil ne puisse effectuerque de petites oscillations par rap—

port à la verticale, est donnée par l’inégalité

H’>—L(I+{3’).
La limite inférieure de la vitesse de rotation n est ainsi déterminée,
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cavités supposées égales et également distantes de l’axe de figure de
la meule, si leurs axes sont dans les mêmes plans méridiens que les
axes des x, et y,. C’est ce que l’on reconnaît sans recourir au calcul.

Nous allons rechercher les corrections que doivent subir les valeurs
de i et de m trouvées dans le numéro précédent, pour avoir égard à

l’existence d’une petite différence entre B et A, différence que nous
désignerons par ô‘B, en posant

d‘B == B —-— A.

Les équations (22) d’où se tirent i et m peuvent s’écrire

(i(V —— Am?) : E’”,
(49)

( iEm : U —— Bm°.

En vertu des équations (17), on a

o“E : nd‘B, Ô‘U == 0, d‘V : —-— n”ôB.

Différentiant les précédentes équations et y sm,1bstituant les valeurs
de ô‘E, 3U et 8V, on trouve

(V —— Am2) 3i — (2Aim + E)ânz : + (in2 + mn) SB,

Em 85 + (2an + Ei)ôm :: —— (m2+ imn)o“B.

Multipliant la première par i, remplaçant B par A et ayant égard à la
’

relation (41) et à la première (49), il vient

Emô‘i —- (2Am + Ei)ô‘m : + (n2+ imn)ô‘B,
Emô‘i + (2Am + Ei)o“m : — (an + im n)âB.

On tire de celles—ci

2Emo“i: —-— (m2 ——— rfi)3B,
2(2Am + Ei) 8m : ——- (m2+ 2imn + n") 3B,

ou, en vertu des relations (34) et (36),

2Cmnfi’ôi :: — (m‘-’ -— n'fld‘B,
2C[m(u + {3’) + nfi’i] 8m :: —- (m2+ 2imn + n°)ô‘B.

Tome XV (2° série). —- NOVEMBRE 1870. —/l 3
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Pour simplifier, nous supposerons que la quantité «’ (39) est négli—

geable par rapport à l’unité; cette quantité est petite, parce que L est
une petite quantité et n un nombre assez grand dans la question qui
nous occupe. Dès.lors la valeur (42) se réduit à m=1ŒÊfi\/ä,

1+B'etl’ona
CmÆ=_fjj_sfäaB(1+BV ’

‘ ——2 __1(in+\/ËY __ rz-+—i\/ÎÏaC\/Ü 0“m… 2—_——(I+@,)2ô‘B— ”WaB.
Mettant la valeur précédente de m et ayant égard à la relation (34),
il vient   i+ ...

. 1 n’ 38Ô‘Z=——- ‘/
-——a

2 1/2 , A
1—— __

v’"2
n

I——;/——_=\ 1 288Olïl=———îl 
Dans l’application de ces formules, on devra donc distinguer les deux
cas de n positif et n négatif. En conséquence des relations (43) on 

    
aura

. . ! 8B 1 12 313ô\l,—O, Ô\l2 ———Î:Ëî Î7 ÔYL—Hgl+gç—À—a
npos…f “

ô‘m—o d‘m-——-———’—Z————Ïî—IÎ ô‘v——+l ” OB''… ’ ?… 1+{5’A’ … 21+{$’A°
. 1 ô‘B . | n 38

, .

S

Ô\I|——+Î_—Îÿ—Â—a
Ô‘lg——O, (ÿ‘LL——+"El+p,*Â—annegal1f

3177 —+———"———33 ô‘m ——0 ô‘v-+l " 3B
( ”_ 1-{—B’A° 2_ ’ _ 21+67A'

Nous ferons remarquer que les corrections 81°, et ô‘i2 de i, et i2 de-
vant multiplier respectivement «. et «2 dans l’expression (27) de Jf”,
et ces dernières constantes étant assujetties à la condition d’être très-
petites du premier ordre, nous devrons négliger les produits oc, o“il et
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% d‘i2, puisque nous négligeons les quantités du deuxième ordre; au
contraire, il est nécessaire de tenir compte des 8712, et ô‘n22, parce que
ces quantités entreront en facteurs du temps 1‘. Il suffira ainsi d’appli—
quer aux valeurs de m, et m2 leurs corrections, dans les expressions (47)
de x” ety”.

Posons  (50) y'=B—A;

les valeurs corrigées de m4 et m2 pourront s’écrire, suivant que n sera
positif ou négatif,

V1+a'(l+B’)+p', Vl+a'(l+fi’)—(B'+2y’%  m,=+rz :n2=+n      
I+ pf I+pl

(51) ou
_———7_——7—_ r+ ! __T__7___ï_Î—7+ ;

Les valeurs corrigées de p. et v seront d’ailleurs

n ositif: =+nV'+“I('+pl)—7'
. … B'+7’P P“ , > 11 _ n ,a

(52) I+Ç 1+{3
' - W+a'(x+fi’>—v' @’+7’?nnegahf. p._——n

1+[3'
: v—n1+p"

En réalité, dans ces deux cas, les valeurs de y. sont égales et de
mêmes signes, tandis que celles de v sont égales et de signes con-
traires. Il résulte de là et de la petitesse supposée de y', que p. doit être
considéré comme essentiellement positif.

Les relations (4) donnent

(53) m,zp.+v, ln2=:p——v;

mettant ces valeurs dans les équations (47), il vient

($”: + oc, cm…: + vt + e,) + achS(ui —— M + 82),
II2] : -— oc, sin(p.l + vt + 5,)+ oc2 sin(p.t -—— vt + 52).

43.

(54)
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Par les motifs énoncés plus haut, nous nous dispenserons d’appli-

quer aux valeurs (48), des corrections relatives à la différence B —— A.

6. Calcul plus exact des moments d’inertie. —— C’est uniquement
pour moins fatiguer le lecteur que nous n’avons pas immédiatement
présenté un calcul des moments d’inertie plus conforme aux circon-
stances de la pratique. La masse de la meule ne se compose pas d’un
simple disque de pierre meulière: pour économiser cette précieuse
matière, on donne à la meulière une épaisseur qui ne dépasse guère
O‘“, 22, et on lui superpose une couche de plâtre d’environ om,14; ce
qui produit en apparence, une épaisseur totale de om,36.

_

Soient : S le centre de rotation de la meule, G son centre de gravité,
et, comme plus haut, M sa masse, H son épaisseur, L la distance de G
au-dessous de S. Relativementau disque supérieur (plâtre), désignons
par m’ la masse, iz’ l’épaisseur, s’ la distance de son centre de gravité
au point S; nous dé5ignerons par les mêmes lettres avec deux accents
les quantités de même espèce qui se rapportent au disque inférieur
(meulière). Enfin, soit 5 la distance du point S, au-dessous de la surface
de séparation des deux disques; nous aurons

s’ = % h' + S,
(55) '

,,_ 1 // __S -——
“2—

h 3.

Pour la symétrie des calculs, nous introduirons la différence m” —— m'
des masses composantes, que nous désignerons par m, de telle sorte
qu’on ait

g M = m” + m',
(56)

' // /‘

_
m = m —— rn ;

d’où
rn”::l(M+ m),

(57) ,__Îm __îçM ——— m)

Si nous prenons les moments des masses par rapport au plan de sé-
paration des deux disques, nous aurons

(58) M(L + s) ::
—â—

(m”h”—— m’h’).
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En appliquant la première formule (31) au calcul des moments A
et B, on aura

(59) A =— B = m'[—"2 +T‘ïh'2+%(PÎ +l‘ä)]+ m”[5”2+ î%h”+ %(I’Î + "31-

Nous introduirons encore la différence la des épaisseurs des deux
disques en posant

H=M+fi,
@@ h=M—H;
d’où

S”=%Œ+fih“… ch'=_ä.(H—h).

Au moyen de ces valeurs, la relation (58) devient

2M(L + s) = {(M + m)(H +Îz)-— %(M -—— m)(H -— k):-ä-Miz+ %mH;

d’où

(62) s=â—(lz+äH)—L.

Mettant cette valeur et celles de h” et h’ dans les expressions (55), il
viendra

““ H H ([+ €“) _ IJ,

”_ :_ __ QS __
4

H (! M) + L.

Ces valeurs, ainsi que celles (57) et (61), étant substituées dans (59),
on trouve d’abord

-F—\IH

! m … I 1 °)…;HLM+L—+Æ<w…+z<ræ+r;>]
!. 2 m2

‘afi 1 L
+m(—— gH M + 2 HL+ 24Hh),

puis ensuite
| I Il?__ 9__£_2_.2_.2 L2__a _____ ___—_

A…B…M[L +- le +4(11+:0)+48h +8MH (… ……
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\En comparant cette expression a (31) et ayant égard à la pre-

mière (34), on voit que la valeur (31) doit recevoir la correction

…E…12 {& 21h ‘E .ô‘A_8æ[6h +MH (3Ë_ÊÂM)]
Or, si l’on conserve entre A et C la relation (34), il faudra appliquer à
la valeur de 5' qui lui correspond, la correction

<63> aw=ä%mæw<&â——iæ>]-
Il est visible, même en l’absence de données exactes sur les densités

des matières formant les deux disques, que cette correction est très—
petite.

Dans le calcul qui précède, il n’a point été tenu compte de
l’irrégularité de figure et du défaut d’homogénéité des deux disques
composants; on & négligé également, Hour ne pas compliquer les
calculs, d’avoir égard à l’existence des armatures métalliques qui
servent à consolider la meule. Or, si l’on remarque que les valeurs
de m, et par suite celles de p. et v, dépendent seulement des rapports
des moments A et B et de la quantité K au moment C, on reconnaît
qu’on tiendra compte de toutes les quantités négligées, en appliquant
à oc’ et @’ de petites corrections indéterminées ô‘a' et ô‘fiB’. Soient donc

64
a'corrigé: ac’ + d‘a',

( ) fi'corrigé : ,8’+ ô‘fi’+ o“2fi’,

85’ étant la quantité calculée par l’équation (63) et oc' et fi’ les valeurs
fournies par les formules (38) et (33); les valeurs de m ou de p. et v
pourront être considérées comme exactes.

Nos développements légitiment la forme attribuée à ces constantes
dans une première approximation, et ils permettent d’en calculer à
priori les valeurs numériques avec un degré d’exactitude qu’on se
figurera en attribuant aux déterminées ô‘ac’, 82 5’ et 'y’ des valeurs limites
faciles à assigner.
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7. Interprétation géométrique des résultats obtenus. — Supposons

que, la meule étant enlevée, on établisse un style mobile le long d’un
axe vertical qui passe par le centre de suspension. D’autre part, ima—
ginons un plan lié au système des axes mobiles et parallèle au plan
des x,, }… dont l’ordonnée z, soit égale à À; par exemple, celui de

' la face supérieure de la meule rendue parallèle à la face inférieure, et
recouverte d’une feuille de papier ou de carton mince.

_

Lorsque la meule sera remise en place et qu’on lui communiquera un
mouvement de rotation, le style tracera, sur le papier ou le carton, un
diagramme qui va nous fournir une interprétation géométrique très-
simple et les éléments très—simples également d’une solution du pro-
blème de l’équilibrage.

La face inférieure de la meule étant rendue horizonlale, le style
marquera la trace de l’axe des z, sur le plan considéré. De ce point, que
nous désignerons par O’, on mènera deux axes rectangulaires, paral-
lèles aux axes mobiles des x, et y,. Ces derniers étant arbitraires, il
revient au même de considérer la situation des axes menés par O'
comme arbitraire, et ce\lç des x., _)f. comme assujettie à leur être pa-
rallèle.

Ceci posé, les relations entre les coordonnées ac… y,, z, rapportées
aux axes mobiles, et les coordonnées rapportées aux axes fixes des
x, y, z, sont

x, : ax + {t'} + a”z,
(65)

?],
=bx+b’y+ b”z,

z, = cx + c’y + c”z.

Le lieu de l’intersection de l’axe du style avec le plan du diagranune
mobile, pendant le mouvement de la meule, s’obtiendra en faisant
z, = X, puis 30 = 0, z = 0; or, 0” ne différant de l’unité que de quan—
tités du deuxième ordre, on aura par la troisième équation précédente
X :: z,, et les deux autres donneront ac, :: a”)… y. : b"l. Pour plus
de commodité, nous désignerons les coordonnées de la courbe tracée
sur le diagramme par x' et _y'; nous aurons ainsi

xl: all},
(66)

\ )J=__ bu)“



344 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES
Posons maintenant  .

‘ël=_kGUnza(67) Fil“?“,: ’“ )\—ÿ_“a

les équations (28) nous donneront
,_ , ”

(68) gx:— €/+ m,,’j = n + _y .

Il résulte de là que les auxiliaires ac” et _y” sont les coordonnées de
la courbe tracée par le style vertical sur le diagramme, rapportées à
des axes parallèles aux x, et j,, et ayant leurs points de croisement
en un point 0” dont les coordonnées sont @" et n’. On doit remarquer
que ces coordonnées varieront avec la vitesse; mais, en raison de la
nature des quantités U et V qui dépendent aussi de la vitesse (48), ces
variations seront insensibles pour les valeurs de n qui sont pratiquées
dans les minoteries. Soit p' le rayon vecteur qui joint un point de la
courbe à l’origine O’; on déduit des relations (29) et (66)

(69) _
Sili°“’6 :. ‘ÎÏ

Le rayon vecteur p’ sert ainsi de mesure à l’inclinaison @ de l’axe de
la meule par rapport à la verticale. En menant par le point de suspen—
sion une droite perpendiculaire au plan vertical qui contient p', on a
la direction de la ligne des nœuds.

Il nous reste à faire connaître la loi du mouvement suivant lequel
est tracée la courbe du diagramme.

8. Nature de la courbe décrite. — On déduit des relations'(54)

x”cosvt ——j” sinvt := + oci cos(p.t + e,) + 012 cos(;xt + eg),
(70) // " _!I _ ' '

&? smvt +} cosvt .— —— ai sm(p.t + s,) + 0.2 sm(pt + 52).

Les seconds membres de ces équations, étant développés, deviennent
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respectivement

+ (oc, cosa, + % cose2) cosp.t — (ac, sims| + % sinez) sinpnt,
—— (ac. sine, —— 052 sinsg) cosp.t -— (a.cose. — oczcoseg) sinpat;

si donc on pose

R cosH : oc, cosa, + 542 00352 ,

( )
R sinH : a, sins, + «2 sins…I\7 “" p COSŒ: OC, COSE| _ 0(2 COSE2,

—p sim: :: oc, sine, —— oc2 sins“
les équations(7o) donneront

%(æ”cosvt ——y” sinvt) :: cosII Cos;xt —— sinIÏsinpt, -

I . . .

;(æ” smvt +y”cosvt) : smw cospt + cosa smth,

et les quatre constantes ae,, s,, «2, 32, seront remplacées par les
quatre nouvelles constantes R, II, p et a. On déduit aisément de ces
équaüons .

x”
(i—

cosH sinvt — %sinwcosvt) +_7” (% cosH cosvt + —Rsinwsinvt): cos(H —- w)sinp.t,

R: cos(H — w) cosput.

)” (% sinH sinvt + i coswcosvt) +_}'” (% sinH cosvt —- Ecoswsinvt)

En élevant les deux membres au carré et ajoutant, on éliminera pt;
après quelques réductions, il viendra

J
112 i _£ ..I._ _l_ ' _ ‘ ...î _I_ _ .Lx l:2(P2 + R?) +

PR S…… a) sm2vt 2(P’ R2) cosavt
!I I I . . I !

+Ï”2[â (? +R—5) ——_E)-Ë-sm(Il——-—w)smzva£+;(l-D-2 —Ë;)COS2W
jl__ll

?
 

+ 2x'’)f’
’[——-—

sin(H —- w)coszvt +—â(l %;) sin2vt: COS2(IÏ —— w).
Tome XV (2° série). -— Novnmuaz 1870. 44
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Soient, pour abréger,

. . . I 1u :: àsm(H — cs) sm2vt — â(E‘ -—- Ê)COSŒW,
. I .(72) v =Èsm(H—w)cos2vt+â(Ê—Ë) SIHZWÏa

[
<

1 1
_5æ+ñÏ

l’équation précédente deviendra

(73) x”2(S + u) -%—_Ï"2(S —— u) + 2x”y”v : cos2(H —— zx).

Si l’on fait abstraction un instant des variations de u et V, on pourra
considérer le lieu géométrique des points (x”, y”) comme appartenant
à une section conique dont le centre est à l’origine de ces mêmes
coordonnées, puisque l’équation (73) est privée de termes impaire.
En ayant égard aux variations de u et V, on pourra encore regarder
la trajectoire comme une section conique ayant son centre à l’origine
des coordonnées (x”, y”), mais dont les axes pourront varier soit en
grandeur soit en direction. Déterminons actuellement la direction et
la grandeur des axes. A cet effet, soient : x et y [_] les coordonnées
rapportées à un nouveau système d’axes de même origine que celui
des a:", y”; & l’angle de l’axe des a: avec celui des ac", compté versy”;-
nous aurons, mire les deux systèmes de coordonnées, les relations

( /) ,
JC”: æcoss ——_y sins,

\74
( y”: x sine +fcoss;

on en déduit

(75) ,x”2——y”2=(x2—y2)cosgs———2xy sincze,

2œ”y”= (ac2 ———y2) sin 25 + 2.76} 00525. 
[*] Ne pas confondre ces nouVelles coordonnées avec les .r et _y qui figurent dans

les équations (65): nous devons faire la même remarque à l’égard d'autres lettres
employées dans ce numéro avec des significations différentes de celles présentées :…

commencementde ce Mémoire.
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Substituant ces valeurs dans l’equation (73), il vient

(Œ2+Ï2)S+(x2—y2)(ucos2s+vsinae)—axy(usinae—vcoszg): COS2(IÏ —— w).
(76)

Pour que l’axe des x devienne un des axes de la courbe, il faut que
le rectangle xy disparaisse. A cet effet, soit Z le coefficient de æ2 -——_y”,

nous aurons les deux relations

Z : ucosze + (! sin25,
(77)

o = u sin25 —- 000525;

d’où l’on déduit, en élevant au carré et ajoutant membre à membre,

(78) Z2=uæ+v2.

En conséquence, l’équation (76) devient

(79) x”(S+Z)+y%S—Z)=cos”(fl ——w).

D’autre part, l’équation (78) donne, en ayant égard aux deux pre-
mières équations (72),

(80) 22:1 —l-——Ï- 2+-I—sin*‘(H——w)
4 P2 R2 9213?

7

et l’on a, par la troisième équation (72),

(81) S*=â—(È+Ê)ï
de celles—ci on tire

-‘ I I . ; .&2__ Z2=
F2_ÏÎ;

——

F@SID2È(H'
— $)

ou
, __ __ _ _3_ 2 __(82) KS Z) (S Z) _

PZBl2cos
(H ar).

Cette relation montre que les facteurs S + Z et S -— Z sont de même
44…
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signe; comme d’ailleurs le second membre de l’équation (79) est po-
sitif, il en résulte que ces facteurs sont également positifs : la trajectoire
est par conséquent une ellipse dont les demi-axes parallèles aux x et y
sont respectivement

(83) \/—Ëîïz_— "” \/"“Îî“z'_
Les valeurs de Z2 et S3 (80) et (81) étant des quantités constantes,
il s’ensuit que les demi-axes de l’ellipse mobile conservent des gran-
deurs invariables, dépendant uniquement des constantes du mouve—
ment initial.

9. [VIouvement des axes de l’ellipse mobile. —— Substituons dans les
equations (77) les valeurs (72) de u et 9, nous aurons

'

Z=+ÈSÏD<H—Œ)Sifl2(V£+E)—â(à—È)COS2(VÊ+E),(84)
1 1 1 ]

\O==
-—

;fisin(H—7:5)c<352(vt-4—3)——2—(P—2
—

Ë—2>
si112(vt+s);

de la seconde de ces équations, on tire

25in(Il —— zz).

““““<f—‘—-
fl>9 R

L’ambiguité que présente la valeur de 2 (vi + e) a pour conséquence
d’attribuer à cet. angle deux valeurs qui diffèrent de 180 degrés; e prend
en conséquence deux valeurs qui diffèrent de 90 degrés : mais le ré-
sultat de cette ambiguité est simplement la permutation des axes ar

et_7 l’un dans l’autre, sans que les positions des divers points de la

(85) tang2(vt+a)=—

trajectoire en soient affectées.
Il est à remarquer que la valeur de l’angle vt + e que l’on tire de

l’équation (85) est une constante. Soit 50 la valeur de cette constante;
on aura

(86) e=eO——vt,
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et

(87) Z=àsin(H—w)sin2so—â(è——â;)coszem

La relation (86) montre que les axes de l’ellipse tournent d’un
mouvement uniforme autour de l’origine 0”. En se reportant à la
valeur (52) de v et observant que @’ et 'y’ sont des fractions peu
considérables de l’unité, on reconnaîtra que le déplacement des axes
mobiles est faible par rapport au mouvement de rotation 72; si l’on
suppose, comme cela est admissible, la somme @’+ 'y' positive, le
mouvement des axes sera rétrograde ou direct, suivant que le signe
de n sera positifou négatif.

La valeur de la constante 50 et celles des axes peuvent s‘exprimer
très-simplementau moyen des constantes primitives or,, 52, «2, 52. En
effet, on tire des équations (71) les relations suivantes :

R2: aÏ+ acâ + acc, oc2 005(52 —— e,),

P22 O£Î+ OCâ— 2054 052 COS(82 _ E‘);

d’où

(88) %(R2+P2)=aî+aëv
%(R2— P23 : zac, oc2 COS(52 — 54);

puis

—— pRcochosw :: ocî cos2e, —— aâcos2e2,
—— pR sinfl sins: == ocÎ sin‘*‘a| «— ocä sin%2, .,?

— pR sianosw :; ocÎ sine, cosal —— a.äsin 52 00552 + ac, % sin(zæa —— s,),
—— pR cosfl sinw : oc‘fsins, cosa. — ocâsi1152 00552 —— oc. % sin(a2 — g,);

de ces relations on déduit

(89)
—-—— pRcos(fl —- w) : aÎ —— «ZË== (06; + %) (th — 052),

—— pR sin(H -— w) = 205, oc2 sin(zæ2 — s,).

Multipliant haut et bas par -ä—pR le deuxième membre de l’équa—
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tion (85), on le trouve, en vertu des relations (88) et (89), égal à
tang(s2 ——.e,); on a donc

(90) 2550 =,52 "" 54-

La valeur (87) de Z donne, en vertu des mêmes relations,

p°R2Z : —- 2 a, % [sin(s2 —— e,) sin2.s0 + cos(e2 — $,) 005250),

ou, en ayant égard à (90),

(91) p2R2Z=—2a,a2.

De la troisième équation (72) et la première équation (88), on tire

p2325 : aÎ+ Otâ.

Les deux équations que nous venons d’écrire donnent

p2 Ra(S + Z) = (cx, —-— 0c2)2,

p2R2(S —-— Z) = (a:, + 052)” :

on a d’ailleurs (89)

sz2 cos2(H — as) : (ou, + ag)2(oc4 ——- a2)2.

Au moyen de ces relations, les valeurs des demi-axes respectivement.
parallèles aux 56 et ] deviennent

.. ““.—“aw..—
(9Z)‘ \/(0<«+062)E et «(««—«z)?

Les formules (90) et (92) remplacent avantageusementcelles données
sous les n°8 (85) et (83).

Soit T la durée de la révolution des axes de l’ellipse, on déduit de
la formule (86)

21?(93) T==‘=T%

or, si l’on désigne par @ la durée de la révolution de la meule autour
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de son axe de figure, on aura

(94) ®=i%”z
d’où
, * T
@@ 5=iË-

10. Mouvement sur l’ellipse mobile. ——- Les coordonnées x ety ont,
en fonction des ac” et)”, les expressions suivantes, qui sont les inverses
des relations (74) :

œ : + x”coss +_y” sins,f : -—— æ" sins +y”cose.

En y mettant les valeurs (54) de 30” et _)f”; il vient

x=+ a,cos(gt+%+s,+2) + a2cos(p.t—vt + 52 —— s),
y=-— a,sin(gxt+vt+ 5, +8) + azsin(Ht—vt+ &; — s),

ou, en vertu de (86),

(96) œ=+a.cos(gxt+s,+so)+oczcos(p.t+sg+50),
_y = —— oc, sin(pt + s, + 50) + «2 sin(p.t + 52 —— Eu)-

Ces formules permettent d’obtenir &? et _y en fonction de t, et elles
résolvent la question proposée; mais elles ne laissent pas apercevoir
la loi très-simple du mouvement du rayon vecteur mené du centre de
l’ellipse mobile à sa circonférence. Calculous l’aire du décrite par ce
rayon vecteur dans le temps infiniment petit dt; son expression est

(97) dn == % (l‘fbf‘ —J'dæ)a .

aœroissenœnt considéré comme positif, lorsque le rayon vecteur
tourne dans le sens de x à y. Or nous tirons des équations (96)

dx_ a = + ”[et, sin(p.t + e. + 80) + % SÎU(P—ï +.52 "' Son»
(1+ % = __ p.[a, cos(p.t + e. + eo) — ocgcos(pt + 82 — %>];

_
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substituant ces valeurs et celles (96) dans (97), il vient simplement

d 1(98) £=;Maâ ——aî).

On en conclut que le rayon vecteur décrit, dans l’ellipse mobile, des
aires proportionnelles aux temps, lesquelles dépendent seulement de
la constante p. et des constantes oc, et 052 du mouvement initial : le sens
du mouvement dépend du signe de la différence (ocâ — ouï); nous
avons vu en effet, n° 5, que p. est une quantité essentiellement positive.

Soit Y l’aire de l’ellipse; on aura, en vertu des valeurs (92) des
démi—axes,

(99) T = W(aâ — «î?»

et la constante des aires deviendra

expression dans laquelle on devra prendre le signe de (ocâ -— ocÎ). On
en conclut, pour la durée 1' d’une révolution du rayon vecteur par
rapport aux axes mobiles,

27T_
P..

H(100) r =

en comparant cette durée à celle (94) d’un tour de la meule, on trouve

(IO!) %=i
"Rlä

Si l’on se reporte aux valeurs (52) de y., si l’on se rappelle que fi',
a:' et 'y’ sont de petites fractions de l’unité, on reconnaît que les du-
rées ‘: et @ seront peu. différentes.

ÉQUILIBRAGE DE LA MEULE.

“. Première méthode. —— Dans les numéros qui précédent, il a été
établi que la courbe tracée par le style vertical passant par le point de
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suspension peut être considérée comme un ellipse dont les axes tour—
nent autour de son centre, d’un mouvement lent par rapport au mou-
vement de rotation de la meule, tout en conservant leurs dimensions.
Ces dimensions dépendent uniquement des constantes initiales du
mouvement. Quant à la loi du mouvement sur le contour de l’ellipse
mobile, il est tel que les aires décrites par les rayons vecteurs menés
du centre de l’ellipse et comptées des axes mobiles sont proportion—
nelles aux temps.

La courbe tracée en réalité sur le diagramme se trouve dès lors
comprise entre les deux circonférences de cercle concentriques, dont
les rayons sont égaux respectivement au demi-grand axe et au demi—
petit axe de l’ellipse. Ces deux circonférences servent, pour ainsi dire,
d’enveloppes extérieure et intérieure à la courbe tracée. La courbe se
réduirait à un cercle dans le cas particulier où les deux axes de l’ellipse
se trouveraient égaux. Cette circonstance répond au cas où l'une
des deux constantes ai et «2 serait nulle. Signalons encore deux cas
particuliers : si les valeurs de ces constantes sont égales, la courbe
dégénérera en une ligne droite qui n’en aura pas moins pour enveloppe
une circonférence de rayon égal à la valeur commune des mêmes
constantes; enfin, si ces deux constantes sont simultanément nulles,
la courbe se réduira à un point qui coïncidera avec le point 0”.

Il sera facile, dans tous les cas, de fixer sur le diagramme le centre
des deux cercles—enveloppes, ou celui du cercle unique si les deux
enveloppes se confondent.

Les coordonnéesdu centre commun de ces diverses trajectoires ont
été désignées par 5’ et n’. Les axes des w, et y,, auxquels elles sont
parallèles, ont pour origine la trace du style faite sur le diagramme
lorsque la face inférieure de la meule est rendue horizontale.

Nous supposerons que les centres de gravité des masses réglantes
ne puissent se mouvoir que dans le sens perpendiculaire à la face infé—
rieure de la meule, ou parallèlement à l’axe des z,.

Soient …… 1722 ces deux masses réglantes; x,, y,, $,; x… 33, z2 les
coordonnées de leurs centres de gravité.

Désignons par F0 et G() l’ensemble des termes de F et G, à l’exception
de ceux correspondant aux masses mi et m2; nous aurons, suivant
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les équations (2),

F=Fo+miflza+m2Ï2zzv
G=Go—l—m,æ4 z, +m2æ2z2,

et les variations de ces quantités, dues aux déplacements des deux
masses dans le sens parallèle à l’axe des z,, seront

ô‘F : m1 ;, d‘z, + m2 _72 ô‘z2,

ô‘G :: m, :ac4 8z4 + m2 362 822.

On se rappelle que les conditions à remplir pour l’équilibrage sont
que les valeurs de F et G, modifiées au besoin, s’annulent. Après le
déplacement des masses, ces valeurs deviennent F + ôF, G+ d‘G;
on doit donc satisfaire aux conditions

F+3F=O,
<l02) G+O“G=0. 

De ces équations jointes aux précédentes, on tire

"h(fæ£. ——y,x2)d‘z, =+ac2F——y2G,
(103) ln2(_Ï2JJ‘—f,æ2)8Z2=—æiF+Î.ÆGÊ 

or, en vertu des équations (67),
« Vn'b_—ËŸ

UE’G““ËT
, . ._ , .on a (] a1!leurs, sunant les equat10ns (48),

U v w ,=—=%C(r—fi)+ gML
”2
 

?

les valeurs de C et fi' étant censées calculées par les formules (3x)
et (33). Si donc on pose  

n‘)

l(.?‘2ær— J't“’=)
 (104) v:
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on aura finalement

m, o“z, :
(105) U(Ï2ç,…æ2n)7

U 471_m2352= (x __Ïcë’)î

d’où l’on tirera ôzi et 322.
Nous n’avons pas spécifié le sens dans lequel l’axe des y, est dirigé

relativement à celui des x,. Ce sens est effectivement indifférent dans
la question actuelle; car si l’on change le sens des y,, les trois ordon—
nées y,,y2 et n’ changeront de signe, et les valeurs de 3zl et ô‘z2 n’en
seront nullement affectées.

La valeur de v sera d’autant mieux déterminée, que la distance X

du peint de suspension au plan du diagramme sera plus considérable :

on pourrait, au besoin, établir le plan du diagramme à une distance
plus grande que nous ne l’avons supposé, en faisant usage d’un châssis
très—léger et très-régulier qui serâit fixé à la meule bien concentrique—
ment à son axe; mais il nous semble que cela ne sera pas nécessaire,
attendu que la position du centre de l’ellipse mobile pourra être relevée
à quelques dixièmes de millimètre près, et que cette erreur, agrandie
dans le rapport du rayon extérieur (le la meule à la quantité 1, sera
encore négligeable dans la pratique.

Au même point de vue,il convient de choisir la position des masses m,
et rn… de manière que la quantité ]*2æ, ———J‘, ac2 soit la plus grande
possible. Or cette quantité est égale au double de la surface d’un
triangle dont ies sommets sont, l’un à l’origine des coordonnées, et les
deux autres aux points où les centres de gravité des masses ml et 1722

se projettent sur le plan des 00, y,; il faudra donc que les rayons
vecteurs de ces points soient aussi grands que possibie : en les sup—
posant égaux, la surface du triangle sera …) maximum, lorsque les
directions de ces rayons vecteurs seront rectangulaires. Les for—
mules (104) et (105) se simplifieraient si les masses réglantes pou—
vaient ètre disposées, l’une dans le plan méridien qui contient l’axe
des ac… l’autre dans celui qui passe par l’axe desy,; mais ia détermina—
tion de l’origine des coordonnées résultant d’une opération postérieure
à celle de la mise en place des masses m, et m2, il serait difficile de sa-
tisfaire exactement à celle condition. '

45..
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On pourra remarquer que, les masses m, et m2 ayant la forme de

disques cylindriques, leur déplacement parallèlement à l’axe des z,
u’affectera pas le moment d’inertie C, mais que les deux autres mo—
meuts A et B subiront une légère variation à la suite de ce déplacement;
il en sera de même de leur différence et du rapport de A à C; mais
nous avons fait voir, n°3 5 et 6, que ces variations se traduisent par des
valeurs particulières et très—petites de 'y’ et de fi’, qui portent seulement
sur les quantités p. et v, dont ë' et n' sont indépendants : il n’y a donc
pas lieu de se préoccuper de cette circonstance.

La valeur de :) dépend de n, tant que n n’est pas suffisammentgrand
pour que le second terme du numérateur de v soit négligeable par
rapport au premier. Il conviendra donc, si ce second terme est sen—
sible, d’éviter clans l’expérimentation le décroissement de la vitesse;
autrement on s’exposerait à un changement de posilion du centre de
l’ellipse mobile durant l’expérience. Toutefois, comme on ne peut
maintenir la vitesse qu’en faisant agir des forces qui pourraient trou-
bler les résultats, il sera toujours préférable d’avoir recours à une
réduction de la distance L du centre de gravité au centre de suspen-
sion, et de produire à l’origine la plus grande vitesse de rotation pos-
sible; alors la diminution de la vitesse pourra avoir lieu sans incon-
vénient, au moins jusqu’à une certaine limite facile à déterminer.

La petitesse de 5’ et n' n’exige pas que le calculde v soit fait avec
une grande exactitude; nous l’avons déjà dit sous une autre forme:
nous croyons devoir le répéter en terminant, et rappeler, en consé—
queuce, que les valeurs de M, C et 5’ pourront être calculées comme
si la meule était homogène et de forme régulière. Les formules pour
ces deux dernières sont (31), (32) et_(33).

12. Résuméde la première méthode. —— La surface inférieme de la
meule est considérée comme plane. Dans son épaisseur ont été prati-
quées deux cavités cylindriques dont les axes sont perpendiculaires à
la face inférieure. Ces axes doivent être situés le plus près possible de
la périphérie de la meule et à des distances égales de l’axe; les plans
méridiens qui les contiennent sont à peu près rectangulaireset orientés
à 45 degrés par rapport à l’axe transversal de l’anille. Les deux cavités
reçoivent les masses réglanæs; ces masses, de forme cylindrique, ne
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peuvent être déplacées que suivant des directions perpendiculaires à
la surface plane de la meule.

Un style dont l’axe est vertical est établi au-dessus du fer de meule,
de manière que‘ sa pointe puisse arriver à coïncider avec le centre de
suspension de la meu\e. Celle-ci, étant mise en place, est équilibrée
statiquement, ou de manière qu’étant au repos, sa face inférieure soit
horizontale. Un carton ayant été ensuite fixé à la meule dans une
situation parallèle à la face inférieure de celle-ci, on abaisse le style
sur le carton, et le point de rencontre est pris pour origine de deux

'

axes de coordonnées rectangulaires. Il convient d’orienter ces axes à
peu près dans les mêmes plans méridiens que les centres de gravité des
masses réglantes.

La meule étant mise en mouvement avec la plus grande vitesse pos—
sible et sous la condition d’éviter des oscillations d’une amplitude trop
prononcée, le style trace un diagramme qui figure une courbe com—
prise ëntre deux circonférences de cercle concentriques.Cette courbe
résulte du mouvement sur une ellipse dont les axes constants, et dé-
pendant seulement des circonstances du mouvement initial, tournent
avec une vitesse uniforme autour de son centre, vitesse d’ailleurs très-
petite relativement à la vitesse de rotation de la meule. Suivant les
circonstances que présenteront les oscillations initiales, il pourra ar—

river que la courbe se réduise à un cercle unique, ou bien qùe la
circonférence intérieure se réduise à un point, et par conséquent dis—
paraisse, ou encore que la courbe elle-même se réduise à un point
unique.

Si le mouvement angulaire des axes de l’ellipse mobile est nul, la
courbe du diagramme se réduira à une ellipse qui pourra elle-même
se réduire à un cercle, à une ligne droite ou à un point, selon les
circonstancesdu mouvement initial.

Quel que soit le résultat qui se produise, on relèvera avec soin la
position du centre commun des cercles qui enveloppe… la courbe
tracée, ou, suivant les cas, celle du centre de l’ellipse ou du cercle
unique, celle du milieu de la droite, ou du point unique.

Nous désignons par 5' et *(1' les coordonnées du point obtenu, res—

pectivement parallèles aux x. ety..
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Eu reproduisant les formules nécessaires au calcul des déplacements

des masses réglantes, nous substituerons, pour la facilité des applica—
!ions, !es poids aux masses, et nous formerous, par voie d’élimination,
‘les expressions des inconnues, en fonctions le plus explicites possible
des données de la question.

Nous prendrons pour unités de temps, de longueur et de poids, res—

pectivement la seconde de temps moyen, le mètre et le kilogramme.
N désignant le nombre de tours que la meule fait par seconde et_

7: le rapport de la circonférence au diamètre, ou calculera

[I] n : 27TN.

Désiguous par a le poids du mètre cube de la matière de la meule
supposée homogène, !'0 et J', ses rayons inîérieur et extérieur, H son
épaisseur; le poids de la meule est

[2] P=mr(rÎ——râ)H.

Soient : L la distance du centre de gravité de la meule à son Centre
de suspension, et prise positivement quand le centre de gravité est
au-dessous du centre de suspension; )\ la distance du plan du dia—

gramme à ce même centre de suspension, et supposée positive lorsque
le diagramme est au-dessus dudit centre; p, et p2 les poids des masses
réglanles qu’il sera préférable de déierminer par (les pesées plutôt que
par un calcul; JC,, y,, z,; x2, 33, 22 les coordonnées des centres de
gravité de ces masses (les ordonnées z, et :52 étant comptées du plan
parallèle à la face inférieure de la meule qui passe par le céutre de
suspension et prises positivement du côté du zénith); 8z, et 8z2 les
variations des coordonnées 2, et 22, qui doivent être réalisées pour
obtenir l’équilibre dynamique de la meule; g l’accélération de ia
chute des graves. On calculera

%(fî+fä)—(2Lî+%H2>+2—îl—“’?

[3] U,: P 72‘A( y2.r. —y,.r2) 
et l’on aura

/ vl Ifg __æg.û
\Ô‘z,=v’£—°——————a[’t[4] ! ,v/,æ17) “"“qu

ô\Z2=U—‘*————H'
[72
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Si les valeurs trouvées par Ces deux dernières formules excédent

les limites réalisables, il faudra augmentér les masses rêglaules en s’as—

treiguant toujours à la condition préalable de l’équilibre statique.
Si, malgré les précautions prises pour éviter, à l’origine, les grandes

oscillations par rapport à la verticale, celles-ci persistent, l’emploi des
formules précédentes ne sera plus légitime, mais il sera cependant
utile, en ce sens qu’on pourra considérer le résultat obtenu comme
une approximation. En effectuant les corrections fournies par le calcul,
ou l‘>0urra toujours compter sur la possibilité de*réduire l’amplitude
des oscillalions au degré voulu, et, en recommeuçaut l’opération, on
déduira finalement, d’un nouveau calcul, des corrections qui assure-
ront un équilibre suffisamment complet.

Terminous en rappelantqu’il convient, dans les opérations,de laisser
la meule libre, après qu’on lui aura communiqué la vitesSe de rotation
n, et qu’il faudra éviter de prolonger leur durée au delà du moment
où, par suite de la diminution de vitesse résultant des résistances,
celle—ci serait affaiblie au point où le dernier terme du numéraleur
de u' cesserait d’être négligeable par rapport à l’ensemble des deux
premiers; autrement, la position du point (ë'vy’) cesserait d’être inva—
fiable.

i5. Remarques concernant la pratique. -—-— La méthode qui vient
d’être exposée présentera sans doute quelque difficulté dans les appli—
cations, à cause de la valeur de À, qui sera peu considérable si le plan
du diagramme est celui de la surface supérieure de la meule. On ne
peut guère songer à lui en substituer un autre; car, le plan du dia-
gramme devant être fixe par rapport à la meule, il faudrait, pour pou—
voir employer de grandes valeurs de ), rattacher le diagramme à la
meule par un châssis métallique bien régulièrement construitet centré;
ce qui ne se ferait pas sans difficulté. Si l’on applique le diagrammesur.
la surface supérieure de la meule, Ies dimensions absolues de la trajec-
toire seront îrès-restreintes, et il faudra relever les coordonnées $;" et n'
au moyen d’un microscope micrométrique. Dans l’hypothèse où l’on
aurait recours à ce moyen de mesure, voici les précautions qu’il fau——

drait prendre. Comme on ne pourrait espérer obtenir directemçut
une coïncidence suffisammentexacte entre l’axe du style et le point de
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suspension de la meule, il faudrait placer la meule en équilibre sta—

tique, dans quatre positions rectangulaires par exemple, et chaque
fois abaisser le style de manière à marquer, sur le diagramme, quatre
points bien distincts, qui ne coïncideront généralement pas, puisque
nous supposons le centrage du style imparfaitement réalisé. Il est clair
que la position du style bien centré serait à l’intersection des diago-
nales du carré formé par les quatre points. Sur le diagramme, on
tracerait des droites rectangulaires dans les directions, ou à peu près,
des plans méridiens correspondants aux masses réglantes. Ces droites,
ayant particulièrement pour objet l’orientation des fils ou des traits du
micromètre, devraient se croiser très-près du centre du carré; mais on
éviterait d’en effectuer le tracé dans la région de la trajectoire. La
meule, étant mise en mouvement, tracera une courbe un peu différente
de celle qui répond au centrage exact du style. Chacun des points de
la nouvelle courbe s’obtiendrait, au moyen des points de l’autre
courbe, par un simple transport dans la direction du rayon d’excen—
tricité et égal à ce rayon; or, la direction de ce même rayon changeant
à chaque instant et faisant un tour sur le diagramme en sens contraire
de la rotation de la meule par tour de celle—ci, la nouvelle courbe ne
résultera pas d’un simple transport de l’autre : elle sera bien plus com-
pliquée; mais on reconnaît aisément qu’elle sera généralement com—

prise entre deux cercles—enveloppes, l’un extérieur, l’autre intérieur,
dont les rayons excéderont ceux de la courbe décrite dans le numéro
précédent, d’une quantité égale à i le rayon d’excentricité, en sorte
que la position du centre commun des deux enveloppes n’en sera pas
affectée. Si donc on mesure au microscope les coordonnées extrêmes
de l’une ou de l’autre enveloppe, et qu’onèen prenne les moyennes; si
l’on prend également les moyennes respectives des coordonnées des
quatre points distincts marqués par le style, quand la meule est en équi—

libre (ces diverses mesures étant comptéesdes droites rectangulaires tra—

cées sur le diagramme), les excès des premièresmesures sur les secondes
fourniront les valeurs des coordonnées €' et 'n' du centre des courbes.
On aura sans doute remarquéqu’à la suite de la diminution du rayon du
cercle-enveloppe intérieur, celui—ci pourra cesser d’avoir une existence
réelle, mais le cercle-enveloppe extérieur ne disparaîtra pas, ce qui suffit.
Dans le cas actuel, la verticalilé exacte du style ne sera pas nécessaire,
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attendu que, son déplacement vertical étant une quantité du deuxième
ordre, un léger défaut de verticalité ne pourrait produire, dans la me—

sure des coordonnées, que des erreurs du troisième ordre. Une telle
disposition du système de mesures présenterait qnelques simplifica-
tions utiles. '

Malgré cela, nous allons présenter une autre méthode qui dispense
de recourir aux mesures micrométriques. "

14. Deuxième méthode. — Désignant par æ, ], 2 les coordonnées
rapportées à des axes fixes, d’un point lié aux axes mobiles et dont les
coordonnées par rapport à ces axes sont x, ,_y, et z,; les deux systèmes
ayant leur origine commune au point de suspension, on a

ac : ax, + by, + CZ,,

(106) j = a'æ, + !)'j, + ds,,
2: : a”.%. + bl! i+C"Z,,

équations qui font connaître les coordonnéesx,y, z d’un point donné
du système mobile, au moyen des valeurs connues des divers cosinus
qui figurent dans leurs seconds membres.

Imaginons un style fixé sur la meule et dirigé dans le sens d’un
rayon : ce style très—léger pourra, par exemple, être adapté sur l’un
des cercles en fer qui maintiennent extérieurement les matériaux dont
elle se compose. Concevons d’ailleurs une surface verticale, plane ou
cylindrique, et disposée pour recevoir les impressions du style; puis,
sur cette surface, une ligne horizontale arbitraire, à partir de laquelle
se mesureront les excursions verticales du même style.

Appliquons au point extrême du style la dernière des relations pré-
cédentes; nous aurons, à cause de c”: , et en distinguant par un
trait ses coordonnéesx,, y.,

25 pour éviter toute confusion,

z=a”æ,+b” l+z,:
cette relation est générale. Considérons le cas particulier de l’équi-
libre statique, dans lequel a” et b” sont nuls, et soit z,, l’ordonnée de

Tome XV (a“ série). ——- NOVEMBRE 1870.
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l’extrémité du style correspondanteà cet état; nous aurons

or la différence z — ze est aussi celle des ordonnées des traces du style
sur la surface verticale considérée, lorsque la meule est en mouvement
et lorsqu’elle est dans son état d’équilibre statique. Posons donc, pour
ahréger,
([07) Ç=Z—Ze;
nous pouvons considérer ici z et ze comme les ordonnées du style
compté€sde la lignehorizontale arbitraire, dans ces deux états; attendu
que leur différence ; entrera seule dans les calculs qui suivent : nous
aurons doùc
(108) ; : a"E, + b"“,.

Dans la méthode actuelle, on pourrait se dispenser d’employer l’ar-
bitraire ); pour éviter de recommencer certains calculs, nous la con—
serverons, sauf à en disposer plus tard.

Mettons dans l’équation précédente, à la place de a” et b”, leurs
valeurs tirées cle (66), en substituant dans celles—ci les valeurs (68) de
æ' et _)f’; nous aurons d’abord

ë’+x”—— n'+y”—
Ë=—T—xq+—T—Ïqä

puis, au moyen des expressions (54) de x” et y”, et posant

JC, : r, cosa… _7, = r, sinx…

la valeur de '; prendra cette forme
! !

Ç= —î—x,+ %Î.+a,%cos(p.t —I—vt+ &. + x,)
(109) ,,

-+oc2 îcos(p.t — vt + 52 —— x,).
»———..

A

’—-—_

Les maxima et minima de <; correspondent aux racines t de l’équa—
. d; . . . . . .

_
,

hou ”ii: 0: ces d1vers max1ma et mm1ma ont des hautes que lon
obtient en égalant à —+_— | les cosinus qui figurent dans l’équation (109).



PUBES ET APPLIQUÊES. 363
Posant à cet effet  31—€2+231 51+52

OC :: ———-—-———-——7 @ = ;
’n‘ 'n'

on aurait les relations suivantes :

h —
@ __ /r —— ac !

2—==——————— 7
W [L ’9

où 72 et [{ désignent des nombres entiers, simultanément pairs ou
impairs, suivant que oc, et «2 sont de mêmes signes ou de signes con-
traires. Ces relations déterminent les valeurs de t correspondantes aux
limites que nous considérons,et fournissent en même temps l’équation
de condition entre les entiers h et I:. Nous ne discuterons pas les con-
ditions d’existence réelle des maxima e_t minima limites; cela nous en—

traînerait trop loin. Le lecteur jugera de la convenance qu’il peut y
avoir, dans le problème actuel, de substituer, pour plus de simplicité, à
là considération des maxima et minima réels, les limites de ces mêmes
quantités; toutefois, il trouvera dans le numéro suivant un complé-
ment à ce qu’un tel mode de procéder semble présenter d’incorrect.

Soit 0 la somme des valeurs absolues de oc, et «2; il est clair que les
limites des maxima et minima” de Ç seront égales à la somme des deux
premiers termes du deuxième membre de l’expression(109), augmentée

" - . , . .de :*: a î‘; donc, 51 l’on demgne par Ç'l la moyenne entre ces max1ma
et ces minima, on aura simplement

1_ r
1 E

_(no) Z1=Îæ,+%y,. .

Actuellement changeons le style de place sur la meule, d’une quan-
tité voisine de 90 degrés par exemple, et distinguons les résultats de
la nouvelle opération par les indices 2 mis à la place de l’indice 1;
nous aurons

! . I
! € 71"""

ç2=Îæ2+îÏ-2.
De cette équation, jointe à la précédente, on déduit

E’ __ £c3—m3 n’ __ ëuë'2—Ëacfi(III)
î———_——————_...—7 Î-—-…- -..“

Ï2æ1—71'Ë2 Ï2xl—ylæ2
46…
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Le dénominateur commun de ces expressions justifie la situation

relative des deux styles que nous venons de recommander.
Si l’on observe que les quantités %’ et n' doivent être multipliées par

n’ dans les expressions [4] , n° 12, et que le produit v'ë', par exemple,
‘ I

équivaut à )w' %) on voit que l’on peut faire abstraction de )\ dans les

applications des formules précédenteset dans la valeur de v’.
Au moyen de ces valeurs de %' et n’, et faisant } :. 1, la solution du

problème s’achèvera suivant les formulesdu n° 12.

Les quantités observées étant, ici, beaucoup plus faciles à obtenir que
dans la première méthode, on pourra faire abstraction des petites er-
reurs que l’on commettraiten essayant de placer les styles exactement
dans les plans méridiens des 00, et y, : si effectivement ces erreurs sont
négligeables; on aura, dans ce cas, y, = 0 et 302 :: 0; ce qui réduira
les valeurs (1 11) respectivementà

,

(112) 53— et EÏ—-
.Z‘l .72

En résumé, la seconde méthode consiste à fixer sur la meule un
premier style dont la pointe marque des traits sur une surface verticale
fixe : on note distinctementsur cette surface le trait correspondant à

l’état d’équilibre statique; les ordonnées comptées de ce trait, quand
la meule est en mouvement, sont désignées par ;, leur sens positif
étant la direction du zénith; on désigne par Ç'1 l’ordonnée moyenne
entre les ordonnées extrêmes, et par .Î, et __)7, les coordonnées de la
pointe du style par rapport aux axes mobiles de x, ety,. Déplaçant
ensuite le style de 90 degrés environ, on effectue une opération pareille
à la précédente : affectant de l’indice 2 les quantités qui se rapportent
à la deuxième opération, on a, pour calculer E’ et n’, les formules(1u)
où l’on fait X = I; le reste s’achève selon les formules du n° 12.

15. Bien que la seconde méthode satisfasse largement aux exi—
gences de la pratique, nous en indiquerons néanmoins des perfec—
lionnements.

En premier lieu, nous supposerons qu’à la surface verticale, des—
tinée à recevoir les traces du style, on en adjoigne une seconde qui
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soit opposée à la première, par rapport à la verticale passant par le
point de suspension.

Si t est le temps du passage du style par l’un des plans, celui du
passagepar le plan opposé sera t augmenté de la demi-durée de la ro-
tation de la meule, ou, en vertu de (94), t :*:

% [*]. Les fonctions tri-
gonométriques contenuesdans la formule (109) seront de la forme pix: '

cos(y.tivt+ei ” 71):

et l’on a la relation  1 y…:l‘:v
-— cos(ptivt+a)+cos ptiW+sd: 712

.  i i-
—“—*COS(pttivt+siPL ”%) cos” ”£-ë

Désignons par Ç” la moyenne des valeurs de € fournies par deux
simples passages du style sur les deux surfaces verticales opposées;
on aura, suivant l’équation (109),

, _
, +Ç’= îar,-l———%)”,+a,Ÿcos(pt+vt—l—a+x,i”î”î—)cos” "ÎÈ  

fl 2 + GC2 ÎCOS (p.i—vt—l—52 ——)(,+Ë———n 2)cosfÀ_vî.72 2

Or, %étant une fraction peu considérable, et£f peu différent de l’unité; . _” 1T . . , . .les cosmus de P ; seront de pet1tes quant1tes : par la combmmson

des deux diagrammes 0pposés, on réduit donc l’influence des termes
périodiques.

Actuellement, ajoutons les valeurs de €" fournies par plusieurs ré-
'

. , . 27r .volut10ns consecut1ves, nous aurons i- '}Î’ pour acormssement du
temps écoulé entre ces révolutions, et

:Î:v
_ ia” «,

ÏZ
 

pour celui des angles compris sous les signes trigonométriques. 
["] Le signe + répond au cas de n positif et le signe — au cas de :: négatif.
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La formule de sommation des cosinus ou sinusest, en désignant par

N’ le nombre des termes,

i=N'—x

2 cos( +iaOC“)__cos +N’—-1 sin%N'æ_P sin P 2
“

sin%ai=o
 

nous devons faire, dans cette formule, 
   

      

l __ pivfl
2 _

n

En l’appliquant ici, nous trouvons
i=N'——1 +. ...—..? Tl’Ecos(ptivt+etx,i” -]‘

R 2
1—0

.
N, .i

__ + + Nl \PL+ " Î ”
.__CÛS lU.to————VÎ0+E_X _(2 ““I; ; î.

5111 'JT

La moyenne des valeurs de 'Ç” est d0nc
! I
; I ”_ E

""‘ n _
N’2Ç "“

x “ +ÎÏ‘
. .+

+ smN' P——vvr+ '_ ” "Ïî ”
{

+fÊ,ficos]îpto+vto+s,+x,_(zN ])
n 2] H+_…

] l ‘3) "
.

sm
!: ;

-— sinN’ ‘u—
a2

_ ,_ p.———vr: !? *.+ -—N—,-)—cos [p,to— vt0+eg—— x,i (2N I) n ;] ———Î:ÎÎ [ ]
SID ——

n 2

, . . iv7r . ‘ . , .Le denommateur sm
‘i-;Z——

d1ffere peu de l’umte; tand15 que les

facteurs sinN’—”j:”—7r diffèrent peu de sinN’rz ou zéro: les Hermes en

a, et % sont déjà par cela seul très—faibles; mais ilsssont encore consi— 
[*] Le double signe qui précède l’unité dans cette formule, est relatif au signe de

n : le signe + convient au cas de n positif et le signe —-—- au cas où n est négatif.
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dérablement affaiblis par le diviseur 2N’. Donc, en prenant pour
valeur de la fonction Ç'1 (I 10) la moyenne des valeurs de €” corres-
pondante à un certain nombre de tours, tel que 15 ou 20, on ne
commettra aucune erreur sensible.

On aura sans doute quelque peine à distinguer les traits du dia-
gramme dans le voisinage des maxima et minima : pour appliquer la
formule (113), il faudrait recueillir des traits fournis par le style, sur
un disque tournant avec lenteur; en faisant tourner ce disque pendant
que la meule est en équilibre statique, le style y tracerait une circon-
férence, et les excès des rayons vecteurs des traits obtenus pendant le
mouvement de la meule, sur le rayon dudit cercle, pris avec le signe
convenable, serviraientà former les quantités €”.-

Enfin, nous devons faire remarquer que le frottement ayant été
négligé dans nos formules, les amplitudes ou intervalles compris entre
les maxima et minima varieront nécessairement : pour que les posi-
tions moyennes en soient le moins possible affectées, il conviendra de
répéter les expériences et de prendre des moyennes entre les résultats
obtenus. ,

Lorsqu’on se bornera, comme il a été dit n° 14, à prendre la posi—
tion moyenne entre les maxima et minima, on éliminera l’effet du frot—
tement, en combinant un minimum, par exemple, avec la moyenne
des deux maxima précédent et suivant, ou inversement. Cela ne devra
pas présenter de difficulté, puisque les amplitudes, étant réduites par
le frottement, deux maxima ou minima consécutifs, ne répondront
pas aux mêmes ordonnées [*].

“16. Solution du problème par le procédé dit de fausse position. ——

Au lieu d’appliquer le procédé des fausses positions dans toute sa 
[*] Le frottement réduit l’amplitude des mouvements verticaux du style, de telle

sorte que les ordonnées maxima sont diminuées et les ordonnées minima augmen—
tées. Supposons que l’on connaisse l’ordonnée maximum réduite par le frottement,
dans le cas où, malgré l’impossibilité qu’il en soit ainsi, elle serait contemporaine de
l’ordonnée minimum; la moyenne de ces deux ordonnées serait affranchie de l’effet
du frottement; or, c’est précisémentce à quoil’onparvienten prenant pour ordonnée
maximum la moyenne des deux maxima qui précèdent et suivent le minimum con—
sidéré. '
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généralité, nous en simplifierons l’emploi en ne considérant qu’une
seule variable. Rappelons qu’il convient d’établir les masses réglantes
dans deux plans méridiens rectangulaireset orientés autant que pos-
sible à 45 degrés par rapport à l’axe transversal de l’anille : en admet-
tant, chose facile à réaliser, que les pointes des styles soient dans ces

E' n'
"{ et Î, que ces quan—

tités sont respectivement des fonctions de Ç'1 et Ç'2; d’ailleurs les ex-
pressions (104) et (105), en y faisant _)f, et 302 nuls, montrent que E’ et
n' sont respectivement des fonctions de d‘z, et ô‘z2, ou simplement de
z. et 22; on a donc

mêmes plans, on voit, par les valeurs ([ 1 I) de

Ç'1 =ji(zi)a Ç'2 =fè(Z2),

les lettresfl etj5_ étant les caractéristiquesde fonctions.
Du reste si, en 'réalité, les valeurs de _)fi, ;… 302, 562 ne sont pas

exactement nulles, mais seulement très-petites, il n’en résultera que
des erreurs du deuxième ordre et par conséquent négligeables. Ainsi,
dans ces conditions d’orientation rectangulaire des centres de gravité
des masses réglantes, les effets des deux masses sont indépendants.

Considérant la première des fonctions précédentes, on a

\! dc,
_

0Ç1 : —d_Z—:ô\z"

or, une valeur suffisamment exacte du coefficient différentiel s’ob—

tiendra par la simple comparaison de deux valeurs AÇ'1 et Az, des va—

riations correspondantes de 'ç'1 et z, : il s’ensuit

; AC,,
Ô‘Çl : A—ZÎÔ\Z|.

Maintenant, remarquons que la condition à remplir est que la va—

leur corrigée de @ soit nulle; car, si elle est nulle et s’il en est de
même de Ç'2, les milieux des oscillations répondront à l’horizontalité
de la face inférieure de la meule; on a donc l’équation de condition

{1 + Ô\ç'1 : °°
OU

ll ?.! AÇ,[
-———— zç1+Az,â‘
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On en déduit la valeur suivante de ô‘z.. à laquelle nous joignons

celle de ô‘z2, qu’on obtiendrait de la même manière :

(|14) d‘z,=— Azl
Ç'1, ô‘z2=———ê—zï'Ç'

Aëfl Ac; 2‘

Telles sontles correctionsà appliquer aux valeurs expérimentées de
z, et 22. .

En appliquant les formules (114), il ne sera pas nécessaire de cher-
cher à mesurer les coordonnnées z, et 52 : comme ces formules ne
contiennent que leurs variations, l’origine de ces coordonnées pourra
être prise arbitrairement. Quant aux positions à donner aux masses
réglantes, dans les deux opérations à faire sur chacune d’elles, on
pourra s’en tenir aux positions limites de ces masses; les coefficients de
Ç'1 et Ç'2 seront alors déterminés le plus exactement possible. Dans le
cas où, les masses régiantes étant égales, les rayons aboutissant aux ex—

trémités des deux styles seront égaux, et où il en sera de même pour
les centres de gravité des masses réglantes; on aura une vérification

Az2 _
. , . Az ,

de l’exact1tude des resultats, 51 l’on trouve ———,—' = . cela resulle de
Ac1 @

la valeur de v. Si ces facteurs ne présentent qu’une différence impu—
table aux erreurs des observations, on en pourra prendre la moyenne
dans le calcul de d‘z, et ô‘z2 (on suppose, bien entendu, que les va—

leurs de n dans ces observations seront peu différentesou très-grandes).
Il est évident que les Opérations relatives aux deux masses réglantes

pourront être effectuées simultanément; mais, alors, il faudra que les
deux styles soient établis à des niveaux assez différents pour que les
traces de l’un ne se confondent pas avec celles de l’autre:

Terminons par une dernière remarque: on emploie dans la‘pra-
tique, pour former les masses réglantes, un ensemble de disques de
bois et un disque de métal, tandis que notre théorie S’applique à un
disque unique dont le cëntre de gravité & pour ordonnée Z, ou z2; il
faudrait donc considérer le déplacement du centre de gravité d’un
ensemble de disques dont la masse totale reste invariable; ce qui
semble exiger de nouveaux calculs. Mais il n’en est pas ainsi, attendu
que la valeur de z, ou de 22 est en réalité une fonction de l’ordonnée
du centre de gravité du disque de métal; il en est de même des quan—

Tome XV (‘Je série) —-— Dficmmnn 1870. 47
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tités Ç'1 et Ç'2. Donc il suffit d’appliquer au déplacement des Seuls
disques de métal, ce qui a été établi pour le centre de gravité “de l’en—
semble des disques, sous la seule condition de ne pas faire varier cet
ensemble de masses

Beaucoup d’ingénieurs préféreront sans doute opérer ainsi, que re-
courir à l’emploi des formules que nous avons exposées dans les
numéros précédents, bien que le travail d’expérimentation en soit
doublé. '

Un procédé aussi pratique est tout à fait dans les habitudes des in-
génieurs : il se distingue toutefois de ceux qui ont été recommandés
jusqu’ici, en ce qu’il précise le genre et le mode d’observations et que,
l’expérimentalion ne portant que sur une variable à la fois et non sur
quatre, cesse dès lors d’être un tâtonnement proprement dit.

Le même procédé s’appliquerait également à la première méthode.

17. De l’emploi de quatre masses réglantes. — Nous avons ra p—

pelé, au commencement de ce Mémoire, l’habitude des constructeurs
qui adaptent quatre masses réglantes sur les meules horizontales;
nous avons également montré que deux de ces masses suffisent, et que,
quand elles sont situées dans deux plans méridiens rectangulaires,
leur position peut être déterminée séparément. On a prévu, n° 12,
le cas où les déplacements nécessaires de ces masses excéderaient
les limites de l‘espace disponible, et l’on a vu qu’il conviendrait alors
de leur substituer des masses plus considérables. Nous voulons mon-
trer ici comment on peut remplacer l’accroissement des masses par
celui de leur nombre, en le portant par exemple de deux à quatre.

Supposons, pour plus de simplicité, que les centres de gravité des
quatre masses soient contenus dans deux plans méridiens rectangu-
laires, de manière à pouvoir déterminer séparément les positions des
deux masses contenues dans un même plan méridien : soient m, et 1723

ces deux masses, et affectons respectivement des indices ! et 3 leurs
coordonnées. Prenant pour plan des x,z, le plan méridien qui les
contient, les termes de la somme G (a) qui leur correspondent seront

172,00, 2, + 1123æ323;

cette même somme ne Contiendra pas de termes relatifs aux deux
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autres masses 1212 et mm parce que, leurs centres de gravité étant dans
le plan des _y,z,, les abseiss€s æ2 et x,‘sseront nulles. En conséquence,
la deuxième équation de condition (102) deviendra

G + m,x, â‘z, + 1713x3 ô‘z—3 : 0.

On pourra satisfaire à cette condition de bien des manières : voici
celle qui nous paraît la plus simple et de nature à exiger les moin—
dres valeurs de m, et 1113. Au lieu de laisser indépendantes les varia-
îions*d‘z, et ô‘z3, nous établirons entre elles la relation arbitraire

 
(‘I5) Z‘3= -—ÎÛZ—…

oùl’on fait
. __ __ mix,.(116) z _

msxs

Nous pouvons supposer 1123 peu différent de m,, et pareillementxs
à peu près égal à —— x,, en sorte que i diffère peu de l’unité. Quoi qu’il
en soit, l’équation de condition deviendra

G+ arn,æ,äz, : o.

On pourra ainsi satisfaire à cette équation au moyen d’un déplace—
ment ô‘z, moitié moindre que si_ l’on ne faisait usage que de la seule
masse m,.

Il va sans dire que, les déplacements exprimés dans le numéro pré—
cédent par la lettre A étant soumis à la relation (115) en ce qui con-
cerne 1723, tout ce qui a été exposé dans ce numéro, pour un système
de deux masses réglantes, s’appliquera au cas des quatre masses que
nous considérons. Les positions limites à donner aux masses m4 et 1123,

dans les deux expériences,seront telles que l’une réponde au maximum
et l’autre au minimum de leurs ordonnées respectives.

Nous laissons aux constructeurs le soin de juger s’il convient mieux,
à dautres égards, d’employer quatre masses plutôt que deux ayant
même épaisseur et des sections horizontales doubles. Dans le premier
cas, ils n ’auront pas à se préoccuper de leur influence particulière s1.=r

47——
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l’équilibre statique. En réduisant à deux le nombre de ces masses, ils
doivent combiner les épaisseurs des disques de bois et de métal dont
elles se composent, de manière que leur poids soit à peu près égal à
celui de la matière enlevée à la meule pour faire place à ces masses:
en employant par exemple des disques en fonte de fer, ils devraient
donner à ces disques à peu près le tiers de l’épaisseur totale des disques
réunis (fonte et bois).

P. S. Je dois réparer une omission concernant la forme donnée
aux termes fournis par les masses réglantes dans les expressions de
F et G, page 354.

Ces termes ont été calculés en supposant les masses concentrées en
leurs centres de gravité : l’erreur qui en résulte apparaît comme tout
à fait négligeable; mais il est facile de montrer qu’elle est absolument
nulle. En effet, considérons par exemple le terme m| x, z{ : ce terme
devrait être remplacé par Em(x, + 8x)(z, + ô‘z); m désignant l’une
des masses élémentaires dont m, se compose et x, + 330, 2, + ô‘z ses
coordonnées. Cette somme 2 étant développée, à cause de m, : Em,
devient

…, ac, z1 + x, Zmô‘z + z{ Emd‘æ + Zmâx8z.

()r, Zmô‘æ et Emô‘z sont nuls, attendu que les d‘x et ô‘z sont comptés
d’axes passant par le centre de gravité de m,; d’un autre côté, si le
dernier terme Zmô‘xô‘z n’est pas absolument nul, il est constant,
puisque le déplacement des masses n’est supposé avoir lieu que paral-
lèlement à l’axe des z,. Dès lors ce terme peut être considéré comme
compris dans la constante Go. Les expressions F et G sont donc
exemptes de toute erreur provenant de la concentration des masses
réglantes en leurs centres de gravité.
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