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Mémoire sur le déplacement des figures;

PAR M. CHARLES BRISSE,
Ancien Élève de l’École Polytechnique.

Tous les géomètres connaissent le beau Mémoire publié en 1843
par M. Chasles sur le déplacement des figures [] , Mémoire qui avait
été précédé d’une Note insérée en 1831 au Bulletin de Fe'russac [*].
Je me propose de démontrer les théorèmes contenus dans cette Note
et dans ce Mémoire, en commençant par les établir pour un déplace—
ment fini [""].

PROPRIÉTÉS RELATIVES AU MOUVEMENT HÉL1ç0ÎDAL.

Les mouvements que l’on conçoit le plus facilement sont les mou—
vements de translation et de rotation. Il est donc naturel de chercher
si l’on ne pourrait pas amener un corps d’une première position à une
seconde, à laquelle il est parvenu d’une manière quelconque, à l’aide
de l’un de ces mouvements.

1. Quand le déplacement est celui d’une figure plane dans son
plan, la question revient à amener une droite de la figure de son
ancienne position AB à sa nouvelle A’B‘. Or on reconnaît immédia-
tement qu’il est en général impossible d’y parvenir par une translation.

Si l’on y parvient par une rotation, c'est que les extrémités de Ia 
[*] Comptes rendus des séances de ! ’Académiedes Sciences, t. XVI : Propriétés géo—

métriquesrelatives au mouvement infiniment petit d’un corps solide libre dans l’espace.
[**] Bulletin de Férassac, t. XIV : Note sur les pr0priétés générales du système

de deux corpssemblablesentre eux, et placés d’une manière quelconque dans l’espace;
et sur le déplacement fini, ou infiniment petit, d’un corps solide libre.

[***] Tous les passages guillemelés sont empruntés à M. Chasles.

Tome XV (2° série). -— SEPTEMBRE 1870. 36
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droite auront décrit des arcs de cercle concentriques ayant respecti—
vement AA’ et BB' pour cordes. Le centre inconnu 0 ne pourra donc
se trouver qu’à la rencontre des perpendiculaires élevées à ces droites
en leurs milieux. or, de l’égalité des triangles CAB, OA'B’ on conclut
l’égalité des angles AOA’, BOB‘ et par suite l’existence de la solution.

Si les deux perpendiculàires étaient parallèles, AA' et BB' le seraient
également, et il suffirait d’une translation suivant leur direction pour
amener AB en A'B'. En employant un langage connu, et en disant
qu’on fait tourner AB autour du point situé à l’infini dans la direction
des deux perpendiculaires, on peut énoncer le théorème général
suivant :

« Quelle que soit la position respective des deux figures, il existe
toujours un point qui, étantconsidërécomme appartenant à la première

figztre, est lui-mëmeson homologue dans la seconde; de sorte qu’il szgfit
de jàire tourner la premièrefigure autour de ce point pour la faire
coïnczder dans toutes ses parties avec la seconde [*].

» Nous appellerons indifféremmentpoint central, ou centre de ro-
tation, ce point dans lequel coïncident deux points homologues des
deux figures, et autour duquel on peut faire tourner une des figures
pour la faire coïncider avec l’autre. »

'

« Quand le déplacement de la figure est infiniment petit, ouen con-
clut que les normales aux trajectoires des dgffe'rentspoints (1 ’unefigure
en mouvement passent toutes, à un instant du mouvement, par un
même point. Et de là résulte une méthode fort simple de déterminer
les normales et les tangentes des courbes décrites dans le mouvement
d’une figure de forme invariable [**]. » 

[*] Cet énoncé est emprunté au Mémoire publié en 1860 par M. Chasles dans les
Comptes rendus. Le théorème avait été donné, dans le Bulletin de Fe‘russac, sous la
forme suivante :

« Quand deux polygones égaux sont plqcés d’une manière quelconque dans un plan,
il existe toujours un point du plan que” est également distant de deux sommets Immo—
Iogues quelconques des deux polygones; ce*poiræt est semblablemerztplacé par rapport
aux deuæpolygones. »

[**] Cette méthode a été indiquée pour la première fois par M. Chasles à propos de
la courbe à longue inflexion décrite par un point du parallélogramme articulé de Watt
(Histoiredes Machines à vapeur, par HACHETTE, p. 85).

'



PUBES ET APPLIQUEES. - 5183

2. Quand le déplacement est celui d’un corps dans l’espace, la
question revient à amener un triangle scalène, formé par trois points
du corps, de son ancienne position ABC à sa nouvelle A’B’C'. Or on
reconnaît immédiatementqu’il est en général impossible d’y parvenir
par une translation.

Si l’on y parvenait par une rotation,c’est que les sommets du triangle
auraient décrit des arcs de cercle ayant respectivementAA’, BB’ et CC'
pour cordes; ces trois droites seraient donc parallèles à un même plan,
ce qui n ’a pas lieu en général.

La translation ou la rotation seules ne suffisant pas, il y a lieu d’es-
sayer la combinaison des deux mouvementsqui nous est le plus fami-
lière, c ’est-a‘-dire le mouvement héliçoïdal. A.,A' BB' CU seraient alors
les cordes d’arcs d’hélices de même pas décrites autour d’un axe com-
mun par les sommets du triangle. Cet axe serait donc tel que AA’,
BB’, 00 auraient sur lui des projections égales; d’où il résulte qu’en '

menant par un point quelconque de l’espace des droites égales et pa—

rallèles à AA’, BB', CC', leurs extrémités détermineront un plan qui
sera perpendiculaire à la direction de l’axe cherché. Les droites AA'
et BB’ ayant sur cet axe des projections égales, il en sera de même
pour les droites AB et A'B'; AB et A'B' auront donc aussi des projec-
tions égales sur un plan perpendiculaire à l’axe, et les projections abc,
a’b'c’ des deux triangles ABC, A' B'C' sur un pareil plan‘ seront super-
posables. Un déplacement du triangle ABC, parallèlement à l’axe,
d’une quantité égale. à la projection de AA’, u’altérantpas la projec—
tion abc, il suffira de chercher le point central des figures abc et a'b'c'
pour avoir un point de l’axe autour duquel s’effectuera la rotation
qui achève de faire coïncider les deux corps. Il en résulle les théo—
rèmes suivants :

L’on peut toujours transporterun corps solide libre d‘une position
dans une autre position quelconque déterminée, par le mouvement
continu d’une vis à laquelle ce corps seraz‘tfixé invariablement. »

Quand on a dans l’espace un corps solide libre, si on lui fait
éprouverun déplacementfniquelconque, il eæistera toujours dans ce
corps une certaine droite indefinie, qui, après le déplacement, se re—

trouvera au même lieu qu’aupamvant. » -

«Quand on a dans l’espace deux corps pa:faiteùeñt «!game, et
' 36..
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placés d’une manière quelconque, l’un par rapport à l’autre, il eæiste
toujours dans l’espace une certaine droite indéfinie, qui, considérée
comme appartenant au premier corps, est elle-mé'me son homologue
dans le second. » -

« Quand on imprime & un corps solide libre un moWement quel—

conque infiniment petit, il existe toujours dans ce corps une certaine
droite qui glisse sur elle-mê'me pendant que le corps tourne autour
de cette droite,— de sorte que le mouvement du corps n’est autre que
celui d’une vis dans son écrou. »

« Tout mouvement irfiniment petit d’un corps solide, retenu par
im pointfixe, n’est autre qu’un mouvement de rotation autour d’un
axefixe, menépar ce point. »

5. Nous avons vu que les normales aux trajectoires des différents
points d’une figure plane mobile dans son plan passaient toutes à

chaque instant par un même point. Existe—t—il une propriété analogue
pour le déplacement d’une figure plane dans l’espace?

Prenons pour plan horizontal de projection un plan mené par l’axe
du déplacement perpendiculairement au plan donné; soit (fig. |)

Fxc.1.

p/‘\ 
 

7120 la trace horizontale de ce plan. Le plan mené par 0 perpendicu-
lairement à l’axe du déplacement sera le plan vertical, et la droite OF
normale à la ligne de terre la trace verticale du plan donné; soient
m, m’ les projections d’un point quelconque M du plan. La tangente
à l’hélice décrite par le point M, quand le plan passe d’une position à
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une autre, est située dans le plan tangent au cylindre qui passe. par M;
elle se projette donc verticalement suivant la perpendiculaire m’T
à Om’, et sa trace verticale est en un certain point T qui dépend de la
grandeur du déplacement. Le plan normal à la tangente en M a peur
trace verticale une parallèle FN à 0m', qui coupe m'T en un point N
situé par rapport à m' du côté opposé à T et tel que 2

m’N . m’T : '”P“ ;

eri outre, F est un point de la trace du plan normal sur le plan donné.
Menons à m’T la parallèle Fcp; les triangles OFcp, Om’u sont Sem—

blables et donnent
: __ OPFgo ou mN_—OFô—m—,-

_ On a d’ailleurs, en désignant par Il le pas des hélices décrites et en
remarquant que m'T est la sous—tangente en M, mp. 71

m'T _ 211.0m”
Oll

27r.0m'm’T : m ..
lc P

Ces valeurs de m'N et de m’T portées dans la première équation la
réduisent à  bOF …

27‘r.0p. Iflp.,

.
mais, en désignant par @ l’angle du plan donné avec l’axe du dépla—
cement, on voit sur l’épure que

 
0—ÎÏ :: tang6,
INP

ce qui donne finalement
, 19OF = h
°°

.
27È

D’où l’on conclut les théorèmes suivants :
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« Un plan étant considéré commejèzisantpartie du corps, les plans
normauæ aux trajectoires de ses points passeront tous par un même
point du plan. J‘appellerai ce point le jQrer du plan. »

« Quandplusieursplans sont parallèles entre eux, leursjbyerssont
sur une droite qui est toujours parallèle à un même aæe, quelle que soit
la direction commune des plans.

» Cette droite jouit de la propriété que les trajectoiresde ses points
sont toutes ;:arallèles entre elles, » puisque, « dans le déplacement du
corps, la droite n’a qu’un mouvement de translation parallèlement &

elle-mëme. »

La projection verticale de la tangente à l’hélice décrite par le point F
est parallèle à la ligne de terre; d’ailleurs, en appliquant la formule

')7rR
lang a : ---—— —

/!

qui donne l’angle « d’une hélice avec les génératrices du cylindre de
rayon R sur lequel elle est tracée, on trouve

'27:.0Ftan°oc ::° !:

et, en remplaçant OF par sa valeur,

tango: : cotô.

Pour tout point du plan qui n’est pas sur OF, la projection verticale
de la tangente n’est pas parallèle à la ligne de terre. Pour tout point
de OF qui n’est pas F, la relation

tango: :: col0

n'est pas satisfaite. Par conséquent :

« Ce qui distingue lejôyer d’un plan de tous ses autres points, c’est
que sa trajectoire est perpendiculaire au plan, ce qui n’a lieu pour
aucun autre de ses points. »

Cette propriété, jointe à celle qu’a le plan normal à la trajectoire
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d’un point d’un plan de passer par le foyer de ce plan, conduit à la

proposition suivante :

« Quandplusieurs plans passent par un même point, leurszyem
sont tous sur un même plan, qui a sonfoyer en ce point. »

i». Cherchons maintenant si, parmi les points du plan, il n‘y en au—

rait pas dont les trajectoires soient tangentes au plan lui-même. Les
traces verticales des tangentes aux hélices décrites par ces points seront

Fu}. —3. 
   

sur la trace verticale du plan, de sorte que les triangles 0Tm’, m'0{u.
(_fig. 2) seront semblables; on aura donc

Om' m’y.
m' T Ou
  

Remplaçons Op et m'T par leurs valeurs

21r.0m'  .... , _ __Op. _. mp.tang9, mT— !: mp,
il viendra

tan«t9’ ...... C‘m p. ..... h ;… .\

quantité constante. Par conséquent :

« Dans le plan, il cariste une irfinîte' de points dont les trajectoires
seront compräses dans le plan même; tous ces points sont situés en
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ligne droite. J’appellerai cette droite la caractéristique du plan; je
dirai plus loin la raison de cette dénomination. »

Un point de la caractéristique d’un plan étant connu, la caracté—
ristique s’obtient en menant par ce point un plan perpendiculaire au
plan donné et parallèle à l’axe du déplacement.

Il résulte de là qu’un plan, mené par la tangente à la trajectoire
d’un point et par la plus courte distance de cette tangente à l’axe du
déplacement, & cette tangente pour caractéristique. D’ailleurs, la ca-
ractéristique est tangente à la trajectoire du pied de la perpendiculaire
abaissée du foyer sur elle, puisque cette perpendiculaire est normale
à l’hélice décrite. On peut donc énoncer le théorème suivant :

« La tangente à la trajectoire d’un point jouit de la propriétéd’être
la caractéristique d’un plan; et réciproquement, la caractéristique
d’un plan est toujours tangente à la trajectoire d’un de ses points. »

5. Considérons une droite fixe D et un plan variable P mené par
cette droite. Le foyer du plan P sera dans le plan normal à la trajec—
toire d’un des points p de la droite, il sera également dans le plan
normal à la trajectoire d’un autre point p', et par suite il décrira l’in-
tersection A de ces deux plans.

Soient P et P’ deux plans menés par D, a et w' leurs foyers ou
;}0il1t5 de rencontre avec A. P est normal à la trajectoire du point as,

P’ à le. trajectoire du point w’, et par suite le foyer d’un plan mobile
aulour de A décrit l’intersection D des plans P et P'. Donc :

« Quand plusieurs plans passent par une même droite D , leurs
jô)fers sont sur une deuæième droite A; réciproquement, si plusieurs
plans passent par cette droite A, leurs foyers seront sur la première
droite D. De sorte que ces deux droites jouissent de propriétés réci—

proques.
» Cela signifie, en d’autres termes, que si l’on considère une droite

quelconqueD commefaisant partie du corps, les plans normaux aux
trajectoires des points de cette droite passeront tous par une même
droite A; et réciproquement, les plans nonnauæ-auæ trajectoires des
points de cette droite A, considérée comme faisant partie du corps,
passeront tous par la droite D.
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» Ces deux droites D, A, que j’appellerai droites conjuguées, don-

nent lieu à un_ grand nombre de propriétés du mouvement infiniment
petit du corps, qui trouveront leur place plus loin. »

Quand la droite D est la caractéristique d’un plan, les plans normaux
aux trajectoires de ses points sont normaux au plan, et, comme ils
passent par son foyer F, on en conclut que :

« La tangente à la trajectoire d ’un point a pour conjuguée la ca—

ractéristique du plan dont ce point est lejoyer; ou, en d ’autres termes,
si) par le jbyer d’un plan, on mène la normale au plan, [a droite con-
juguée à cette normale sera la caractéristique du plan. »

6. Soient P et P' deux positions quelconques d’une figure plane,
a'b’ l’intersection de leurs plans, ab l’homologue dans le plan P de
a’b’ considérée confine appartenant à P’. Une rotation du plan P au-
tour du point central des segments ab et a’b', suivie d’une nouvelle
rotation de ce plan autour de a'b', amène les figures P et P' à coïn-
cider. Dàns le premier mouvement, les points de ab ne sortent pas du
plan P, et le point central est immobile; dans le second mouvement,
les points de a’b’ sont immobiles, et le point central quitte normale-
ment P. « Il suit de là que :

» Le mouvement du plan se réduit à une rotation autour de la ca—

ractéristique, pendant que cette droite tourne dans la position primitive
du plan, autour de sonfoyer considéré comme un pointfiæe. »

En supposant les positions P et P’ infiniment voisines, « on peut
donc dire, en général, que :

» Tout déplacement infiniment petit (1 ’unefigure plane dans l’espace
se réduit à une rotation du plan de Zafigure autour d ’une droite de ce
plan, pendant que cette droite tourne elle-mé‘me autour d’un pointfixe
sans sortir de la position primitive du plan.

» Cette droite est donc l’intersection des deux positions infiniment
voisines du plan. C’est pourquoi je l’ai appelée la caractéristique du
plan, suivant l’expression employée par Monge dans la théorie des
surfaces développables. »

Considérons deux droites conjuguéesD, A. Les plans normaux aux
trajectoires des points de A passant par D, « par une r0tation du corps

Tome XV (n° série). —- SEPTEMBRE 1870. 37
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autour de la droite D, on placera la droite A dans la position même
qu’elle doit occuper après le mouvement irgfiniment petit du corps.
De sorte que, pour placer le corps dans la position même qu’il océa—
pera après ce mouvement, il suffit de lui faire éprouver une seconde
rotation autour de la droite A. Ainsi :

» Les deux droites conjzzguëes D et A sont deux ames de rotations
simultanées qu’on peut imprimer au corps pour efi‘ectuer son deplace—
ment.

» Je dirai plus loin quelle est la valeur de chaque rotation, et quelles
sont les relations générales, soit entre lès grandeurs des deux rotations,
soit entre les directions de leurs axes D et A. »

PROPRIÉTÉS RELATIVES A DEUX DROITES CONIUGUÉES D, A.

7. II peut arriver que le plan normal à la trajectoire d’un point p
de la droite D passe par cette droite; ce plan, qui contient A, a pour
foyer p. Le plan normal à la trajectoire d’un autre point p’ de D pas—
sant par p', par p et par A, D et A coïncident; donc :

« Si la droite D est normale à la trajectoire d’un de ses points, tous
ses autres'points auront leurs trajectoires normales à cette droite. De
sorte que la droite D sera elle-mé‘me sa conjuguée A », et que tout plan
passant par D aura son jbyer sur cette droite.

« Il suit de là que:
» Quand une droite de longueur constante se ment dans l’espace,

de manière à être toujom*s-nomzale& la courbe décrite par l’une de ses
extrémités, elle sera normale aussi à la courbe décrite par son autre
extrémité. E :: si, sur une surface engendrée par une ligne droite, on
trace deux courbes qui coupent & angle droit toutes les génératrices,
les segments compris sur ces droites entre les deux courbes seront tous
égaux entre eux. »

8. Considérons deux droites conjuguées quelconques D, A, et une
droite L qui les rencontre. Le point où A perce le plan mené par L et
par D est le foyer de ce plan, et il est situé sur L; donc :
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«Tome droite qui s ’appuze sur ces deux droites jouit de la propriété

d’être normaleaux trajectoiresde tous ses points. »

Soient D, A, D', A’ deux couples de droites conjuguées. Toute
droite L qui s’appuie sur D, A et D’ est normàle aux trajectoires de
tous ses points. Menons le plan normal à la trajectoire du point
commun à L et à D‘, il passera par A’; d’ailleurs, il contiendra L.
Donc :

Deux droites conjugue’es D, A et deux autres droites conjuguées
quelconques D', A' sont toujours quatre génératrices d’un même mode
de génération d’un hyperboloïde & une nappe, c’est—à-dire que toute
droite qui s’appuient sur trois de ces lignes rencontrera nécessairement
la quatrième. »

9. Menons par D un plan parallèle à A, par A un plan parallèle
à D; les foyers de ces plans seront sur une parallèle à l’axe du dépla-
cement, puisqu’ils sont parallèles entre eux. Or le foyer du plan mené
par D est à la rencontre de ce plan avec A, et, comme A ne rencontre
pas le plan, il en est de même d’une parallèle à l’axe du déplacement,
et par suite de l’axe du déplacement lui—même. La plus courte dis-
lance des deux droites étant normale aux plans est donc normale à
l’axe du déplacement, et l’on peut mener à cet axe par la plus courte
distance un plan perpendiculaire. Ce plan a, d’une part, son foyer sur
la plus courte distance, puisqu’elle est à elle-même sa conjuguée, et,
d’autre part, sur l’axe du déplacement, puisqu’il lui est normal. Par
conséquent :

« La droite par laquelle se mesure la plus courte distance de deux
droites conjuguées D, A rencontre l’axe de rotation et lui est perpen-
diculaire. »

Les trois droites D, A et l’axe du déplacementétant parallèles à un
même plan, une droite mobile qui s’appuie sur elles engendre un
paraboloïde hyperbolique. Cette droite mobile est normale aux tra—
jectoires de tous ses points, et, comme son point de rencontre avec
l’axe a l’axe pour trajectoire, elle est normale à l’axe. Par conséquent :

« Tout plan perpendiculaire à cet axe rencontre les deux droites D, A
et l’axe luz-rnênæ, en trois points qui sont en ligOrne droite,— ou en d’au-

37…
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tres termes,par deux droites conjuguëes D, A, et par l’axe de rotation,
on peutfaire passer un paraboloïde hyperbolique dont les génératrices
seront pe1pendz‘culaires à cet axe. »

10. Soit ;) le point de rencontre de deux droites D et D', A et A’
leurs conjuguées. Le plan normal à la trajectoire du point p, qui a
son foyer en ce point, passe par A et par A’; donc :

« Quand deux droites D, D’ se rencontrent, leurs conjuguéesA, A’ se
rencontrent aussi. »

Il en résulte immédiatement que:
Si une droite variable D engendre une surface réglée du second

ordre, il en est de même de sa conjuguée A.
On prouverait de la rhême manière que :

« Quand plusieurs droites D, D’, . . . passent par un même point,
leurs conjugue'es A, A’,… sont dans un même plan qui est normal à la
trajectoire de ce point; réciproquement, quandplusieurs droites sont
dans un même plan, leurs conjuguéespassent toutes par un même point
qui est lefoyer de ce plan. »

Si les droites D, D’, . . . sont parallèles entre elles, on pourra mener
par ces droites une série quelconque de plans parallèles entre eux,
dont les foyers appartiendront respectivement à leurs conjuguées A,
A', . . . . Or ces foyers sont situés sur une parallèle à l’axe du déplace-
ment; donc :

« Quand plusieurs droites sont parallèles entre elles, leurs con-
jugzzées sont dans un planparallèle à l’axe de rotation. »

“. « Quand une droite est située dans un plan perpendiculaire à
l’axe de rotation, sa conjuguée passe par le point où le plan rencontre
cet axe. » Ce point est, en effet, le foyer du plan.

« Be'ciproquement,si une droite rencontre l’axe de rotation en un
point, sa conjuguée est située dans le plan menépar ce point perpen-
diculairement& cet axe. » Ce plan est, en effet, normal à la trajectoire
du point.

12. Soit A un point d’une droite D dont la trajectoire est dirigée
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suivant cette droite, le plan mené par A normalement à D contiendra
sa conjuguée A. Le plan mené par D normalement à A aura son foyer
sur A; donc :

« Quand une droite est tangente à la trajectoire d’un de ses points,
sa conjuguée est aussi tangente à la trajectoire d’un de ses points. Ces
deux droites sont à angle droit, et la droite qui mesure leur plus courte
distance est celle qui joint les deux points ausc trajectoires desquels
elles sont tangentes. »

En rapprochant la démonstration qui précède de la propriété qu’a
la tangente à la trajectoire d’un de ses points d’avoir pour conjuguée
lacaractéristique du plan dont ce point est le foyer, on obtient cet
autre énoncé :

« Quand une droite est la caractéristique d’un plan,' sa conjuguée
est aussi la caractéristique d’un autre plan: ces deux plans sont à
angle droit; Zefoyer du premier est sur la deuxième droite, et lefoyer
du second est sur la première droite._ La droite qui joint ces deux
foyers est celle qui mesure la plus courte distance des deux droites. »

15. Par une droite D et par sa conjuguée A menons à un plan
donné P deux plans perpendiculaires. L’intersection de ces plans est
normale aux trajectoires de ses points, puisqu’elle s’appuie sur deux
droites conjuguées; or elle est normale au plan P au point de concours
des projections de D et de A; donc :

« Deux droites conjuguées quelconquesétant projetéesorthogonale-
ment sur un plan quelconque, leurs projections se coupent en un point
situé sur la caractéristique de ce plan. »

Si d et d‘ sont les points où D et A percent le plan P, ce plan a son
foyer sur la droite dô normale aux trajectoires de ses points, c’est—

à—dire que :

« Deux droites conjuguéesrencontrent un plan quelconque en deux
points qui sont toujours en ligne droite avec le jbyer du plan. »
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PROPRIÉTÉS RELATIVES AUX TRAIECTOIRES DES POINTS ET AUX
CARACTÉRISTIQUES DES PLANS D’UN CORPS EN MOUVEMENT.

14. Soient D et A deux droites conjuguées, D' la tangente à la tra-
jectoire d’un point d de D et A' sa conjuguée. La plus courte distance
de D' et de A' s’appuie en d sur D et sur l’axe du déplacement auquel
elle est normale; elle rencontre donc en a“ la conjuguée A de D et en—
gendre, quand d varie, un paraboloïde hyperbolique. Le plan tangent
en 8 à ce paraboloïde ayant son foyer en d, une parallèle à D’ menée
par (? engendre Ie paraboloïde des normales le long de A; il en résulte
que D' engendre aussi un paraboloïde ayant avec le paraboloïde des
normales une génératrice commune à l’infini et mêmesplans tangents
le long de cette génératrice. Le plan de D’ et de 618, qui a pour carac-
téristique D’ et pour foyer le point de rencontre F de A’ et de dd‘, est
tangent à ces deux paraboloides et enveloppe, par conséquent, une
surface développable du quatrième ordre ["]. D’ engendrant un para—
boloïde qui admet D pour génératrice, A’ engendre un hyperboloïde
qui contient A conjuguéede D, et F décrit l’intersection de cet hyper-
boloïde avec le paraboloïde de do“, c’est-à-dire une cubique gauche,
puisque les deux surfaces ont en commun la génératrice A. D’où les
théorèmes suivants :

« Les tangentes aux trajectoires des dfie‘rentspoints d’une droite
forment un paraboloïde hyperbolique.

» Chacune de ces tangentes est la caractéristique d ’un plan; tous
ces plans enveloppentune surface dévelo;æpable du quatrième degré, et
ils ont leurs flyers sur une courbe à double courbure du troisième
ordre. » '

Si l’on observe que le plan de A et de 618 a pour foyer d et pour
caractéristique la conjuguée de D’ normale au plan en son foyer, c’est—
à-dire A’, que A’ est tangente à la trajectoire du point F, et que ce
point est le foyer du plan de D’ et de dô‘, on pourra mettre les résul—
tats précédents sous cette forme nouvelle : 

["] Mémoire sur les surfaces du deuxième degré engendréespar une ligne droite,
par M. Cnasms; n° 69.
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«Quand plusieursplans passent par une même droite, leurs came-

ter:istiguesforment un hyperbolo'idea une nappe.
>Chacune de ces droites est tangente à la trajectoire d’un de ses

points; tous ces points sont situés sur une courbe à double courbure
du troisième ordre, et lesqplans normaux à leurs trajectoires envelop—
pent une surface dévebppable du quatrième degré. »

Un quelconque de ces plans, ayant en commun avec la surface une
génératrice de contact, c’est-à-dire une conique infiniment aplatie,
coupe la surface suivant une autre conique. Un plan quelconquemené
par un point de la courbe à double courbure,n’ayant avec cette courbe
que deux autres points communs, ne coupe le cône qui a la courbe
pour base et le premier point pour sommet que suivant deux généra—
trices. Par conséquent :

« Tout plan tangent & la surjàce développable la coupe suivant
une conique; et tout cône qui passe par la courbe à double courbure,
et qui a son sommet en un de ses points, est du second degré. »

15. Si la droite D est elle-même tangente à la trajectoire d’un de'
ses points, elle est la caractéristique d’un plan, et les‘ tangentes aux
trajectoires de ses autres points sont comprises dans ce plan. Soitj
un point quelconque de D et cp le foyer du plan; la tangente à la tra—
jectoire du pointfest normale à gof, de sorte que le lieu des projec-
tions de cg sur les diverses tangentes est une droite, ce qui caractérise
une parabole. Par conséquent :

Quand une droite est tangente à la trajectoire d’un de ses points,
les tangentes auæ trajectoires de ses autres points sont toutes comprises
dans un même plan, et enveloppent une parabole qui a pour flyer le
point que nous avons appelé le foyer du plan. »

Les droites telles que D' étant dans un même plan, leurs conjuguées
A’ passent par le foyer 90 du plan et engendrent un cône au lieu d’un
hyperholoïde. Par conséquent :

Quand une droite est tangente à la trajectoire d ’un de ses points,
les plans menés par cette droite ont leurs caractéristiques sur 'un cône
du second degré. »

La tangente à la trajectoire de tout point qui se dirige vers le som—
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met ça de ce cône est la caractéristique d’un plan. Tous ces plans con-
tenant la tangente à la trajectoire de cp passent par une même droite,
et leurs caractéristiques sont sur un cône qui ne diffère pas du précé-
dent. Les points'F, aux trajectoires desquels les génératrices du cône
sont tangentes et qui sont distribués sur une courbe du troisième
ordre, jouissent donc exclusivement de la propriété de se diriger au
même instant vers le point <p de l’espace. Par conséquent :

« Les points dont les trajectoires se dirigent vers un même pointfiæe
de l’eSpace sont tous sur une courbe à double courbure du troisième
ordre, les tangentes aux trajectoires de ces pointsjbrmentun cône du
second degré et les plans normaux &: ces trajectoires enveloppent une
développable du quatrième degré. »

16. Soit F un point de la courbe à double courbure, go le sommet
du cône et P le plan tangent à la développable normal en F à Fq; ce
plan coupe la développable suivant une conique. Menons, en un des
pointsj de la conique, un plan tangent à la développable, il coupera
le plan P suivant une droite D tangente enfà la conique, passera par
un point P" de la cubique et sera normal en ce point à la génératrice
F’q. Le plan FF’go coupe normalement D en un point i dont la trajec—
toire, à angle droit sur Fi et sur F’i, est précisément dirigée suivantD.
Le point i appartient donc à la caractéristique du plan, et l’on en con-
clut, conformément au n° 15, que :

« Chacun des plans coupe la développable suivant une parabole qui
a sonjbyer sur la courbe à double courbure. »

Les caractéristiques des plans P, P',… étant les conjuguées des gé—

nératrices Fgo, F’go,… qui passent par le point fixe ça, il en résulte
que :

a Les caractéristiques de ces plans sont toutes comprises dans un
même plan, qui est celui qui a pourfoyer le pointfiæe. »

La droite FF’ qui joint les foyers des plans P et P’ menés par D est
la conjuguée de cette droite; elle est d’ailleurs la caractéristique du
plan FF’go, puisqu’elle a les trajectoires de deux de ses points dirigées
dans ce plan. Par conséquent :

« Toute droite qui s’appuie en deux points sur la courbe à double



PURES ET APPLIQUÉES. 297
courbure est tangente à la trajectoire d ’un de ses points, et la droite
d’intersection de deux plans tangents à la déve10ppable est aussi tan—
gente à la trajectoire d ’un de ses points. »

Si l’on observe que les tangentes aux trajectoires des points de la
caractéristique d’un plan sont les seules droites de ce plan pouvant
jouer le rôle de caractéristiques, qu’une droite tangente à la trajec—
toire d’un de ses points n’est la caractéristique que d’un seul plan et
n’a qu’une conjuguée normale au plan en son foyer, on pourra énon—
cer la réciproque suivante :

« Les plans qui ont leurs caractéristiques situées dans un même
plan fixe enveloppent une développable du quatrième degré, leurs
jà_yers sont situés sur une courbe à double courbure du troisième ordre
et les normales & ces plans, menées par leursfoyers,fiarment un cône
du second degré. Les plans dont ces normales sont les caractéristiques
passent tous par une même droite, qui est tangente à la trajectoire du
flyer da planfiæe. »

17. Le plan FF'go, pivotant autour du point go, coupe la courbe du
troisième ordre en deux points F et F’ qui déterminent sa caractéris-
tique FF’, et le point à la trajectoire duquel cette caractéristique est
tangente décrit une surface dont le degré égale le nombre de ses points
de rencontre avec la droite FF’. Tous les points de cette droite ayant
leurs trajectoires dirigées dans le plan FF'go, et les droites goF, FF’, F’go
étant, dans ce plan; les seules qui s’appuient en deux points sur la
cubique, la droite FF’ ne coupe la surface qu’en trois points. Par con—
séquent :
' « Quand des plans passent par un même point, leurs caractéris—
tiques s’appuient toutes sur” une même courbe à double courbure du
troisième ordre et les points où ces droitessont tangentes à leurs trajec-
toires sont situés sur une surface du troisième degré. »

18. l\îenons les tangentes aux trajectoires de tous les points d’un
plan P, les plans qui auront ces tangentes pour caractéristiques seront
tangents à une surface. Mais les points aux trajectoires desquels les
caractéristiquesdes plans menés par une même droite L sont tangentes

Tome XV (2° série). -— SEPTEMBRE 1870. 38



298 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES
appartiennent, comme on l’a vu au n°- 1415 à une cubique gauche; le
plan P n’étant coupé qu’en trois points par cette cubique, la surface
n’admet que trois plans tangents issus de L. Par conséquent:

« Si l ’on mène les tangentes aux trajectoires de tous les points d’un
plaer ces droites seront les caractéristiques d’autant de plans) et tous
cesplans envelopper0nt une surface courbe jouissant de la propriétéque
par une même droite quelconque on ne peut lui mener que trois plans
tangen!s. »

‘

SUR LE MOUVEMENT D’UNE SURFACE GOURBE.

i9. A chaque pointfd’une surface courbe mobile S correspond un
plan normal à la trajectoire def, qui touche en <p une deuxième sur—
face 2. Prenons sur S trois poiùts infiniment voisins dej, le point de
rencontre des plans normaux aux trajectoires de ces trois points serai
le foyer du plan tangent à S enfet appartiendra à 2. Il sera d’ailleurs
le point de contact du plan normal à la trajectoire def avec 2, c’est—
à-dire qu’il ne différera pas de go. Le foyer du plan tangent à S enf
étant en 90 sur 2, ce plan est normal à la trajectoire du point 90 entraîné
dans le mouvement de S, « de sorte que les deux surfaces jouissent de
propriétés réciproques l’une par rapport à l’autre. » Ainsi :

« Quand um”: surface courbe éprouve un mouvement iry‘iniment pe-
tit, les plans normaux auæ trajectoires de ses points enveloppent une
deuæième swjäce courbe qui jouit de cette propriété, que, si elle était
priznitivernænt tracée et qu’elle participât (zu mouvement de la première
surface, les plans normaux: aux trajectoires de ses points enveloppe—
raz‘ent cette première suzjace. »

'

« On peut encore dire que la deuxième surface est le lieu des
flyers des plans tangents & la première, et que celle-ci est le lieu des
foyers des plans tangents à la deuxième. »

Si la surface S est géométrique et du mime degré, une droite quel-
conque la rencontrera en m points réels ou imaginaires, et à chacun
de ces points correspondra un plan tangent à la surface 2 qui passera
par la conjuguée de la droite. La surface 2 est donc telle qu’on peut
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lui mener par une droite quelconque m plans tangents réels ou ima-
ginaires, c’est—à-dire qu’elle est géométrique et de la mm“ classe. D’où
les théorèmes suivants :

« Si la première surfizce est géométrique, la deuxième le sera aussi,
mais, en général, d ’un degré dÿÿ‘e'rent.

» Le nombre des plans tangents, réels où imaginaires, qu’on pourra
menerà chaque surface par une même ligne droite, sera égal au nombre
de points, réels ou imaginaires, dans lesquels l’autre swfizce sera ren—
contrée par une même ligne droite.

» Il suit de là que, si la première surface est du second degré, la
deuxième sera aussi du second degré. Ainsi :

» Quand une surjàce du second degré éprouve un mouvement infl-
niment petit, les plans normaux aux trajectoires de ses points enve-
loppent une deuxième swface du second degré; et si celle—ci était
tracée primitivement et participait au mouvement de la première, les
plans normaux aux trajectoires de ses points enveloppemiæzt cette
première surface. »

Si la surface se réduit à une conique, les plans normaux aux tra—
jectoires de ses points passent par le foyer du plan qui les contient.
Donc : —

' '

« Quand une section conique éprouve un mouvement irgfinimentpetit
dans l’espace, les plans normaux aux trajectoires de ses points enve-
loppent un cône du second degré qui a son sommet en un point du plan
de cette courbe. »

Si la surface se réduit à un cône, les plans normaux aux trajectoires
des points d’une même génératrice passent par sa conjuguée. Or les
conjuguées des diverses génératrices sont toùtes dans le plan normal
à la trajectoire du sommet du cône. Donc :

« Réciproquement, quand un cône du second degré éprouve un de'—

plaœment irfinz‘ment petit, les plans normaux auæ trajectoires de ses
points sont tous tangents & une conique dont le plan passe par le som—

met du cône. »

38…
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RELATIONS MÉTRlQUES RELATIVES AU MOUVEMENT INFINIMENT PETIT
D’UN CORPS.

20. Soient F et (I) les pieds de _la plus courte distance de deux droites
conjuguéesD, A, et O le point où cette' plus courte distance rencontre
à angle droit l’axe du déplacement X. F étant le foyer du plan déter-
miné par A et par O, et OF étant dans ce plan la_normale à A issue
du pied de l’axe X, l’angle (A, X) est celui qu’on a désigné par 6 dans
lafig. I. De telle sorte que la relation établie au n° 5 devient, en y
remplaçant OF par r,

cot A, Xil __(9Î—l___—

OU

!” tang (A, X) : Ji—
276

. IJ - , 'En subst1tuant au rapport —— cel… d une ordonnee quelconque e2'ïl'
décrite dans le mouvement héliçoidal à l’abscisse curviligne v corres—
pondante, on a cette proposition :

« Soient v la rotation du corps autour de l’axe X, et e la transla—
tion de cet axe dans sa propre direction, c’est-à-dire l’espace décrit
par chacun de ses points. Soient r la plus courte distance d ’une droiteD
à l’axe X, et {; la plus courte distance de la droite conjuguée A au
même axe; ces deux lignes r et p se mesurent sur une même droite,
comme il a été dit précédemment. Désignons par (D, X) et (A, X) les
ahgles que les deux droites conjuguées font avec l’axe X; on aura,
entre ces angles et les distances des deux droites à cet axe, les rela—
tions ,

I— tang(A, X) :: p tang (D, X') : £.

» Les deux droites D, A sont deux axes conjugués de rotation,
c’est-à—dire deux axes autour desquels on peut donner au corps deux
rotations simultanées pour opérer son déplacement. Nous pouvons
donc dire qu’un premier axe de rotation étant pris à volonté, l’incli-
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naison n'u deuæième axe sur l’axe central X ne dépendra que de la
distance du premier axe & cet axe central . »

Si la droite D est tangente à la trajectoire d’un de ses points, sa con-
juguée A sera à angle droit sur elle, et comme D, A et X sont paral—
lèles à un même plan, les angles (D, X) et (A, X) Seront complémen-
taires. Par conséquent :

« Si [a droite D est dirigée suivant la trajectoire d’un de ses points,
la droite A sera dans le plan normal à cette trajectoire, et l ’on aura

ta_ugD tangA =1;
d’où, » en remplaçant tangD et tangA par leurs valeurs —8— et î—a

_ op ur

2e
« rp : —;

= constante. »
v

21. Soient F et @ les pieds de la plus courte distance de deux droites
conjuguées D, A. Si l’on amène A et par suite (I) dans leurs nouvelles
positions au moyen d’une rotation Q autour de D, F(Ï> se déplacera
normalement à D et (D décrira un arc de cercle infiniment petit <I><I)’

ayant pour valeur
(r+p)Q.

Si l’on donne à (D un mouvement héliçoîdal, l’arc d’hélice infiniment
petit <I>®' sera l’hypoténnse d’un triangle rectangle ayant pour côtés e
et op, et aura pour valeur

\/62 + v2 (F.

On déduit de là

([) (f‘+p)2£22=62+92p2,

et, par un raisonnement identique appliqué à A,

(2) (1‘+p)2œ2=62+921‘2,

en désignant par c.) la rotation autour de cette droite.
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Des relations

r tang(A, X) =:_p tang(D, X) :S
on déduit

62 ()2
__ 2 2 2 : __sin”(A,X)’ € + v P sin%D, X)’

(I“ _L 2\ __ [or sin(D, X) + ecos(D, X)]2
' P)* ' v25in2(D, X) ’

62+— v“ r‘3 :: 
et, en remplaçant dans les équations (|) et (2),

.Q _ sîn(A, X)
Z.:
_ sin(D, X)’

62 v2 2 __ v2 (a“ +('21‘2)Sin2(D,X)
[ur5in(D, X)+ecos(D,X)ÿ’ &) _

(( ))

'>)
[or sin (D, X) + c cos (D, X )]?—
 « £22 :: 

de sorte que les valeurs de 32 et de co sont exprimées « en fonction de
la position de la première droite. »

Les éqùations (r) et (z) donnent encore, en y remplaçant les :»e—

conds membres par leurs valeurs écrites plus haut,

€ (?

ëîEÎÎÎ) <'”+P)'° ==
sin (A, “.}, (r+p)Q=

d’où l’on tire  «) __ e?(l + P) {20} -—-— “Sin(D,X)sin(À-, X), e

et cmnme

cos(D, A) : cos(D, X) cos(A, X) —— sin (D, X) sin (A, X),

il en résulte
267_.,_

—— 2
tang(D,X)tang(à,X) 26' 2 (r + p)2 Qt.) cos(D, A) ::

Bemplaçons tang (D, X) et lang (A, X) par leurs valeurs, cette équa—
tion deviendra

2 (r + p)2 820) cos(D, A) = :w2 rp ———- 262,
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et, en l’ajoulant membre à membre avec les équations (1) et (2),

(r + p)2 [822 + &? + 2520) cos(D, A)] := v” (r+ p)2,

ou, en divisant par (r + p)“’,

“lu« Q2+œ2+ zflwcos(D, A)=v . »

Revenons enfin à la relation

02: sin(D, X) sin(A, X)’ (r+p)%lœ

et mulliplions—la membre à membre avec celle—ci

sin(D, A) :: sin(D, X) cos(A, X) + C05(D,X)sin(A, X),

I]OUS aurons   _ 2 . __ 2 ___I___ l— '“ '(r+ p) 900 S…\D’ A) ”"' e [tang(A,X) + tang(D,X)]

Remplaçons tang(A, X) et tang(D, X) par leurs valeurs, cette équa—
tion deviendra

(r+ p)2Qœsin(D, A) : 62 (vi + ÎÏ‘) : ev(r_+ p),€ €

ou, en divisant par r—l— p,

« (l‘ + p)Qœ sin(D, A) = 60. »

« La première équation
a __ sin(A,X)
œ

_ sin(D,X)

prouve que, si par un point on mène deux droites parallèles aux deux
axes conjugués D, A, et pmpor£ionnellesauæ rotations du corps autour
de ces deux axes, la diagonale du parallélogmmme construit sur ces
deux droites sera parallèle à l’axe central de rotation X », puisque
D, A et X sont parallèles à un même plan.
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« La deuxième équation

$!“ + œ"‘ + 29œ cos(D, A) =: v2

prouve que cette diagonale sera proportionnelle à la rotation du corps
autour de cet axe X. ‘

» Enfin la troisième équation

(r + p‘;Qœ sin(D, A) :: ev

prouve que, si sur les deux droites D, A on porte deux segments pro-
portionnels auæ rotations du corps autour de ces droites, le te'traèdre
construit sur ces d‘eux segments pris pour arête; opposées aura un
volume constant. »

Soient en effet AB et CD deux arêtes 0pposêes d’un tétrnèdœ ABCD.
La longueur CD se déplaçant sur la droite CD, la base BCD et la han-
(eur du tétraèdre restent invariables; d'où il résulte que son volume
dépend des longuéurs portées sur les arêtes opposées, et est indépen-
dant de la région qu’elles y occupent. Prenons alors pour BC la plus
courte distance de ces arêtes; AB et CD étant respectivement égaux
à ca et à S), nous aurons

surf.BCD : .l_,(r + p)œ.

L’angle ABC étant droit, le pied de la perpendiculaire abaissée du
sommet A du tétraèdre sur le plan de la base sera sur une parallèle à

CD menée par B, et cette perpendiculaire aura pour valeur

$Zsin(D, A),

ce qui conduit bien, pour le volume «lu télraèdre, à l’expression écrite
plus haut.

22. La trajectoire d’un point du corps est l’hypolénuse d’un triangle
rectangle dont les côtés sont l’un parallèle et l’autre perpendiculaire à

l’axe X du déplacement. La projection, sur une dmite D, de la tva—

jectoire d’un de ses points peut donc s’oblenir en faisant la somme
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algébriquedes projections de ces côtés. Le premier 8, commun en gran-
deur et en direction à tous les points de la droite, a pour projection

ecos(D, X).

Le second, variable avec la position du point, a aussi sur la droite
une projection constante.

Prenons en effet pour plan horizontal de projection le plan normal
à X mené par la plus courte distance de cette droite à D. L’axe X
(fig. 3) se projettera en 0, la droite D suivant Pm, l’un quelconque M
de ses points en m, et la plus courte distance r de X à 1) sera la per—
|‘)endiculaire OP ahaissée de 0 sur Pm. L’arc de cercle décrit par le

FIG. 3.

 

point M, dans la rotation du corps autbur de X, se projettera horizon—
talement en vraie grandeur suivant une perpendiculaire inm’ à Om, et
aura pour valeur v. Om. Toutes les droites telles que Pn, menées par
le point P, égales et parallèles aux déplacements mm’, auront leu‘rs
extrémités n sur une perpendiculaire 111€ à Pm; car des égalilés

,.
Pn : v.Om : v———-—a

_
cosa

on déduit
Pl.: =— Pn. cosa :: vr : const.

On projettera donc à la fois sur D toutes les droites telles que Pn en
menant par nk un plan perpendiculai\re à D. Par conséquent:

« Si ! ’on projette sur une droite D les trajectoires de ses différents
points, les projections seront égales entre elles. »

Tome XV (a“ série). —-— Oc‘ronm«: 1870. 59
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Pour avoir leur valeur commune p, nous projetterons sur D la tva—

jectoire du point P, ce qui donnera

,, = @ cos(D, X) + N sin(D, X)»

et, en remplaçant le second membre par sa valeur en 9 trouvée plus
haut,

(’f’
_.n’—._—

d’où
(( QP:= ve. >)

Ainsi, « la longueur commune de ces projections est en raison inverse
de la rotation du corps autour de cette droile. »

« La projection p exprime la quanlilé dont chaque point de la
droite D s’est déplacé dans le sens de la direction de cette droite; de
sorte qu’on peut dire que c’est le mouvement de la droite estimé dans
sa propre direction. L’équation exprime donc que la rotation du corps
autour d’une droite quelconque est en raison inverse du mouvement de
cette droite estimé dans sa pr0pre direction.

» Cela établit une relation assez remarquable entre la rotation et la
translation, ces deux mouvements dont se compose tout déplacement
d’un corps. »

Si p est la projection de la trajectoire MM’ d’un point M sur une
droite passant par ce poi… et si N est le point de rencontre de cette
droite avec le plan perpendiculaire à MM’ en M’, on aura, dans le
triangle rectangle MM’N, —

rv1M*°=p.MN,

ou, en remplaçant ;) par sa valeur, MM": 3 MN,
Q.

d’où l’on tire
MM"

(“’MN : Q. 
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Le premier facteur, dans le second membre, étant indépendant de

la droite issue du point M, on en conclut que :

« S5, sur dijjërcnlesdroites passant par un même point, on porte, à
partir de ce point, des segments proportz‘onnêls aux rotations du corps
autour de ces droites, les extrémités de ces segments seront sur un plan
perpendiculaire à la trajectoire du point.

» Il en résulte que la rotation minimum aura lieu autour de la
trajectoire même du point. » Eu remplaçant alors, dans la formule
précédente, MN par MM’, elle devient

Q.MM’: cv,»

et exprime que « cette rotation, multipliéepar la trajectoire du point,
_fbrme un produit constant, quel que soit le point.

» Supposons, par exemple, qu’un point ait une étendue infiniment
l,)etite, que ce soit un petit globale; il aura une rotation autour de sa
trajectoire, en même temps qu’il décrira cet élément rectiligne; il aura
donc deux mouvements, l’un de rotation et l’autre de translation; le
produit de ces deux mouvements est constant pour tous les points du
001718. » ‘

Soient D, D',... des droites d’un plan, A, A’,... leurs conjuguées
qui passent par le foyer F de ce plan. Une rotation du corps autour
de D amènera A et par suite F dans sa nouvelle position F', et de même
pour les autres droites. Or le foyer, dans tous ces mouvements, décrit
la mème trajectoire FF’; donc, en appelant 3, 8',.. . les distances du
foyer aux droites D, D',…. et Q, OK,... les rotations autour de ces
droites,

ce qui peut s’énoncer ainsi :

« Quand plusieurs droi/es sont situées dans un même plan, les rota-
tions du corps autour de ces droites sont en raison inverse de leurs
distances au fb)fer du plan. »

25. « Soit un plan P faisant partie du corps en mouvement; il y
a à considérer, relativement à ce plan, son foyer, sa caractéristique,

39…
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sa rotation autour de cette droite; et sa“rotation sur lui—même autour
de son foyer. Soit H la distance du fqyer à l’axe X, @ la distance de la
caractéristique à cet axe, P l’angle que le plan fait avec un plan per-
pendiculaire à l’axe X » ;“ il est facile de voir, en se reportant au n° 5,
que ces quantités ne sont autres que OF, m'y, et le complément de 9.

la 0On aura donc, en remplaçant —— par —,
21r "  

d’où

et
H __ 2; _ tang P. »

Si deux plans font avec un plan perpendiculaire à X des angles
complémentaires, auquel cas

tangP. tangP': |,
ou a

'2€HH'= ŒŒ': ; : const,

d’où l’on conclut que :

« Si deux plansfont avec l’axe de rotation des angles complémen-
taires, les distances de leursfr>yers & l’ame de rotation ont leur produit
constant, et les distances de leurs caractéristiques au même axe ont
aussi leur produit constant.

» Soient 9 la rotation du plan P sur lui-même autour de son foyer,
et w sa rotation autour de sa caractéristique. » La conjuguée de la
caractéristique d’un plan étant normale au plan en son foyer, repre-
nons les formules

€6W p>&> =m (' + P)“ = 5m>’
et remplaçons—y r + p par H +z:r, sin(D,X) par sinP et sin(A, X)



PUBES ET APPIJQUÉES. 309
par cosP. Nous aurons, en observant que

e ]H=Œ=—
v

-—.-———-—4»smP cosP
ies deux relations

« Q := v cosP, œ :: vsiuP;
d’où

92 + œ2 : v2 : const.

Ainsi, la somme des carrés des deux rotations d ’un plan est cona
stante. »

Si deux plans font avec un plan perpendiculaire à X des angles
COtllplémentaires, auquel cas

0052P + cos“’P’æ sin'*’P + sin‘“’P' :: t,
on a

Q‘“’ + Q'2 = w” + w'2 = v2 : const;
d’où l’on conclut que :

« Si deux plansfimt avec l’axe de rotation des angles complémezza
taires, la somme des carrés de leurs rotations sur eux-mëmes est: con—
stante, et la somme des carrés de leurs rotationsautour de leurs carac-
téristiques est aussi constante. »

Par le point de rencontre de la caractéristique d’un plan avec une
droite D du plan, menons une parallèle à X et appelôns (ca, D) l’angle
de la caractéristiqueet de D. Le plan de X et de la caractéristiqueest
normal au plan donné (4), et l’angle de X et de cette caractéristique,—
précédemment désigné par 6, n’est autre que le complément de P. On
a donc, en appliquant la formule fondamentale de la trigouométrie‘
sphérique,

_

cos(D, X) =— cos(œ, D) sinP,

et, en multipliant membre à membre cette égalité avec la suivante

0 sin P = ce,

ou en conclut ce théorème :
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« Que dans le plan P on mène une d:oite quelconque D, on aura

œ cos(œ, D) =v cosQD$X),
@) étant la rotation autour de la caractéristique,et (a), D) l’angle que
cette caractéristiquefaitavecla droz‘te D; de sorte que, pour chaque
plan menépar une même droite D, on a

m cos(œ, D) :: const. »

CONSTRUCTION DE L’AXE DE ROTATION X QUAND ON CONNAÎT
LES DIRECTlONS DES TRAJECTOIRES DE TROIS POINTS DU CORPS.

« Soient a, b, c les trois poinls du corps. Les plans menés par les
poinîs a, b, perpendiculairement aux trajectoires de ces points, se
couperont suivant une droite qui sera la conjuguée de la droite ab.
Un cherchera la droite qui mesure la plus courte distance de ces deux
droites; e!le s’appuic—3ra sur l’axe cherché X, et elle lui sera perpendi-
culaire. On (“}éterminera de même, avec les deux points a, (: ou b, c,
une autre droite jouissant des mêmes proprëétés; l’axe X sera donc
déterminé. »

PBOPRIÉTÉS m«: L’HYPERBOLOÏDE A UNE NAPPE.

« Deux systèmes de deux droites conjuguées D, A et D’, A’ forment
quatre génératricès d’un même mode de génération d’un hyperboloïde
& une nappe. Eiéciproquement, quatre génératrices d’un hyperboloïde
peuvent être prises deux à deux et être regardées comme formant deux
systèmes de deux droites conjuguées relativement aù mouvement in-
finiment petit d’un corps solide. Il résulte de là que les propriétés des
systèmes de deux droites conjuguées donnent lieu à des propriétés
nouvelles de l’hyperboloïde à une nappe, propriétés dont la démons—
tration directe ne serait peut-êt're pas sans quelque difficulté.

» Soit donc un hyperboloïde à une nappe, et ne consùJérons que
les génératrices d’un même mode de génération. Que, dans un plan
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transversal mené arbitrairement, on mène par un point des sécantes
dont chacune rencontrera deux généraîices; ces génératrices, ainsi
conjuguées deux à deux, jouiront de toutes les propriétés de deux
axes conjugués de rotation d’un corps. Par exemple, tout autre plan
trans‘versal rencontrera deux génératrices conjuguées en deux points
qui seront en ligne droite avec un certain point de ce plan. La droite
qui mesurera la plus courte distance de deux génératrices conjuguées
passera par un même axe, auquel elle sera perpendiculaire; et les tan—

gentes des angles que les deux génératrices feront avec cet axe seront
entre elles comme les distances de ces deux droites à cet axe, etc. »

ANALOGIES ENTRE LES ROTATIONS D’UN coups AUTOUR DE DIVERS AXES

ET LES SYSTÈMES DE FORCES.

24. Soit œ l’angle dont un point M tourne autour d’un axe Z dont
il est distant de mi il décrit un élément rectiligne perpendiculaire au
plan MZ et ayant pour valeur œr. Si le déplacement du point M ré-
sulte de plusieurs rotations simultanées autour de différenïs axes, c’est
en composant tous les éléments rectiligues issus de Mqu’on aura l’éîé-
ment rectiligne définitivement parcouru. Portons sur l’axe Z une lon—
gueur [cm, À: désignant une constante, et supposons le corps sollicité
par la force km; le moment de cette force, par rapport au point M,
sera li…“. Élevons en M une perpendiculaire au plan MZ et portons
sur cette perpendiculaire, dans le sens du déplacement du point M et
à partir de ce point, une longueur égale 'à km)“. En composant tous les
moments ainsi obtenus pour les différents axes, nous aurons le mo-
ment principal des forces relatif au point M, et il est clair que ce mo—

ment sera au déplacement total du point M comme lc est à 1. Ainsi :

« Quand un corps éprouve un déplacement infiniment petit, résul—
tant de plusieurs rotations simultanées autour de plusieurs axes, si
l’on porte sur ces axes des lignes proportionnelles & ces rotations res—

pectivement, et qu’on considère ces lignes comme autant de forces qui
sollz‘citeraz‘ent le corps) l’élément rectiligne décrit par chaque point du
corps, en vertu de ce système de rotations simultanées, sera preportion—
nel au momentprincipal desforces re/atÿ‘ à ce point.
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» Il suit de là que toutes les propriétés relatives aux rotations d’un

corps autour de diverses droites, et aux espaces rectilignes décrits par
les points du corps, donnent lieu à autant de propriétés d’un système
de forces, relatives à ces forces elles—mêmes et à leurs moments par
rapport aux différents points de l’espace.

» Ainsi les différentes propriétés relatives à deux axes conjuguésde
rotation, que nous avons appelés D et A, s’appliqueront aux systèmes
de deux forces pouvant remplacer un autre système quelconque de
forces. A l’axe X de rotation du corps correspondra cet axe que l’il-
lustre auteur de la Théorie des couples a appelé l’axe central des ma—
ments,— de sorte que, par exemple, nous pourrons dire que la droite
qui mesure la plus courte distance des deuæforces qui remplacent un
système de jbr‘es données rencontre toujours l’axe central des ma—
ments, rat lui est perpendiculaire, quel que soit le système de ces deux
jàrces, etc ..... .)

SUR LE pnmcrpm DES VITESSES VIRTUELLES. DIVERSES AUTRES ÉQU ATIONS
ANALOGUES, EXPRIMANT LES CONDITIONS D’ÉQUILIBRE, SOIT D’UN SYS-

TÈME DE FORCES, SOIT D’UN SYSTÈME DE ROTATIONS.

25. « L‘an alogie qui a lieu entre un système de forces so\licitant un
corps solide libre et les rotations qui produisent un déplacement in—

finiment petit du corps conduit naturellement à une démonstration
du principe des vitesses virtuelles qui montre comment la considéra-
tion du mouveméut et de l’infini dans ce principe correspond à des
considérations purement statiques.

» Soient P, P',. . . les forces qui sollicitent un corps solide libre et
qui se font équilibre. Soient Q, Q', . . . d’autres forces quelconques.
Considérons chaque force P et chaque force Q comme arêtes oppo-
sées d’un tétraèdre, et représentons par Ztétr.(P, Q) la somme des
volumes de ces tétraèdres. Cette somme conservera la même valeur si,
à chacun des deux systèmes P, P', . . . et Q, Q', . . . , on substitue un
autre système de forces équivalent; et par conséquent cette somme sera
nulle, car les forces P, P’, . . . peuvent être remplacées par deux forces
égales et directement opposées qui donneront lieu à deux sommes de
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tétraèdres égales et de signes contraires. Réciproquement, si la somme
des tét1‘. (P, Q) est nulle, quel que soit le système des forces Q, Q’,…,
on voit aisément que nécessairement les forces P, P', . . . se font équi-
libre.

» Ainsi, la condition d’équilibre des forces P, P', . .. s’exprime par

2 tétr. (P, Q) :: 0,

Q, Q',. . . formant un système de forces pris arbitrairement. Soit r la
plus courte distance des deux forces P, Q; l’équation devient

2PQrsin(P, Q) = o.

» Supposons que toutes les forces Q, Q’, . . . aient été remplacées
par deux seules, dont l’une dirigée suivant la force P; et soit q l’autre
force. La somme des tétraèdres où entre P sera égale simplement
à tétr.(P,q), ou qusin(P, q). Or qrsin(P, q) est la projection sur un
plan perpendiculaire à la force P, du moment de la force q par rap-
port à un point de la force P. Si donc on suppose que les forces Q,
Q', . . . soient en direction les axes de rotations proportiohnelles à ces
forces, le moment relatifà un point de la force P sera égal à l’élément
rectiligne que ces rotations feront décrire à ce point. Soitp cet élément
rectiligne; la somme des tétraèdres où entre la force P sera donc égale
à Ppcos(P, p). Pour chacune des autres forces P’, . . . on aura une
somme semblable; de sorte que l’équation d’équilibre deviendra

EPpcos(P, p) = o.

C’est l’équation des vitesses virtuelles.
» Ainsi, dans ce principe des vitesses virtuelles, les éléments recti-

lignes qu’on appelle les vitesses virtuelles expriment les momentsprin-
cipaux d’un autre système des forces par rapport aux points d’appli-
cation des forces proposées. »

‘

26. « Si l’on conçoit que le corps auquel sont appliquées les
forces P, P', . . . , qui se font équilibre, éprouve un mouvement infini-
ment petit, il aura une certaine rotation autour de chacune des forces;

Tome XV (2° série). — OCTOBRE 1870. 40
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cette rotation sera en raison inverse de la projection de la trajectoire
d’un point de cette force sur cette force. Soient donc 9, 9',. . . les rota—
tions autour des forces P, P’, .. .; l’équation des vitesses virtuelles

. ; o
p . . :s’expmmera par l’equat10n

2—9—
: 0. A11151 nous d1rons que

» Quand plusieursfôrces qui sont appliquées à un corps solide libre
sefont équilibre, si l’on donne au corps un mouvement irfinimentpetit,
par suite duquel il éprouvent une rotation autour de chacune des
firces, la somme de ces forces divisées par ces rotations, respective—
ment, est nulle ; et réciproquement, si cette somme est nulle quel que
soit le mouvement infiniment petit du corps, les forces se feront équi—
libre.

» Ainsi, l’équilibre d’un syslème de forces s’exprime par la consi-
dération des rotations du corps autour de ces forces, de même que
par la considération des éléments rectilignes décrils par des points de
ces forces.

» On peut exprimer de deux manières semblables l’équilibre d’un
système de rotations qui solliciteraient un corps; car ces rotations se
feront équilibre si des forces dirigéessuivant leurs axes et proportion—
nelles à ces rotations se font elles—mêmes équilibre. »
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