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Mémoire sur le déplacement des figures;

Par M. CuarLes BRISSE,

Ancien Eléve de I'Ecole Polytechnique.

Tous les géometres connaissent le beau Mémoire publié en 1843
par M. Chasles sur le déplacement des figures [*], Mémoire qui avait
été précédé d’une Note insérée en 1831 au Bulletin de Ferussac [™].
Je me propose de démontrer les théorémes contenus dans cette Note
et dans ce Mémoire, en commencant par les établir pour un déplace-
ment fini [**"].

PROPRIETES RELATIVES AU MOUVEMENT HELICOIDAL.

Les mouvements que I'on congoit le plus facilement sont les mou-
vements de translation et de rotation. Il est donc¢ naturel de chercher
si ’on ne pourrait pas amener un corps d’une premiére position 4 une
seconde, a laquelle il est parvenu d’une maniére quelconque, a I'aide
de 'un de ces mouvements.

1. Quand le déplacement est celui d’une figure plane dans son
plan, la question revient 4 amener une droite de la figure de son
ancienne position AB a sa nouvelle A’B’. Or on reconnait immédia-
tement qu’il est en général impossible d’y parvenir par une translation.

Si 'on y parvient par une rotation, c’est que les extrémités de la

[*] Comptes rendus des séances de I’ dcadémie des Sciences, t. XVI : Propriétés géo-
métriques relatives au mouvement infiniment petit d’un corps solide libre dans I’espace.

[**] Bulletin de Férussac, t. XIV : Note sur les propriétés générales du systéme
de deux corps semblables entre eux, et placés d’une maniére quelconque dans I’espace;
et sur le déplacement fini, ou infiniment petit, d'un corps solide libre.

[***] Tous les passages guillemetés sont empruntés & M. Chasles.

Tome XV (2¢ série). — SEPTEMBRE 1870. 36
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droite auront décrit des arcs de cercle concentriques ayant respecti-
vement AA’ et BB’ pour cordes. Le centre inconnu O ne pourra donc
se trouver qu’a la rencontre des perpendiculaires élevées a ces droites
en leurs milieux. Or, de I'égalité des triangles OAB, OA’B’ on conclut
I’égalité des angles AOA’, BOB' et par suite I'existence de la solution.

Si les deux perpendiculaires étaient paralléles, AA’ et BB’ le seraient
également, et il suffirait d’une translation suivant leur direction pour
amener AB en A'B’. En émployant un langage connu, et en disant
qu’on fait tourner AB autour du point situé a I'infini dans la direction
des deux perpendiculaires, on peut énoncer le théoréme général
suivant :

« Quelle que soit la position respective des deux figures, il existe
toujours un point qui, étant considéré comme appartenant a la premiére
Jigure, est lui-méme son homologue dans la seconde; de sorte qu'il suffit
de faire tourner la premiére figure autour de ce point pour la faire
coincider dans toutes ses parties avec la seconde [*].

» Nous appellerons indifféremment point central, ou centre de ro-
tation, ce point dans lequel coincident deux points homologues des
deux figures, et autour duquel on peut faire tourner une des figures
pour la faire coincider avec I'autre. » '

« Quand le déplacement de la figure est infiniment petit, on en con-
clut que les normales auzx trajectoires des différents points d’une figure
en mouvement passent toutes, a un instant du mouvement, par un
méme point. Et de la résulte une méthode fort simple de déterminer
les normales et les tangentes des courbes décrites dans le mouvement
d’une figure de forme invariable [**]. »

[*] Cet énoncé est emprunté au Mémoire publié en 1860 par M. Chasles dans les
Comptes rendus. Le théoréme avait été donné, dans le Bulletin de Férussac, sous la
forme suivante :

« Quand deux polygones égaux sont placés d'une maniére quelconque dans un plan,
il existe toujours ur point du plan qui est également distant de deux sommets homo-
logues quelconques des deux polygones; ce point est semblablement placé par rapport
aux deux polygones. »

[**] Cette méthode a été indiquée pour la premiére fois par M. Chasles & propos de
la courbe A longue inflexion décrite par un point du parallélogramme articulé de Watt
(Histoire des Machines & vapeur, par HacgerTE, p. 85).
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2. Quand le déplacement est celui d’un corps dans l'espace, la
question revient 4 amener un triangle scaléne, formé par trois points
du corps, de son ancienne position ABC a sa nouvelle A’B'C’. Or on
reconnait immédiatement qu’il est en général impossible d’y parvenir
par une translation.

Si 'on y parvenait par une rotation, c’est que les sommets du triangle
auraient décrit des arcs de cercle ayant respectivement AA’, BB’ et CC’
pour cordes; ces trois droites seraient donc paralléles & un méme plan,
ce qui n’a pas lien en général.

La translation ou la rotation seules ne suffisant pas, xl y a lieu d’es-
sayer la combinaison des deux mouvements qui nous est le plus fami-
liére, c'est-a-dire le mouvement héligoidal. AA’, BB', CC' seraient alors
les cordes d’arcs d’hélices de méme pas décrites autour d’un axe com-
mun par les sommets du triangle. Cet axe serait donc tel que AA’,
BB, CC’ auraient sur lui des projections égales; d’ou il résulte qu’en
menant par un point quelconque de I'espace des droites égales et pa-
ralléles 4 AA’, BB, CC/, leurs extrémités détermineront un plan qui
sera perpendiculaire & la direction de I’axe cherché. Les droites AA’
et BB’ ayant sur cet axe des projections égales, il en sera de méme
pour les droites AB et A'B'; AB et A’B’ auront donc aussi des projec-
tions égales sur un plan perpendiculaire 4 I'axe, et les projections abc,
a'b’'c’ des deux triangles ABC, A’B'C’ sur un pareil plan seront super-
posables. Un déplacement du triangle ABG, parallélement a 'axe,
d’une quantité égale a la projection de AA’, n’altérant pas la projec-
tion abe, il suffira de chercher le point central des figures abc et a’'b'¢’
pour avoir un point de I'axe autour duquel s’effectuera la rotation
qui achéve de faire coincider les deux corps. Il en résulte les théo-
rémes suivants :

« L’on peut toujours transporter un corps solide libre d'une position
dans une autre position quelconque déterminée, par le mouvement
continu d’une vis & laquelle ce corps serait fixé invariablement. »

Quand on a dans I'espace un corps solide libre, si on lui fait
éprouver un déplacement fini quelconque, il existera toujours dans ce
corps une certaine droite indefinie, qui, apres le déplacement, se re-
trouvera au méme lieu qu'auparavant. » :

« Quand on a dans U'espace deux corps par, fauement éoaux, et
36..
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placés d’une maniére quelconque, U'un par rapport a Uautre, il existe
toujours dans I’espace une certaine droite indéfinie, qui, considérée
comme appartenant au premier corps, est elle-méme son homologue
dans le second. » -

« Quand on imprime & un corps solide libre un mouyvement quel-
conque infiniment petit, il existe toujours dans ce corps une certaine
droite qui glisse sur elle-méme pendant que le corps tourne autour
de cette droite; de sorte que le mouvement du corps west autre que
celui d’une vis dans son écrou. »

« Tout mouvement infiniment petit d’un corps solide, retenu par
un point fixe, n’est autre qi’un mouvement de rotation autour d’'un
axe fixe, mené par ce point. »

3. Nous avons vu que les normales aux trajectoires des différents
points d’une figure plane mobile dans son plan passaient toutes a
chaque instant par un méme point. Existe-t-il une propriété analogue
pour le déplacement d’une figure plane dans I'espace?

Prenons pour plan horizontal de projection un plan mené par 'axe
du déplacement perpeundiculairement au plan donné; soit (fig. 1)

Fig. 1.

T
i

mO la trace horizontale de ce plan. Le plan mené par O perpendicu-
lairement & 'axe du déplacement sera le plan vertical, et la droite OF
normale & la ligne de terre la trace verticale du plan donné; soient
m, m’ les projections d'un poiut quelconque M du plan. La tangente
a I’hélice décrite par le point M, quand le plan passe d’une position a
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une autre, est située dans le plan tangent au cylindre qui passe. par M;
elle se projette donc verticalement suivant la perpendiculaire m'T
a Om/, et sa trace verticale est en un certain point T qui dépend de la
grandeur du déplacement. Le plan normal a la tangente en M a pour
trace verticale une parallele FN a4 Om/, qui coupe m'T en un point N
situé par rapport 2 m’ du coté opposé a T et tel que

—_—12

m'N.m'T =mp. ;

en outre, F est un point de la trace du plan normal sur le plan donné.
Menons 4 m'T la paralléle Fg; les triangles OF¢p, Om'p. sont sem-
blables et donnent

IN Of‘
Fo ou m'N=OF 5~

. On a d’ailleurs, en désignant par /£ le pas des hélices décrites et en
remarquant que m'T est la sous-tangente en M,

mp. A
mT  2n.0m
ou
2mw.0m'
m'T= my..

h

Ces valeurs de m'N et de m'T portées dans la premiére équation la
réduisent

h
OF = 27.Op s

L J
mais, en désignant par § I'angle du plan donné avec I'axe du dépla-
cement, on voit sur I’épure que

Op
-l;f_l«_ = tang@,
ce qui donne finalement
colf
OF = p22°.
2.9

D’ou 'on conclut les théorémes suivants :
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« Un plan étant consideré comme faisant partie du corps, les plans
normaux awx trajectoires de ses points passeront tous par un méme
point du plan. Yappellerai ce point le foyer du plan. »

« Quand plusieurs plans sont paralléles entre euax, leurs foyers sont
sur une droite qui est toujours paralléle & un méme axe, quelle que soit
la direction commune des plans.

» Cette droite jouit de la propriété que les trajectoires de ses points
sont toutes |.aralléles entre elles, » puisque, « dans le déplacement du
corps, la droite n’a qu'un mouvement de translation parallélement a
elle-mémne. »

La projection verticale de la tangente 4 I’hélice décrite par le point F
est parallele a la ligue de terre; d’ailleurs, en appliquant la formule

2R

langa = "7[

qui donne 'angle « d’une hélice avec les génératrices du cylindre de
ravon R sur lequel elle est tracée, on trouve

27.0F
h

"

t:mga =

et, en remplacant OF par sa valeur,
tanga = cotd.

Pour tout point du plan qui n’est pas sur OF, la projection verticale
de la tangente n’est pas paralléle & la ligne de terre. Pour tout point
de OF qui n’est pas T, la relation

tanga = cot§

n'est pas satisfaite. Par conséquent :

« Ce qui distingue le foyer d’un plan de tous ses autres points, c’est
que sa trajectoire est perpendiculaire aw plan, ce qui n’a liew pour
aucun autre de ses points. »

Cette propriété, jointe a celle qu'a le plan normal 4 la trajectoire



« Quand plusicurs plans passent par un méme point, leurs foyers
sont tous sur un méme plan, qui a son foyer en ce point. »

4. Cherchons maintenant si, parmi les points du plan, il n'y en au-
rait pas dont les trajectoires soient tangentes au plan lui-méme. Les
traces verticales des tangentes aux hélices décrites par ces points seront

sur la trace verticale du plan, de sorte que les triangles OTm', m'Oy.

Fig. 2.

PURES ET APPLIQUEES.

d’un point d'un plan de passer par le foyer de ce plan, conduit a la
proposition suivante :

(fig. 2) seront semblables; on aura donc

om'
m'T

m [

o

Remplacons Op. et m’'T par leurs valeurs

il viendra

quantité constante. Par conséquent :

« Dans le plan, il existe une infinité de points dont les trajectoires
seront comprises dans le plan méme; tous ces points sont situes en

2n.0nm
Oup = mptangd, m'T = ——"—l‘——"—' my.,
tang 6
m'y = h—,
p=hg
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ligne droite. Yappellerai cette droite la caractéristique du plan; je
dirai plus loin la raison de cette dénomination. »

Un point de la caractéristique d’un plan étant connu, la caracte-
ristique s’obtient en menant par ce point un plan perpendiculaire au
plan donné et paralléle a l’axe du déplacement.

Il résulte de 1A qu’un plan, mené par la tangente a la trajectoire
d’'un point et par la plus courte distance de cette tangente a I'axe du
déplacement, a cette tangente pour caractéristique. D’ailleurs, la ca-
ractéristique est tangente a la trajectoire du pied de la perpendiculaire
abaissée du foyer sur elle, puisque cette perpendiculaire est normale
a I'hélice décrite. On peut donc énoncer le théoréme snivant :

« La tangente a la trajectoire d’'un point jouit de la propriété d’étre
la caracteéristique d’un plan; et réciproquement, la caractéristique
d’'un plan est toujours tangente a la trajectoire d’un de ses points. »

5. Considérons une droite fixe D et un plan variable P mené par
cette droite. Le foyer du plan P sera dans le plan norwmal a la trajec-
toire d’un des points p de la droite, il sera également dans le plan
normal a la trajectoire d’un autre point p', et par suite il décrira l'in-
tersection A de ces deux plans.

Soient P et P’ deux plans menés par D, = et =’ leurs foyers ou
points de rencontre avec A. P est normal a la trajectoire du point =,
P’ i l. trajectoire du point @', et par suite le foyer d’un plan mobile
autour de A décrit l'intersection D des plans P et P’. Donc :

« Quand plusieurs plans passent par une méme droite D, leurs
Jfoyers sont sur une deuxiéme droite A; réciproquement, si plusieurs
plans passent par cette droite A, leurs fo]'ers seront sur la premiére
droite D. De sorte que ces deux droites jouissent de propriétés réci-
proques.

» Cela signifie, en d’autres termes, que si l'on considere une droite
quelconque D comme faisant partie du corps, les plans normaux aux
trajectoires des points de cette droite passeront tous par une méme
droite A; et réciproquement, les plans normaux aux trajectoires des
points de cette droite A, considérée comme faisant partie du corps,
passeront tous par la droite D.
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» Ces deux droites D, A, que j’appellerai droites conjuguées, don-
nent lieu 4 un grand nombre de propriétés du mouvement infiniment
petit du corps, qui trouveront leur place plus loin. »

Quand la droite D est la caractéristique d’un plan, les plans normaux
aux trajectoires de ses points sont normaux au plan, et, comme ils
passent par son foyer F, on en conclut que :

« La tangente a la trajectoire d’un point a pour conjuguce la ca-
ractéristique du plan dont ce point est le foyer ; ou, en d’autres termes,
si, par le foyer d’un plan, on méne la normale au plan, la droite con-
juguée a cette normale sera la caractéristique du plan. »

6. Soient P et P’ deux positions quelconques d’une figure plane,
a'b’' Yintersection de leurs plans, ab ’homologue dans le plan P de
a'b’ considérée comme appartenant a P’. Une rotation du plan P au-
tour du point central des segments ab et a’b’, suivie d’'une nouvelle
rotation de ce plan autour de a’®’, améne les figures P et P’ 4 coin-
cider. Dans le premier mouvement, les points de ab ne sortent pas du
plan P, et le point central est immobile; dans le second mouvement,
les points de a’b’ sont immobiles, et le point central quitte normale-
ment P. « 1l suit de 12 que :

» Le mouvement du plan se réduit a une rotation autour de la ca-
ractéristique, pendant que cette droite tourne dans la position primitive
du plan, autour de son foyer considéré comme un point fixe. »

En supposant les positions P et P’ infiniment voisines, « on peut
donc dire, en général, que :

» Tout déplacement infiniment petit d’une figure plane dans U'espace
se réduit a une rotation du plan de la figure autour d’une droite de ce
plan, pendant que cette droite tourne elle-méme autour d’un point fixe
sans sortir de la position primitive du plan.

» Cette droite est donc I'intersection des deux positions infiniment
voisines du plan. C’est pourquoi je I'ai appelée la caractéristique du
plan, suivant 'expression employée par Monge dans la théorie des
surfaces développables. »

Considérons deux droites conjuguées D, A. Les plans normaux aux
trajectoires des points de A passant par D, « par une rotation du corps

Tome XV (2° série). — SepTEMBRE 1870. 37



290 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

autour de la droite D, on placera la droite A dans la position méme
qu’elle doit occuper aprés le mouvement infiniment petit du corps.
De sorte que, pour placer le corps dans la position méme qu’il occu-
pera apres ce mouvement, il suffit de lui faire éprouver une seconde
rotation autour de la droite A. Ainsi :

» Les deux droites conjuguées D et A sont deux axes de rotations
simultanées qu’on peut imprimer aw corps pour effectuer son déplace-
ment.

» Je dirai plus loin quelle est la valeur de chaque rotation, et quelles

sont les relations générales, soit entre lés grandeurs des deux rotations,
soit entre les directions de leurs axes D et A. »

PROPRIETES RELATIVES A DEUX DROITES CONJUGUEEs D, A.

7. 1l peut arriver que le plan normal a la trajectoire d’un point p
de la droite D passe par cette droite; ce plan, qui contient A, a pour
foyer p. Le plan normal a la trajectoire d’'un autre point p’ de D pas-
sanl par p’, par p et par A, D et A coincident; donc :

« Si la droiteD) est normale a la trajectoire d’un de ses points, tous
ses autres points auront leurs trajectoires normales a cette droite. De
sorte que la droite D sera elle-méme sa conjuguce A », et que tout plan
passant par D aura son foyer sur cette droite.

« II suit de la que :

» Quand une droite de longueur constante se meut dans l’espace,
de maniére a étre toujours-normale a la courbe décrite par l'une de ses
extrémites, elle sera normale aussi a la courbe décrite par son autre
extrémité. Et si, sur une surface engendrée par une ligne droite, on
trace dewx courbes qui coupent a angle droit toutes les génératrices,
les segments compris sur ces droites entre les deux courbes seront tous
égaux entre eux. »

8. Considérons deux droites conjuguées quelconques D, A, et une
droite L qui les rencontre. Le point ou A perce le plan mené par L et
par D est le foyer de ce plan, et il est situé sur L; donc :



PURES ET APPLIQUEES. ag1

« Toute droite qui s’appuie sur ces deux dioites jouit de la proprzete
d’étre normale aux trajectoires de tous ses points. »

Soient D, A, D', A’ deux couples de droites conjuguées. Toute
droite L qui s’appuie sur D, A et D’ est normale aux trajectoires de
tous ses points. Menons le plan normal 4 la trajectoire du point
commun a L et a D, il passera par A’; d’ailleurs, il contiendra L.
Donc :

« Deux droites conjuguées D, A et deux autres droites conjuguées
quelconques D', A’ sont toujours quatre génératrices d’un méme mode
de genération d’'un hyperboloide a une nappe, c’est-a-dire que toute
droite qui s’appuiera sur trois de ces lignes rencontrera nécessairement
la quatriéme. »

9. Menons par D un plan paralléle 2 A, par A un plan paralléle
a D; les foyers de ces plans seront sur une paralléle a I'axe du dépla-
cement, puisqu’ils sont paralléles entre eux. Or le foyer du plan mené
par D est a la rencontre de ce plan avec A, et, comme A ne rencontre
pas le plan, il en est de méme d’une paralléle 4 'axe du déplacement,
et par suite de 'axe du déplacement lui-méme. La plus courte dis-
tance des deux droites étant normale aux plans est donc normale a
I'axe du déplacement, et 'on peut mener a cet axe par la plus courte
distance un plan perpendiculaire. Ce plan a, d’une part, son foyer sur
la plus courte distance, puisqu’elle est a elle-méme sa conjuguée, et,
d’autre part, sur I'axe du déplacement, puisqu'il lui est normal. Par
conséquent :

« La droite par laquelle se mesure la plus courte distance de deux
droites conjuguées D, A rencontre U'axe de rotation et lui est perpen-
diculaire. »

Les trois droites D, A et 'axe du déplacement étant paralléles a un
méme plan, une droite mobile qui s’appuie sur elles engendre un
paraboloide hyperbolique. Cette droite mobile est normale aux tra-
jectoires de tous ses points, et, comme son point de rencontre avec
I’axe a I'axe pour trajectoire, elle est normale a ’axe. Par conséquent :

« Tout plan perpendiculaire a cet axe rencontre les deux droites D, A
et I’axe lui-méme, en trois points qui sont en ligne droite ; ou, en d’au-

37..
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tres termes, par deux droites conjuguées D, A, et par I'axe de rotation,
on peut faire passer un paraboloide hyperbolique dont les génératrices
seront perpendiculaires a cet axe. »

10. Soit p le point de rencontre de deux droites D et D', A et A’
leurs conjuguées. Le plan normal a la trajectoire du point p, qui a
son foyer en ce point, passe par A et par A’; donc :

« Quand deux droites D, D’ se rencontrent, leurs conjuguées A, A’ se
rencontrent aussi. »

1l en résulte immédiatement que :

Si une droite variable D engendre une surface réglée du second
ordre, il en est de méme de sa conjuguée A.

On prouverait de la méme maniére que :

« Quand plusieurs droites D, DY, ... passent par un méme point,
leurs conjuguées A, A',... sont dans un méme plan qui est normal a la
trajectoire de ce point; reciproquement, quand plusieurs droites sont
dans un méme plan, leurs conjuguées passent toutes par un méme point

qui est le foyer de ce plan. »

Si les droites D, D', ... sont paralléles entre elles, on pourra mener
par ces droites une série quelconque de plans paralléles entre eux,
dont les foyers appartiendront respectivement & leurs conjuguées A

y ’
A’,. ... Or ces foyers sont situés sur une paralléle a 'axe du déplace-

) y P

ment; donc :

« Quand plusieurs droites sont paralléles entre elles, leurs con-
juguées sont dans un plan paralléle a 'axe de rotation. »
Ju8 P

11. « Quand une droite est située dans un plan perpendiculaire a
laxe de rotation, sa conjuguée passe par le point ou le plan rencontre
cet axe. » Ce point est, en effet, le foyer du plan.

« Réciproquement, si une droite rencontre l'axe de rotation en un
point, sa conjuguée est située dans le plan mené par ce point perpen-
diculairement a cet axe. » Ce plan est, en effet, normal 4 la trajectoire
du point.

12. Soit A un point d’une droite D dont la trajectoire est dirigée
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suivant cette droite, le plan mené par A normalement a D contiendra
sa conjuguée A. Le plan mené par D normalement 4 A aura son foyer
sur A; donc :

« Quand une droite est tangente a la trajectoire d’un de ses points,
sa conjuguée est aussi tangente a la trajectoire d’un de ses points. Ces
deux droites sont a angle droit, et la droite qui mesure leur plus courte
distance est celle qui joint les deux points aux trajectoires desquels
elles sont tangentes. »

En rapprochant la démonstration qui précéde de la propriété qu’a
la tangente a la trajectoire d’'un de ses points d’avoir pour conjuguée
la caractéristique du plan dont ce point est le foyer, on obtient cet
autre énoncé :

« Quand une droite est la caractéristique d’un plan, sa conjuguce
est aussi la caractéristique d’un autre plan : ces deux plans sont a
angle droit; le foyer du premier est sur la deuxiéme droite, et le foyer
du second est sur la premiére droite. La droite qui joint ces deux
Soyers est celle qui mesure la plus courte distance des deux droites. »

13. Par une droite D et par sa conjuguée A menons & un plan
donné P deux plans perpendiculaires. L’intersection de ces plans est
normale aux trajectoires de ses points, puisqu’elle s’appuie sur deux
droites conjuguées; or elle est normale au plan P au point de concours
des projections de D et de A; donc :

« Deux droites conjuguées quelconques étant projetées orthogonale-
ment sur un plan quelconque, leurs projections se coupent en un point
situé sur la caractéristique de ce plan. »

Si d et ¢ sont les points ou D et A percent le plan P, ce plan a son
foyer sur la droite dd normale aux trajectoires de ses points, c’est-
a-dire que :

« Deux droites conjuguées rencontrent un plan quelconque en deux
points qui sont toujours en ligne droite avec le foyer du plan. »
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PROPRIETES RELATIVES AUX TRAJECTOIRES DES POINTS ET AUX
CARACTERISTIQUES DES PLANS D'UN CORPS EN MOUVEMENT.

14. Soient D et A deux droites conjuguées, D' ]a tangente 2 la tra-
jectoire d’un point d de D et A’ sa conjuguée. La plus courte distance
de D’ et de A’ s’appuie en d sur D et sur 'axe du déplacement auquel
elle est normale; elle rencontre donc en @ la conjuguée A de D et en-
gendre, quand d varie, un paraboloide hyperbolique. Le plan tangent
en 0 a ce paraboloide ayant son foyer en d, une paralléle 2 D’ menée
par ¢ engendre le paraboloide des normales le long de A; il en résulte
que D’ engendre aussi un paraboloide ayant avec le paraboloide des
normales une génératrice commune a I'infini et mémes plans tangents
le long de cette génératrice. Le plan de D’ et de dd, qui a pour carac-
téristique T et pour foyer le point de rencontre F de A’ et de dd, est
tangent & ces deux paraboloides et enveloppe, par conséquent, une
surface développable du quatriéme ordre [*]. D’ engendrant un para-
boloide qui admet D pour génératrice, A’ engendre un hyperboloide
qui contient A conjuguée de D, et F décrit I'intersection de cet hyper-
boloide avec le paraboloide de dd, c’est-a-dire une cubique gauche,
puisque les deux surfaces ont en commun la génératrice A. D’on les
théorémes suivants :

« Les tangentes aux trajectoires des différents points d’une droite
forment un paraboloide hyperbolique.

» Chacune de ces tangentes est la caracteristique d’'un plan; tous
ces plans enveloppent une surface développable du quatriéme degré, et
ils ont leurs foyers sur une courbe a double courbure du troisiéme
ordre. » -

Si 'on observe que le plan de A et de dd a pour foyer d et pour
caractéristique la conjuguée de D’ normale au plan en son foyer, c’est-
a-dire A’, que A’ est tangente a la trajectoire du point F, et que ce
point est le foyer du plan de D’ et de dd', on pourra mettre les résul-
tats précédents sous cette forme nouvelle :

["} Mémoire sur les surfaces du deuxiéme degré engendrées par une ligne droite,
par M. Ceasces; n° 69.
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« Quand plusieurs plans passent par une méme droite, leurs carac-
téristiques forment un hyperboloide a une nappe.

» Chacune de ces droites est tangente a la tm]ectozre d’un de ses
points; tous ces points sont situés sur une courbe a double courbure
du troisiéme ordre, et les plans normaux a leurs trajectoires envelop~
pent une surface développable du quatriéme degré. »

Un quelconque de ces plans, ayant en commun avec la surface une
génératrice de contact, c’est-a-dire une conique infiniment aplatie,
coupe la surface suivant une autre conique. Un plan quelconque mené
par un point de la courbe 4 double courbure, n’ayant avec cette courbe
que deux autres points communs, ne coupe le cone qui a la courbe
pour base et le premier point pour sommet que suivant deux généra-
trices. Par conséquent :

Tout plan tangent a la surface développable la coupe suivant
une conique; et tout cone qui passe par la courbe a double courbure,
et qui a son sommet en un de ses points, est du second degré. »

15. Si la droite D est elle-méme tangente 4 la trajectoire d’un de
ses points, elle est la caractéristique d’'un plan, et les tangeutes aux
trajectoires de ses autres points sont comprises dans ce plan. Soit f
un point quelconque de D et ¢ le foyer du plan; la tangente a la tra-
jectoire du point f est normale a ¢f, de sorte que le lieu des projec-
tions de ¢ sur les diverses tangentes est une droite, ce qui caractérise
une parabole. Par conséquent :

Quand une droite est tangente a la trajectoire d’un de ses points,
les tangentes aux trajectoires de ses autres points sont toutes comprises
dans un méme plan, et enveloppent une parabole qui a pour foyer le
point que nous avons appelé le foyer du plan. »

Les droites telles que D’ étant dans un méme plan, leurs conjuguées
A’ passent par le foyer ¢ du plan et engendrent un cone au lieu d'un
hyperboloide. Par conséquent :

Quand une droite est tangente a la trajectoire d’un de ses points,
les plans menés par cette droite ont leurs caractéristiques sur un céne
du second degré. »

La tangente a la trajectoire de tout point qui se dirige vers le som-
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met ¢ de ce cone est la caractéristique d’un plan. Tous ces plans con-
tenant la tangente a la trajectoire de ¢ passent par une méme droite,
et leurs caractéristiques sont sur un cone qui ne différe pas du précé-
dent. Les points F, aux trajectoires desquels les génératrices du cone
sont tangentes et qui sont distribués sur une courbe du troisiéme
ordre, jouissent donc exclusivement de la propriété de se diriger au
méme instant vers le point ¢ de ’espace. Par conséquent :

« Les points dont les trajectoires se dirigent vers un méme point fixe
de Uespace sont tous sur une courbe & double courbure du troisiéme
ordre, les tangentes aux trajectoires de ces points forment un céne du
second degré et les plans normaux o ces trajectoires enveloppent une
développable du quatriéme degré. »

16. Soit F un point de la courbe a double courbure, ¢ le sommet
du cone et P le plan tangent a la développable normal en F 4 Fg; ce
plan coupe la développable suivant une conique. Menons, en un des
points £ de la conique, un plan tangent a la développable, il coupera
le plan P suivant une droite D tangente en f a la conique, passera par
un point F’ de la cubique et sera normal en ce point a la génératrice
¥'¢. Le plan FF'¢ coupe normalement D en un point i dont la trajec-
toire, a angle droit sur Fi et sur F'i, est précisément dirigée suivant D.
Le point i appartient donc a la caractéristique du plan, et1'on en con-
clut, conformément au n°13, que:

« Chacun des plans coupe la développable suivant une parabole qui
a son foyer sur la courbe a double courbure. »

Les caractéristiques des plans P, P',... étant les conjuguées des gé-
nératrices Fo, F'¢,... qui passent par le point fixe ¢, il en résulte
que :

« Les caractéristiques de ces plans sont toutes comprises dans un
méme plan, qui est celui qui a pour foyer le point fixe. »

La droite FF’ qui joint les foyers des plans P et P’ menés par D est
la conjuguée de cette droite; elle est d’ailleurs la caractéristique du
plan FF'¢, puisqu’elle a les trajectoires de deux de ses points dirigées
dans ce plan. Par conséquent :

« Toute droite qui s'appuie en deux points sur la courbe a double
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courbure est tangente a la trajectoire d’un de ses points, et la droite
d’intersection de deux plans tangents a la développable est aussi tan-
gente a la trajectoire d’un de ses points. »

Si 'on observe que les tangentes aux trajectoires des points de la
caractéristique d'un plan sont les seules droites de ce plan pouvant
jouer le role de caractéristiques, qu'une droite tangente a la trajec-
toire d’un de ses points n’est la caractéristique que d’un seul plan et
n’a qu’une conjuguée normale au plan en son foyer, on pourra énon-
cer la récipraque suivante :

« Les plans qui ont leurs caractéristiques situées dans un méme
plan fixe enveloppent une deéveloppable du quatriéme degré, leurs
Joyers sont situés sur une courbe & double courbure du troisiéme ordre
et les normales a ces plans, inenées par leurs foyers, forment un cone
du second degré. Les plans dont ces normales sont les caracteristiques
passent tous par une méme droite, qui est tangente a la trajectoire du

foyer du plan fixe. »

17. Le plan FF' ¢, pivotant autour du point ¢, coupe la courbe du
troisieme ordre en deux points F et F’ qui déterminent sa caractéris-
tique FF’, et le point a la trajectoire duquel cette caractéristique est
tangente décrit une surface dont le degré égale le nombre de ses points
de rencontre avec la droite FF'. Tous les points de cette droite ayant
leurs trajectoires dirigées dans le plan FF'g, et les droites ¢F, FF', F'g
étant, dans ce plan, les seules qui s’appuient en deux points sur la
cubique, la droite FF’ ne coupe la surface qu’en trois points. Par con-
séquent :
© « Quand des plans passent par un méme point, leurs caractéris-
tiques s'appuient toutes sur une méme courbe a double courbure du
troisieme ordre et les points ot ces droites sont tangentes a leurs trajec-
toires sont situés sur une surface du troisidéine degré. »

18. Menons les tangentes aux trajectoires de tous les points d’'un
plan P, les plans qui auront ces tangentes pour caractéristiques seront
tangents & une surface. Mais les points aux trajectoires desquels les
caractéristiques des plans menés par une méme droite L sont tangentes

Tome XV (2¢ série). — SePTEMBRE 1870. 38
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appartiennent, comme on 'a vu au n® 14, & une cubique gauche; le
plan P n’étant coupé qu’en trois points par cette cubique, la surface
n’admet que trois plans tangents issus de L. Par conséquent:

« Si l’on méne les tangentes aux trajectoires de tous les points d’un
plan, ces droites seront les caractéristiques d’autant de plans, et tous
ces plans envelopperont une surface courbe jouissant de la propriété que
par une méme droite quelconque on ne peut lui mener que trois plans
tangerits. » ’

SUR LE MOUVEMENT D 'UNE SURFACE COURBE.

19. A chaque point f d’une surface courbe mobile S correspond un
plan normal a la trajectoire de f, qui touche en ¢ une deuxieme sur-
face 3. Prenons sur S trois points infiniment voisins de f, le point de
rencontre des plans normaux aux trajectoires de ces trois points sera.
le foyer du plan tangent 4 S en f et appartiendra a 3. Il sera d’ailleurs
le point de contact du plan normal 4 la trajectoire de f avec 2, c’est-
a-dire qu’il ne différera pas de ¢. Le foyer du plan tangent a4 S en f
étant en ¢ sur 3, ce plan est normal a la trajectoire du point ¢ entrainé
dans le mouvement de S, « de sorte que les deux surfaces jouissent de
propriétés réciproques 1'une par rapport a 'autre. » Ainsi :

« Quand une surface courbe éprouve un mouvement infiniment pe-
tit, les plans normaux anx trajectoires de ses points enveloppent une
deuxiéme surface courbe qui jouit de cette propriété, que, si elle était
primitivement tracce et qu’clle participdt au mouvement de la premiére
surface, les plans normaux aux trajectoires de ses points enveloppe-
raient cette premiere surface. » ‘

« On peut encore dire que la deuxiéme surface est le lieu des
foyers des plans tangents & la premiére, et que celle-ci est le lieu des
foyers des plans tangents a la deuxieme. »

Si la surface S est géométrique et du m*™ degré, une droite quel-
conque la rencontrera en m points réels ou imaginaires, et a chacun
de ces points correspondra un plan tangent a la surface 3 qui passera
par la conjuguée de la droite. La surface 2 est donc telle qu’on peut
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lui mener par une droite quelconque m plans tangents réels ou ima-
ginaires, c’est-a-dire qu’elle est géométrique et de la méme classe. D’ou
les théorémes suivants :

« Sila premiére surface est géométrique, la deuxieme le sera ausst,
mais, en général, d’un degré différent. '

» Le nombre des plans tangents, réels ou imaginaires, qu’on pourra
mener & chaque surface par une inéme ligne droite, sera égal aunombre
de points, réels ou imaginaires, dans lesquels l’autre surface sera ren-
contrée par une méme ligne droite.

» 1l suit de 1a que, si la premiére surface est du second degré, la
deuxieme sera aussi du second degré. Ainsi :

» Quand une surface du second degré éprouve un mouyvement infi-
niment petit, les plans normaux aux trajectoires de ses points enve-
loppent une deuxiéme surface du second degré; et si celle-ci était
tracée primitivement et participait au mouvement de la premiére, les
plans normaux aux trajectoires de ses points envelopperaient cette
premiére surface. »

‘Si la surface se réduit a une conique, les plans normaux aux tra-
jectoires de ses points passent par le foyer du plan qui les contient.
Donc : -

« Quand une section conique éprouve un mouvement infiniment petit
dans Uespace, les plans normaux auzx trajectoires de ses points enve-
loppent un cone du second degré qui a son sommet en un point du plan
de cette courbe. »

Si la surface se réduit a4 un cone, les plans normaux aux trajectoires
des points d’une méme génératrice passent par sa conjuguée. Or les
conjuguées des diverses génératrices sont toutes dans le plan normal
a la trajectoire du sommet du céne. Done :

« Réciproquement, quand un céne du second degré éprouve un de-
placement infiniment petit, les plans normaux aux trajectoires de ses
points sont tous tangents a une conique dont le plan passe par le som-
met du céne. »

38..
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RELATIONS METRIQUES RELATIVES AU MOUVEMENT INFINIMENT PETIT
D’UN CORPS.

20. Soient F et @ les pieds de la plus courte distance de deux droites
conjuguées D, A, et O le point ou cette plus courte distance rencontre
a angle droit I'axe du déplacement X. F étant le foyer du plan déter-
miné par A et par O, et OF étant dans ce plan la normale a A issue
du pied de I'axe X, l'angle (A, X) est celui qu’on a désigné par 0 dans
la fig. 1. De telle sorte que la relation établie au n° 3 devient, en y
remplacant OF par r,

= cot (A, X),
2m
ou

rtang (A, X) = L

27

. h .
En substituant au rapport — celui d'une ordonnée quelconque e
27

décrite dans le mouvement hélicoidal a 'abscisse curviligne v corres-
pondante, on a cette proposition :

« Soient v la rotation du corps autour de 'axe X, et e la transla-
tion de cet axe dans sa propre direction, c’est-a-dire Uespace decrit
par chacun de ses points. Soient r la plus courte distance d’une droite D
a laxe X, et p la plus courte distance de la droite conjuguée A au
méme axe; ces deux lignes r et p se esurent sur une méme droite,
comme il a été dit précédemment. Deésignons par (D, X) et (A, X) les
angles que les deux droites conjuguées font avec l'axe X5 on aura,
entre ces angles et les distances des deux droites a cet axe, les rela-
tions

e

rtang (A, X)=p tang (D, X) = 5

» Les deux droites D, A sont deux axes conjugués de rotation,
c'est-a-dire deux axes autour desquels on peut donner au corps deux
rotations simultanées pour opérer son déplacement. Nous pouvons
donc dire qu’un premier axe de rotation étant pris a volonté, Uincli-
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naison du deuxiéme axe sur Uaxe central X ne dépendra que de la
distance du premier axe a cet axe central. »

Si la droite D est tangente a la trajectoire d’un de ses points, sa con-
juguée A sera 4 angle droit sur elle, et comme D, A et X sont paral-
léles & un méme plan, les angles (D, X) et (A, X) seront complémen-
taires. Par conséquent :

« Si la droite D est dirigée suivant la trajectoire d’un de ses points,
la droite A sera dans le plan normal a cette trajectoire, et l’on aura

taugD tang A = 1;

d’ots, » en remplacant tangD et tang A par leurs valeurs — et =,
"P or

2

e
« rp =~ = constante. »
[

21. Soient F et @ les pieds de la plus courte distance de denx droites
conjuguées D, A. Si 'on ameéne A et par suite @ dans leurs nouvelles
positions au moyen d’une rotation Q autour de D, F® se déplacera
normalement a4 D et ® décrira un arc de cercle infiniment petit @9’
ayant pour valeur

(r+p)Q.

Si I’on donne 4 ® un mouvement héligoidal, 'arc d’hélice infiniment
b

petit @' sera I’hypoténuse d’'un triangle rectangle ayant pour cotés e

et vp, et aura pour valeur

yer + vip.
On déduit de la

(1) (r+p)*Q* =e*+ v?p?,
et, par un raisonnement identique appliqué a A,
(2) (1‘—{—9)?(:)2:62-(-02)‘2,

en désignant par » la rotation autour de cette droite.
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Des relations
rtang (3, X) = p tang (D, X) = °

on déduit

° 9 e? e2
[ 92 r--=s ——— 2 202 —
+ sin*(a, X)’ e+vtp sin? (D, X)’
(r—+ o) = {er sin(D, X) + e cos (D, X)]?
TP = v sin? (D, X) ?

et, en remplacant dans les équations (1) et (2),

Q sin (A, X)
« — = —4/————9» »
o sin(D, X)
o? (¢! 4 ¢? r2)sin? (D, X)
]

[ersin(D, X) + e cos (D, X ))*

e ot

[vrsin (D, X) + ¢ cos(D, X)J*

(1.)2:

« )7 —

de sorte que les valeurs de et de w sont exprimées « en fonction de
la position de la premiére droite. »

Les équations (1) et (2) donunent encore, en y remplacant les se-
conds membres par leurs valeurs écrites plus haut,

(4 e

(/1+P)£2: éin—(D’-Si—j’ (r+P) )] =sin(A,w—§’

d’ou 'on tire
e?

(r+p) 0 = cry sy X’

et comme
cos (D, A) = cos(D, X) cos(A, X) — sin(D, X) sin (A, X),

il en résulte

N 2¢*
2(r+p)?Qwcos(D, A) = tang (D, X) tang (5, X) 2e*.

Remplagons tang (D, X)) et tang (A, X) par leurs valeurs, cette équa-
tion deviendra .

2(r+p)*Qucos(D,A)=2¢*rp — 26’
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et, en 'ajoutant membre 2 membre avec les équations (1) et (2),
(r-+p)*[Q* 4+ 0® +2Quwcos (D, A)] =¢* (r+ p)?,
ou, en divisant par (r + p)*,

2

« Q4+ w?+ 2Qwcos (D, A) =¢*. »

Revenons enfin a la relation

02

= sin(D, X) sin (4, X)’

(r+ p)*Qu

et multiplions-la membre 4 membre avec celle-ci
sin(D, A) = sin(D, X)) cos(A, X) + cos(D,X) sin(A, X),

1nOous aurons

2 . 2 I i
(r+p)}QuwsinD,A)=¢e [tang(A,X) + Gang (D X)]'
Remplacons tang(A, X) et tang(D, X) par leurs valeurs, cette équa-

tion deviendra
or

(r+p)?Qwsin(D, A) = ¢ <(—BE - —'> =ev(r-+p),

e
ou, en divisant par r + p,
« (r+p)Qusin(D,A)=-ev. »

« La premieére équation

Q  sin(a, X)
w  sin(D,X)

prouve que, si par un point on mene dewx droites paralléles aux devax
axes conjugués D, A, et proportionnelles aux rotations du corps autour
de ces deux axes, la diagonale u parallélogramme construit sur ces
deux droites sera paralléle a ’axe central de rotation X », puisque
D, A et X sont paralléles & un méme plan.
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« La deuxiéme équation
0 + w? + 2Qw cos(D, A) = ¢*

prouve que cette diagonale sera proportionnelle a la rotation du corps
autowd de cet axe X. '

» Enfin la troisiéme équation
(r+p)Quwsin(D, A) =ev

prouve que, si sur les deux droites D, A on porte deux segments pro-
portionnels aux rotations du corps autour de ces droites, le tétraédre
construit sur ces deux segments pris pour arétes opposces aura un
volume constant. »

Soient en effet AB et CD deux arétes opposées d'un tétraédre ABCD.
La longueur CD se déplagant sur la droite CD, la base BCD et la hau-
teur du tétraédre restent invariables; d’ou il résulte que son volume
dépend des longueurs portées sur les arétes opposées, et est indépen-
dant de la région qu’elles y occupent. Prenons alors pour BC la plus
courte distance de ces arétes; AB et CD étant respectivement égaux
a w et a Q, nous aurous

surf.BCD = 1 (r + p)ow.

I’angle ABC étant droit, le pied de la perpendiculaire abaissée du
sommet A du tétraédre sur le plan de la base sera sur une parallele a
CD menée par B, et cette perpendiculaire aura pour valeur

Qsin(D, A),

ce qui conduit bien, pour le volume du tétraedre, a 'expression écrite
| ' P

plus haut.

22, La trajectoire d’un point du corps est 'hypoténuse d'un triangle
rectangle dont les cOtés sont I'an paralléle et 'autre perpendiculaire a
I'axe X du déplacement. La projection, sur une droite D, de la tra-
jectoire d’un de ses points peut donc s’obtenir en faisant la somme
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algébrique des projections de ces cotés. Le premier ¢, commun en gran-
deur et en direction & tous les points de la droite, a pour projection

ecos(D, X).

Le second, variable avec la position du point, a aussi sur la droite
une projection constante.

Prenons en effet pour plan horizontal de projection le plan normal
a X mené par la plus courte distance de cette droite a D. L’axe X
(fig. 3) se projettera en O, la droite D suivaut P, I'un quelconque M
de ses points en m, et la plus courte distance r de X a D sera la per-
pendiculaire OP abaissée de O sur Pm. L’arc de cercle décrit par le

. 3.

m'
\

point M, dans la rotatiou du corps autour de X, se projettera horizon-
talement en vraie grandeur suivant une perpendiculaire mm’ 4 Om, et
aura pour valeur ¢.Om. Toutes les droites telles que Pz, menées par
le point P, égales et paralléeles aux déplacements mm/, aurount leurs
extrémités n sur une perpendiculaire nk & Pimn; car des égalités

r

Pn=v.Om=y )

cosu

on déduit
Pk = Pn.cosu = vr = const.

On projettera donc a la fois sur D toutes les droites telles que Pn en
menant par zk un plan perpendiculaire 2 D. Par conséquent :

« Si lon projette sur une droite D les trajectoires de ses différents
points, les projections seront égales entre elles. »

‘Tome XV (9¢ série). — Ocropre 1870. 39
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Pour avoir leur valeur commune p, nous projetterons sur D la tra-
jectoire du point P, ce qui donnera

p = ecos(D, X) + rvsin(D, X),

et, en remplagant le second membre par sa valeur en Q trouvée plus
haut,

eo
o’

d’ou
« Q,p = ¢e. »

Ainsi, « la longueur commune de ces projections est en raison inverse
de la rotation du corps autour de cette droite. »

« La projection p exprime la quantité dont chaque point de la
droite D s’est déplacé dans le sens de la direction de cette droite; de
sorte qu’on peunt dire que c’est le mouvement de la droite estimé dans
sa propre direction. L’équation exprime donc que la rotation du corps
autour d’une droite quelconque est en raison inverse du mouvement de
cette droite estimé dans sa propre direction.

» Cela établit une relation assez remarquable entre la rotation et la
translation, ces deux mouvements dont se compose tout déplacement
d’un corps. »

Si p est la projection de la trajectoire MM’ d’'un point M sur uune
droite passant par ce point et si N est le point de rencontre de cetie
droite avec le plan perpendiculaire 4 MM’ en M, on aura, daus le
triangle rectangle MM'N, .

MM = p.MN,

ou, en remplagant p par sa valeur,

MM = “ NN,

d’oti Von tire
MM’

€p

MN = Q.
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Le premier facteur, dans le second membre, étant indépendant de
la droite issue du point M, on en conclut que :

« 8i, sur différentes droites passant par un méme point, on porte, a
partir de ce point, des segments proportionnéls aux rotations du corps
autour de ces droites, les extrémitcs de ces segments seront sur un plan
perpendiculaire a la trajectoire du point.

» 1l en résulte que la rotation minimum aura liew autour de lu
trajectoire méme du point. » En remplacant alors, dans la formule
précédente, MN par MM/, elle devient

Q.MM = eo,

et exprime que « cette rotation, multiplice par la trajectoire du point,
Jorme un produit constant, quel que soit le point.

» Supposons, par exemple, qu'un point ait une étendue infiniment
petite, que ce soit un petit globule; il aura une rotation autour de sa
trajectoire, en méme temps qu’il décrira cet élément rectiligne; il aura
donc deux mouvements, 'un de rotation et 'autre de translation; le
produit de ces deux mouvements est constant pour tous les points duy
corps. » ~

Soient D, I,... des droites d’un plan, A, A’,... leurs conjuguées
qui passent par le foyer F de ce plan, Une rotation du corps autour
de D aménera A et par suite F dans sa nouvelle position F', et de méme
pour les autres droites. Or le foyer, dans tous ces mouvements, décrit
la méme trajectoire FF'; donc, en appelant 9, ¢',... les distances du
foyer aux droites D, D/,... et O, Q',... les rotations autour de ces

droites,

ce qui peut s’énoncer ainsi :

« Quand plusieurs droites sont situées dans un méme plan, les rota-
tions du corps autour de ces droites sont en raison inverse de leurs
distances au foyer du plan. »

23. « Soit un plan P faisant partie du corps cn mouvement; il y
a i considérer, relativement a ce plan, son foyer, sa caractéristique,
39..
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sa rotation autour de cette droite, et sa rotation sur lui-méme autour
de son foyer. Soit II la distance du foyer 4 'axe X, = la distance de la
caractéristique a cet axe, P I’angle que le plan fait avec un plan per-
pendiculaire & 'axe X » 7y il est facile de voir, en se reportant au n° 3,
que ces quantités ne sont autres que OF, m'y et le complément de 6.

h ¢
On aura donc, en remplagant — par -,

e e
« IT = ;tangP, &= tangP

))’

d’ou
82
« [Is = - = const.,
(4

et
u - 2
— = tang P. »

Si deux plans font avec un plan perpendiculaire a2 X des angles
complémentaires, auquel cas

tangP. tangP' =1,
on a

2

e
IIII' = %%’ = -, = const.,
14

d’ou I'on conclut que :

« 8i deux plans font avec Uaxe de rotation des angles complémen-
taires, les distances de leurs foyers a l'axe de rotation ont leur produit
constant, et les distances de leurs caractéristiques auw méme axe ont
aussi leur produit constant.

» Soient Q la rotation du plan P sur lui-méme autour de son foyer,
et » sa rotation autour de sa caractéristique. » La conjuguée de la
caractéristique d’'un plan étant normale au plan en son foyer, repre-
nons les formules

e 4
(l'—l—P)Q: m) (l'—‘-P)w:gm*),

et remplagons-y r + p par II + @, sin(D, X) par sinP et sin(4, X)



PURES ET APPLIQUEES. 309

par cosP. Nous aurons, en observant que

[

e 1
M= =-
0

. sinP cosP’
les deux relations

« Q=vcosP, o =ysinP;
d’ou
02 4+ »? = v? = const.

Ainsi, la somme des carrés des deux rotations d’un plan est con-

stante. »
Si deux plans font avec un plan perpendiculaire 2 X des angles
complémentaires, auquel cas

cos?P + cos?P = sin?P + sin?P’ =1,

on a
Q2+ Q% = w? + w'?= ¢v? = const.;

d’oti I'on conclut que :

« Si deux plans font avec I'axe de rotation des angles complémen-
taires, la somme des carrés de leurs rotations sur eux-mémes est con-
stante, et la somme des carrés de leurs rotations autour de leurs carac-
teristiques est aussi constante. »

Par le point de rencontre de la caractéristique d’un plan avec une
droite D du plan, menons une paralléle 4 X et appelons (w, D) Pangle
de la caractéristique et de D. Le plan de X et de la caractéristique est
normal au plan donné (4), et 'angle de X et de cette caractéristique,
précédemment désigné par G, n’est autre que le complément de P. On
a donc, en appliquant la formule fondamentale de la trigonométrie
sphérique, .

cos(D, X) = cos(w, D) sinP,

et, en multipliant membre 4 membre cette égalité avec la suivante
vsinP = w,

on en conclut ce théoréme :
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« Que dans le plan P on méne une dioite quelconque D, on awra
w cos(w, D) = v cos(D; X),

w étant la rotation autour de la caractéristique, et (v, D) l’angle que
cette caractéristique fait avec la droite D; de sorte que, pour chaque
plan mené par une méme droite D, on a

w cos{w, D) = const. »

CONSTRUCTION DE L'AXE DE ROTATION X QUAND ON CONNAIT
LES DIRECTIONS DES TRAJECTOIRES DE TROIS POINTS DU CORPS.

« Soient a, b, ¢ les trois points du corps. Les plans menés par les
poinis a, b, perpendiculairement anx trajectoires de ces points, se
couperont suivaut une droite qui sera la conjuguée de la droite ab.
On cherchera lua droite qui mesure la plus courte distance de ces deux
droites; elle s’appuiera sur I’axe cherché X, et elle [ni sera perpendi-
culaire. On déterminera de méme, avec les deux points «, c ou b, c,
une autre droite jouissant des mémes propriétés; I'axe X sera donc
déterminé. »

PROPRIETES DE L'HYPERBOLOIDE A UNE NAPPE.

« Deux systemes de deux droites conjuguées DD, A et D', A’ forment
quatre génératrices d’un méme mode de génération d’un hyperboloide
a une nappe. Réciproquement, quatre génératrices d’un hyperboloide
peuvent élre prises deux a deux et étre regardées comme formant deux
systemes de deux droites conjuguées relativement au mouvement in-
finiment petit d’un corps solide. Il résulte de 13 que les propriétés des
systémes de deux droites conjuguées donnent lieu a des propriétés
nouvelles de I’hyperboloide a une nappe, propriétés dont la démons-
tration directe ne serait peut-étre pas sans quelque difficulté.

» Soit donc un hyperboloide 4 une nappe, et ne considérons que
les génératrices d’un méme mode de génération. Que, dans un plan
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transversal mené arbitrairement, on méne par un point des sécantes
dont chacune rencontrera deux génératices; ces génératrices, ainsi
conjuguées deux 4 deux, jouiront de toutes les propriétés de deux
axes conjugués de rotation d’un corps. Par exemple, tout autre plan
transversal rencontrera deux génératrices conjuguées en deux points
qui seront en ligne droite avec un certain point de ce plan. La droite
qui viesurera la plus courte distance de deux génératrices conjuguées
passera par un méme axe, auquel elle sera perpendiculaire; et les tan-
gentes des angles que les deux génératrices feront avec cet axe seront
entre elles comme les distances de ces deux droites 4 cet axe, etc. »

ANALOGIES ENTRE LES ROTATIONS D'UN CORPS AUTOUR DE DIVERS AXES
ET LES SYSTEMES DE FORCES.

24. Soit w I'angle dont un point M tourne autour d’un axe Z dout
il est distant de r;} il décrit un élément rectiligne perpendiculaire au
plan MZ et ayant pour valeur wr. Si le déplacement du point M ré-
sulte de plusieurs rotations simultanées autour de différents axes, c’est
en composant tous les éléments rectiligues issus de M qu’on aura I'éié-
ment rectiligne définitivement parcouru. Portons sur I’axe Z une lon-
gueur £k, k désignant une constante, et supposons le corps sollicité
par la force kw; le moment de cette force, par rapport au point M,
sera kwr. Elevons en M une perpendiculaire au plan MZ et portons
sur cette perpendiculaire, dans le sens du déplacement du point M et
a partir de ce point, une longueur égale 4 kwr. En composant tous les
moments ainsi obtenus pour les différents axes, nous aurons le mo-
ment principal des forces relatif au point M, et il est clair que ce mo-
ment sera au déplacement total du point M comme £ est a 1. Ainsi :

« Quand un corps éprouve un déplacement infiniment petit, résul-
tant de plusieurs rotations simultunées autour de plusieurs axes, si
lon porte sur ces axes des lignes proportionnelles a ces rotations res-
pectivement, et qu'on considere ces lignes comme autant de forces qui
solliciteraient le corps, U'élément rectiligne décrit par chaque point du
corps, en vertu de ce systéme de rotations simultances, sera proportion-
nel au moment principal des forces relatif a ce point.
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» 1l suit de la que toutes les propriétés relatives aux rotations d'un
corps autour de diverses droites, et aux espaces rectilignes décrits par
les points du corps, donnent lieu a autant de propriétés d’un systéme
de forces, relatives a ces forces elles~-mémes et i leurs moments par
rapport aux différents points de I'espace.

» Ainsi les différentes propriétés relatives & deux axes conjugués de
rotation, que nous avons appelés D et A, s’appliqueront aux systémes
de deux forces pouvant remplacer un autre systéme quelconque de
forces. A I'axe X de rotation du corps correspondra cet axe que l'il-
lustre auteur de la Théorie des couples a appelé I'axe central des mo-
ments; de sorte que, par exemple, nous pourrons dire que la droite
qui mesure la plus courte distance des deux forces qui remplacent un
systeme de forces données rencontre toujours l’axe central des mo-
ments, ct lui est perpendiculaire, quel que soit le systéme de ces deux
Jorces, elc..... »

SUR LE PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. DIVERSES AUTRES EQUATIONS
ANALOGUES, EXPRIMANT LES CONDITIONS D EQUILIBRE, SOIT D'UN SYS-
TEME DE FORCES, SOIT D'UN SYSTEME DE ROTATIONS.

25. « L'analogie qui a lieu entre un systéeme de forces sollicitant un
corps solide libre et les rotations qui produisent un déplacement in-
finiment petit du corps conduit naturellement 4 une démonstration
du principe des vitesses virtuelles qui montre comment la considéra-
tion du mouvement et de Pinfini dans ce principe correspond a des
considérations purement statiques.

» Soient P, P’,. .. les forces qui sollicitent un corps solide libre et
qui se font équilibre. Soient Q, Q',... d’autres forces quelconques.
Considérous chaque force P et chaque force Q comme arétes oppo-
sées d’un tétraedre, et représentons par Ztétr.(P, Q) la somme des
volumes de ces tetraedres. Cette somme conservera la méme valeur si,
a chacun des deux systemes P, P, ... et Q,Q’, ..., on substitue un
autre systeme de forces équivalent; et par conséquent cette somme sera
nulle, car les forces P, P',.. . peuvent étre remplacées par deux forces
égales et directement opposées qui donneront lieu & deux sommes de
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tétraédres égales et de signes contraires. Réciproquement, si la somme
des tétr. (P, Q) est nulle, quel que soit le systéme des forces Q, Q',...,
on voit aisément que nécessairement les forces P, P', . . . se font équi-
libre.

» Ainsi, la condition d’équilibre des forces P, P’,... s’exprime par

3tétr. (P, Q) = o,

Q, Q,... formant un systéme de forces pris arbitrairement. Soit r la
plus courte distance des deux forces P, Q; équation devient

2PQrsin(P,Q)=o.

» Supposons que toutes les forces Q, Q’, . . . aient été remplacées
par deux seules, dont 'une dirigée suivant la force P; et soit g I'autre
force. La somme des tétraédres ou entre P sera égale simplement
a tétr.(P,q), ou Pgrsin(P, g). Or grsin(P, q) est la projection sur un
plan perpendiculaire a la force P, du moment de la force g par rap-
port & un point de la force P. Si donc on suppose que les forces Q,
Q’, ... soient en direction les axes de rotations proportionnelles a ces
forces, le moment relatif & un point de la force P sera égal a I'élément
rectiligne que ces rotations feront décrire a ce point. Soit p cet élément
rectiligne; la somme des tétraédres ou entre la force P sera donc égale
a Ppcos(P, p). Pour chacune des autres forces P',. .. on aura une
somme semblable; de sorte que I’équation d’équilibre deviendra

EPpcos(P, p) = o.

C'est I’équation des vitesses virtuelles.

» Ainsi, dans ce principe des vitesses virtuelles, les éléments recti-
lignes qu’on appelle les vitesses virtuelles expriment les moments prin-
cipaux d’un autre systéme des forces par rapport aux points d’appli-
cation des forces proposées. »

26. « Si P'on congoit que le corps auquel sont appliquées les
forces P, P,..., qui se font équilibre, éprouve un mouvement infini-
ment pelit, il aura une certaine rotation autour de chacune des forces;

Tome XV (2¢ série). — OcToBRE 1870. 4o
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cette rotation sera en raison inverse de la projection de la trajectoire
d’un point de cette force sur cette force. Soient donc 6, ¢',. . . les rota-
tions autour des forces P, P, .. .; I’équation des vitesses virtuelles

. , . P .. .
s’exprimera par I’équation 2—9— = o. Ainsi nous dirons que

» Quand plusieurs forces qui sont appliquées a un corps solide libre
se font équilibre, si I’on donne au corps un mouvement infiniment petit,
par suite duquel il éprouvera une rotation autour de chacune des
Jorces, la somme de ces Jorces divisées par ces rotations, respective—
ment, est nulle; et réciproquement, si cette somme est nulle quel que
soit le mouvement infiniment petit du corps, les forces se feront équi-
libre.

» Ainsi, 'équilibre d’un systéme de forces s'exprime par la consi-
dération des rotations du corps autour de ces forces, de méme que
par la considération des éléments rectilignes décrits par des points de
ces forces.

» On peut exprimer de deux maniéres semblables I'équilibre d’un
systéme de rotations qui solliciteraient un corps; car ces rotations se
feront équilibre si des forces dirigées suivant leurs axes et proportion-
nelles a ces rotations se font elles-mémes équilibre. »
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