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AAVARIAN AT AR VA AT VWA VA NNAAA a ANV AAAAAR WA AMANA

Intégration de 1'équation différentielle qui peut donner une
deuxiéme approximation, dans le caleul rationnel de la poussée

exercée contre un mur par des terres dépourvues de cohésion;

Par M. J. BOUSSINESQ.

{Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, t. LXX, séance du 4 avril 1870.)

Dans une Note des 7 et 14 février, mise 4 la suite du Rapport ap-
probatif du remarquable Mémoire de M. Levy sur une Thcorie ration-
nelle de U'équilibre des terres, M. de Saint-Venant a proposé d’em-
ployér comme approsimation, pour le cas ou Pinclinaison ¢, du mur
de souténement est quelconque, des formules que la nouvelle théorie
donne comme exactes dans le cas ou cette inclinaison sur la verticale
a une valeur particuliére appelée ¢; il y exprime aussi le voeu que
quelqu’un entreprenne de s'élever de 1a 4 une approximation plus
grande, en ajoutant, par exemple, aux valeurs approchées des incon-
nues N,, N,, T du probléme, trois inconnues auxiliaires tres-petites,
qui auront leurs carrés et leurs produits négligeables quand ¢, diffé-
rera peu de ¢, et que les équations (1) et (2) de M. Levy, rapportées
a la Note citée, obligent de prendre respectivement de la forme

dry dey/ dry

h dy’ ’ dz?

9 —_— —_

dedy’

Je me propose de répondre a cet appel et d’intégrer le systeme sui-
vant d’équations :

L, (d &Y
2\ in?
@) (1 + ¢®)sin go(—dx, + T )
(i— ¢ DY T ersinan 2 — o
(1—a coszw)(dx, e agsin2w 20 = 05
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(pour x>0 e — y= xtangw),
(6) oy ay _2_4/
= dxdy

=0, d’ou aussi = o,

(pour ¥y >o0 et x=tange,),
d’ d d? ’ d? d? 12
(c) (}%- dﬁ)smgo (Ej?— dj)sm(ze.—i—qo) e 1!'] (2¢,+9)

= 2e08(e — =) [sing, cos(p -+¢,) — a* cos(w —¢,)sin(e, + ¢—w)] '3

7 cosw coseg,

s . ’ e \ 7 ™
4 go degrés ou —; » un antre angle
¢ est un angle positif, inférienr a g g o g

compris entre — ¢ et g3 ¢ la racine positive, inférieure a l'unité, de
Véquation

1 — g2 cos’ g
(d) 1+ ot = \/ cos’w

1. L’intégrale générale de (a) est de la forme

(e) §'= f(x — ytange’) + fi(x — y tange’),

ou f et f, sont deux fonctions arbitraires, et ¢, ¢’ les deux racines de
I’équation en ¢ qui résulte de la substitution dans (a), a4 ¢/, de I'ex—
q q ’ )
pression f(x — y tange). Sil’on tire de cette équation ¢?, puis le quotient
de 1 — ¢? par 14 ¢, et qu’on I’égale au second membre de (d), il vient
p ’ q g )

(f) cos(2e — w)ycos*w — cos?p = sin®¢ + sinw sin(2¢ — ),

relation qui donne successivement, en I'élevant d’abord au carré et
résolvant par rapport a sin (2¢ — o) :

sing sin(2e — w) = — sinwsing %= cosg y/cos?*w — cos*g,

sing cos(2¢ — w) = == sinwcosy + sing ycos?w — cosg;

y/cos?w — coste
sing

s sine .
(h) dob cos(zs-—m:tgo):iﬁin?, sin(2¢ — ot o)==

Les angles ¢, ¢’, qu'on ne cherche qu’en vue de leurs tangentes,
peuvent étre pris entre — go et go degrés. D’aprés cela, si nous appe-
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lons {3 I'angle positif et inférieur 4 = ou 180 degrés qui a pour cosinus
le rapport de sinw a sing, et si nous observons que ¢ — w est > o
el < 29, les équations (%) donneront

2

(h bis) g B (e —0) 8«=Ef__<’_2’_.¢>.

En faisant varier et exprimant en fonction de o et ¢ les dérivées
correspondantes de ¢, ¢’, on trouve aisément que ¢, ¢ décroissent
quand » grandit. Concevons menées, a partir de 'origine M, les trois
droites MQ, MN’, MN”, qui font respectivement, la premiere avec I’axe
des x et les deux autres avec celui des y, les angles o, ¢, ¢, et qui
ont pour équations, ainsi que leurs prolongements,

+ xtangw = 0, x — ylange=o0, & — ytange’ = o;
J 8 J ang J g H

pendant que MQ tournera autour de Porigine, en faisant avec I'axe
des y un angle go® +  croissant de go® — ¢ a4 go° + ¢, la droite MN,
d’abord en coincidence avec MQ, tournera en sens inverse, précédée
de Pautre droite MN”, qui sera constamment inclinée sur elle d’un
angle complément de ¢, et dont le prolongement finira par se confondre
avec MQ pour » = ¢.

2. Il suit de la que MQ est constamment dans I'angle formé par MN'
et par le prolongement de MN”, et que les deux expressions x — y tange/,
& -— y tange” sont positives aux divers points de MQ et y varient de
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zéro a l'infini. Or, & cause de I'inégalité de tange’ et de tange”, les re-
lations (&) obligent de poser séparément, en lous ces points, f”= o,

", = o. Par suite, les dérivées secondes de §' sont nulles dans toute la
partie du massif comprise entre MQ et MN'.

3. Il reste & satisfaire 4 la condition (¢). Si d’abord la face MN, du
mur de souténement se confond avec MN, ou que ¢, prenne la valeur
particuliere ¢, appelée ¢ par M. Levy, cette relation est vérifiée en y
faisant ¢’=o0. Or je me suis proposé d’examiner les cas voisins de
celui-1a, c’est-a-dire ceux ou l'angle ¢, est égal & ¢ diminué d’une
petite quantité, §, positive ou négative.

Si d’abord & est < 0, le mur MN, sera dans I'angle QMN, et, les dé-
rivées secondes de {’ étant nulles dans tout le massif, la relation (c)
ne pourra pas étre vérifiée : le probléme n’admet pas alors de solution.

Si au contraire § est > o, ou si ¢, <¢, la dérivée f'| sera encore
nulle dans tout le massif; mais f” pourra ne pas Pétre dans'angle N, M N
compris entre MN’ et le mur; et, en déterminant sa valear de maniére
a vérifier 'équation (c), 'on voit d’abord que cette fonction f sera
du premier degré par rapport & sa variable, parce que le second
membre de (c) est linéaire en y. Si on la désigne en conséquence par
A(x — y tang¢’), et si, aprés avoir remplacé, dans les crochets du se-
cond membre de (c), les produils de sinus ou cosinus par des sommes
d’autres sinus, on traite cetle équation (¢) comme j’ai traité 1'équa-
tion (a), c’est-a-dire en y mettant cette valeur pour f” qui entre dans
les trois dérivées de {’, puis tirant ¢* et en portant son expression
dans (d), il viendra exactement

2 sing cos’e’ cns(w — ¢;)

9

(7 A=

cos(y + & —¢') (cosw -+ ycos?w — cos'p)
avec
0, pour x—yltange > o,

N = f(x — ¥ tang¢’ = -
(/) ¥=/(x— ytange), f | A(x— ytangé), ponr x—y tange <o.
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