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JOURNAL
MATHÉMATIQUES

PURES ET APPLIQUÉES.  
NOTE

SUR

LES SINGULARITÉS ÉLEVÉES DES COURBES PLANES[*L];
P… M. DE LA GOURNERIE.

SECONDE PARTIE.
Pour congpléter l’exposition du mode de discussion que je propose,

je vais en faire l’application à trois courbes. Je rappelle que j’ai pris
pour coordonnéesl’abscisse&: et le rapportu de l’ordonnée à l’abscisse.

'1. Je considère en premier lieu la courbe du trente-deuxième ordre
représentée par l’équation

'u”’ — 2u"‘ +— u'“ac + u'3—— u”x + u°x3
(a)

—— 2u%c”+ u2.x° —— zux‘°+x” —i—ac”=0.

On voit immédiatement qu’elle possède à l’origine un point multiple
de l’ordre 15, et que treize des quinze branches sont tangentes à l’axe
des abscisses.

A. Lorsque x est infiniment petit, les valeurs de a pour ces treize 
["‘] Voir première Partie, t. XIV (2° série), p. 425.

Tome XV (2° série). — Juvmu 1870. |
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branches sont infiniment petites. Dequelques ordres qu’elles soient
par rapport à ac, les trois premiers termes disparaissent devant le qua-
trième, u3æ° devant u2æ° et ac” devant œ“. Nous pouvons donc né-
gliger cinq termes dans la recherche des grandeurs principales u,, et
ne considérer qu’un polynôme pouvant être ordonné suivant les puis-
sauces croissantes de ac et les puissances décroissantes de u

(l)) u” —— u”ac + u°x3 + u°x° —' 2ux*° + x".
B. Je cherche d’abord les valeurs de u de l'ordre le moins élevé.

Je dois en trouver treize, parmi lesquelhæs les valeurs des ordres Supé-
rieurs figureront comme nulles. Le terme a“ entre donc dans l’équa-
tion qui donnera la première branche. Je suppose smœcessivement que
chacun des autres termes du polynôme (b) soit réuni à u”, et je vois
l’ordre qui en résulte pour a. On obtient le plus faible lorsqu’on pose
u‘3 + u°x“ : 0. Nous avons donc

u”(u" + 903) :: 0;

u possède par conséquent quatre valeurs de l'ordre %, et neuf d’or-
dres plus élevés. Les premières déterminent une branche ayant un
rebroussmnent de première espèce, avec un point quadruple et un
rayon de courbure nui. ‘

C. L’équation qui donne la seconde branche ue peutîms contenir
des puissances de u supérieures à la neuvième, ”et renferme nécessai—
rement le terme n°503. On trouve u°.:r" -+— u2x° : o, d’où

u"1"‘(u" + x“) := 0.

Des neuf valeurs supérieures à —'2—, sept sont de l’ordre % et deux
d’ordres plus élevés. Le facteur ac" indique que les branches, dans les-
quelles les valeurs de a sont d’ordres inférieurs à %, possèdent sur
l’axe des abscisses trois points coïncidant avec l’origine des Coordon—
nées, il')dépendamment de ceux qui forment la multiplicité de ce point
singulier.

Lahranche (zü+æ°) se décomposeen sept-brauches partielles
dont six sont imaginaires et une réelle. Les rayons de courbure: de
toutes ces branches changent de signe à l’origine en-passant par zéro.

\
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D. J’ai ensuite u%c" —— aux… + u” = o, d’où

a°(u -—- x)2= o.

u ayant deux valeurs égales, je dois avoir égard aux termes qui, dans
l’équation générale (a), sont de l’ordre immédiatement supérieur à

celui des termes de l’équation que je viens d’écrire, en considérant u
comme du premier ordre. Je trouve

x°(u — x)”+ n°303 —— 2u“æ° : 0.

Je remplacce u hors de la parenthèse par sa valeur principale ac, et
j’ai l’équation

_. ,—-—5u __ JC i vac”

qui caractérise un rebroussenlent de seconde espèce.
E. Je vais maintenant m'occuper des branches qui ne touchent pas

l‘axe des abscisses.
Lorsqu’on suppose x infiniment petit et a fini, l’équation ((L) se

réduit à '

u‘3(u —— 1)2:: o.

La valeur 1 de u donne seulement l’inclinaison de la tangente des
branches. Pour connaître leur nature, il faut introduire les termes
dont l’ordre est immédiatement supérieur à celui des termes qui ont
été conservés. La partie nouvelle ainsi ajoutée à l’équation est divi—
sible par (u —— l). En opérant comme il est dit au n° 5 de 'la première
Partie de cette Note, on est conduit à rechercher les valeurs infini-
ment petites de (u —-— |) données par l’équation

u}3(u ——-— 1)”+ uî‘*’æ(u — !) + nä’æ“: 0,

dans laquelle u, est égal à l’unité. On trouve

u——t+œ=o et u-——1+œ2=o.

Nous avons deux branches simples tangentes l’une à l’autre. Le
rayon de courbure de la première est égal à la racine carrée de 2; la
seconde présente une inflexion.
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2. Pour secondeapplmatmu,]é prendraleq11at1on

u'°—u" r°+u'°x° — u°æ°—— u° vc°+ u.x° ——- Sm“…—-— o.

En raisoœ1mant comme à lavt1cle precedent, on trouve 11116 les v.1

leurs principales de 11 sont données parles équations

u(n° ——-— x°)°(u° + œ°) : o,

.xj°(1£1_.——— .3xî‘) ;: o_._

'

Les termes de la "première d0Went être considérés ëo‘mme étant de
l’ordre 9 g. Pour étudier la-.sing11laritédéterminéepar les deux valeurs
de 145 dont les grandeurs principales:sout égales à”œ°,— je dois avoir
égard aux termes de l’ ordre immédiatement supérieurq1111 est: le 011—

zième. Jai  u(u° — æ°)°(u° + 30°) + u'°œ° —— 11°.‘1'° — 3.1“ :: ‘o,

d'où
5 1 ———u'°æ+u .r+31"

u1 :: :r‘ , u° —(uî + 1?°)

1511 égard à la valeur de uî, les termes du 1111mé1‘ate11rsbus le radical
ne diffèrent que par leurs coefficients; 011 peut les rédui1e& 1111 seul,
511? 1° Les deux termes du dénominateur dm1nentde la même ma—
11ière 2u 963 , et 011 &

11"=.9_C i_\/;nî L"

011 peut remplacer le produit 111 .-1.° |)111‘ ufi’æ°. Les exposants de u,
et de x sous le radical ne sont donc pas co111plétement déterminés,
mais l 1111 deux est nécessairement pair et l’autre impair. ,

La singularité consiste en 1111 rebroussement deseconde e5pèce.
011 déduit de la valeur tr011vée pour 115
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L’ahscisse étant infiniment 11Î‘1e11œ;du premierordre,l’ordo1mée est
de l’ordre“,), et la différence des ordonnées pour les deux b1a11çhee
de l’ordre Î3. ‘ ' ‘ ‘ * ‘

Je 11e 111’arrête pas aux particularités des branches caractérisées par
les équations 11"+xt—= () et u+—31?“ = 0, parce q11"eli€s 11e pré-
sentent aucun intérêtparhculœr ? ïf- -

' ….

5. Je vais maintenant 11101111er par 1111 exemple que la méthode
s'applique sans difficulté au càs 01‘11e pôi11t‘multiple est à l’infini.

« ; «)
o o . Y .

J 11sq11’a present 1111 pus.pour var1ables æ_._)et 7_——;_parce que la d1scus—

sion roule sur les nombrespet () quisontles exposants de ces q1111n-
111és. Cette considérafiom a peu d1mportancedans l‘étude d’une
courbe détermmé‘ea(161111119d’311leürsje? n=a11rai pas à= me servir :de
formules précédemment établies, j’emploierai les coordonnées ordi—
naires m et)”.

La courbe représenléé pè11‘ l’écîuatioti

((l) æ.22_).8 __ xl_l\,,—il + 11l9+ x2J-l3 __ 2x_y13 +J_—13:= 0

possède deux points multiples à l’infini : I’…) du (“):-septième ordre
sur l’axe des 01‘d0n‘n‘éè5‘, |’1111trë d11'huîtièn1’e sur“ celui des abscisses.
Je me proposededétermn1èrlès 5111dula1‘1tes 11135 branchesq‘11i paSs‘ènt‘
par le p1‘e1‘1‘1ie1 dé ces points. ' ‘

A. Si lon suppose que x et )“ croissent indéfin‘ü'heht, on‘recô11—
naît, en raisonnant comme je l,’_ai fait au n° 1 A, que quatre des
termes disparaissent devant l‘es‘i 1__1*‘015 autres, et que l’ôquatiou se
réduit à ‘t") lilJll+xfiJ13_—O
Les termes ont de11x f11(:1è111‘5communsacz2et_)*Le prem1erCO1‘1es_-—
pond à des bl‘1ñCh€S 111fimesdont les asymptdt_es S()11t par?“èlea L1

l’axe des ordonnées; le seconda dès branches dont les .1S)mptotes
sont parallèles‘a 1axe des abscisses. ,

Je supprime ces fz1clenrs,“ ét jai pour représenter les 111311ches dans
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lesquelles les coordonnées sont l'une et l’autre infinies l'équation

(],) 1.21» __ ar.9u)a +J5 : 0_

Ou en déduit les deux équations i:aractér:isliques

xu "‘_Ï3= O’ xs ___—7.2: 0.

La branche qui correspond à la première a un rebroussement de
première espèce avec un point octuple sur l’axe des ordonnées. La
droite de l’infini estla tangente de rebroussement; elle possède sur
la courbe trois points indépendamment de ceux qui forment la mul—
tiplicité de ce point singulier.

La branche caractérisée par la seconde équation possède sur l’axe
des. ordonnées un point septuple; elle traverse la droite de l’infini qui
est sa tangente, et elle a en commun avec cette ligne deux poinls en
outre de ceux qui forment la multiplicité du point singulier.

B. Il faut actuellement rechercher les équations caractéristiques
des branches pour lesquelles l'ordonnée est infinie et l’abscisse finie
ou de degré zéro. En ne conservant que les termes qui, dans ces
hypothèses, sont de l’ordre le plus élevé, ou &

]"3<{X‘ -— IP:: 0.

La branche n’est pas suffisamment caractérisée par l’équation
(.1‘ —- 1)"‘ = o. J’introduis en conséquence les termes qui dans l’équa—
tion sont de l’ordre immédiatement inférieur à celui des termes con-
sorvés, et j'ai

Dans cette équation, ou doit regardery comme infiniment grand;
en d’autres termes, la courbe ),.2 (av -—— 1)2—— !: 0 possède, au point
situé à l'infini sur l‘axe des nrd0nnées, la même singularité que la
branche considérée.
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