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Sur (… problème de Géométrie rcÏatÿ“ aaa: courbes gauches
du quatrième ordre;

PA 1: M. LAGUERRE.

Étant données dans l’espace une surface du second ordre et deux
droites fixes, M. Chasles & ”démontré que si une droite mobile était
assujettie à rencontrer les deux droites fixes en s’appuyant sur la sur—
face, la courbe de contact des droites mobilesétait une courbe gauche
du quatrième ordre, de l’espèce de celles par lesquelles on peut mener
une infinité de surfaces du second ordre.

Inversement, étant donnée une courbe résultant de l’intersection de
deux surfacès du second ordre,, on peut se demander si elle peut
toujours être engendrée par le procédé qui résulte de la proposition
de M. Çhasles, et, si elle peut l’être, comment l’on pourra détermi—
ner uneSurface 'du second ordre et deux droites de façon à obtenir
la génération de la courbe.

La Note qui suit a pour objet de résoudre cette question. Je montre
que par la courbe donnée on peut toujours faire passer six surfaces
qui permettent la génération indiquée par M. Chasles, et que, l’une
des surfaces étant choisie, on peut encore choisir d’une infinité de'
façons les deux droites fixes. .

La proposition suivante montrera comment on peut résoudre le
problème que je m’étais proposé.

*

Par la courbe donnée paSsent quatre 'cônes dont les sommets for-
ment un tétraèdre. Prenons arbitrairement”deux arêtes opposées de
ce tétraèdre et menons une droite quelconque qui, s’appuyant sur ces
arêtes, rencontre la courbe en un point A: on sait alors qu’elle la ren—

contre en un autre point B.
Par la droiîe AB on peut mener quatre plans qui touchent la
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courbe“; 165 quatre pointä-de cdntact sont1ès-sommelsd’un—tétraèdre ;
deuxarêtes opposées*-decetét1‘a'èd1‘e"rencontrent,lesdeuxarêtes Oppo-
sées du létraèdre-d'ont.-fÿ’ai»parlé plus haut et dont les sommets sont les
sommets-des q11-at1‘1esŒànesfi. Soient GC’ et DD' ces deux arêtes; C, C’,
D et D’ étant les quatre points de contact avec la courbe.

Choisissen—s arbitrairænenpl’unéde Cés arêtes, 00 :par exemple; les
quatre droites AC, AG,, 1BG_-et= BG‘ sont. situées 15111 une même. surface
du second ordre S passa… par la-.courbedonnée Cela posé:

Si une droite mobilerencontœachaque instant- les droites AB et
DD' en sappuyant sur la 511rface_,S ellela touche…1precisément le
long de la courbe donnée. " '

Les propositions sur lesquellesJe me suis appuyé pour la solution
de ce problème se rattachent étroitement1 comme je 111en suis aperçu
en '1‘édigeaut cette Note, aux théorèmesdonnéspar M. I—Ies_se_dans son
beau Mémoire sur les courbes du _Lroisième ordre (Cœlla, t., XLVIII);
théorèmes qui, 1111 reste, si l’on veut remonter plus haut, se trouvent,
q11antau fond, dans 111113 Note très-courte sur les focales publiée par\] Van Reissdans lé tome V du Journal de Quelelet.

Les surfaces régléesdu quatrième o1dre qui _seprésentent dans
cette Note sont en elles-mèmes très-inléressantes, et je les avais déjà
rencontrées en étudiant certains théorèmes de M: W,. Roberts relatifs
aux surfaces du second ordre que j’ai pu, par leur moyen, éle11dre
aux surfaces du quatrième ordre ayant une conique double.

Du reste, M. de la Gonmerie s’était déjà auparavm_1t occupé,
d’une façon toute spéciale, de ces surfaces réglées; je n’en parlerai
donc ici q11’accidentellement, en me contentant,de mentionner la (lé-
finition très-simple que l'on en peut donner en {appuyant sur la
théorie des fonctions elliptiques, et je renverrai le lecteur curieux de
poursuivre cette recherCl1èä l’ouvrage‘1rès-'complet que M. de lu
Gournerie a publié àlce sujet. '

I‘ Dans tout ce quisuft, j'ddê51gœrai 50115 le 110111 de biq-uadm-
1‘1q:ægdræhe, 011 Simplement sous le n0111 de biq11z1d1‘atic{1w, ! in‘te1-
seclion de deux surfaces du second ordre.

Bien que toutes les propositions sur lesquelles je 111’appuierai puis-
sont s’établir facilement par des fCODSÎdéI‘&IÎOHS dep11re Géométrie
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(elles- se «' déduiseh—h:11mmédliatementr‘:des ' 1ëelalionp —-rü‘aèSpSifûplæi.que
M1 Chasles a * dénuée‘s däns -sawGéôméttiæ«supérieæ‘aæ-p; .>—1»57,1: e111n€

trois couplesde -pdints'efl invdlufi‘onrfëet 1eu'PsupofinîsMnflieux}j’ai
cru, pour abréger, po11voir me servirde labelletheqne—Æondeepar
M. Cl€bSCh. :

' " " î'-'f""'" ”'"" " 'î'-‘ï "'î'iiî1UHf-î : =;

En ce qui concerneles rb1quadwathuesgga1œhèS;: 'la.fl:1éori€de
M. Clebsch peut —s’établird’une?“ façons-t-rès—si1fl1plèret£ très—faci1üe ;mais,
quoique la-"dé1n'on151rat'i'on--—desSes>* form1111115, 111333 qe :Cas !spéo‘îa l—-,a —p11iss‘e

donner l'ienï‘à quelq11tæsvremanques digneæd*111térät,:je—œe—-Contenterai
de renvoyer; le*lectæur aux=:'d—i—vers Mèmoire$ q1—1‘1lmapubhés sur :ce

sujet [ ], en exposant brièvement ceux des résuälat$qu’il& obtenus

snrlesque151_e
mappumr31. «‘.—“î .

'
"

| - =f
' ,

2. "Shit"“t1‘àCéé‘-'Sü1‘:1n‘1‘ë’Sü1fà‘Cé'du’Secon‘ä 01‘d1‘e $,'uù=€ïïbiqimdm—
tique" q11'eICOn'què ïK:”À”ceî-‘îë'd-0'u1‘Bes€'-ra‘ttächo 11116 l‘intégrale ’ellipli-
que [**]; 011 *pè1‘üCôr‘foè‘Ÿdi9fiùeTa"valéuFde*ia*ùa'riab‘lè "qui entre
dans cettè‘intégräîe*ë0if 'à' ch'àtj‘hefih‘s‘ta'11t*fixée“pæ1fiêïapOSüioh—‘d’un
point mobile sur 'la” b‘îquadrâtitït—ïè, ô1'1‘ q'u'e-‘le =clé[1î'aèémëflt"du'- point
1116bile de la courbe déte‘fln‘ih-e‘]ä‘Väfi’atîm1'd€iâ"V&t‘iàb’l‘ëà‘ '

'

Étant pris,‘ sur la cô1ii%ë;"üh‘p‘oîñ't"aî‘bîträîre‘”1.3,q1liëcbrre‘spôndeà

la“ Valeur de la vafîablè prise'pour‘lîtnitèinférieù’re“del’intégrale; si le
point mobile, qi1î‘fi1‘1e 'ä“bha—‘C;î11è’=iùäläùt la ‘Va‘len‘rdécette-Vàr‘i—able,se
meùt sur la courbe”: jusqu’à 1111 point'ddnùé A,“ 011 obtiendra pô'ur l’in—
tégrale considérëë'üne väleù‘1‘p‘arfa‘ît‘è1‘ñ‘ëñt détér1fiinéé. Cefië valeur,
cependàn't, ‘ne Se1‘a paS en‘tieïèfi1éñfideterminéèpar _la' ëe1flè“cofil1àis-
sance du point A;ëll‘è‘dépèn'—d, èômme'bn 1e 32111,“'du èhemmque
l’on a suivi pour se 111011v011‘,5111 151 'coû‘rh‘è., id11'_poir‘i't 1.5 1111 point A‘; et fl_'_"'l,'

[*] Voirn01amment le Mémoire Über die Anwamiang denäbelschenflmc!âancn
in der Geome:rie (Crelle, t. LXIIÏ).

[**] Quand la courbe est tracée s_1__1r_u,ne sphère, cette. intégrale prendune form(
géomét1ique très-simple;_e_n deswnant parM 1111 point quelconque de cette cou_rbe,
par F, G, H, K ses quatue foyers 1eels, elle

s_ _exp1ime_de la _fz1çor1_st11vapt_e_:  ;,;v_:æ_>_ 1?-‘;«f '

'f\/11L“.MG.MH.MK f

25…
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d ’après le c-he111in-qu’m1—a»—su‘ivi,-lavaleur de H 11 légra1e-peutde1ne1—ircr
la même,ou êt_re—augmentée’d’ùn:multiple quelconque de l’une des
deux périodes qui appartiennent à l’intégrale elliptique considérée.
Dans tout ce qui suit,je;désigneraioons‘1ammmtcesdeux périodes p111‘

2p et 291, en posant pour abrèger, p+q =r, 21° étant une autre
période de !’ intégrale dépendant des deux premiè1€s. «- ‘

&

Lmsqu’011 se donne la—valeurde l’ intégrale, prise à pa1tir du point
o1igine @, le point A qui .correspond=à la valeur extrême de… la va—

riable est complètement délerminé ; mais, lorsqu’on se donne 1111

contraire ce point A, la valeur de ] intég1z1le n’est détem1inée qu’à 1111

multiple près de 2p el cle 21}.
Cela posé, la proposition fondamentale donnée par M“. Clebsch, sur

laquelle je m’appuierai dans 10111 ce qui suit, peut s’énoncer ainsi :

« Si l’on coupe la“biquadratiqueK par 1111"p1311 (1111 la 1‘è11è01111‘€ aux
points A, B, C et D, la somme des quatre 'i11têgmlë_s (l’01‘1t’l'es limités
supérieuressont caractérisées par les points A, B, C et D est une quan—
tité constante, quelle que soit la position du plan, 011, 1111 moins, cette
quantité ne peut varier que de multiples des deux périodes up et 21}.

Pour exprimer ce genre de relation., en peut employer avec avan»—
lz1ge le signe de la congr11€nce de Gauss, et écrire simplement

A +B—1—C—1—D—Ea (n1ocl.2p,2q)—

:( désignant une quantité constante.
C0111111ejuæq—11’1c1 l’origine w a été. prise arbitrairement, rien 11’Q1114

pêche de la choisi1 de Dtelle 5011e que la constante « sOit n11lle;en
sorte que l’on aurasimplement ‘

U) A+B+C+Dau
Dans cette congruence, A ne représente pas le point A,- mais l’inté-
grale 11111 3 etend clepu15 l 01‘1g11‘16 fixe Jusana'ce p0111t. ll:-ny a (| 211!—

leurs lieu de redouter aucune confusion dans-—ce double e111pl—oid’une
même lettre pour représenter un point et une i11lègrale la présence
du signe de la congruence suffisant pour fixer le sens que l’ on doit
yattachw. : .

'
- '

»

' -’
1
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5 La congruencæ(11) 'exïprime'1a Condition1n'éceesà-Ère et suffisante

pour que quatrepoints A, Bf,@Dde la h1quz1dmt1qnesoient
113113

1111

même plan. .

— = « -- =- .
'

Soieùt A et B deux points donnés de cette courbe, 11 exiSt'e une
surface du second ordreS, bien déterminée, qui=:passe par la courbe
et qui a la droite AB pour génératrice.Si, pañAB, 011'111ène 1111 plan
quelconque rencontrant la courbe aux points-=1X et-Y,‘ la -dmite'fXYest,
comme 011 le sait, l’ une

q11e1c011q11e
des génératrices du second ”sys—

tème de cette 511 r1ace - ' -
' '

Or, d’après la relation (1), 011 &

X+Y+A+BEO, ,d’où X+ï:—…—(A+B) ._-,

Si 1’ on pose 110111 ab1eger A+B……À 1011 voit que, pour 10111es
les générat1ices du système contra_ire à AB, 1’011 a

!

<2> . .

‘

'ï‘X“+1î—i+‘—.-‘kiÿ
‘

De même, si X etY désigr‘1e‘fit lès déüx p01n't's où 111163 generatnce (lè

la surface S de
mê1ne_s_ystèr_11€que

AB_
5’
1113111116

5111" k,
011 voitque 1 011

11 la 1e1ation

(3) '=ï-"X+YT—EÏL

D’où cette conclusion : Si l’on prend,-sur la biquadmtique,rune série
de points X, Y satisfaisant àJ-—a relation (—3«),=10u1€s£1135_ —duroites1elles
que XY sont les génératrices d’un système d’une même '.5111‘f11æ- 1111

second ordre passant par la biquadmtique; et les droites XY, qui
joignent les couples de points satisfaisant à la relation (2) 50111 les.

génératrices du second système de Cette même surface.
On voit que chacune des surfaces du second ordre que l’on peut

mener par K est caraCtériséewpa-r une constante 51:11; je dèsigne'rài
souvent l’une de' ces surfaces par la valeur de 'il-+1 constante q111'51111

est propre, et 1’ 011 comprend1aaisément ceque je veux dire
{131

sur-
face(+k). -- — .- .

<-, « .»… ..1 «- . . « .«

4. Parmi les surfaces du second ordre qui passent par K se trou-
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vent e1‘1-partiaulier quatrQ‘,.çônes=z Soien-L X et Yeles11-inply où l’une
des génératrices d’un de ces cônes s’app1üeüsun-l& 300111‘heg1 cette géné-‘
ratrice et la génératrice infiniment voisine étant dans 1111 même plan,
on doit avoir "‘- "

_
_
2(X_+ Y) a 0

_; s— _. --_:_;1:.. «:_-‘.: --.Îfî-

si 1011 résout cette co11gruence?en observant qu’elle exprime que le
second membre est non pas nul, mais un multiplé quelconque de xp
et de 21}, 011 e1_1_cléd111t_ 11—15£ q_gatgç_ägplut1_pgg25111_yz111__tgs_ '.

(

.11‘

X +YÏ=P» ‘

_ _

' «Xf—+ Yan;— .«

'

dans la dernière congruel1ce,lj’ai_ppsé, pq_1__1r abré€en,_;i + (1: J',

Telles sont les relations qui caractérisent les quatre cônes du se-
cond ordre qui passent pair K; j’appellerai O, P, Q,- B les sommets
de ces quatre cônes, en sorte que toute droite passant par le sommet
0 et sappuyant en deux points“ de la combe

d0m1era
lieu à la re—

lation

De même toute géné1atrice d11 cône ayant pour gommet Q dqune1a
lieu à la relation ,

_ _

,
.

.
.

X + Y î=“ q.

5. Les pointh, P,, Q, B_S_011t les som__1neta_ d’1u1
__
té_tnaèdre conju-

gué par rapport à_lo1_1_1eg_…£les surfaççg d_1__1__5çcoud…prdre…qui passent
par K. 011 peut grouper_de trois façons Qifférenteg,le33nêtes_de ce
tétraèdre de façon que chaque gro11pe ç911.tiçûp€ deux<arêLesfoppo-
sées. Soient_OP et QR… les …arêt_es.ppposées…._correspondant à un mode
de groupement, et X un point quelconque de la courbe K.,

_ _ _

Menons la droite OX, elle rencontre la courbe en 1111 deuxième
point X',_ et l’on a

X+X’…=—30;- 1…
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joignons X’ au point »*P et appelOn‘s Y le “poian011 la droite PX’ ren—

contre de 11011Vea11111courbe.“0n a '
-

——.'w
' ' »

"i" .“. -':.i"Ï'—Ï‘ .Î'Ïi1* ' ' .* ‘ t‘*ï‘l.'1_‘Î!_ïi Ï")l
."

.‘,.Î._'__-,"}"

. X' + Y:——p.

Les deux points ainsi obtenus X et Y, satisfont à la relation
'* “ X _; Y_ÈP, ”011— BienYXp

Je dirai que ces dèuX })OÎ'ÙtS 50111 611113: points conjugués de la biqua—
dratique, relativement au mode _de groupement défini par les arêtes
OP et QR, ou bien par la demi—périodep.

La droite XY qui joint deux points conjugués, rencontre évidem-
ment l’arête OP; on peut voir aussi facilement qu’elle rencontre l’a—

rête opposée RQ. Joignons en effet X au sommet R, et soit X” le point
où cette droite coupe K; menons la droite X”Q, et soit Y" le point de

rencontre de cettedrmte :1vëc K.13 011 a évidèn11nent
'

X+X”::r, X”+'Y”Œç, d’où Y’Ï—Xaq—_—ræp.
Le point Y” , ai1151determ1ne se confond avec le point Y; ce qui dè-
111ontre la proposition énoncée.

Ainsi la droitejoignant deux points conjugués quelconques s’ap-
puie sur les deux arêtes opposées du tétraèdre qui définissent le mode
de groupement; 1écipfoque‘ment, toute droite s’appuyant sur ces deux
arêtes, et renconlrant la courbe, la rencontre en deux points con—
]llglléS.

Si nous considérons une surface quelconque du second ordre 8 pas-
sant par K, }es deuxa1‘êl‘es OP et QR sont des droites polaires réci-
p1oqués,relativementa cette surface”; 1[me de ces droites la coupe
donc endeux points 'réëls ts et @. De11x po‘înts conjugués quelcon—
ques et 169 points 15 et 111" sont dans 1111 même plan qui coupe la 5111;—

face s11ivan‘t une Comique d1wseeharmomquementpar les quatre points
considérés '

‘ " '

|

—‘ 1‘.7'1__‘_; _

6. Si l’on détermine tous les couples de points conjugués q11îcôr-
respondent 1111 mode de groupement caractérisé par les deux arêtes
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OP et QR,ïdu;par 111 demi—péri/ode pf, les dr0itesjoügnanteeädifférents
points forment une surface réglée “ayant pour droitès do11ble‘s»les
arêtes OP et QR' cette surface est évidemment du quatrième ordre;
ie la désignerai par la notation T.

81 l’on appelle Y et X les points où une génératrice quelconque de
cette su1face s appuie sur la cou1be, l’on 21

Y— XEP.
Il y a lieu de considérer deux autres surfaces de même espèCe carac—
té1isées par les demi--périodes q _et r; je les désignerm par Tqet T

7. A et B étant deux points Quèl_conques de K, par la corde AB
011 peut mener quatre plans tangen_ts & la courbe, les quatre p0mts
(le contact sont les sommets d’un tetmèdre. Deux arêtes opposées
quelconquesde c@ letraèdre rencontrent deux {17êtes apposéesdu tét1aè-
rire OPQR. _

Appelons X 11111 quelconque des points de contact des plans tan—

cents cherchés, 011 a la relation

À+B+2XEO;
d’où l’on déduit pour X les quatre valeurs suivantes :

A B ,, A+ B -

£X’E— (—Î——-)a X’:“—:——(————)+q2 2(a\

?

X”E—— <ê—Î—lä) + p, X”E —- (A…+B)
-+_,__ , -

v
2 2 _

_

C0ns1dérons deux qùelconquesdes arêtes 0pp05éés du tetraedre
XX’X”X’” par

exemple
les arêtes X’X”et X”’X‘V, l’on a

‘ '

X” ——X’—:“—;p
- et X“’——— X'”æ,æ,

puisque r==p + ([
La proposition est doncdemontœe, les deuxarêtes X'X—"etX’”Xxv

sont deux géné1at1ices de la surfäcêTÿ"
" -- —

- - -
,
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8. Supposons maintenant que la corde AB soit elle—même une géné-

ratricede T,,, en sorte que l’on ait,

(5) " " " '
"À'-—"B“=—:p;

désigno‘ns toujo1îrsÎpärX',X”,‘X”_’ et X“ les quatre pointsde contact des
plans que l’on peut mener parc€tte e0r‘de tangehtiellementà la courbe.
Des quatre arêtes du tétraèdre X’X”X’”X“’, deux sont aussi des Oéné-
trices de T,, ; ce sont les droites X’X” et X’”X”.

Choisissons arbihairement une de ces droites, X’X” par exemple; il
est facile de voir que les quatre droites AX’, AX”, BX', BX” sont des
génératrices d’une même surface du second ordre passant par K.
Les congruences (01), qui déterminent X',X”,X'" et X“, donnent, en
effet, si l’on tient compte de la relation (5),

A+X’—:£B+X”_—EË et ”A+X'ËB+XË_Ë.
Cette surface du second ordre est caractérisée par la constante i %:
011 voi1qu’elle estla même, quelle que soit 111 génératrice AB de la sur—
face T,, que l’on ait choisie. Je la désignerai dans ce qui suit par la
lettre S,,.

Relativement& cette surface Sm je dirai que les droites AB et X’X”
sont deux génératrices associéespde la surface T,,.

Puisque les droites AX’, AX”, BX’ et BX” sont des génératrices de
S , l’on voit que deux “génératrices associées sont des droites polaires
réciproques l’une de l’autre par rapport à Sp.

Si nous avions fait correspondre la droitepX"X“'à la corde AB, nous
aurions démontré de même que les droites AX’”, AX”, BX’” et BXIV
étaient les génératrices d’une même surface du second ordre passant
par la courbeK et caractérisées par la constante

=<1—w>-
Je désigneraicette deuxième surface par la notation S,,: ,

Les droites telles que AB_et X’Ï’X*Ï,seront dites des génératrices esso—
ciées de T,, relativement à la s11rfaceS,æ_,_

_
_ ‘ _

Tome XV (-1" série). -— JUIN 1870. 26
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La considération des surfaces qutT,0011duiraitde même à la con-

sidér1tion de quatre mûres su1faces du second ordre S,, S,, S, et S,:.
La p1op1iëté quejai signalée dessix surfaces S,,, S,,: ;Sq, S,, S,, S,:,

à savoir: qu’à chacune d’elles correspond une surface réglée du qua—

trième ordre dont chaque.génératrice s’appuie en deux points de K et
qui est à elle-mê1ne sa transforméepar polaires réciproques, lorsque
l’on prend pour base la,surfaqe considérée, est caractéristique de ces
surfaces.

Étant donnée une droite s’appuyant 1311 deux points sur K et telle,
que sa polaire, par rapport à une surface de second degré passant par
cette courbe, s’appuie aussi en deux points sur cette…cqurbe,on dé-
montrera facilement que cette droite est une génératrice de l’une des
trois surfaces T,,, T, et T,, et que la- surface du second degré est une
des six surfaces que j’ai mentionnées et qui correspondent deux à

deux à T,,, T,, el T,…

9. LEM.‘1IE. —— Étant données deux génératrices quelconquex G et G’
1/1: [a szu_y"izcc 'l‘,,, associées par rapport à la swflzce S,,, et;deuæ ge')1e'm—

trich quelconques H et H’ de T,,, associéespar rapport & S,,r, ces quatre
droites‘ et 105 arêtes OP, OQ sont toujours situées sur un même ]IJ'/)€I'—

[JOZUÏ1/G.

En effet, les droites H, H’ et G, qui s’appuient toutes lesïrois sur OP
et 5111 OQ, déterminent 1111 hyperboloïde, dont l’intersection avec la
s111face ] est une combe 11111111itièm€ 01dre.

'
'

Les 1110111511, H’ G ,UP et QQ)faisant p£11tie de !’ intersection et ces
deux dernières devant, chacune, compter pour deux, puisquelles sont
des droites doubles del" ,la Courbe d’intersection ne peut ètre com-
plélée que par une s1xième droite. 11 sagitde prouver que cette d1oite
est p1écisémeut G.

A cet effet, désignons respectivementpar lz, h,; ]z’, Îz',; g, g,; ;1i‘, x,
les points 011 s’appuientsur la courbe K les droites H, H’, G et la droite
cherchée. ‘

L1=s droites H et H’ étant associées par rapport à la st1rface S,,r, l’on :1

Îz—Îz,æp, Îz’——Îz’,;—3p, iz'+h==—+q;
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la droite G et la droite chèrCl-1éeétant des génératricesde TP, l’on a aussi

g—g|Ë‘P et x_.T|EP.
Maintenant, remarquons que les huit’points 72, h,; /z’, h'1 ; g, g, ; œ, ac,
étant les points d’intersection de K-avec une surface de second degré,
ou a, d’après les principes posés parëM. Clebsch,

!)]h+ h, +h’ +Îz'1 +g+g. +Œ+æ,

On déduit facilement des relations précédentes

2x + € + g, 5 O.

D’où l’on voit que la droite cherchée 3096, ne peut être que l’associée
de G relativement à la surface de SP ou son associée relativement à la
surface S,,«.

La dernière hypothèse ne peut être admise.
Considéronsen effet les quatre droites H, H’; C et .rar… qui sont

quatre génératrices d’un même système de l’hyperboloïde.
Les droites de ce groupe ne font que s‘échanger entre elles, lors—

qu’on prend leurs polaires relativement à sz; l’hyperboloïde qui les
contient devrait donc se transformer en lui-mème en employant une
transformationpar polaires réciproquesayant pour base S,,:.

Ce qui est impossible, puisque l’hyperboloïde ne se confond pas
avec Spr.

L’hypothèse précédente étant donc écartée, il s’ensuit que la droite
cherchée est la génératriceassociée à G relativement à la surface SI,.

Ce qui démontre le lemme énoncé ci-dessus.
COROLLAIRE. — Prenons la trace de T,, sur un plan quelconque;

soient H et D’ les points où ce plan rencontre les arêtes DP et QR, ces
points sont les deux points doubles de la courbe du quatrième ordre
qui forme cette trace. ,

Soient a et @ les points où deux génératricesquelconques, associées
par rapport à Spv, coupent le plan sécant.

Désignons en général par x et y les deux points de la courbe où le
26…
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plan s—éca-nt coupe deux génératrices mobiles de=TP associées par. rap—
port a S,,-, il resulte du lemme precedent que, quel que sort le couple
de points x et y que l’on considère, ces deux points variables et les
quaire pnintsfixes a…, @, H et E’ sont sur une même conique.

i0. LEMME. -— Étant donnés une courbe du quatrième ordre - ayant
deux points doubles II et ]]’, el deuæ- pointsfiæes a. et @ pris sur cette
courbe, si [‘en même par ces quatre points une coniqàe quelconque, la
droite qui joint les deux autres points ac, )f, où la conique variable ren—
contre de nouveau la courbe, enveloppe une conique.

Joignons les points H et H’ à un point E pris arbit*airemeùt dans
l’espace et, par les droites EH et EÎI’, faisons passer une stwface du
second degré qwlconque A. Le cône, ayant pour sommet E ‘et pour
base la courbe du quatrième degré, coupera cette surface suivant
une biquadralique B. Soient a et b les projections coniques des
points a et [3 sur la courbe B, X et Y les projections coniques des
points variables x et y; les points ac, (8, ac, ; et H, H’ étant sur
une même conique, il en résulte que les points a, b,X et Y_sont dans
un même plan. Comme, d’ailleurs, ils sont situés sur la biquadra-
tique, l’on voit que la droite XY engendre dans l’espace une surface
du second degré; les droites telles que JC)”, qui, dans le plan sé-
cant, sont les projections des génératrices de cette surface enveloppent.
donc une conique.

COROLLAIRE. — De ce lemme et (lu corollaire précédent, il résulte
imz_uédintement la proposition suivante :

' ‘
'

Si l’on coupe la surface T,, par un plan quelconque et si l’on dési—
gne, pour un instant, sous le nom de points associés de la courbe
d’intersection, les points de cette Courbe qui appartiennent à deux
génératrices de TP associées re\ativement %: Sp, les droites qui joignent
deux points associés quelconques enveloppe… une conique.

“H. Si d’un point de l’espace A, on mène les (lÿ‘fe'rentes‘ droites qui
rencontrent deux génératrices de T,, associées entre elles par rapport
à [a surjàce Sp, ces droites jbrment un cône du second degré.

En effet, pour trouver le degré du cône formé par ces droites,
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menons par= A'un plan quelconque M et cherchunscomhi€nce cône
contient de droitesSatisfaisant à la condition donnée.

Ces droites doivent évidemment passer par un couple de points
associés de la courbe d’intersection de TP avec le plan M; or les
droites qui joignent ces points associés enveloppent une conique à

laquelle on ne peut mener que deux tangenlæ pm‘ le point A. Le
plan M ne contient donc que deux droites satisfaisant à la condition
donnée; le lieu cherché est donc un cône du second degré.

‘12. Les surfacesréglées TP et S,,r ont quatre génératrices communes.
En effet, les génératrices rectilignes de S,,: se partagent, comme on sait,
en deux systèmes. Eu désignant par X et Y les points où l’une quel-
conque de ces droites s’appuie sur K, l’on a, pour les génératrices de
l’un des systèmes, la relation

je dirai que les génératrices qui donnent lieu à cette relation sont
du premier système. Les génératrices du second système donnent lieu
à la relation

__ PX+Y=—E—q
Cherchons combien de génératrices de S,,: du premier système peu-

ventappartenir à la surface T,,. Soit XY l’une quelconqued’entre elles;
on devra avoir à la fois les deux relations

X+YEî—+(Ï et X—Yæp;
d’où l’on déduit

3!)2XE———‘9.+q’

relation qui fournit, pour X, les quatre valeurs suivantes :
'

3p (; 3]; q , 3p (; - 31
..

clx,”*____—_+_ g”=__.+)+_ X”=…+ {
_, XI\'——-— I_{__1. __l_:

4 27 4 I 2’ '
4

q 2 “"'"
4

- ’_l 2.
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les valeurs correspondantes de Y sont les quatre suivantes :

Y'Zî—,p—-p + —> Y”=-— '—’: Y’”_=:— 3—13 +r+ 2» Y”=3——’Ï +fl+Z—

4 4 2 4 4

mleurs qui sont, deux à deux, égales à celles de X, comme on devait
le prévoir.

Ïl résulte de là que TP et S,,r ont en commun deux génératrices du
premier système, savoir :

X' Y’ et X'” Y’”.
On a .

.

X’ + X'” E %;

donc les deux génératrices X’ Y’ et X’” Y'” sont associées relativement
à la surface Sp'

‘

Ce que | ’ai dit des génératrices du premier système 5’applique éga—

lement aux génératrices du second système.
Dou la conclusion suivante.

Les swfaces Tp et S,; ont quatre génératrices communes; deux
rl’em‘re elles sont d’un même système et sont associées relativement à
la szujäce SI,, les deuæ autres appartiennent à l’autre système de
génératrices et sont également associées relativement à la même sur-

_jàce.

Il est clair que tout ce qui précède s’applique également à la sur—

face S,). Les quatre génératrices qu’elle a en commun avec la--surface
T,, sont deux à deux assocwes par rapport a sz.

15. Considérons maintenant un point quelconque M de la surface
Spi; les droites qui, passant par ce point, rencontrent à la fois deux
génératrices de TP associées par rapport à SP, forment, commeje l’ai
montré, un cône du second degré.

Ce cône passe par les génératrices (M’) et_ (M”) de la surface S,; qui
se croisent au point M. En effet, ii y a sur cette surface deux généra—
trices de même système que (M’), qui sont en même temps deux géné—
trices de T,, associées par rapport à Sp; ces deux droiles sont ren—
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contrées par (M'), q11i_se trouve ainsi sur le cône dont je viens de
parler. On démo11trerait de même que (M”) est située sur ce cône.

Remarquons, maintenant, que ce cône, ayant en commun avec S,,;

deux génératrices, le coupe, indépendamment de ces deux droites, sui—

vant une section plane. D'où la conclusion suivante :

Si, par un point quelconque de la surface S,,r, on mène les diffé—
rentes droites qui rencontrent à la fois deux génératrices de TP asso—

ciées par rapport à S,,, ces dr0ités forment un côné qui coupe S,,r sui—
vant une comque.

”14. Cette proposition peut encore être énoncée de la façon sui—
vante : _

Etant donnée la surface S,,r, passant par la l)iqnadœtiqœ K, appe-
lons, pour un instant, points coñjugués de cette courbe les deux
poin!s où une génératrice quelconque de TP rencontre la surface; cela
posé, si l’on prend 1111

point M quelconquede Sp: et si, par ce point et
chacun des Couples de points conjugués de K, 011 fait passer une co-
nique située sur Sp:le lieu du point de la conique conjuguée harmo—
niquement de M, par rapport au couple de points

0011j11g11és
quelle

coxfiiept, est une conique [].
— ’i5.‘ Supposons que le point M soit situé sur la courbe K, la coni—

que‘d‘ont jeviensd€-parlerpassera également par ‘ce point.
En effet désignons par M' un point infiniment voisin de M et situé

5111: la Courbe K,par M” le point conjugué de M’. Sipa1 les trois
poig1ts—M, MGM”, 1011 fait passer une conique située sur la surfaceS
le point de cette conique harmoniquement conjugué de M, relative-
111ent:1u couple de points M’, M”, est infiniment voisin du point M.

La conique passedonc par ce point, “et l'on pourrait même déduire
de_ la démonstration précédente que son plan touche la courbe K;  

[*] Cette propriété est caractéristiqr,w de la surface S,,r. Lorsque cette surface est
une Sphère, la ”ceurbe K jouit alors de propriétés particulières qui présentent quelque
1nlé1‘êt.

Voir Bulletin de la Société Plei!onmt/zique (_ Mars 1868) ma Note sur les Cassiniennes
planes et spèr—iques._
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mais il est facile de déterminer d’une façon plus précise la position de
ce plan.

Examiuons de plus près quel est le lieu des droites passant par M-
et rencontrant à la fois deux génératrices de T,, associées par rap—
port 21 SP.

Par le point M passe une génératrice de TP; soient 3" cette généra-
’ son associée. Toute droite passant par M et s’appuyant

surg’ rencontre les deux génératrices associées g et g’; le plan
qui contient le point M et g’ fait donc partie du lieu cherché. On
peut remarquer d’ailleurs que, les génératrices g et g’ étant polaires
réciproques relativement à la surface S,,, ce plan est précisément le
plan tangent à cette dernière surface.

Ce plan faisant partie du lieu qui est en général un cône du se—

cond degré, le lieu doit se composer en outre, dans ce cas., d’un se-
cond plan.

Il est facile de voir que ce second plan est le plan tangent mené par
M tangentiellement à la surface Spr. Considérons en effet une des géné-
ratrices de cette surface qui passe par M, par exemple celle du pre-
mier système (M,); comme je l’ai montré plus haut, la surface S,,,

trice et g

contient deux génératrices du second système qui sont en même
temps des génératrices de T,, associées par rapport à S,,; ces deux
droites sont rencontrées par (M, ); le même raisonnement s’applique
évidemment à la deuxième génératrice de S,, qui passe par le point M.
Cela posé, le plan cherché ne peut être que le plan de ces deux
génératrices, ou, en H’autres termes, le plan tangent en M à la sur-
face Spr.

D’où la conclusion suivante :

Si par un point quelconque M de la courbe K, on mène les d_ifle'—
rentes droites qui rencontrent à la fois deux génératrices de T,, asso—

ciées par rapport à la swfizce Sp, ces droites sont situées dans le plan
mené par le point M tangentiellement & la surface Spi.

De même :

Si par un point quelconque M de la courbe K, on mène les dÿj‘e'—

rentes droites qui rencontrent & lajbz‘s deux génératrices de T,, asso—
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cie'espar rapport à la surface 8ces droites sont sztue'es dans le plm1
menépar le point M tangent1‘ellement & la surface Sp.

Propriété que ]on peut encore énoncer comme il suit ”:

Étant mené, par un point quelconque M de la courbe K., le plan
tangent à la surface Sp, toute droite de ce plan qui, passant par ce
point, rencontre une génératrice de TP, rencontre aussi la génératrice
de cette surface qui lui est associée relativement à SP,.

16. Considérons maintenant la surface Sp et deux génératrices
quelconques,— h et k', de T,, associées par rapport à la Surface sz, en
sorte que—h et ï/1' soient des droites polaires—réciproques relativementà

cette dernière surface.
‘le dis que 'si unedroite mobile D estassujeltieà rencontrer constam—

ment les de11x-droites h et h' et à toucher la surface Sp, le lieu de son
point de contact est la courbe K.

Efi-effe't,—'étapt pris un point qùelconque 17 sur la droite 71, il résulte,
dela d*éfiniti011mêm'edu mouvement de D.,“ que par ce point passent
deux droites satisfaisant aux conditions données; à ces deux droites
cdrresp0ndeflt d’ailleurs deux points de contact v;' et Y)”.

Imaginonsle cône circonscrit à Sp et ayant pour sommet le point “a ;“

la courbe de'conlact de ce cône, dont le sommet est: sur la droiteh,‘
passe d’abord par demi 'points fixesqui- sont les points où S,, est coupée
par -lap0]àire de' h relativement à cette surface. Ces deux points fixes
sont sur la tourbe K; car cette polaire est la génératrice de T,,ass‘o—
ci‘éeÏd‘e & pf‘ar—rappqrt à 85, et l’on sait que cette génératrice s’appuie
sur deux points de K.

Abstraction faite de ces deux points fixes, la gconique de contact '

rencontre K en deux points variàbles; en l’un de ces points 01 me—
nOns le plan tangent; ce plan coupe la droite 72 au point 73, dailleurs
la droite o_c‘1q, étant ”situéedans le plan mené para'ata1_1gentiellement à la
surface S,, et renCo1nrànt Il, doit rencontrer h’; le point oc se cou-
fond donpcavec l’ 1111 des deux points1q' etr)”. ' 7

'

Le lieu de ces derniers points est donc la courbe K
])où la propesition suivante.

Étant données la,surface __S,, et deuä_c gencratnces quelconquesde __f
Tome XV (2° série}. —— JUILLET 1870. 27
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associées relativement à la swface Spv, si une droite mobile est assuè
jettie & rencontrer constamment les deux génératrices et _à toucher Sp,
le lieu des points {'le contact est la courbe K.

17. Il résulte de ce qui précède qu’étant donnée une hiqnadratique
quelconque K, on peut l’cngendrer de la façon indiquée par le théo—
rème de M. Chasles, au moyen d’une quelconque des six surfaces

S… Spi; Sq, Sql; S,, S,!

quej’ai précédemment définies.
Ayant pris une de ces surfaces, l’on peut encore choisir d'une infinité

de façons le couple de droites fixes qui, avec la surface, déterminent
le mode de génération de la courbe.

18. Les surfaces réglées du quatrième ordre, que j’ai rencontrées
dans cette recherche, TP, Tq et T,., ne sont autre chose, comme il est
facile de le voir, que les surfaces étudiées précédemment par M. de la
Gournerie, sons le nom de quadricuspidales limites [*].

Une telle surface contient deux droites doubles; TP, par exemple, a
pour droites doubles les deux arêtes OP et QR du tétraèdre conjugué
formé par les sommets des quatre cônes qui passent par la courbe K.

Par chacun des points de l’une de ces arêtes passent deux généra—
trices de la surface; si l’on désigne respectivement par JC et y les
points où une quelconque de ces deux génératrices s’appuie sur OP et
sur QR, on voit qu'à chaque position du point ac correspondent deux
positions du point], et réciproquement. Les points &? ety tracent donc,
sur les droites doubles OP et OQ, ce qu’on peut appeler des divisions
homographiques du second ordre; mais ici ces divisions .sont d’une
espèce particulière et jouissent d’une propriété remarquable entière—
ment caractéristique.

L’on a en effet cette pro;msition :

Étant donné un point ac’ situé sur la droite OP, si }" et_y” désignent
les deux points qui lui correspondent sur la droite OQ, les points;’ et 

[*] Voir Recherches sur les surfaces tétraédmles Çsfmé!riques, p. 85.
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y” ont pour correspondants le point m’ et un autre et même poinçx”;
de telle sorte que le point x” a aussi pour correspondants les points
)" et j”.

M. Chasles, qui, le premier, a signalé ce mode de correspondance
remarquable, & montré que, si elle avait lieu pour une position particu-
lière du point JC’, elle avaiî lieu nécessairement pour toute autre posi—
tion de ce point.

Appelons oc et @ les points où là droite OP coupe une quelconque
des surfaces du second ordre V que l’on peut mener par K, et 7 et d‘

les points où QR rencontre cette même surface. Les droites OP et QR
étant polaires réciproques par rapport à cette surface, 7 et à sont pré—
cisément les points de contact des plans menés par OPtangentielle—
ment à V.

Les droites cry, ocd‘,
{n°7 et [36‘ sont des génératrices de cette surface, et

chacune d’elles, rencontrant par suite en deux points la courbe K, en
même temps qu’elle s’appuie sur les deux droites OP et QR, est une
génératrice de la surface réglée Tp; il est clair maintenant qu’à chacun
des points oc et @ de la droite OP correspondent les deux points 7 et d‘
de la droite OQ.

La correspondance qui existe entre les points de division sur ces
deux droites est donc de l’espèce particulière dont j’ai parlé plus
haut.

La réciproque est évidente, et l’on peut énoncerla_proposition sui-
vante : . _

« Si, sur deux droites fixes, on a deux divisions qui se correspondent
de telle façon qu’à un point quelconque d’une des droites correspon—
dent deux points de la seconde; si, en outre, le mode de correspon-
dance est tel, qu’un même couple de points de l’une des droites corres—
ponde à deùx mêmes points de l’autre, les droites joignant les couples
de points correspondants forment une. surface réglée du quatrième
ordre, de l’espèce de celles que M. de la Gournerie & désignées sous le
nom de quadr1‘cu5pidales limites.

.

19. Ces dernières surfaces sont une variété de surfaces réglées du
huitième ordre, que le même géomètre & étudiées sous le nom de qua-
dricuguidales.

27..
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Elles peuvent se définir très—simplement de la manière suivante :

Considérons une biquadratique K et une surface réglée quelconque
dont chacune des génératrices s’appuie en deux points sur la courbe.
Soient X et Y les points où l’une de ces génératrices rencontreK, et X’,
Y’ les points analogues pour la génératrice infiniment voisine: on peut
se demandercomment la surface doit être particularisée, afin que les
droites XY—’ et X’Y soient des génératrices infiniment voisines d’une
même surface du second ordre passant par K.

Faisons pour un instant

X’£.—' X + dX,
Y’E—…Y + dY;

pour que X'Y’ et X’Y soient les génératrices d‘une même surface du se—

cond ordre, on doit avoir .

X + Y’E Y + X’,
ou bien , ;

' X+Y+dYa—iY+X+J'X.
ou enfin

.
_

{HEÆL
et, en intégrant,

Y—Xam
a désignant mine qunnlilé constante.

La surface engendrée par une droite XY, s’appuyantsurla courbek
en deux points X et Y satiSfaisant à la relation précédente, est la
quadricnspidal€; je dirai, pour abréger, que K est la base de lu-

quadricuspidale.
_

Une propriété lrès-sîmple et “entièrementlcaracléristiqùe de cette
surface résulte inuuèdiatement de la relatioh précédente.

Soient XY el X’Y' deux génératrices quelconques d’une qnadricus«
pidale, on a " '  '

'
' ‘

ll‘.

Y“XEÜÆMŸwX%H7
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relation d’où l’0n déduit

Y+ X’£Y’+X;
d’où la proposition suivante:

Étant données deux génératrices quelconques XY et X’Y' d’une
qzemlricuspidaleayant pour base une biquadmtiqueK, les deux droites
XY’ et YX’ sont deuæ génératnces d’un même 31stème d’une stajace
du second ordre

20. Soient deux génératrices infiniment voisines XY et X'Y’ d’une
quadricuspidaleG ayant pour base K; d’après ce qui précède, XY’ et
Y’X sont les génératrices d‘une même surface de second ordre passant
par K.

Par XY menons un plan quelconque L et cherchons le point où ce
plan est tangent à la surface G. A cet effet, projetons les deux gé11é1“—

trices sur un plan perpendiculaire a11-plan L; soient respectivement
@, 77,€’e n’les p1ojections sur ce plan des points X Y, X' et Y'; _1'

le
p1)i11td’ti11tersecti011des deux droitesg?) et €’n’ , :» celui où se coupent
les droitesë1q’ et n&'. Les points 1' et 01 ont évidemment pour limites
les points de contact du pointL avec la surface quadrimmp1däleet avec
la 5111face du second ord1e pàssant par K et par la droite XY; dail—
leu1s on voit immédiatement, en considé1antla figure formée surla pro-
jection, que ces points limites divisent-‘l1armoniquen1ent le segment fin.

011 en conclut la proposition suivante (1 1111 f1équent usage dans les
applications: ‘

Emm données (1116 quadricuspidale ayantpour base 11116 Courbe K et
une génamtnce XY de cette s1uface,si !’on considèreen même temps
la smjnce du second ordre qui passe par K et par XY, tout plan mené
par cette dernière rhoite touche [a quadzzcuspidaleet là swfàce du se—

cond ordre en deux points qui partagent harnzoniquemcnt le set,—
ment XY.

Soient Lle plan mené pa1‘XY et Y, Z les deux points oùce plan coupe
la courbe K; YZ est la deuxième génératrice de la surface du second
ordre située dans le plan; le plan de ‘re11cô‘ntre T des droites YZ et XY
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est le point où se touchent ce plan et cette surface; 500 conjugué
harmonique, relativement au segment XY, est donc, d’après ce qui
précède, le point où le plan L louche la quadricuspidale.

21.011e quadricuspidale& quatre lignesdoubles. En effet, soit XY une
génératrice de cette surface; prenons un quelconque des sommets des
cônes qui passent par la-base K, le point 0 par exemple. Joignons X
et Y au point 0, et soientX’, Y’ les points où les droites ainsi obtenues
rencontrent K; en :1 les trois congmences suivantes :

Y—Xæa, X+X’î£0, Y+Y’:-:o,

d’où l’on déduit
Y' —— X' =5—:——: a.

La droite Y’X' est donc une deuxième génératrice de la surface; appe-
lons D. le point d’intersection des droites YX et Y’X’. On voit que Q
est un point double de la surface; ce point, d’après la façon même dont
on l’a construit, est d’ailleursévidemment dans lé plan des trois som-
mets PQR. Lors donc que la génératrice XY se déplacera, il engen-
drera une ligne double de la surface située dans ce plan,

En considérant de même les autres sommets du tétraèdre OPQR, 011

verrait que la surface possède en tout quatre lignes doubles Situées
dans chacune des faces de ce tét1aèdre.

'

La surface ne peut dailleu1s avoir d’aut1e lighe double (&sauf la
base K}; car, comme il est facile de le voir par 1111 calcu1l très—s1mple,
X'Y’ et les trois droites analogues correspondantaux sommets P, Q etR
sont les seules génératrices de la surface qui renCohtrent une généra—
trice donnée XY en ouhe de celles qui passent par les points X et Y
eux——mêmes.

Revenons maintenant à la nature de ces lignes doubles.
Soit (9) la courbe décrite par le.point Q dans 'le plan PQR. Appe-

lons co le point de rencontre des droites XY' et YX’; joignons Om,“ -et
désignonspar 7 et 7' les points où cette droiterencontre XY et X’Y’.

D’après ce que j’ai dit dans le paragraphe précédent, le plan OXY
touche la quadricuspidale aux points ry…et :y'.; -ce;poiat est donc dou—
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blement tangent à la surface, l’arête de contact étant la droite Oœ. Le
cône, enveloppé par ces plans tangeuts doubles, qui passent tous
par O, est un cône du second degré; en le démontre facilement en fai—

sant voir que, par toute droite telle que OX, 011 ne peut mener que
deux plans tangentsàace cône.

Le point 91 est la trace 51111 le plan PQR de 1arête 000 de ce cône; ce
point se déplace donc donc sur une conique (@ ).

Remarquons maintenant que la droite M! est la tangente à cette co—=

nique; en considérant la figure [*], on voit immédiatement que le
segment && est partagé harmoniquement par le cône q11i a pour som-
met 0 et pour base K. '

Doù l 011 conclut la proposition suivante :‘

Soient (ca) la trace sur le plan PQR du cône doublement circonscrî£ &
la surface ayant pour sommet le point 0, et (0) la trace sur le même
plan du cône qui, ayant le même sommet, passe par la courbe K: la
ligne double de la qzzadrïcuspidale, situee dans le plan PQR, peut

' s ’obtenir en prenant, sur chacune des tangentes me.zées & la courbe (œ),
le point conjugué Îzarm0n1'que du point de contact par rapport au seg-
ment interceptésur la tangentepar la courbe (O).

22. Les surfaces quadriwspidales se présentent dans un grand
nombre de questions relatives aux biquadratiques gauches ou aux
courbes du troisièine ordre.

_

‘

.

Elles fournissent par exemple, une solution très--simple de ce prô-
blème que l on rencontre dans l’application des fonctions ellipt1ques
aux courbes du troisième ordre:

Étant donnée une courbe du troisième ordre C, trouver des courbes
telles, que la tangente menée en un quelconque de leurs points soit
partàge'e Îmmzoniquementpar le point de contact et par les trois points
où elle coupe C.

Ces courbes sont algébriques; on peut facilement les décrire dans
le plan lui—même mais la construction suivante se prête peut—être
mieux à l’étude de leurs propriétés ‘ '

— 
[*] Le lecteur est prié“de Supplé91" àla figure. @
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Prenons deux points quelconques de C et joignons-les à un point 0

de l’espace; par les deux droites ainsi obtenues, faisons passer une
surface du second ordre A. '

Le cône, ayant pour sommet O et passant par (), coupe A suivant
une biquadratique K.

Imaginons une quelconque des surfaces quadricuspidales qui ont
pour base K, le cône circonscrit à cette surface et ayant pour
sommet () coupera le plan de C suivant une courbe jouissant de la
propriété indiquée.

En considérant les diverses quadricuspidalesqui ont pour base K,
on obtiendrait la solution complète du problème.

25. Toutes les autres propriétés de la quadricuspidale se dédui-
raient également avec facilité de la définition très—simple que j’en ai
donnée plus haut.

Je ne m’étendrai pas davantage à ce sujet, me contentant de ren—

voyer le lecteur à I’01.1vrage déjà mentionné de M. de la Gournerie.
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