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MEMOIRE SUR LES LIGNES SPIRIQUES;

Par M. DE LA GOURNERIE.

AVANT-PROPOS.

Les lignes spiriques ou sections planes du tore ont anciennement
occupé les Géométres, comme on le voit dans les savantes Notices
historiques que MM. Quetelet et Chasles ont données sur ces cour-
bes [*]; mais, jusque dans ces derniéres années, on s’était borné 4
étudier leurs diverses formes. Cest principalement i cet ordre de re-
cherches que se rapporte le Mémoire de M. Pagani couronné par
I’Académie de Bruxelles en 1824.

Depuis cette époque, MM. Yvon Villarceau, J.-A. Serret, Garlin,
Cornu, Mannheim et Darboux ont trouvé des théorémes importants
sur les spiriques [**]. Enfin leur théorie a é1é enrichie des résultats con-
sidérables obtenus par MM. Salmon, Moutard, Darboux, Laguerre et
Crofton sur les courbes du quatriéme ordre qui ont deux points

doubles a I'infini sur un cercle, car les spiriques sont une variété de
ces lignes [ ***]. '

[*] M. QuEersLET, Mémoires couronnés par i’ Académie de Bruxelles, t. V; Corres-
pondance mathématique, t. 11. — M., Cuasres, dpergu historique, Note 1.

[**] M. Yvon ViLLagrcEav, Comptes rendus, 1848, 2° série.— M. SeRRET, Journal de
Mat/ze’maliques, 1843. — MM. Garuiv, Connu, Darsoux, Nouvelles Annales de Mathe-
matiques, 1854, 1859, 1861, 1864. — M. Mansmrim, Nouvelles Annales de Mathéma-
tiques, 1860, et Journal de I'Ecole Polytechnique, XL* cahier, p. 74.

[***] M. Saumon, Higher planc curves, 1852, p- 172. — M. MouTann, Bulletin de la
Socicté Philomathique, 1860. — M. Dansoux, Comptes rendus, 1°7 aott 1864; dnnales
de {’Ecole Normale, 1865, 1866. — M. Lacuerne, Comptes rendus, g janvier 1865,
— M. Crorron, The London mathematical Society, 1867, — Foir aussi |’ Erude des sur-
Jaces algébriques publiée par M. Bertraxo dans le Journal des Savanis, 1867.

Toms XIV (=€ série). — Janvier 1869, 2
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Je me propose de faire connaitre plusiears propriétés nouvelles des
spiriques, et de présenter une classification de ces courbes.

INTRODUCTION.

Cette lutroduction se compose de deux Parties. La premiere com-
prend la théorie d’une involution spéciale du quatriéme ordre qui nous
sera fort utile pour la discussion des spiriques. Dans la seconde, j'éta-.
blis quelques théorémes relatifs aux anallagmatiques d’un ordre quel-
conque. Un grand nombre de propriétés de la spirique sont des corol-
laires de ces théorémes, et j’ai pensé qu’il convenait de les démontrer
tout d’abord sous leur forme la plus générale.

PREMIERE PARTIE.

THEORIE D'UNE INVOLUTION SPECIALE DU QUATRIEME ORDRE [‘].

§ I. — INVOLUTION SUR UNE DROITE.

Définition et détermination des centres d’inversion d’un groupe
de quatre points en ligne droite.

1. Dans une involution quadratique, deux points d'un groupe sont
réciproques pér rapport au cercle qui a pour diamétre le segment
compris entre les points doubles; le point central est le centre d'in-
version. D’aprés cela, il parait convenable d’appeler centres d’inversion
d’un groupe de quatre points en ligne droite a,, a,, a,, a,, les points
centraux (', 0", 0” des involutions quadratiques des quatre points
pris deux a deux des trois maniéres possibles.

[*] Sur les involutions d’ordre quelcongue, on peut consulter principalement
M. Powcerer, Traité des Propriétés projectives, t. 11, 1V® section. — M. pE JONQUIERES,
dnnali di Matematica, 1859. — M. Cuemona, Comples rendus, 24 juin 1861; Intro-
duzione ad una teoria geometrica delle curve plane, 1862, — M. Cnasvgs, Comptes
rendus, 18 novembre 1861. — M. SaLmon, Modcrn higher algebra, 1866, p. 145.
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On a
e, . Oa, —0a;.0a, =o,
O0a,.0a; — 0"a,.0a, = o,

Om(l‘ . Oma4 . O”’ﬂ2 ] 0”,613 = 0.

En désignant par x,, x,, x,, x, les abscisses des quatre points du
groupe, et par ), X", A" celles des centres d’inversion, mesurées les unes
et les autres a partir d’une origine fixe, on obtient, 4 I'aide des rela-
tions précédentes,

/ Ay by — Xy T, v Xy Ly — L2 &y m
(I) N o= P y N T TR
T Ty e Xy — X Ty Xy — Xy — Xy EAE S PR SR

Yappellerai A Pabscisse de I'un quelconque des centres d'inversion.

2. Nous aurons souvent besoin de counaitre les abscisses des centres
d’inversion en fouction des coefficients de I'équation du quatriéme
degré qui a pour racines les abscisses des quatre points du groupe.
Pour faire cette détermination, je supposerai d’abord que l'origine est
au centre des moyennes distances de ces derniers points; alors I’équa-
tion n’a pas de second terme

(2) x* +4- gx® + s+ t = o.

Je pose
Xy + X, =0, x4+ x,= 0,

Xy Xy=10¢, Xy, =2C".

Jexprime ) et les coefficients de I'équation (2), en fonction des quan-
tités b, ¢, &', ¢';j’ai alors en supprimant I'accent de ¥

::—Z—:—Z,a o="b-+"b, q=060+c+C,
s= —bc’ — be, t=cc.

J’élimine d’abord &', puis ¢, et j obtiens

h— =% \/;, ¢ = é(q -+ b* 4 %)7 4t = (q 4 b - .Z) ((/ X - _2),

2..
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portant dans la troisieme de ces équations la valeur de b et développant,
on a successivement

hit = <(/—+—%—Y—- 218,

. /t R ” N
(3) PR Aim/A LRI A ]
25 2 8
b et ¢ étant la somme et le produit des abscisses x, et x,, ces quantités
sont données par I'équation

—_— .
N
& 3

I (A VA R

2).

L’équation ( 3) fait connaitre les abscisses des centres d’inversion et
résout ainsi le probléme que je m’étais proposé. Jai calculé I'équa-
tion (4) pour montrer que la fonction (1) conduit 4 une résolution
facile de I'équation du quatrieme degré. Je reviendrai sur ce sujet
(n®® 25-27).

3. Je vais maintenant examiner le cas ou I'origine des abscisses
n’est pas au centre des moyennes distances des points du groupe. Au
lieu de I'équation (2), nous avons I’équation plus générale

(5) ol — hpxt + qx? +sx +t = o.
Je fais disparaitre le second terme en posant x = &, + p :
xt— (6p* — q)xi— (8p* — 2pg — s)ax, — 3p* + qp* +sp+t=o.

L’origine étant transportée au centre des moyennes distances, je
peux appliquer la formule (3); jobtiens ainsi pour déterminer les ab-
scisses A, des points O, 0", O"” I'équation

P 48p' —16p*q — fsp — e + ¢* R%
2(8p’— 2pg — s)

+<3p2—§> A —i—é—(Sp”— apg — §) = o.

Il faut maintenant revenir 4 la premiére origine, et pour cela rem-
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placer 1, par (2 — p). Ou trouve, aprés quelques réductions faciles,
( (8p® — 2/)(/-3))5‘—#(lps~2p’r]—2t+%j))\”
6) , y 2 /

-+ (4pt — apts + ?) P (fs— — 2p2t> = 0.

o — . maap—

Propriété fondamentale de Uinvolution spéciale.

4. Je suppose que I'on veuille déterminer les points d’un groupe
dont on connait les trois cenires d’inversion O/, 0", 0",

En prepant sur la droite une origine fixe, on peut représenter les
centres d’inversion et les points du groupe par les équations

(7) ax® + bx* + cx +d= o,

(5) Xt — fpat + qx* + sx +t =o.

Les coefficients de la premiére sont connus, et il s’agit d’obtenir ceux
de la seconde.

Les centres d’inversion du groupe (5) sont donués parl’équation (6);

nous devons donc avoir, en désignant par & un coefficient indéter-
ming,

8p® - 2pg — s = ka,
ps — 2p*q — at +172:: kb,
4pt — aps + i’; = ke,

5?
24
g — 2p*t =kd.

Les cinq inconnues p, ¢, s, ¢, k ne sont soumises qu’a quatre équa-
tions; nous pouvons donc nous donner une de ces quantités, par
exemple I'abscisse p du centre des moyennes distances des points du
groupe. '
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Eliminant £, on obtient

4pb - 2¢ + qa == o,

4pc -+ 8d -+ sa = o,

2 \

(8p® — 2pg — s)d — <% — 2p2t) a=o.

/

On déduit de ces équations

b4pe+8d
= ——

4pb + 2¢ et —4bd  fpd
=L, SO S J

a a a a

(lf‘

L’équation du groupe cherché est par conséquent

(8) ax® — acx* — 8dx + tai]ﬂ — 4p(ax’ + bx* + cx 4+ d)=o.

o. p est un coefficient arbitraire; en conséquence, et d’aprés la
forme de Péquation, nous voyons qu'il y a une infinité de groupes de
quatre points dont trois points donnés sont les centres d’inversion, et
que ces groupes forment une involution.

En général, dans une involution du quatriéme ordre les centres
d’inversion varient pour les différents groupes; mais, d’apres ce que
nous venons de reconnaitre, quand deux groupes de quatre points ont
leurs centres d’inversion communs, tous les groupes de Uinvolution
qec’ils determinent ont lés mémes centres d’inversion.

Les centres d’inversion forment avec le point de Uinfini un des
groupes de l'involution. Comme d’ailleurs on peut les construire quand
un des autres groupes est connu, {’involution spéciale que je considére
est déterminée par un seul groupe de quatre points. Ainsi, eu égard a
I’équation (3), linvolution qui comprend le groupe (2) est représentée
par I’équation

, f o
(9) x*+qaxl—+sx+t—4p (Jc’—*—i«z_sl x:— %x_i>:o,
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Détermination des points d’un groupe de 'involution spéciale quand
on connait l'un d’eux, ou le centre de leurs moyennes distances. —
Involutions composantes.

6. Je considére les trois involutions quadratiques qui ont pour
points centraux O', 0", 0", et auxquels appartiennent respectivement
les trois couples O” et 0”, O” et O, O’ et O”. Ces involutions sont com-
plétement déterminées.

Je prends arbitrairement un point a, sur la droite, et je construis

les points a,, a,, a, qui lui sont conjugués dans les trois involutions.
On a

Oa,.0a, = 0'0".0'0",
Olla‘ . ()I/aa — Oll(')lﬂ‘ O//(")I,
0"a,.0"a, = O0".0" 0",

Les deux derniéres égalités peuvent étre écrites comme il suit :

0a,(0a; — 0'0")= — 0'0".0"0",
<Olla‘ R OIIOI/I) (Olll4 — 0[0///) — OIOUI.OH()W.

Eliminant 0"a, entre ces relations, j obtiens
O'a,.0%a, = 0'0".0'0".

Cette équation montre que les points a; et a, sont conjugués dans la
premiére involution. '

On reconnait de la méme maniére que a, et a,, a, et a, sont respec-
tivement conjugués dans les deuxiéme et troisieme involutions; d’ou
il suit qu’'un quelconque des points a,, a,, a,, a, est conjugué des
trois autres dans les trois involutions quadratiques, et que leurs
centres d’inversion sont ', Q”, 0”. Nous avons ainsi un moyen tres—
simple de déterminer les trois points qui sont conjugués a un point
donné dans une involution spéciale du quatriéme ordre dont on con-
nait les centres d’inversion.

Yappellerai involutions composantes les involutions quadratiques
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qui viennent d’étre définies. En considérant I'une d’elles, je dirai que
deux couples de points, ou deux segments, sont conjugues, lorsqu’ils
appartiennent 4 un méme groupe de I'involution du quatrieme ordre.
Les segments a, a, et a, a, sont conjugués dans la premiére involution
composante.

7. Je désigne les points doubles des trois involutions composantes
pare’et f', e et f", ¢"et f".

0" et O” forment un couple de la premiére involution, et sont par
conséquent conjugués harmoniques des points ¢ et f. 1l suffit donc
pour avoir ces derniers points de construire le segment qui a son mi-
lieu en O/, et qui est conjugué harmonique de 0"0".

On obtient de la méme maniére les points doubles de la seconde

involution, et ceux de la troisieme.

8. Je suppose maintenant que I'on connaisse les trois centres d’in-
version, et le centre G des moyeunes distances des points qui com-
posent un groupe, et je vais me proposer de déterminer ces points.

En prenant le centre G pour origine, les points du groupe et les
centres d'inversion peuvent étre représentés par les équations (2)
et (3). Je conserverai toutes les notations du n°1.

Je rapporte les points du groupe a l'une des involutions compo-
santes, 4 la premiere; ils y déterminent deux segments conjugués a, a,
et a, a,, dont les milieux a,, et a,, sont situés de part et d’autre, et a
égales distances du centre G.

En vertu de I’équation (4) nous aurons

. T
Ga, + Ga, = - \/—, Ga,+ Ga, = +\/—:
2 2 A
. I s
—(;a,2:+G{13.:; ;‘_’-

X, 2, )" érant les abscisses des centres d’inversion, leur produit est
de signe contraire et égal au dernier terme de I'équation (3) :

§ = XA,

La quantité X sous le radical est la premiére de ces abscisses, c’est-
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a-dire )’; 'expression trouvée devient en conséquence
(10) —Ga,, = + Ga,, = /GO”. GO".

Il résulte de cette équation que les milieux a,, et a,, sont conjugués
harmoniques des points O" et O”. Comme d’ailleurs on connait le mi-
lieu G du segment a,, a,,, on peut facilement construire ses extrémités.

Le segment a, a, appartenant 4 la premiére involution composante
est conjugué harmonique du segment ¢ f. Nous avons son milieu a,,,
nous pouvons donc le déterminer. On opére de la méme maniére pour
les points a, et a,.

9. D'aprés ce que nous venons de voir, les segments analogues &
@42 Agy, pour les différents groupes de I'involution spéciale, sont con-
jugués harmoniques de 0”0"; ils forment, par suite, une involution
quadratique dont O” et O” sont les points doubles.

Dans U'une quelconque des trois involutions composantes, les milieux
des segments conjugués forment une involution quadratique dont les
points doubles sont les points centraux des deux autres involutions
composantes.

Points doubles de Uinyvolution spéciale.

10. En appliquant la construction exposée au n° 8,. on trouve
immédiatement que le groupe dont le centre des moyennes distances
coincide avec le point O, se compose des deux points doubles ¢’
et f”. De méme les couples de points doubles e” et f”, ¢” et f” for-
ment chacun un groupe de I'involution du quatriéme ordre.

D’aprés un théoréme dtt & M. de Jonquiéres, une involution de
Vordre n posséde 2 (n — 1) points doubles. Une involution du qua-
triéme ordre a par conséquent six points doubles. Dans ’involution
speciale du quatriéme ordre les six points doubles sont réunis deux
par deux en trois groupes, et coincident avec les points doubles des
involutions composantes.

Le point e’ est conjugné avec Ini-méme dans la premiére des trois
involutions, et avec le point f’ dans les deux autres; il en résulte que
les points €’ et /' sont conjugnés harmoniques des couples de points
doubles ¢” et 7, e" et f".

Tome XIV (2¢ série). — Janvier 186g. 3
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Les six points doubles de U'involution spéciale du quatriéme ordre
fbrment trois couples de points conjugués harmoniques.

11. U est important de savoir si une involution du quatriéme ordre
dans laquelle les six points doubles sont réunis deux & deux en trois
groupes, est une involution spéciale telle que je 1'ai définie anx n® 4
et D.

Cette question peut étre résolue assez facilement par des considéra-
tions sur le nombre desconditions qui déterminent soit une involution
spéciale, soit une involution ayant ses points doubles répartis en trois
groupes. Mais, pour rendre le raisonnement rigoureux, il serait néces-
saire d’entrer dans des détails un peu minutieux, et je préfére examiner
directement le probléme en comparant les équations;

12. Je considére une involution du quatrieme,ordre déterminée par
deux groupes composés de points doubles, et je vais chercher la con-
dition pour qu’elle possede un troisieme gronpe également form¢ de
points doubles.

En placant 'origine au milieu du segment compris entre les deux
points de I'un des deux groupes donnés, V'involution peut étre repré-
sentée par I'équation
(a) (2 +fx + gy + k{x*+g") =o.

\

Pour que l'involution ait un troisiéme groupe formé des deux points
doubles, il faut qu'une valeur de k autre que zéro et U'infini rende
cette équation un carré parfait tel que

(b) x4+ 2oa® + (& + 28 x? + 202 + B =o0.
Egalaut les coefficients des différents termes dans les deux équations
() et (b), Jai
a1+ k) =/,
(@ 4+ 2B 1+ k) =J2+ 28"+ 2kg",

B R
G k)= gt hg

—
2]
~l
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On obtient par Vélimination de « et de 2

2
(d) I-}—k:rng:gz—), gt —gt=o.

La seconde de ces équations donne la condition pour qu’il y ait un
troisieme groupe composé de deux points doubles; la premiére fait con-
naitre la valeur de k qui détermine ce groupe.

On satisfait 4 'équation de condition en faisant g’? égal & + g% ou a
— g*. Lorsque g'* est égal & + g%, & est infini, et le troisiéme groupe
coincide avec un des deux premiers; 4 moins toutefois que f ne soit
nul, auquel cas ce sont les deux groupes donués qui se confondent. Si
Pon suppose que g'* est égal & — g*, c’est-a-dire si les deux groupes
donnés sont harmoniques [*], on aura

2
1+ k= —f;—g
4g
Cette expression de (1 + k) introduite dans la premiére et la troi-
siéme des relations (c) donne les valeurs de « et de 3% qui déterminent
le troisiéme groupe. L’éguation {5) devient alors
g q
2 4g° 2\ * __
Les trois couples de points doubles sont conjugués harmoniques.
Lorsqu’une involution du quatriéme ordre posséde deux groupes
composés chacun de deux points doubles, si ces points sont conjugués
harmoniques, involution comprend un troisiéme groupe formé de points
doubles; s'ils ne sont pas conjugués harmoniques, les deux derniers
points doubles de Uinvolution appartiennent a des groupes distincts.

[*] Deux couples de points représentés par les équations
2+ fr+gi=o0, x4+ gr4gri=o,

sont conjugués harmoniques lorsque I'on a

Vil
2 /2 — L
g +g ==
(Geéometrie supérienre, p. 45.)

3..
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13. Les abscisses des milieux des segments formés par les trois
couples de points doubles sont

1l est facile, a Paide de la formule (8), de déterminer l'involution
spéciale qui a ces trois points milieux pour centres d’inversion. On
trouve

2 .2 4 ; SiH48 o o? —
" — 28°x° + & —[lp(x*+_7x + g°x) =o0.

Cette équation représente précisément la méme involution que
PPéquation (a) lorsqu’on y a fait g’* égal a (—g?). La relation qui
existe entre les coefficients arbitraires & et p, est

2p(1+ k)= —f.

Quand une involution du quatriéme ordre a trois groupes composés
de points doubles, tous ses groupes ont pour centres d’inversion les
milieux des segments compris par les trois couples de points doubles.

14. Nous savons qu’'un groupe est déterminé par la position du
centre des moyennes distances des points qui le composent, et que
quand ce centre coincide avec un des centres d'inversion, le groupe se
réduit aux deux points doubles correspondants. Comme d’ailleurs dans
la séric des groupes chaque point double est la transition de deux
points réels 4 un couple de points imaginaires, on voit que lorsque le
centre des moyennes distances supposé mobile sur la droite passe par
un centre d’inversion, si les points doubles sont réels, les points réels
des groupes deviennent imaginaires, tandis que les points imaginaires
sont remplacés par des points réels.

Discussion de involution spéciale.

15. Cas oit les centres d’inversion sont tous reels, distincts, et a
distance finie. — 1° Je suppose les points O, O”, O” placés dans
Pordre ot je les désigne.

Je décris un cercle sur 0’0" comme diamétre, et j’éléeve en O” une

| : o 1 SEEL e
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perpendiculaire a ’axe O’0"0Q". Cette droite rencontre le cercle en deux
points ¢ et ¢”.

Fig. 1.

Si I'on fait passer par ¢ et ¢” une série de cercles, leurs intersections
avec I'axe formeront une involution quadratique ayant son point cen-
tral en O”. CGette involution est laseconde des involutions composantes,
car les points O" et O” en forment un couple. ‘

Les points ¢’ et f” d’une part, ¢” et f” de Pautre, appartienpent i
cette involution, parce qu’ils sont conjugués harmoniques de ¢” et f”
(n° 10); les segments qu’ils déterminent ont leurs milieux aux points
O’ et O”: ces points sont donc les intersections de ’axe avec les cer-
cles qui passent par les points ¢ et ¢”, et qui ont respectivement pour
centres les points O’ et O”. Les deux cercles se coupent 4 angle droit.

2° Le groupe dont le centre G des moyennes distances est en 0", se
compose des deux points doubles imaginaires ¢’ et f”. Si le centre G
quitte le point O” et s’avance vers la gauche, les points du groupe se
séparent, mais ils ne peuvent devenir réels tant que le point G n’a pas
atteint le point O’ (n® 14): 4 ce moment, le groupe se compose des
points doubles réels e et f”. Si le point G va de O & I'infini, 'un des
points qui ¢taient en ¢’ s’éloigne aussi & I'infini, P'autre se transporte
en O, et les deux qui étaient en f” se rendent I'un en O, I’autre en O”.
Lorsque le centre G vient de l'infini en 0", le point qui se trouvait a
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P’infini, et celui qui coincidait avec O”, se rejoignenten f
#

autres vont en e”. Enfin quand le centre G dépasse O”, les points
deviennent imaginaires.

"

; les deux

Quand les trois centres d’inversion sont réels et distincts, les quatre
points d’un groupe sont tous imaginaires ou tous réels, suivant que le
centre de leurs moyennes distances est sur le segment de Faxe compris
entre les centres d’inversion extrémes, ou en dehors de ce segment.

3o Arrétons-nous quelques instants au cas ot les points du groupe
sont imaginaires. Le centre des moyennes distances est alors entre ('
et 0”. Je le suppose au point G, sur le segment O'0".

Je rapporte ala premiére involution composanteles quatre points @,
s, 4y, a, du groupe considéré. Alors pour déterminer les milicux a,,
et a,, des segments a, a, et a,a,, j’ai I'équation (n° 8)

—G,a,,= + G, a;, =G,0".G,0".

Je trace un cercle sur O”0” comme diametre ; je lui méne la tangente
G, N, et je décris le demi-cercle a,, Na,, dont le centre est en G,. Le
point G, étant placé entre O” et 0", la construction est possible; elle
donne les points a,, et ay, situés sur le segment ¢'f".

Nous avons

Oa, +0a,=20a,,, Oa a,= Oe .

O'a, et O'a, sont donc les racines de I'équation

¥ — 20'a,, x + Oe = o,
d’ou

Oa, = 0a,, + \/()—’e72 —Oa, V=1,
—— —e— —
Oa, =04a,, — VO —OQa,, y—1.

Si nous considérons y— 1 comme un signe de perpendicularité, ces
valeurs détermineront les points a, et «, du cercle &'f". En raisonnant
de la méme maniére sur a,,, on trouve les points a, et «,. Je dirai que
les quatre points «,, a,, %, a, sont figuratifs des points imaginaires
qui composent le groupe. On peut regarder les points réels sur Iaxe
comme ayant des figuratifs qui coincident avec eux.

b s v DRYREE
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4° Quand le centre G est en O, les points du groupe sont réunis a
leurs figuratifs en ¢’ et en . Sile point G avance de O’ en 0”, les points
du groupe deviennent imaginaires, 1-urs points figuratifs parcourent
le cercle €/f’, et finissent par se rejoindre deux 4 deux en ¢’ et en ¢”.
Le centre G continuant & se mouvoir de O” en 0”, les points figuratifs
se séparent, et décrivent le cercle ¢”f” : deux d’entre eux vont en e”,
et les autres en /.

Les points ¢” et ¢” sont les figuratifs des points doubles imaginaires
¢’ et /" de la seconde involution composante [*].

Chacun des cercles ¢ f' et ¢” " doit étre considéré comme ortho-
gonal au cercle imaginaire décrit sur ¢’f” comme diamétre, car le carré
de la distance des centres est ¢gal a la somme des carrés des rayons.
Ainsion a

00— 5 4 (— O7F).

16. Cas on deux des centres d’inversion sont imaginaires. —
1° Soicnt O’ le point central réel, »” et »” les points figuratifs des
centres d’inversion imaginaires 0” et O”.

Fie. 2.

Pour déterminer les points doubles ¢’ et S’ de la premiére involution

[*] M. Transon a déji remarqué que les deux points d’ol 'on voit sous des angles
egaus et formés dans le méme sens, les segments compris entre les points homologues
de deux divisions homographiques sur une méme droite, sont donnés par P'expression
analytique des abscisses des points doubles, lorsque 'on y considére y—1 comme un
signe de perpendicularité. ( Noweclles Annales de Mathématiques, 1868, p. 258.)
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composante, nous avons l’équation
0¢ =0f =00.00"= (0M+Me"y—1)(0'M — Mo’y 1);

d’oti
— O — + O’j,: O’y

Je décris un cercle du point O’ comme centre avec O'w” pour rayon;
ses intersections avec la droite sont les points doubles €' et f* de la
premiére involution composante.

2° Je suppose maintenant qu'on veuille déterminer les quatre
points a,, a,, a,, a, d’un groupe dont le centre des moyennes dis«
tances G, est connu. Je rapporte les points a la premiere involution
composante, et je vais chercher par la méthode expliquée an n° 8
les milieux a,, et a,, des segments a, a, et a; a,. '

On a immédiatement

Gl a‘ﬂz - Gl a34’: G{ O”n G4 OII’ = G. (1)” 1.

Le cercle décrit du poiut G, comme centre avec G, »” pour rayon
“détermine les points a,, et a;,. Quelle que soit la position G, du cen-
tre G, I'un de ces points est sur le segment &' f’, et 'autre en dehors.

Les segments a, a, et a, a, sont conjugués harmoniques de ef, et
ont respectivement pour milieu a,, et a;,. Op construit le premier sans
difficulté, puis, raisonnant comme au n° 13, 3°, on trouve que a, ¢t a,
sont imaginaires, et ql{e leurs ﬁguratifs o, et o, se trouvent aux inter-
sections du cercle ¢ f” avec la perpendiculaire élevée a I'axe par le
point a,,.

Chacun_des groupes contient deux points réels et deux points
imaginaires.

3° Quand le centre G parcourt la droite, les points réels la parcourent
également, et les points figuratifs des points imaginaires se meuvent
sur le cercle qui a pour diameétre le segment compris entre les deux
points doubles réels de l'involution. Le groupe se compose de ces
points lorsque le centre G est en O'. Si le centre G se rend 4 l'infini, en
décrivant la partie de la droite sur laquelle est le point ¢, les deux

' reo o [XNEEE
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points qui étaient en ¢’ se séparent et restent réels; ils vont 'un 4 I'in-
fini, et autre en O'. Les deux points qui se trouvaient en f” devien-
nent imaginaires; leurs figuratifs décrivent les ares f7w”, f'w”.

Lorsque le point G revient de V'infini en O’ par le coté ou se trouve
le point f7, les points réels parcourent les segments oo f’ et O'f’, tan-
dis que les points figuratifs des imaginaires se rendent en ¢ par les
arcs w’e’ et w"e’.

17. 1° Cas ot deux des centres d’inversion coincident. — 1invola-
tion n’a en réalité que deax centres d’inversion, I'un double O,,
autre simple O”. On trouve immédiatement que les points doubles
des deux premiéres involutions composantes, et 'un de ceux de la
troisiéme, sont en O,, et que le second point double f” de cette der-
niére est placé & une distance de O” égale 4 0,0”, de maniére que
le point O” se trouve au wmilieu du segment O, f".

Considérons sur la droite un point quelconque a, : ses conjugués
sont un point @, dans la troisiéme des involutions composantes, et le
point O, dans les deux premiéres. L’involution du quatriéme ordre se
réduit donc a une involution quadratique, a chacun des groupes de la-
quelle on ajoute un de ses points doubles qui compte pour deuzx. Un
groupe particulier est formé de ce seul point pris quatre fois.

Fis. 3.
~
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2° 8i I'on donne le centre G des moyennes distances des points a,,
@y, O, et O, d’un groupe, on aura immédiatement le milieu a,, du
segment a, a,.

Lorsque le centre G se meut sur la droite, tant qu’il n’est pas entre

Tome XIV (2° série). — Janvier 1869, [l



26 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

les points O, et 0, le point a,, esten dehors du segment O, f
points a, et a, sont réels. Mais quand G va de O, en |, a,, parcourt
le segment O, f”, les points a, et a, sont imaginaires, et leurs points
figuratifs a, et «, décrivent le cercle qui a pour diametre O, f".

"

, et les

I8. Cas ot; les trois centres d'inversion sont réunis en un seul. —
Lorsque les centres d’iuversion coincident en un point Oy, les points
doubles des involutions composantes sont en Oy, €t on forme un
groupe de I'involution du quatriéme ordre, en associant un point
quelconque de la droite, au point O, pris trois fois. Le groupe ne
contient jamais de points imaginaires, quelle que soit la position du
centre G.

19. Cas oix deux des centres d’inversion sont distincts (réels ou ima-
ginaires), et ow le troisiéme est a Uinfini. — Soit 0" le pointa Vinfim.
On trouve immédiatement que les points doubles €, f, e’, f" coinci-
dent 4 I'infini. Les points ¢”, f"” sont conjugués harmoniques de e f',
et puisque ces derniers sont réunis, un des premiers f" est confondu
avec eux 4 I'infini. Comme d’ailleurs les points e”, f” sont aussi con-
jugués harmoniques de 0, O, le point € est au milieu du segment
compris entre ces deux centres d'inversion.

D’aprés cela, si nous prenons arbitrairement un point a,, ses con-
jugués a, et a, dans les deux premiéres involutions composantes seront
a P'infini, et son conjugué a,, dans la troisieme, se trouvera de l'autre
coté de e” et a la méme distance. En résumé, chaque groupe comprend
dewx points & infini, et deux autres réels ou imaginaires dont le mi-
liew est ¢”. Le centre G des moyennes distances est fixe a l'infini.

Q0. Cas ot dewx des centres d’inversion coincident et oti le troisieme
est a I'infini. — Prenons arbitrairement les abscisses x, et @, de deux
points d’un groupe, et déterminons les abscisses x, et x, des deux au-
tres par les relations

,1‘4—}—.1’;,:0, .%‘2+$3:O-
Les équations (1) donnent

A= o= o, .Am = O .

' e . vy e
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Nous voyons que quand deux des centres d’inversion coincident, et
que le troisiéme est a Uinfini, on peut composer un groupe en associant
a deux points choisis arbitrairement ceux qui leur sont symetriques
par rapport au centre d’inversion double. Dans ce cas, il n’y a plus
d’'involution.

Proprietés d’un groupe de points figuratifs.

2i. Soient a,, a,, a,, a,; quatre points d’un groupe d’une involution
spéciale et x,, x,, Xy, x, leurs abscisses. Si les deux premiers sont
imaginaires conjugués, et les deux derniers également imaginaires
conjugués, les coordonnées de leurs points figuratifs seront

X, - & X, — X,
’ ( 2 ' ' 2 .
X — ——— —_ 4t T — ¥
P Y 2 % 3
” Ly = 2 ” Ty —= &y |
=y Y= —1
2 ") 2 v

On a immédiatement
x' +.7’2 =X, £, x7 ""‘J'” = Xy Xy

Je place I’origine au point central O’ de I'involution eomposante
dans laquelle a, et a,, a, et a, sont deux couples de poiuts conjugués.
Les quantités &, a, et x, o, sont alors égales entre elles et au carré
du rayon du cercle qui a pour diamétre le segment e/f” compris entre
les points doubles de I'involution composante dont le point central
est O'. Les quatre points figuratifs se trouvent donc sur ce cercle, ainsi
que nous I’avons reconnu au n° 15, 3e.

22. La droite qui passe par les deux points (x’, »') et (x”, y”) ren-
contre I’axe O'0”0” en un point dont I'abscisse est

_ .Z‘,_}"” ——~‘)”.Z‘”
X = i A
o7
/4

En portant dans cette expression les valeurs ci-dessus de x', ', x
et y”, on trouve, suivant qu'on adopte pour y’ et y” des signes diffé-

4.
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rents ou le méme signe,

Ty Ty — Ty Ty Ty Ly — X Iy
X =y X = )
Xy Xy — Ly — Xy X -, Ty, — X3

Ces abscisses déterminent les points O” et O” (n° 1). Ainsi les droites
u, @, et ay, o, (fig. 1) se croisent en O”; les droites &, «, et 2, a, se
rencontrent en O”.

23. Les trois cercles e'f", e’f” et e”f" étant rectangulaires (n° 15),
deux points de l'un d’edx situés sur une droite passant par le centre
d’un des deux autres sont réciproques par rapport a ce dernier. En
conséquence, et d’aprés la proposition du numéro précédent, les points
@y Oy O3, &4 (fig. 1) sont deux a deux réciproques par rapport aux
cercles e’ f” et e” f”, de telle sorte que l'on a

_— ——

()Ua. .O”aA — ()” el/ —_— UII e!l ,

———2
Olﬂa‘ ,O//Ia:; — ()Ille”' A

24. On peut résumer comme il suit les propositions établies dans
ce paragraphe.

Dans une involution spéciale du quatriéme ordre, lorsque les points
d’un groupe deviennent imaginaires, leurs points figuratifs sont sur
le cercle qui a pour diamétre le segment compris entre les points doubles
de Utnvolution composante a laquelle appartiennent les deuz couples ile
points conjugués imaginaires qui constituent le groupe. Ces points figu-
ratifs sont réciproques deux a deux par rapport aux cercles qui ont
respectivement pour diamétre les segments compris entre les points
doubles des deux autres involutions composantes.

Vappellerai ces cercles cercles d'inversion.

On conclut de ce qui précede et par les propriétés des quadrilatéres,
que les deux points de Iaxe sur lesquels se projettent les quatre points
d’un groupe appartenant au cercle d’inversion O, sont conjugués har-
moniques des points O et O". Cette proposition peut étre déduite
immédiatement du théoréeme du n° 9.
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Tappellerai involution spéciale compléte 'involution spéciale dans
laquelle on considére, outre les points réels, les points figuratifs des
points imaginaires des groupes, pour toutes les positions du centre des
moyennes distances.

Le groupe «,, @y, @y, «, (fig. 1) appartient 4 Pinvolution spéciale
compléte déterminée par les centres d’inversion O/, 0", 0",

Application de Uinvolution spéciale a la résolution de I'équation

du quatriéme degré.

23. Les formules relatives & I'involution spéciale peuvent servir &
résoudre I'équation générale du quatrieme degré : il saffit de consi-
dérer cette équation comme repr‘ésentant un groupe de quatre points.
En choisissant une des racines de Véquation du troisieme degré qui
fait connaitre les abscisses des centres d’inversion, on détermine celle
des involutions composantes 4 laquelle on veut rapporter les points du
groupe; ils y forment deux couples conjugués et dépendent par con-
séquent de deux équations du second degré dont les coefficients sont
faciles 4 déterminer. »

Les formules sont simples quand on a eu le soin de faire disparaitre
le second terme de I’équation. Je les ai données dés le commencement
de ce travail, au n° 2,

Les calculs auxquels on est conduit sont analogues & ceux des mé-
thodes adoptées pour la résolution de I'équation du quatriéme degré;
mais les équations ont une signification géométrique bien déterminéde,
et les singularités qu’elles présenteraient dans diverses questions pour-
raient indiquer des théorémes intéressants.

26. 11 est facile d’appliquer a I'équation du quatriéme degré les
résultats géométriques que j’ai obtenus dans le paragraphe précédent.
Les énonces qui suivent s’appliquent & I'équation (2) dont le second
terme est nul, et a la résolvante (3).

Quand les racines de la résolvante sont réelles et distinctes, suivant
quelles ont ou qu’elles n'ont pas toutes les trois le méme signe, les
racines de la proposée sont toutes réelles ou toutes imaginaires, et d’ail-
leurs inégales (n° 15).
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Lorsque deux racines de la résolvante sont imaginaires, deux des
racines de la proposée sont imaginaires et les deux autres réelles
(n°16).

Quand la résolvante a une racine double, cette méme racine est
double dans la proposée; les deux autres racines de la proposée sont
réelles ou imaginaires, suivant que la racine simple de la résolvante est
ou non de méme signe que la racine double (n° 17).

Si la résolvante a une racine triple, la proposée posséde cette méme
racine triple (n° 18).

Lorsque le coefficient s est nul, deux des racines de la résolvante
sont nulles et la troisieme infinie. Les formules deviennent illusoires,
mais 1’équation proposée ne contenant I'inconnue qu’a des puissances
paires, sa résolution ne présente aucune difficulté.

27. On peut modifier I'équation (4) de waniére a avoir les racines
de la proposée en fonction des abscisses des trois centres d'inversion.
En vertu de 'équation (3), jai

§= 8NN, g=— a (NN 4+ NN +2"X).

Je porte ces valeurs dans I'équation (4), et, résolvant, je trouve

(1) 2= N AN (V1) = 2NV

Les deux points que I'on obtient en donnant successivement les
deux sigues au grand radical et un seul au petit sont conjugués dans
I'involution dont le point central a pour abscisse X'.

Cette formule nous sera utile.

§ 1. — INVOLUTION SUR UN CERCLE.

28. Onreporte sur une conique une involution rectiligne en prenant
pour projetantes des droites qui divergent d’un point de cette courbe.
Quand la conique est un cercle, on peut représenter V'involution par
une équation analogue a I'équation générale des involutions rectilignes,
mais daps laquelle la tangente de la moitié de 'angle au centre rem-
place Vabscisse inconnue.

-

Vo ' o e
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Les involutions circulaires sont utiles dans diverses questions, no-
tamment dans celles ou I'on est conduit & transformer par rayons vec-
teurs réciproques une figure sur laquelle se trouve une involution
rectiligne.

Involution quadratique circulaire.

29. On obtient avec la plus grande facilité les résultats suivants

1° Dans une involution quadratique circulaire, les points conjugués
sont situés sur des droites qui divergent d’un point fixe P. Jappellerai
ces lignes rayons d’involution. Les points doubles sort ceux ot la
tangente du cercle est un rayon d’involution. Le produit des distances
de P a deux points conjugués est constant, et par suite le point P est
un centre d’inversion.

2° Une série de cercles passant par deux points M et N déterminent
sur un cercle fixe une involution quadratique. Le centre d’inversion P
est sur la droite MN.

3° 8i l'on transforme (*) un cercle C portant une involution qua-
dratique, on obtient un cercle C, ayant une involution du méme genre.
Les centres d’inversion P et P, sont en ligne droite avec le pdle 1 de
la transformation.

Involution quadratique circulaire complete.

30. On peut facilement déterminer les points figuratifs des points
conjugués imaginaires dans une involution quadratique circulaire.

Soit C le cercle qui porte Iinvolution, P son centre, R la longueur
de son rayon, P’ le point de convergence, e et f les points doubles.
La droite menée par P’ et faisant avec P'P un angle o coupe le cercle
en deux points conjugués a, et a,. On a

Pa,=PPcoswn i\/R2~— P'P sin? .

Si le rayon d’involution déterminé par Pazimut » ne coupe pas le
cercle G, la quantité soumise au radical est négative. Je porte alors la

(*) Toutes les transformations dont il est ici question sont par rayons vecteurs réci-
progques.
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longueur donnée par ce radical sur la droite H perpendiculaire au
rayon d’involution et passant par le milieu a,, du segment imagi-
naire a, a,. La ligne H fait avec PP’ un angle complémentaire de .
Appelant a, et «, les points figuratifs des conjugués imaginaires a, et a,,
on a

Pa, = PI”sinw :'_‘\,/lT[;’)siﬁw — R2.

Cette équation montre que le lieu des points «, est un cercle C' quia
son centre en P’, et qui coupe orthogonalement le cercle C aux
points e et f. La droite «, a, passe par le point P.

Quand dewx cercles se coupent a angle droit, les involutions qua-
dratiques déterminées sur eux par les rayons issus réciproquement de
leurs centres sont telles, que dans chacune d’elles les points conjugués
réels sont figuratifs des points conjugués imaginaires de Uautre. Les
dewx involutions ont les mémes points doubles. Je dirai qu’elles sont
complémentaires figuratives, et qu'elles forment une involution qua-
dratique circulaire compleéte.

31. La transformation des cercles G et (' donne deux autres cercles
rectangulaires C, et C, ; les couples de points des involutions formdces
sur chacun d’eux par les rayons divergeant du centre de l'autre cor-
respondent aux couples de points des involutions des premiers cercles.

Si le pble de transformation était sur C, le cercle réciproque C, se
réduirait &t une droite portant une involution quadratique, et C, serait
un cercle ayant pour diamétre le segment compris entre les points
doubles.

Involution circulaire spéciale du quatrieme ordre.

32. Quatre points sur un cercle peuvent étre considérés comme les
sommets d'un quadrilatére : je dirai que les points de rencontre des
cdtés opposés et des diagonales de ce quadrilatére, sont les trois centres
d’inversion relatifs au groupe des quatre points donnés.

1° En général, dans une involution circulaire du quatriéme ordre
les centres d’inversion varient pour les différents groupes; mais st
deux groupes ont les mémes centres d’inversion, ces points sont les
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centres d’inversion pour tous les groupes, et Uinvolution comprend tous
les groupes dont ces points sont les centres d’inversion.

Yappellerai cette involution circulaire spéciale; les trois involu-
tions quadratiques qui correspondent aux centres d’inversion seront
les involutions composantes.

2° Les trois centres d’inversion d’une involution circulaire spe-
ciale sont les sommets d’un triangle conjugué au cercle qui porte Uin-
volution.

3° Dans une involution circulaire spéciale, il existe trois groupes
composés chacun de deux points doubles. Réciproquement, quand les
six points doubles que posséde une involution circulaire du quatriéme
ordre sont répartis dewx a deux en trois groupes, Uinvolution est du
genre de celles que j'appelle spéciales.

4° Les droites dirigées d’un point quelconque du cercle aux points
doubles de deux des involutions composantes, forment un faisceau
harmonique.

5° Une involution circulaire spéciale est déterminée sur un cercle par
ses trois centres d’inversion P', P”, P qui doivent étre trois points con-
jugués.

Les trois points a,, a,, a, qui forment un groupe avec un point
donné a, sont les intersections du cercle avec les droites P a,, P’a,
et P"a,. Quand les centres d’inversion et le point choisi a, sont réels,
les quatre points du groupe sont réels, mais si deux centres d’inversion
étaient imaginaires, deux des quatre points du groupe seraient égale-
ment imaginaires.

33. Vappelle rayons d’involution conjugués les deux rayons d’une
involution composante qui déterminent les quatre points d'un méme
groupe.

Deux rayons d’involution conjugués issus du point P’ coupent har-
moniquement le segment P"P”. D’aprés cela, on obtient une involution
circulaire spéciale en coupant un cercle par deux faisceaux de droites
en involution quadratique, sous la seule condition que les rayons dou-
bles soient conjugués par rapport au cercle.

Tome X1V (2® série). — Janvier 186g. 5 ‘
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On déduit de 1a qi® quand les trois points P, P, P" sont réels, tout
groupe est composé de quatre points réels ou de quatre points imagi-
naires, ce qui est conforme a la proposition 5° du numéro pré-
cédent.

Quand les points P et P” sont imaginaires, si un rayon issu de V'
coupe le cercle, le rayon qui lui est conjugué dans Uinvolution com-
posanie ne le rencontre pas, et réciproquement. Chaque groupe est
alors conposé de deux points réels et de dewx points imaginaires.

3%. Deux centres d’inversion P’ et P” peuvent coincider en un
point P, du cercle; le troisiéme point P" est alors sur la tangente en P,.
L'involution spéciale est Jormée de Uinvolution composante P”, é cha-
cun des points de laquelle le point P, est ajouté deux Jois.

Lorsque le point P” se réunit a P,, chaque groupe se compose d’un
point du cercle et de trois fois le point P,.

Involution speciale circulaire compléte.

35. Soit un cercle C ayant son centre en un point P, et portant une
involution spéciale dont les centres d’inversion sont P/, P, P”; Jap-
pelle €/, C”, C” les cercles qui ont respectivement pour centre ces
trois points, et qui coupent orthogonalement C. La droite P"P” est la
sécante commune de C et de C'; les cercles ¢ et G” ayant leurs cen-
tres sur cette droite, et coupant C & angle droit, sont également ortho-
gonaux a (.

La droite P”P” est la polaire P’ dans le cercle C etde P dans le cer-
cle C'.

Il résulte de ces observations, que chacun des cercles C, ¢, ¢, C"
coupe les autres 4 angle droit, et que les centres de trois d’entre eux
sont les sommets d’un triangle conjugué au quatriéme.

La droite qui joint les centres de deux cercles est perpendiculaire a
celle qui passe par les centres des deux autres.

Les quatre cercles jouissent les uns par rapport aux autres de pro-
priétés symétriques.

36. Sinous considérons I'involution sur C comme produite par des

. t e C h [ENREI
'
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rayons divergeant du point P’ (n° 33 ), nous aurons les points figuratifs
des points imaginaires, en prenant Pintersection de C’'avec un fais~
ceau ayant son centre en P, et dont les rayons seront respectivemenl
perpendiculaires aux rayous d’involution divergeant de P’ (n°30).
On obtient ainsi une involution spéciale sur C'.

- Les rayons doubles du faisceau P sont les droites PP et PP” respec-
tivement perpendiculaires aux rayons doubles P'P” et P'P” du fais-
ceau P’. Comme d’ailleurs P” et P” se trouvent sur la polaire de P’ par
rapport an cercle C, nous voyons que ces poinls sont, avec P, les
centres d’inversion de l'involution figurative Co_mplémentaire sur le
cercle P’.

Si 'on considére 'involution sur C comme obtenue par un faiscean
ayant son centre en P”, on aura sur C” une involution spéciale com-
plémentaire ayant pour centres d’inversion P, P, P”,

En résumé, nous avons sur chaque cercle une involution speciale
dont les centres d’inversion sont les centres des autres cercles. Deux
quelconques de ces involutions peuvent étre regardées comme com-
plémentaires figuratives.

Fappellerai involution spéciale circulaire compléte, V'ensemble de
quatre involutions de ce genre sur quatre cercles orthogonaux.

37. Une transformation par rayons vecteurs réciproques ne fait pas
perdre ses propriétés au systéme que je viens de décrire, car des cer-
cles orthogonaux sont changés en cercles orthogonaux.

Si le pole de transformation est sur un des cercles, on obtient trois
cercles qui se coupent 4 angle droit, et dont les centres sont sur une
ligne droite qui remplace le quatriéme cercle. C’est le systéme que j'ai
étudié dans le premier paragraphe. Les différents groupes de 'involu-
tion sur la droite ne peuvent pas éire donnés par les rayons conjugués
de Pun quelconque des trois faisceaux. Je les ai déterminés par la po-
sition du centre de leurs moyennes distances, ce qui introduit quel-
ques différences. '

Quand le pdle de transformation est a I'intersection de deux cercles,
on obtient deux droites rectangulaires et deux cercles dont les centres
coincidentau point de rencontre de ces lignes. Les carrés des rayons des
cercles sont égaux et de signes contraires.

5..
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§ III. — GROUPES DE POINTS RECIPROQUES SUR UN PLAN.

38. Revenons au cas ot I'on a sur une droite une involution spé-
ciale du quatriéme ordre avec ses trois cercles d'inversion dont les
centres sont O, O” et O” (n°® 24). Je prends arbitrairement un point My,
et je détermine d’abord ses réciproques M,, M,, M, par rapport aux
trois cercles, puis les symétriques M, M,, M, M', des quatre premiers
points par rapport & I'axe 0’0" O". Les huit points ainsi obtenus sont
réciproques deux & dewx par rapport & Uun quelconque des cercles.
Si I’on considére le cerele O, les couples de points réciprogues sont

M, etM,, M ,etM,, M;etM,, M,etM,.

Pour démontrer ce théoréme, il suffit de vérifier que les points M,
et M',, sont réciproques par rapport au cercle O".

Je choisis pour axes la droite 0’0" 0" et sa perpendiculaire en O
Tappelle X et 1" les abscisses des points O” et O”. Je désigne par x, et
7+ les coordonnées du point M, ; celles des points M, M,, etc., seront
x| et y,, x,ety,, etc.

On obtient sans difficulté

(20— V) (2 — 3") + 9 B — )

+ — )7 Y \
J.s - )\ (-l‘l—)\”>2+_73 Hi ]3 —_— )\ (—$| . !A”)“-&—_)’T,
"y 7 " 2 w AN
" — A ! T 1
R (‘rl A ) () — A ) +; Y () N
=X (@ — W)+ yi Ye=X (w0, — VP 47

Ces expressions donnent immeédiatement

Zy .1:"

Yo Y
Nous voyons que les points My, M, et O’ sont en ligne droite. Pour
que les deux premiers soient réciproques par rapport au cercle O, il

faut de plus qu’on ait

Vi yiVa g =0,

car les points O” et O” sont conjugués par rapport au cercle d’inver-
sion O' (n° 6). Or cette équation se réduit a une identité, quand on

P v s e
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y porte les valeurs ci-dessus de x;, 7, &, et y;. Le théoréme énoncé
est donc démontré. , ’

Tout cercle mené par le point M, et normal au cercle O’ passe par
M,. Réciproquement, tout cercle passant par M, et M, est normal au
cercle O'.

Lorsque le point primitif M, est sur la droite O'O”0"” ou sur un des
trois cercles, les points se confondent deux a deux, et on obfient un
groupe de quatre points du genre de ceux qui ont été étudiés dans le
premier paragraphe.

39. Quand on a deux courbes réciproques par rapport &4 un cercle,
si U'on transforme tout le systéme, on obtient deux nouvelles courbes
réciproques par rapport au cercle transformé. Il suit de la que le théo-
réme du n° 38 peut étre étendu au cas d’une involution spéciale circu-
laire compléte, et qu’on peut surle plan d’une involution de ce genre
déterminer des groupes de huit points réciproques deux a deux par
rapport aux quatre cercles.

SECONDE PARTIE.
QUELQUES THEOREMES GENERAUX SUR LES ANALLAGMATIQUES.

Définition et génération des anallagmatiques.

40. Adoptant une expresssion introduvite par M. Moutard, je dirai
qu'une courbe plane est anallagmatique quand elle est sa propre
transformée par rapport & un certain cercle d’inversion.

Toute anallagmatique est I'enveloppe d'un cercle orthogonal 4 un
cercle fixe (qui est précisément le cercle d'inversion), dont le rayon
est variable et dont le centre parcourt une courbe donnée. J’appellerai
cette ligne courbe déférente eu égard a I'analogie qu’elle présente avec
les cercles déférents de 'ancienne astronomie.

Soient IT une tangente de la courbe déférente, et I son point de con-
tact : la perpendiculaire OK abaissée du centre O du cercle d’inversion
sur la droite IT passe par les deux points x et 2’ ot le cercle enveloppé
qui a son centre en I touche I'anallagmatique.

Tes points réciproques x et 2’ sont conjugués harmoniques de ceux
ou la droite OK rencontre le cercle d’inversion, et le segment xx’a son
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milieu K sur la tangente IT. Les points & et &’ sont par suite indépen-
dants de la position du point de contact I sur la tangente IT}; ils sont
imaginaires ou réels suivant que la tangente 1T coupe le cercle d’inver-
sion ou ne le rencontre pas.

Une sécante menée par le point O coupe l'anallagmatique en des
couples de points réciproques. Les perpendiculaires élevées a la sé-
cante par les milieux des segments compris entre les points d’'un méme
couple, sont tangentes a la déférente.

Cercles enveloppés dans une anallagmatique considércs comme formant
un systéme de coniques.

41. Les cercles qui ont pour enveloppe une anallagmatique forment
un systéme de coniques dont il nous sera utile d’avoir les caractéris-
tiques w. et v.

Fappelle n et m 'ordre et la classe de la courbe déférente.

Les cercles du systeme qui passent par un point M, du plan se croi-
sent aussi au point réciproque M, ; les centres de ces cercles sont les n
intersections de la déférente avec la perpendiculaire élevée a la droite
M, M, par son milien. On voit ainsi que la caractéristique p est égale
a n; en d’autres termes, le nombre des cercles du systéme qui passent
par un point du plan est égal a U’ordre de la déférente.

42. Les coniques exceptionnelles sont ici les cercles dont le rayon
est nul ou infini.

Les an intersections de la déférente avec le cercle d’inversion don-
nent les cercles qui ont un rayon nul. Chacun d’eux doit étre considéré
comme lintersection de deux droites dirigées vers les points circu-
laires & 'infini.

La déférente possede n points a Vinfini. A chacun d’eux correspond
un cercle d’un rayon infini, c’est-a-dire ’ensemble de deux droites
dont une est a Pinfipi.

Le systeme comprend donc 3n coniques décomposées en deux
droites, et ne contient aucune conique infiniment aplatie. Nous avons
en conséquence d’apres les formules de M. Chasles

2p —-v==0, 2v—p=3n.

v (R [ v S
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<

p étant égal a n (n° 41), ces relations donuent toutes les deux pour v
la valeur 2n. Le nombre des cercles du systéme qui touchent une droite
quelconque est donc égal au double de 'ordre de la déférente.
D’aprés an théoréme de M. Chasles, l'ordre de la courbe lieu des
_ centres des coniques d’un systéme est égal 4 la caractérisque v; mais
il faut remarquer qu’ici nous avons n coniques composées de deux
droites dont une a I'infini, et que dans chacune d’clles, tout point a
Pinfini peut étre considéré comme le pole de la droite de I'infini, c’est-
a-dire comme un centre. Le lieu des centres comprend ainsi, outre la
déférente, n fois la ligne de I'infini, et par suite 'ordre de ce lieu est 2n
ou y.

43. Chaque cercle d’un rayon infini est une droite passant par le
centre du cercle d’inversion et perpendiculaire a une asymptote de
la déférente; comme d’ailleurs tous les cercles du systéme touchent
I'enveloppe en deux points, on voil que n tangentes doubles de I’anal-
lagmatique se croisent au centre du cercle d’inversion, et sont respecti-
vement perpendiculaires aux asymptotes de la déférente.

J'examinerai plus loin le cas onl cette courbe a des branches para-
holiques.

Ordre de Uanallagmatique.

44. Une droite menée par le centre O du cercle d’inversion rencontre
I’anallagmatique en autant de couples de points que la déférente a de
tangentes qui lui sont perpendiculaires (n° 40). L'ordre de ’anallag-
matique est donc double de la classe de la courbe déférente.

On arrive au meéme résultat en considérant une droite quelconque D
du plan de I'anallagmatique. Par un point x de D je fais passer un
cercle du systéme : la droite qui contient les deux points ou ce cercle
touche I'anallagmatique coupe D en un point ». A un point x corres-
pondent 7 points u (n°® 41 ).

Je joins au centre O du cercle d’inversion un point « pris arbitraire-
ment surD; la courbe déférente a m tangentes perpendiculaires 4 Ou :
soit I le point de contact de I'une d’elles; le cercle enveloppé qui a son
centre en I coupe D en deux points x. A un point u correspondent
2m points x.

Les coincidences sont au nombre de (n + am); il y en a une sur
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chacune des n tangentes doubles qui passent par le point O. Les 2am
autres déterminent les points de I'anallagmatique sur la droite D.

45. Quand la courbe déférente a une branche parabolique, deux
cercles consécutifs se décomposent chacun en deux droites, une pas-
sant par le centre du cercle d’inversion, et I'antre 4 I'infini. Il résulte
de 12 que I'anallagmatique passe par le centre du cercle d’inversion
et que la droite de l'infini fait partie de 'enveloppe dont I'ordre a été
déterminé au numéro précédent.

Chaque branche parabolique de la déférente abaisse d’une unité
Uordre de I’anallagmatique, et détermine dans cette courbe une branche
passant par le centre du cercle d’inversion.

Si la déférente avait une branche parabolique avec inflexion a 'in-
fini, Uordre de Uanallagmatique serait abaissé de deux unités, et cette
courbe aurait au centre du cercle d’inversion un point double formé par
la superposition de deux points consécutifs, cest-a-dire un point de
rebroussement.

46. D’apres ce qui précéde, quand la déférente est une conique,
I'anallagmatique est, en général, du quatrieme ordre, mais elle s’abais-
serait au troisieme ordre si la déférente était une parabole.

Il y a une seconde anallagmatique du quatriéme ordre ; elle a pour
déférente une courbe de la troisiéme classe, ayant une branche para-
bolique avec inflexion a Pinfini.

Foyers de Uanallagmatique.

47. Adoptant la définition de Plucker, jappelle foyers d’une
courbe les intersections mutuelles des tangentes qui lui sont menées
des points circulaires a I'infini, ou, ce qui revient au méme, les centres
des cercles de rayon nul qui ont un double contact avec la courbe.
Les an intersections de la déférente avec le cercle d’inversion sont donc
des foyers de I'anallagmatique (v° 42).

Eu prenant les intersections mutuelles des droiles qui passent par
les foyers situés sur le cercle d’inversion et par les points circulaires
a I'infini, on obtient de nouveaux foyers. Ceux-ci sont deux a deux
reciproques par rapport au cercle d’inversion.
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Pour ¢établir ce théoréme, je remarque qu’en choisissant convena-
blement les axes, on peut représenter par a et = \/R* — a2 les coor-
données x et y de deux foyers situés sur le cercle d’inversion, mais
d’ailleurs quelconques. Les quatre droites dirigées de ces foyers aux
points circulaires sont représentées par I'équation

YyE(x—a)y—1:{R* —a*=o.

Les rencontres des couples de droites non paralleles ont unc ordonnée
nulle et des abscisses &’ et 2" dont les valeurs sont

'=a—Va*— R}, x'=a + Vva* — R%;

x'x” = R3.

d’on

Ce qui démontre le théoréme énoncé.
Je donnerai au numéro suivant une nouvelle proposition sur les
foyers des ana]lagmatiques.

Points multiples des anallagmatiques.

48. Supposons que I'on ait un systéme de cercles passant tous par
un méme point E; de ce point je méne une tangente au lieu des centres
des cercles : les deux points communs au lieu et 4 la tangente sont les
centres de deux cercles consécutifs qui se touchent en E. Chacune des
tangentes menées par le point E au lieu des centres est donc normale
en ce point a une branche de I'enveloppe des cercles.

Revenons maintenant a 'anallagmatique, et appliquons les considé-
rations qui précédent aux points circulaires & Vinfini : en remarquant
que les droites dirigées vers ces points sont perpendiculaires 4 elles-
mémes, on voit que les points circulaires & Uinfini appartiennent a
Panallagmatique, et y ont un ordre de multiplicité égal a la classe de
la déférente. Les tangentes des différentes branches en un de ces points
coincident avec les tangentes menées de ce point & la déférente, et
par suite les foyers de cette derniére courbe sont des foyers quadruples
de la premiére [*].

[*] M. Laguerre a donné ce théoréme dans le cas ot la courbe déférente est une
conique.

Tome XIV (2® série). — Favmusr 1869, : 6
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Quand la déférente a des branches paraboliques, des droites 4 I'infini
se détachent, et 'ordre de multiplicité des points circulaires est di-
minué d’un nombre égal d’unités.

Si la courbe déférente passe par les points circulaires a l'infini,
deux des tangentes qui lui sont menées de chacun d’eux coincident;
I'anallagmatique a par conséquent, en ces points, des points doubles
formés par la superposition de deux points consécutifs, c’est-a-dire
des points de rebroussement.

M. Laguerre appelle foyers singuliers d’'une courbe passant aux
points circulaires 4 I'infini, les intersections mutuelles des tangentes
de la courbe en ces points. J’adopterai cette expression.

49. D’aprés ce que nous avons vu au n° 39, le cercle d’inver—~
sion étant donné, on peut déterminer deux points de I'anallagmatique
lorsqu’on connait une tangente de la déférente. 1l résulte de la qu’a
chaque tangente double de la déférente correspondent sur Uanallagma-
tique deux points doubles réciproques Uun de Uautre. Ces points sont
imaginaires ou réels -suivant que la tangente coupe le cercle ou ne le
rencontre pas. Quand la tangente double est idéale les points sont
isolés.

Si une tangente double de la déférente touche le cercle d’inversion,
deux branches de I'anallagmatique passent par le point de contact,
I'une et Pautre normales au cercle.

50. Supposons qu’une droite touche le cercle d’inversion et la de-
férente en des points B et C : le cercle enveloppé dont le centre est C
a un contact du troisiéme ordre avec Vanallagmatique parce que ses
deux points de tangence sont réunis en B. Le point B est dongc un
sommet sur I'anallagmatique. T.a normale de cette courbe est la tan-
gente BC de la déférente.

51. Quand la déférente touche le cercle d’inversion en un point G,
deux tangentes communes sont confondues en une seule, et le rayon
du cercle enveloppé a une longueur nulle; 'anallagmatique posséde
par conséquent un point double en G. Ce point serait isolé, si, pres
de lui, la déférente était dans Vintérieur du cercle d’inversion, ou si
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les courbures de la déférente et du cercle étaient de sens contraires.

Quand il y a osculation entre ces lignes, 1'anallagmatique posséde un
point de rebroussement.

52. Lorsque la déférente est une ellipse ou une hyperbole tou-
chant le cercle d’inversion en deux points, 'anallagmatique est une
courbe du quatriéme ordre ayant des points doubles aux deux points
de contact et aux points circulaires a I'infini, c’est-a-dire 'ensemble
de deux cercles.

On obtient encore deux cercles en prenant pour déférente une
conique décomposée en deux points. Les cercles ont respectivement
leurs centres en ces points, et coupent orthogonalement le cercle d’in-
version.

En général, quand la déférente est un étre géométrique formé d’une
courbe double 2 divisée par des points (voir les communications faites
par M. Chasles & I’Académie des Sciences les 22 avril et 27 mai 1867),
I’anallagmatique comprend les cercles qui ont pour centres les points
de division et qui sont orthogonaux aux cercles d’inversion, et, en
outre, la ligne qui correspond a la courbe 3. '

Si la déférente était une parabole ayant avec le cercle d'inversion
un double contact réel on idéal, ’anallagmatique serait une ligne du
troisieme ordre ayant deux points doubles réels ou imaginaires, et
passant par les points circulaires & l'infini, c’est-a-dire le systéme d’un
cercle et d’une droite.

83. On a quelquefois a considérer des anallagmatiques pour les-
quelles le cercle d’inversion a un rayon nul. Une courbe de ce genre
est I'enveloppe de cercles qui passent par un point fixe. En consé-
quence, et par les considérations présentées an commencement du
n° 48, on reconnait que le centre d’inversion est sur I'anallagmatique,
et qu’ily a un ordre de multiplicité égal 4 1a classe de la déférente. Les
tangentes des différentes branches de I'anallagmatique, au centre d’in-
version, sont respectivement perpendiculaires aux tangentes menées
de ce point a la déférente.

Dans ce cas, si le centre d’inversion est sur la déférente, I'anallag-
matique a un rebroussement.

G..
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Le rayon du cercle d’inversion étant nul, on obtient les points de
Panallagmatique en abaissant du centre d’inversion des perpendicu-
Jaires sur les tangentes de la déférente, et prolongeant chacune d’elles
d'une longueur égale 4 elle-méme (n° 40). L'anallagmatique est alors
la podaire d’une courbe homothétique & la déférente et de dimensions
doubles. Le centre d’inversion est le pole de similitude des deux
courbes.

L’étude que nous venons de faire des points multiples des anallag-
matiques, bien qu'incompléte, nous suffira pour la discussion des
Spll'lqlles.

Transformation d’une anallagmatique.

54. Dans la transformation par rayons vecteurs réciproques, les
cercles orthogonaux sont remplacés par d’autres cercles orthogonaux;
il en résulte que la transformée d’une anallagmatique est une anal-
lagmatique; les deux cercles d’inversion sont réciproques.

Les deux systémes de cercles enveloppés ont les mémes caractéris-
tiques. '

53. Les déférentes sont des courbes de méme ordre (n° 41). Elles
se correspondent point 4 point. Deux points homologues sont les cen-
tres de deux cercles enveloppés réciproques, et se trouvent par con-
séquent sur une droite passant par le pole O de la transformation.

1l y a trois cercles d’inversion & considérer : ceux qui sont propres
aux anallagmatiques, et celui par rapport auquel les deux anallagma-
tiques sont réciproques. Ces trois cercles se coupent en deux mémes
points e et /. Tout cercle ayant son centre sur la droite ef, et rencon-
traut & angle droit un des premiers, sera orthogonal aux deux autres.
1} résulte de 1a que les deux déférentes coupent aux mémes points
I’axe radical des trois cercles. Nous voyons que les deux déférentes
sont homologiques; le centre et I'axe d’homologie sont le pole Q de
Ja transformation et la sécante commune des cercles d'inversion.

Si le pole général de la tra nsformation est sur le cercle d’inversion de
la premié¢re figure, le cercle d’inversion de la seconde devient un axe
de symétrie, et la déférente se réduit & un étre géométrique composé

! : (X 1 b CoHRet
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de plusieurs fois cet axe et de points placés sur lui. Le cercle d’inver-
sion et la déférente étant confondus sur une droite ne suffisent plus
pour déterminer I'anallagmatique, car tout cercle dont le centre est
sur la droite pourrait étre considéré comme appartenant an systéme
des cercles enveloppés. Dans ce cas on ne doit pas chercher & appli-
quer les théorémes que j’ai exposés plus haut.

Indications sur les différents genres d’anallagmatiques.

56. Toute courbe ayant un axe de symétrie est une anallagmatique
dont le centre d’inversion se trouve & l'infini. On obtient, en la trans-
formant, une anallagmatique ordinaire. :

Certaines courbes ont deux, quatre, huit, etc., axes de symétrie qui
se croisent en un point; leurs transformées sont anallagmatiques par
rapport 4 deux, quatre, huit, etc., cercles passant par deux mémes
points et comprenant entre eux des angles égaux,

La sinusoide et diverses autres courbes transcendantes ont une infi-
nité d’axes de symétrie paralléles entre eux; leurs transformées sont
anallagmatiques par rapport & une infinité de cercles tangents 4 une
droite en un méme point.

Revenons aux lignes algébriques, et supposons qu'on ait une défé-
rente symétrique par rapport a deux diamétres rectangulaires du cer-
cle d'inversion; la courbe obtenue est anallagmatique, non-seulement
par rapport A ce cercle, mais encore par rapport au cercle imaginaire
qui a le méme centre que lui, et qui lui est orthogonal. Elle a de
plus deux axes de symétrie qui se croisent & angle droit au centre
commun des cercles. Ses transformées sont par conséquent anal-
lagmatiques par rapport i quatre cercles orthogonaux. Leurs points
forment des groupes analogues 4 ceux dont je me suis occupé
au n° 39.

On peut prendre pour déférente une courbe symétrique par rapport
a qualre, huit, seize, etc. diamétres du cercle d’inversion, et ensuite,
par une transformation, on aura des courbes anallagmatiques par rap-
port & quatre, huit, seize, etc., cercles passant par deux points fixes et
comprenant entre eux des angles éganx, et par rapport a deux cer-
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cles, I'un réel, I'antre imaginaire, orthogonaux entre eux et aux pre-
miers.

A chaque cercle d’inversion d’une anallagmatique correspond une
déférente. Toutes les déférentes ont pour foyers les foyers singuliers
de I'anallagmatique (n° 48).

CHAPITRE PREMIER.

PROPRIETES FONDAMENTALES DE LA SPIRIQUE.

Considérations générales.

57. Lorsqu’une surface est coupée par un plan, la courbe d’inter-
section appartient a la surface symétrique de la premiére par rapport
an plan. 1l résulte de 1a que le nombre des surfaces d’'une méme défi-
nition qui passent par une courbe plane, est pair quand il n’est pas
infini. On congoit, en conséquence, que pour certaines valeurs des
parameétres de la courbe, les surfaces considérées puissent devenir
toutes imaginaires. Il semble, d’aprés cela, qu’il n’est pas sans quelque
inconvénient de définir une courbe plane par la propriété d’appartenir
a des surfaces déterminées, si leur nombre est limité, et qu’on doit
préférer prendre pour définition une propriété caractéristique de la
courbe sur le plan.

Par ces considérations, J’ai cru devoir abandonner I'ancienne défini-
tion de la spirique. Nous verrons que les tores qui passent par une
spirique réelle sont souvent tous imaginaires.

58. La spirique est une courbe plane du quatriéme ordre qui posséde
un axe de symétrie et deux points doubles situés a linfini sur un cercle.

En remarquant qu'un tore contient un cercle a l'infini sur une
sphére, et quesa section par un plan a un axe de symétrie, on reconuait
que celte section est une spirique.

Jétablirai plus loin que toute spirique appartient & un nombre dé-
terminé de tores.

oo ' i TR



PURES ET APPLIQUEES. 47

La spirique posséde sur son axe de symétrie quatre sommets que Je
désignerai par a,, a,, a,, a,. ‘

Vappellerai plan principal de la spirique le plan qui est perpendi-
culaire 2 celui de cette courbe et qui contient son axe de symétrie.

59. On trouve, par les formules de Pliicker, que la spirique est, en
général, une courbe de.la huitiéme classe ayant huit tangentes doubles.

Puisqu’elle estde la huitiéme classe, on peut lui mener huit tangentes
perpendiculaires 4 son axe : quatre d’entre elles la touchent i ses som-
mets; les quatres autres se confondent deux i deux.

Deux des tangentes doubles de la spirique sont perpendiculaires a son
axe; les six autres occupent deux & deux des positions symétriques.

60. Quand on fait tourner une spirique autour d’'une droite située
d’une maniére quelconque dans 'espace, la surface engendrée est du
huitiéme ordre, car sa section par le plan de la spirique se compose
d’abord de cette courbe, puis d’une spirique égale et placée symétri-
quementpar rapport ala projection de I'axe de révolution. Si cependant
cet axe est dans le plan principal de la spirique, les points de la courbe
décrivent deux a deux les mémes paralléles, et on obtient deux fois
une surface du quatriéme ordre.

Dans le mouvement de révolution, les points circulaires qui sont a
Pinfini sur le plan de la spirique engendrent chacun deux fois le cercle
d'intersection du plan de l'infini avec une sphére. 11 suit de I que ce
cercle est double sur la surfacedun quatriéme ordre, et que la section
plane de cette surface posséde deux points doubles aux points circu-
laires; elle est d’ailleurs symétrique par rapport i un axe, c’est donc
une spirique.

Si Uon fait tourner une spirique autour d’une droite .située dans
son plan principal et d’ailleurs yuelconque, la surface engendrée sera
telle, que toutes ses sections planes seront des spiriques. '

61. La méridienne de cette surface est une spirique comme ses
autres sections planes; elle admet donc six tangentes doubles non
perpendiculaires & 'axe de révolution (n° 59). Tout plan passant par
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une de ces droites et perpendiculaire au plan méridien touche la surface
en deux points et, par suite, la coupe suivant une spirique qui a deux
nouveaux points doubles sur son axe de symétrie. Comme d’ailleurs
une ligne du quatriéme ordre ne peut pas avoir plus de trois points
doubles, cette spirique se décompose en deux coniques qui se croisent
aux points circulaires 4 'infini, c’est-a-dire en deux cercles.

Les six tangentes doubles obliques a I’axe ont deux a deux des posi-
tions symétriques. Elles engendrent par leur révolution trois cones qui
ont le méme axe que la surface et qui lui sont doublement circonscrits.
Tout plan tangent 4 P'un d’eux coupe la surface suivant deux cercles
égaux [*]. Yappellerai cette surface fore oblique dans le cas général,
tore droit ct tore ordinaire quand les plans des cercles de I'un des sys-
téemes seront paralléles 4 ’axe de révolution, et quand ils contiendront
cet axe.

Les centres des cercles donnés par les sections planes des trois sys-
témes sont dans un méme plan que je désignerai sous le nom de plan
équatorial. L’intersection de ce plan avec P'axe de révolution sera le
point central de la surface. Dans le tore droit et le tore ordinaire, le
point central est un véritable centre.

D’aprés ce qui précéde, nous pouvons modifier I'énonce du théoreme
obtenu au n° 60, et dire que la surface engendrée par la révolution
d’une spirique autour d’une droite située dans son plan principal est
nn tore géncralement oblique.

Le tore oblique a un paralléle double a 'infini sur une sphere, et,
par suite, en raisonnant comme au n° 38, on trouve que foule section
plane d’un tore obligue est une spirique.

62. Lorsqu’on fait tourner nne spirique autour d'une droite situce
dans son plan principal, les deux tangentes doubles perpendiculaires a
I’axe de symétrie (n° 59) décrivent des plans qui touchent le tore

[*] Divers théorémes ont été obtenus sur cette surface par M. J.-A. Serret et par
moi. Foir le Mémoire de M. Mannheim Sur la cyclide ( Nouvelles Annales de Mathe-
matiques, 1860), et mon Mémoire surle tore général ou surface engendrée par la révo-
lution d’une conique autour d’une droite située d’une maniére quelconque dans I'espace
(Journal de ! 'Eeole Polytechnique, XL® Cahier).

t e v ' ey
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oblique engendré, chacun le long d’un paralléle. Le plan équatorial du
tore oblique est paralléle a ces plans, et situé a des distances égales de
Pun et de I'autre. Son intersection avec le plande la spirique est donc
la droite qui forme le diametre du'systéme des detix tangentes doubles
perpendiculaires A I'axe de symétrie. Vappellerai cette droite I'dgua-
toriale de la spirique, et le point o1 elle rencontre I'axe de symétrie lc
point éguatorial de la courbe. Je désignerai toujours le point équatorial
par la lettre E.

Les plans équatoriaux de tous les tores obligues qui passent par une
méme spirique se coupent suivant {'équatoriale de cette courbe.

63. L'ovale de Descartes satisfait & la définition de la spirique, avec
cette circonstance, qu’il posséde des rebroussements aux points dou-
bles a Pinfini, ainsi que M. Cayley I'a démontré [*]. Pappellerai cette
ligne cartésienne, et je réserverai le mot opale pour désigner toute
branche fermée d’une courbe. Le nom d'ovale de Descartes a I'incon-
vénient de rappeler, pour les rayons vecteurs issus des foyers, des pro-
pri¢tés qui disparaissent quand deux des foyers sur I’axe sont imagi-
naires.

En tournant autour d’une droite située dans son plan principal, Ia
cartésienne engendre une surface qui a un paralléle de rebroussement .
a l'infini sur une sphere, et dont, par suite, les sections planes ont deux
rebroussements a I'infini sur un cercle ; ce sont des cartésiennes. Quand
le plan tangent est perpendiculaire a Paxe de révolution, on a deux
cercles concentriques. ' '

La cartésienne est une courbe de la sixiéme classe; elle posséde une
seule tangente double qui est perpendiculaire 4 son axe. Quand, par
suite de modifications apportées  ses parameétres, une spirique se trans-
forme en cartésienne, la seconde tangente double perpendiculaire a
l'axe et I'équatoriale sont transportées a I'infini; les six autres tan-
gentes doubles sont remplacées par les tangentes menées 4 la courbe
de ses points de rebroussement. ‘

[*] Journal de Mathématiques, 1850, p- 355,

Tome XTIV (2° série). — Fevhieg 186g. 7
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Formules fondamentales.

64. 1l résulte de la définition méme de la spirique que si on la rap-
porte a deux axes rectangulaires dont un, celui des abscisses, coincide
avec son axe de symétrie, on pourra la représenter par I'équation

(1) (24 ) — hpx(x* + )+ qx’ + 1yt +sx+t=o0.

L’origine n’a pas de position déterminée sur I’axe de symétrie; nous
pouvons la placer de maniére & faire disparaitre de I'équation de la
courbe les termes du troisiéme degré. Il suit de la que la spirique pos-
séde sur son axe de symétrie un point qui est le centre des moyennes
distances des quatre points ots une quelconque des droites qui y passent
rencontre la courbe.

Je désignerai ce point par la lettre G.

La courbe étant représentée par 'équation (1), 'abscisse du point G
est p.

63. En mettant I’équation (1) sous la forme

(‘xz 4+ ]ﬂz — 2px -+ 2)2

+{g—r—4p*)a+ (s +2pr)x + <t— %) = o,

(2)

on reconnait que chacune des deux droites données par ’équation

(3) (q—l'—[lpz)x’—l—-(s—l—zpr)x—l-(t——%):o

touche la spirique aux deux points ou elle rencontre le cercle
(4) x2+]’—2px+;r=o.
Ce sont les tangentes doubles perpendiculaires a I'axe (n° 59).

Si nous désignons I'abscisse de I’équatoriale par e, nous aurons,
d’apres la définition méme de cette droite (n° 62), et en vertu de 'é-
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" quation (3), '

5 —_— S22
(8) ¢ 2(qg —r— 4p?)

Lorsque les coefficients satisfont & la relation
(6) g—r—ap=o,

I’équatoriale et 'une des tangentes doubles perpendiculaires 4 I'axe
s’éloignent & I'infini; Péquation prend d’ailleurs I'une des formes con-
nues de I'équation de la cartésienne.

66. Les deux tangentes doubles perpendiculaires a I'axe peuvent
coincider. 1.équatien (3) est alors un carré parfait, et on voit par
Péquation (a) que la spirique se décompose en deux cercles dont les
centres sont sur I'axe de symétrie. La sécante commune des deux cercles
represente les deux tangentes doubles perpendiculaires a 'axe et
I’équatoriale.

Indications sur les tores obliques qui passent par une spirique.

67. Considéronsun tore oblique : je place l'origine des coordonnées
an point central (n° 61), et je prends, pour axes des X, des Y et des Z,
deux droites rectangulaires situées daus le plan équatorial et 'axe de
révolution.

Jappelle b le rayon de I'un des cercles par lesquels la surface peut
étre engendrée; ’

g la longueur de la perpendiculaire abaissée de I'origine sur celui
des diameétres du cercle générateur qui est situé dans le plan équatorial;

a le segment compris sur ce diamétre entre le pied de la perpendi-
culaire abaissée de I'origine, et le centre du cercle;

7 langle que le plan du cercle fait avec le plan équatorial.

L’équation du tore oblique est [*]

(7) X*+Y?*+Z°— agcoty.Z — a* — b* —g*)2 + 5,14:2; (22— b*sin*y)=o.

[*] Cette équation est facile & obtenir, On peut la déduire de celle que jai donnee
pour le tore général, au n° 14 de mon Mémoire sur cette surface.

Tee



52 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

68. Je coupe le tore oblique par un plan, et je rapporte la section
a deux axes rectangulaires dont un, celui des abscisses, est la droite du
plan sécant contenue dansle plan méridien qui lui est perpendiculaire.

Yappelle a et y les coordonnées d’un point de la section;

e I'abscisse du point E ot le plan équatorial du tore coupe I'axe des
abscisses; ’

p la distance du point central C du tore au point E;

» 'angle que le plan équatorial du tore fait avec le plan sécant.

Pour avoir I’équation de la section, il suffit de remplacer dans I'équa-
tion (7) X, Y et Z par les valeurs suivantes :

X =axcosw — (ecosm + p),
Y=,
Z = — xsinw + esinw.

On trouve

[x% 4+ 3* — 2(e + pcosw — gsinwcoty)x

(8) + e+ 2epcosw — 2gesinwcoty + g —a* — b — g
’ a’sin'ew 2 SiD?0 at .. 2t g
+4~—SE,—§— 2 — 8ea e 4sin‘-'7 (e*sin®w - bsin’y) =o.

b

69. Egalant entre eux les coefficients des équations (2) et (8), yai

[ p=e +pcosw — gsine coty,
Lpr=e?+ 2epcosw — 2gesinw coty + ¢* — a® — b* — g3,
2

o SIN?0)

() {47 et = ety

_ 8ea? sin’e
e 2[)1‘ = — __sin"y’
r? . .
— =4~ e?sin’w - - b¥sin?y).
t— 7 =4 g )

Les troisiéme et quatriéme de ces équations donnent pour e la va-
leur déja obtenue au n° 65, ce qui fournit une vérification du théo-
reme du n° 62.
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70. En vertu de la relation (8), les équations (g) se réduisent a
quatre distinctes. Elles déterminent quatre des six quantités a?, b, g,
¢» w, v quand les deux autres sont connues. On peut, par exemple,
se donner les deux coordonnées p etw du point central C du tore: 'axe

de révolution est alors Ia perpendiculaire a la droite CE menée par le
point C.

Tout point du plan principal d'une spirigue est le point central d'un
tore oblique passant par cette courbe.

Le point équatorial est le point central d'une infinité de tores obliques
qui contiennent la spirigue. On détermine les parametres de ces tores

en faisant p nul dans les équations (9), et en attribuant diverses va-
leurs & o.

71. Sil’on ajoute aux équations (g) une relation arbitraire entre a,
b, g, v, puis qu’on élimine ces quatre quantités et, en outre, e, on aura
une équation en p et w qui fera connaitre 1¢ lien des points centraux
des tores obliques passant par la spirique donnée et satisfaisant a la
condition exprimée par la relation arbitraire. Bien que ces recherches
présentent quelque intérét, je me borne a les mdiquer. -

Indications sur les tores droits qui passent par une spirique.

72. Pour déterminer la position et les paramétres des tores droits
qui passent par une spirique donnée, on peut recourir aux équa-
tions (9), en y supposant y égal a go degrés. On a alors

P =e 4 pcosw,

i .
Er:e”%-vzep(:OSw—r—p’—a"*—'b’—~g’,

(lo) 2 2a7n2
q—r—4p*=4a*sin®u,

L — 7= 4a*(e?sin®u — h?).
Je n’ai pas reproduit la quatriéme équation parce que, en vertu de

la relation (5), elle n’a aucune importance, ainsi que j’en ai déja fait la

remarque (n°® 70).
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753. La premiére des équations (10) montre que les centres des tores
sont sur une perpendiculaire au plan de la spirique, coupant son axe
an point dont Pabscisse est p, c’est-a-dire au centre G (n° 64).

Le lieu des centres des tores droits qui passent par une spirique don-
née est une pelpen(liculaire au plan de cette courbe élevée par le cen-
tre G des moyennes distances.

74. 1axe du tore droit qui a son centre en un point G de cette
perpendiculaire coupe  angle droit le rayon vecteur EC (n° 70). Tl
suit de 1 que les axes des tores droits qui passent par une spirique
donnée enveloppent une parabole situce dans le plan principal de cette
courbe , et dont le foyeret le sommet coincident, 'un avec le point cqua~
torial, et Uautre avec le centre G des moyennes distances.

Eudes des tores ordinaires qui passent par une spirique donnée.

75. Pour accommoder les formules (10) au cas ou 'on ne consideére
que des tores ordinaires, il suffit 'y faire g nul; mais j'y annulerai
aussi ’abscisse p de maniére i placer au centre G-des moyennes dis-
tances, I'origine qui jusqu’a présent est restée indéterminée sur 'axe de
symeétrie. :

Les équations (10) deviennent

¢+ pCOSw = 0,

e+ 2epcosw + pf — at — bP= -1,
(
{r1) Copoecinn .
fa*sin*w = ¢ — 1,

. t — +2
a*(elsin®e — b*) = %—]—

ILes parameétres b et a sont le rayou du cercle méridien et la distance
de son centre & V'axe du tore.
I’équation (5) est remplacée par la suivante

. §
{12; e = — ———*
) 2(g — )

11111
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La spirique étant donnée par ses coefficients q, 1, 8, t, les équations ci-
dessus font connaitre les parameétres a et b du tore, et les trois quan-
tités e, p, w qui fixent sa position par rapport 4 la courbe. Toute spi-
rique appartient donc 4 un nombre déterminé de tores.

76. Si entre les équations (11) et (12), on élimine I'abscisse e et trois
quelconques des quantités a, b, p, », on obtient pour déterminer la
quatriéme une équation du sixieme degré. On trouve de cette maniére
que la tangente de I'azimut  est donnée par Péquation

3) s*tang®e + (42 — ¢*) (g — r) tang*e -
1

—2q(¢g — r)*tang’ew — (g — r)* =o;
tang a six valeurs qui sont deux 4 deux égales et de signes contraires.
A chaque couple correspond un systéme de valeurs pour a*, 5 et p*.

Toute spirique appartient & six tores qui sont deusx & deusx égaux et
placés symétriquement par rapport & son plan.

77. Je considére un de ces tores : je désigne par O le point ou son
axe rencontre I'axe de symétrie de la spirique, et par ) 'abscisse GO.
L’angle ECO est droit, et le point C est sur la perpendiculaire élevée
4 EO par le point G (n® 73). Nous avons en conséquence '

(14) tang®o = —

LN Ead

La substitution de cette valeur dans I'équation (13) donne, pour
déterminer les abscisses des points o1 les axes de révolution des six
tores rencontrent deux 4 deux I’axe de symétrie de la spirique, I'équa-
tion suivante, qui est précisément I'équation (3) de I'Introdaction,

t— g% . s
(15) W M0y s
25 2 8 :
Les axes des six tores qui passent par une spirique rencontrent l'axe
de cette courbe en trois points, qui sont les centres d'inversion du groupe
des quatre sommets a,, a,, g, a,,
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78. On peut oblenir ce résultat par des considérations géométriques
trés-simples.

Le plan principal de la spirique contient deux cercles méridiens de
I'un quelconque des tores. Ces cercles coupent I'axe de symétrie aux
sommets a,, @,, d;, a,; 'axe de révolution du tore est leur sécante
commune, et, par conséquent, son intersection O avec Vaxe de symé-
trie est le point central de l'une des involutions quadratiques déter-
minées par les quatre sommets. Mais on peut combiner deux a deux
les points a,, a., a,, a; de trois manieres différentes, et d’un autre
coté les axes des six tores rencontrent 'axe de la spirique en trois points
généralement distincts : ces 'points sont donc les centres d’inversion
des quatre sommets.

79. Ln portant dans 'l’équationi(l) la valeur du coefficient r déduite
de la relation (12), on met ’équation de la spirique sous la forme

§

(16) (x? —}—]‘2)24-(]332-4—((/—1- 2(.-) ¥+ sx + Lt =o.

On voit qu'une spirique est determince par ses quatre sominets sur
{'axe et par son point équatorial.

1l est facile de construire les tores quand ces cing points sont connus,
On cherche d’abord les centres d’inversion O’, O”, O” des quatre som-
mets, et le centre G des moyennes distances de ces mémes points;
puis on éléve une perpendiculaire au plan de la courbe par le point G.
Pour avoir les deux tores dont les axes se croisent en O’, on décrit un
cercle sur EQ’ comme diamétre, et on joint au point O les points G
et C, ou ce cercle rencontre la perpendiculaire élevée par le point G.
Les droites O'C, O’C, et EC, EC, sont : les premiéres, les axes des tores,
les autres les traces de leurs plans équatoriaux sur le plan principal de
la spirique. Les deux points de la ligne EC qui se trouvent a égales
distances, 'un de a, et a,, 'antre de a, et a, sont, pour I'un des deux
tores, les centres des cercles méridiens qui passent respectivement par
ces sommets.
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Geénération de la spirique comme anallagmatique.

80. Jappelle sphéres inscrites dans ub tore, les sphéres qui touchent
cette surface le long des méridiens. Une spirique est I'enveloppe des
cercles suivant lesquels son plan coupe les sphéres inscrites dans I'un
quelconque des tores auxquels elle appartient.

Les différents points de I’axe du tore sont les centres de sphéres qui
coupent orthogonalement le tore et les spheres inscrites. Le plan de la
spirique rencontre 2 angle droit celle de ces sphéres dont il contient le
centre : le cercle d’intersection est, par suite, normal aux cercles que
les spheres inscrites possédent dans le plan, et qui ont pour enveloppe
la spirique. Les centres de ces cercles sont sur la conique suivant la-
quelle se projette le cercle lieu des centres des cercles méridiens du
tore.

En appliquant ces considérations aux divers tores, on voit que /a
spirique est de trois maniéres différentes Uenveloppe de cercles qui ont
leurs centres sur une conique, et qui coupent orthogonalement un cer-
cle fixe, c’est-a-dire qielle est anallagmatique par rapport a trois cer-
cles. Les centres de ces cercles sont les centres d’inversion des quatre
sommets sur axe. Les courbes déférentes sont des coniques.

Ce résultat est une conséquence des théorémes généraux connus
pour les courbes du quatriéme ordre qui ont deux points doubles &
infini sur un cercle.

81. Cercles d’inversion. — Le premier cercle d’inversion a son
centre au point O’ ou les axes des tores du premier couple rencontrent
le plan de la spirique. Son rayon est égal 4 celui de la sphére orthogo-
nale, c’est-a-dire aux tangentes menées du point O’ du tore. Mais un
méridien de ce tore coupe I'axe de la spirique aux points a, et a,; le
rayon du cercle d’inversion est donc moyen proportionnel entre O’
et O'a,, comme aussi entre O’a, et O'a,. Nous voyons que le premier
cercle d'inversion a pour diametre le segment ¢'f" compris entre les
points doubles de I'involution quadratique dont a, et a,, a, et a; sont
deux couples.

Les trois cercles d’inversion de la spirique sont les cercles d’inversion

Tome XIV (2° séric). — Fivnier 186y, 8
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de Uinvolution spéciale du quatrieme ordre déterminée par les quatre
sommets que cette courbe posséde sur son axe (n° 24).

Chagque point de la spirique doit avoir sur la courbe tous ses réci-
proques et leurs symétriques par rapport alaxe. Tl en résulte que les
points d’une spirique sont répartis huit par huit en groupes semblables a
ceux que jai definis au n° 38.

82. Coniques déférentes. — Une conique déférente étant la projec-
tion des cercles décrits par les centres des cercles méridiens des tores
d’'un méme couple, son centre est au point G, centre des moyeunnes
distances de laspirique et projection des centres de tousles tores droits
qui passent par cette courbe (n° 73). L'un des axes de la conique est
perpendiculaire al’axe de symétrie de la spirique; sa longueur est égale
i 2a (0% 80 et 78). Si nous appelons I'autre age 2¢, nous aurons

¢ =acosw,
d’ou

(17) a® — ¢ = a*sin’o.

En vertu de la troisiéme des équations (11), la quantité a’sine a la
méme valeur pour tous les tores qui passent par une spirique; les co-
niques déférentes sont donc homofocales. Ce théoréme est une consé-
quence de I'observation que j'ai présentée & la fin du n° 56.

83. On trouve encore immédiatement que les sommets que les coni-
ques déférentes possédent sur I’axe de la spirique sont les points mi-
lieux des segments interceptés par les sommets de cette courbe (n° 40).
Ainsi la premiére conique 2 ses sommets aux points milieux des seg-
menls @, d,; et a; a;.

Jappellerai les trois coniques T", T, I et leurs demi-axes ¢’ et a’,
c"eta’,c" et a”.’ Ona

x, + 7 T, - T
¢ ==L ’:$——3 ,
2 2
(18) R S )
n 2 Bl 2y - Ty

I
l

2 - 2

P i [EE R EE '
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84. D’aprés le théoréme du n° 8, et eu égard & la proposition qui
précéde, les sommets que les coniques déférentes ont sur axe de symé-
trie sont conjugués harmoniques des centres d’inversion considérés par
couples. On a, par suite,

(19) =WV, = NN, =W
Les formules (18) et (19) permettent de déterminer les sommets des
coniques sur I'axe de symétrie, lorsqu’on connait les quatre sommets

de la spirique, ou bien les centres d’inversion et le point G.
s p

83. Eliminant » entre les équations (14) et (17), on trouve
’ X
(20) (12:C2<l— —)-
€
Eu égard aux équations (19), on peut écrire

NN
(21) c*——a2:“‘k-

[+

Si les sommets d’une spirique variable sont fixes, et que le point
équatorial parcoure l'axe de symétrie, une quelconque des coniques dé-
Jférentes passera d’'un genre ¢ un autre quand le point équatorial sera
soit au centre d’inversion qui lui correspond, soit au centre G des
moyennes distances; L abscisse du point équatorial et le binéme (c*— a*)
qui détermine la position des foyers communs des spiriques changeront
de signe en méme temps.

On reconnait par I’équation (20) qu'une conique déférente est une
hyperbole lorsque le point équatorial est entre le centre d’inversion qui
lui correspond et le centre G des moyennes distances.

86. Quand le point équatorial est a l'infini, la spirique est une car-
tésienne (n° 63). L’équation (20) montre que, dans ce cas, les coni-
ques déférentes sont des cercles.

L’enveloppe d’un cercle variable dont le centre parcourt un second

8..
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cercle, et qui, dans toutes ses positions, coupe normalement un troisiéme
cercle, est une cartésienne.

Une cartésienne est de trois maniéres différentes Uenveloppe d’un
cercle dont le centre parcourt un second cercle, et qui reste constam-
ment normal @ un troisiéme cercle.

Dans ce mode de génération, on reconnait que la cartésienne a des
rebroussements 4 V'infini, par 'observation finale du n°® 48.

87. Quand le point équatorial est au centre des moyennes distances,
e est nul, et I’équation (20) donne pour a une grandeurinfinie. Chaque
déférente se compose alors de deux droites perpendiculaires a Paxe de
symétrie. Les cercles normaux au cercle d’inversion, et qui ont leur
centre sur I'une des deux droites, se coupent en deux points fixes. Un
de ces cercles se réduit a I’axe, et la construction du n® 40 montre que
cette droite tout entiere fait partie de ’enveloppe. En résumé, on trouve
deux fois une droite et quatre points situés sur elle.

88. Ou peut mener quatre tangentes communes a un cercle d'inver-
sion et & la déférente correspondante ; leurs points de contact avec le
cercle sont des sommets de la spirique (n°® 50). Nous voyons ainsi
qu'en outre des sommets qu’elle posséde sur son axe, la spirique en a
douze autres répartis quatre par quatre sur les trois cercles d’inver-
sion. Chaque point de la spirique ayant tous ses réciproques sur cette
courbe, les quatre sommets qui appartiennent 2 un méme cercle d’in-
version forment un groupe, et jouissent des propriétés qui ont été
signalées aux n® 22, 23 et 24.

Etude des cas dans lesquels les tores ordinaires qui passent
par une spirique donnée sont réels.

89. Pour que les tores d’un couple soient réels, il faut d’abord que
les centres des cercles méridiens situés dans le plan de la spirique
aient des projections réelles, et, par suite, que I’abscisse ¢ soit réelle.

Eu égard aux valeurs (18) et & I'expression du coefficient du second
terme de I’équation (4) de 'Introduction, lorsque ¢ est réel, I'abscisse X
Vest aussi. Cette abscisse détermine le point O ou se croisent les axes
des deux tores considérés. '

' ' ' (Xl PEOoTirreono ety '
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En vertu de I'équation (14), les plans équatoriaux et les axes des
tores n’existent que quand le point E et le centre d’inversion O sont
de cotés différents du centre G des moyennes distances.

Lorsque les conditions qui viennent d’étre indiquées sont satis-
faites, les axes des deux tores et les centres des cercles méridiens sont
réels; si donc la spirique a des sommets réels, les tores existeront, mais
dans le cas contraire, il sera nécessaire de reconnaitre si les rayons des
cercles méridiens sont réels.

90. Soient ¥, &”, b les rayons des méridiens pour les tores des
trois couples; C le centre de I'un des deux cercles qu’un tore du pre-
mier couple posséde dans le plan principal de la spirique, a,, le milieu
du segment @, a,. On a .

—_—— 2 2
2 _.
b* =Ca,, +a,a,;,,

d’ou
x4 2 ZTy— 2y\?
b = (—-\ L e> tang®w’ + (—- ’) ;
2 2

a, et x, sont les deux valeurs de & données par I'équation (10) du
n° 27. On a, en conséquence,

s nym ‘bl IZaY4 4 ’ _ﬁ?
I W, T = (V) — ey,

Introduisant ces valeurs dans 'expression de 2, et remplagant

, % __ .\ , . ]
tang®e’ par — = (n° 77), jobtiens la premiére des €quations suivantes
(les denx autres sont données par des permntations) :

)\, // L
b=~ Z(e—2)(e — ),

4
(22) (b= Yo~y (e — ),

ma __ )‘”, ! ”
b=~ (e — X)(e — ¥).

Les sommets sur l'axe étant fixes, si le point équatorial se meut, le
carré du rayon des cercles méridiens des tores d’un couple change de
signe, quand ce point passe au centre des moyennes distances,a Uinfini,

. - A) .
et aux centres d’inversion ott se croisent les axes des tores des autres
couples. ‘
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91. Quand le point équatorial est a un centre d'inversion, a O’
par exemple, &’ et 5" sont nuls et les tores des premier et troisieme
couples sont réduits a des cercles réels ou imaginaires. Jexaminerai
plus loin ces circonstances avec quelques détails; ici je me borne a
remarquer que les deux cercles qui forment alors la spirique (n° 66)
peuvent étre imaginaires et se couper en deux points réels. Ces points
sont les intersections du plan de la courbe par les cercles qui rempla-
cent les tores.

Le point E ¢lant supposé en 07, b” peut étre réel, mais en appliquant
la construction dun®79, on voit que les axes sont imaginaires. V'éloigne
le cas ot le centre des moyennes distances G coinciderait aussi avec O

(n° 98).

92. Lorsque le point équatorial est i linfini, la valeur de « don-
née par I'équation (14) est nulle, et, par suite, les axes des tores
sont perpendiculaires au plan de la courbe. On obtient d’ailleurs, par
les équations (22), des grandeurs infinies pour les trois rayouns &', b”
et b".

Chacun des six tores qui passent par une spirique cartesienne, se
décompose en quatre Jois le plan de cete ligne.

93. Eu égard a 'équation (16), quand e est nul, c’est-a-dire quand
le point équatorial coincide avec le centre G, la courbe se décompose
en deux fois son axe et deux fois la ligne de l'infini. Nous avons vu au
1° 87 que la spirique comprend de plus quatre points sur son axe,
ot ce résultat sera établi plus loin d’une nouvelle maniére (n° 110).

L’équation (14) montre que, dans ce cas, les axes des tores sout con-
fondus avec 'axe de symétrie de la courbe. Chaque tore se compose de
cet axe considéré comme un cylindre de révolution de rayon nul, et

de deux fois le plan de I'infini.

Tangentes doulles.

9%. L'équation des tangentes doubles perpendiculaires 4 I'axe a ét¢
donnée au n° 65. En y faisant p nul, on a

. -2
(g — rjx® + sx + (l — '7> = 0.
‘ ' 4

\

'
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Comme nous supposerons la spirique donnée par ses sommets sur
I'axe et par son point équatorial, il convient d’éliminer r i Paide de
I'équation (12); on obtient

2

3 ot ST 2 __
ex® — a2e*x 25—|—83(2qe+s)_o.
La condition pour que les deux tangentes coincident est

et

I
e* + e[z—;— - 8—3(26(] +s)2] =0;
en développant, on obtient
—_ 2
e(ea+4—————t (AL | i>=:05
25 2 8
ou bien

e(fe —X)(e—1")(e—~A")=o.

Si les sommets sur I'axe sont fixes et le point équatorial mobile, les
tangentes doubles perpendiculaires 4 I'axe coincideront lorsque ce
point sera confondu avec ’un des trois centres d’inversion, ce que nous
avons déja reconnu (n°66), et aussi lorsqu’il sera réuni au point G
centre des moyennes distances et origine des abscisses. Dans ce dernier
cas, les deux tangentes doubles se trouveront a Iinfini.

L’axe est donc divisé par les points 0/, O”, 0" et G en quatre seg-
ments tels, que quand le point équatorial est sur 'un ou Pautre de
deux d’entre eux, les tangentes doubles que nous considérons sont
réelles, tandis qu’'elles deviennent imaginaires quand le pointé quatorial
passe sur un des deux autres segments.

95. Les plans qui touchent les tores et qui sont respectivement
paralléles aux plans équatoriaux coupent le plan dela spirique suivant
les tangentes doubles perpendiculaires & 'axe de symétrie (n° 59). Ces
tangentes sont nécessairement réelles quand les tores d’un couple sont
réels. '

96. D’apreés le théoréme du n° 43, les six tangentes doubles qui
ne sont pas perpendiculaires  'axe (n® 59 ), passent deux a deux par
les trois centres d’inversion, et sont respectivement perpendiculaires
aux asymptotes des coniques déférentes.
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97. Je n’examinerai pas les circonstances dans lesquelles une ou plu-
sieurs des tangentes doubles sont réelles et idéales, parce que cette dis-
cussion conduit a distinguer dans la spirique un trop grand nombre de
variétés, et introduit ainsi dans cette question une complication qui en
diminue l'intérét. Le probléme, du reste, ne présente pas de difficulté
au point de vue théorique.

Lorsqu’'une conique déférente est une hyperbole, si le cercle d’in-
version coupe une de ses asymptotes, la tangente double perpendicu-
laire est réelle et idéale (n° 40).

En partant de I'équation de la spirique considérée comme une anal-
lagmatique, on obtient une expression simple pour Iabscisse de la
position qu’occupe le point équatorial lorsque les deux points de
contact d’une tangente double perpendiculaire a I'axe coincident. On
détermine ainsi les segments de 'axe sur I'un desquels se trouve le
point équatorial lorsque les tangentes doubles perpendiculaires a 'axe
sont réelles et idéales.

Observations sur la spirique a centre.

98. Le coefficient p étant nul, si s est aussi, la spirique a un
centre; elle posséde alors deux axes de symétrie et deux plans prin-
cipaux. Plusieurs des formules que j’ai obtenues ne sont pas appli-
cables a ce cas. Il doit étre entendu que p et s ne sont pas nuls en
méme temps.

Je consacrerai un Chapitre 4 I'étude des propriétés de la spirique a
centre.

D’aprés I’équation (15) aucune valeur de A n’est nulle quand s n’est
pas nulle. Cette équation a été établie dans la supposition que I'origine
se trouve au centre des moyennes distances. Nous voyons donc que,
dans la spirique a un seul axe, ce centre ne peut pas coincider avec un
centre d’'inversion.

(La suite prochainement.)
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