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Mémoire sur le mouvement de la température dans le corps
renfermé entre deux cylindres circulaires excentriques et dans

des cylindres lemniscatiques ;

Par M. Evne MATHIEU.

Si on se propose de trouver le mouvement de la température dans un
cylindre droit dont la base est donnée, ainsi que la hauteur, et dont Ia
surface est entretenue  une méme température ou rayonne dans un
milieu d’une température donnée, on commencera par résoudre ce
probléme dans la supposition que ce cylindre est indéfini, et que la
température initiale est l]a méme tout le long d’une droite paralléle aux
génératrices. Alors on passera de ce cas particulier au cas proposé en
suivant constamment la méme marche, quelle que soit la nature de la
section, et comme Poisscn a traité ce probleme dauns toute sa généra-
lit¢ pour le cylindre de révolution, dans le XIX® cahier du Journal
de I'Ecole Polytechnique, il a donné cette méthode treés-simple d’ail-
leurs, sur laquelle il est inutile de revenir.

Ainsi, voulant étudier le mouvement de la température’dans le corps
renfermé entre deux cylindres droits circulaires excentriques, ou en-
tre deux cylindres droits dont les bases sont des lemniscates de mémes
poles, il nous suffit de les imaginer indéfinis, et de supposer dans I'in-
térieur de ce corps la température la méme sur une droite paralléle
anx génératrices.

Dans toutes les questions de distribution de la chaleur, on com-

“mence par chercher une solution dite simple, qui ne dépend du temps
que par un facteur qui le renferme en exposant, et qui satisfait au pro-
bléme, abstraction faite des conditions initiales; la solution générale
est toujours la somme d'une infinité de ces solutions particuliéres.

Tome X1V (2% série). — FevriEr 186g. 9
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Or, dans tous les problémes traités jusqu’a présent, la solution
simple jouit d'une propriété trés-remarquable; en effet, dés que l'on
adopte les coordonnées thermomctriques de M. Lamé, cette solution
simple est le produit de deux ou trois facteurs qui contiennent
chacun une seule des deux ou trois coordonnées thermométriques.
C’est ce que Pon reconnait quand on considére la distribution de la
chaleur dans une sphére ou dans un cylindre de révolution; questions
traitées par Fourier dans un cas particulier, et étudiées dans toute
leur généralité par Laplace et Poisson. C'est le résultat auquel est ar-
rivé M. Lamé, quand il a résolu le probléme de ’équilibre de tempé-
rature dans Vellipsoide; c’est ce que ’on trouverait encore pour le
mouvement de la température dans le cylindre elliptique [*] et dans
I'ellipsoide, si on suppose toutefois dans ces deux derniéres questions
que les surfaces sont entretenues 4 une méme température, mais non
plus si elles rayonnent dans leur milieu; ce qui améne une distinction
que 'on w’avait pas & faire pour la sphére et le cylindre de révolution.

Cette propriété de la solution simple donne une grande facilité pour
la déterminer; car dés que cette forme est admise, on reconnait que
les facteurs qui la composent satisfont chacun a une équation diftéren-
tielle du second ordre, et I'étude de la solution simple est ramenée a
celle de ces équations différentielles et a la détermination de certaines
constantes qui y enirent, et qu'on obtient par des conditions relatives
a la surface du corps, ou par I'obligation de la solution & satisfaire &
certaine lois de périodicité.

Mais, lorsqu’on considére d’autres corps, la solution simple n’a plus
cette forme élégante, méme lorsque la surface est entretenue a une
méme température, et sa recherche présente une difficulté d’un genre
nouveau, que nous allons résoudre pour les deux corps cités.

Comme ce sujet ne peut pas étre appliqué a la recherche des lois de

[*] La solution du probléme dela distribution de la chaleur dans un cylindre ellip-
tique dont la surface est entretenue & une méme température, est la méme que celle -
qui concerne le mouvement vibratoire d’une membrane elliptique, avec cette seule
différence que les exponentielles relatives au temps sont remplacées par des sinus et
cosinus. Si la surface du cylindre rayonne, la solution se déterminera d’aprés la me-

thode de ce Mémoire.
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la nature, et que les solutions n’ont pas besoin d’étre confirmées par
I'expérience, nous ne développerons les calculs que jusqu’au point né-
cessaire pour faire comprendre les méthodes.

Distribution de la chaleur dans le corps renfermé
entre deux cylindrés circulaires excentriques.

1. Prenons trois axes rectangulaires des , 7, z, et I'axe des z paral-
lele aux génératrices du cylindre; la température v, si elle ne varie pas
avec z, satisfait & I'équation

d?p dv g dv
dxt ' dyr | dt

Pour obtenir une solution simple, posons

m?

i {

Q== e y
u sera donné par Iéquation
u du
— = — inu.
(1) dzx? dy?

Aux coordonnées x et y substituonsles deux autres o et 3, au moyen
des équations

(2) xX = C _—E'i:-i‘—,— — 205iﬂ Fj_‘M,,,,

(:“~;—e““—2cos;33 )= et 4 e~ — 2 cos-_3’
employées par M. Lamé dans ses Legons sur les Coordonnées cuivi-
lignes, XII° legon. a = const. représente une famille de cercles qui
passent tous par deux mémes points imaginaires; = const. repré-
sente une autre famille de cercles orthogonaux aux premiers, et qui
passent par deux mémes points réels. Nous supposons que la section
droite du corps cylindrique est composée de deux des cercles a.
Par la substitution indiquée, 'équation (1) devient

a2 du 4 m2e?

de dgr T T (e A et 2 cospf “

(3)



68 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

et w devra satisfaire aussi a cette condition, de reprendre la méme va-
leur pour des valeurs de « et de f3, qui désignent un méme point: or,
d’apres les formules (2), x et y restent les mémes quand on augmente
f de 2m; donc u doit éire périodique par rapport a B, et avoir la pé-
riode 27.

Posons
o= — &+ d,

a étant positif, et faisons

cette éqguation deviendra

(ll d*n d*u . ;n':fzez’v u
) de? + dp* - (1 — 27etcosfs 4 e )

Si on fait la méme transformation sur les équations (2), et qu’on
transporte 'origine des coordonnées au point dont I'abscisse estc, et
I'ordonnée o, on verra qu’en supposant 7 =0et ¢ = ®, de manieére
que 2¢t = f soit fini, les cercles o deviennent concentriques.

Changer le signe de « revient & changer la direction des x positifs; on
peut donc regarder « comme positif pour tous les points situés dans
'intervalle des deux cercles; prenouns pour le cercle intérieur de la sec-
tion

e=o0,

nous fixons ainsi la valeur de a qui sera la valeur de « pour ce cercle.
a est la plus grande valeur que prenne a dans l'intervalle des deux cer-
cles de contour, donc ¢ est positif dans cet intervalle.

O doit remarquer qu’en faisant & nul sur le contour intérieur, nous
obtenons pour 7, qui est déja au-dessous de I’'unité, une valeur plus
petite que si nous avions pris ¢ égal & zéro sur le contour extérieur.

Q. Nous avons & imaginer que les deux surfaces cylindriques qui
limitent le corps soient entretenues 4 une méme température, on qu’elles
rayonnent dans un milieu dont la température est invariable.

Commencons par la premiére supposition, pour laquelle les calculs
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se présentent un peu plus simplement; la surface cylindrique ¢ = o est
entretenue 4 une température que I'on peuat prendre pour le zéro de
I’échelle thermométrique; u sera donc nul pour ¢ = o, et en le déve-
loppant suivant les puissances de ¢, nous pouvons poser

(5) u=H,a—|—H252+H353+H;s‘+...,
en regardant H,, H,,... comme des fonctions de 8 seul. Développons
Z=e*(1 — ate*cosf3 + te*) 3,
suivant les puissances de ¢, et écrivons
(6) Z:Z0+Z'05+Z’;%+....
Or, on a
(1— 2zc088 +22)2 = (1 — 2e8V=*)"" (1 — ze~ V=),
puis
(1 — 2ePV=1)"2 =1 azePV=1 - 322eBVT L 4ozt e OBV
(1 — 2e BV =1 ageBV=T 4 pgt e 0BV
En faisant le produit de ces deux séries, on obtient
(1—2zcosB+2°)?=Qp +Q,2+ Q2" +...,
si 'on pose
—;Q,l = (n+1)cosnfl 4 ancos(n—2)f
+3(n—1)cos(n — 4)B + 4(n—2)cos(n-—~6)f +...,
. (n -+ 2) (r41)(n -+ 3)

0 —g—- est le dernier ternre, si 7 est pair, et — cosf3, si

n est impair. Les premiéres valeurs de Q, sont

Qo=1, Q,=4cosfl, Q,=06co0s25+ 4,
Q; =8cos3f +12c08f, Q;=r10cos4f3 +16cosafi +g,....
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On a alors
7 = Q,e* + Q,1e* + Qe + Q%™ +...,
et on en déduit, pour les coefficients du développement de Z,
Zo =Qy+Qt+ Q7 +Qy7® +...,
et, en général,
70 = 2"Q, + 3"Q, T+ 4*Qy Tt + 5"Q, T 4. ...

Substituons les développements (5) et (6) dans I'équation (4), et
nous en déduirons

d*H, .
H, = o, 3.2I{3+W:-——ln2j2éoﬂ,,
d?H, : .
4.3H, + ’d; — — mf*(Z,H, + Z,H,),
. d*1, [ o Z,H,
5.4H, + T = — i f <L0H3 + L, H,+ Bl )
dH, o , Z'H, Z"H,
6'5H°—{_d—ﬁ2_ m-f <Z°H4+ZOH3+ 1.2 +1.2.3>’

1l résulte de ces formules que H,, H,, H,,... dépendent d’une seule
fonction de §3, qui est H,, et nous allons la déterminer par les condi-
tions que « ait la période 27, et satisfasse & une seconde condition
aux limites.

3. Supposons d’abord que 7 soit tres-petit, en sorte que I'on puisse
négliger son carré; alors les deux cylindres seront tres-peu excen-
triques.

Remarquons que pour t = o, H, peut se réduire & Asing {3, et po-

sons

H, = Asingff + t[asin (g + 1) + bsin(g —1)S].

Comme H doit avoir la période 27, il faut que g soit un nombre

[N RN YR FRRR '
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entier, et nous allons prouver que I'on peut choisir a et & de maniére
que u satisfasse & la seconde condition aux limites.

Dés que nous admettons pour H, I'expression précédente, il nous
est aisé de former H,, H,, H,,..., et comme dans leur calcul nous
devons réduire les fonctions Z,, Z,, Z,,... aux termes en ° et 7, elles
seront de la forme

2" + 4.3"tcosf3.

Il en résulte que les expressions de H,, Hy, H,,... seront toutes de
la forme

A’singf3+t[a’sin(g + 1)+ b'sin (g —1)f],
aussi bien que H. En faisant les calculs, on trouve

6H, =A(g>— m’f?) singﬁ

1
6Hy = — Am® f*sing8 —wm*[*(a + 3A)sin(g+1)3
—m*f2(b+ 3A)sin(g —1)

20H,=A (mf? = gz)(;_ 12m/7) singf3 '

-+ :—)% [(g’—-:;z — m%}”)2 —_ I21122f2] a

- m2f2(482—4'n2f2 + 48 + 56)A gsin(g +1)f
+ Z—Sz [(g T m2f2)2 — Izm2f2] b
' —~11121’2(4g2—41n2f’-!;g+56)Aagsin(g—1)‘8,

Comme Ia surface extérieure ¢ = / est entretenue 2 la température
zéro, de mémne que la surface intérieure, nous aurons 4 satisfaire a 1’¢é-
quation

(7) : - My h+ M 0 4. =0,
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et si on remplace H,, H,, H,,... par leurs valeurs, on aura une équa-
tion de cette forme

Lsingf + Msin (g +1)f + M'sin(g —1)f =0,
qui entraine les trois suivantes
L=0, M=o, M=o

De la premiere on tirera I'inconnue m, puis des deux autres les in-

connues a et b.
Supposons ensuite que 7 ne soit pas assez petit pour que l'on puisse
négliger =%, mais qu’il soit permis de ne point tenir compte des termes

en 7%; puis posons

H, = Asing8 + t [a,sin(g + 1) B + b, sin(g — 1) 8]
+ 1[aysin(g + 2) 8 + basin(g — 2) B,

a,, b, a,, b,... pouvant dépendre de 7, mais ne le contenant ni en
facteur, ni en diviseur.

Dans le calcul de H,, H,,..., on réduira les fonctions Z,, Z,...
a leurs trois premiers termes qui seront de la forme

Iy + L, cosf.1+ (I + lycos2P) 7%,

iy, 1,, Ly, I, désignant des nombres constants; on en conclut aisément
que H,, H,,... serontencore de méme forme que H,. Eten portant leurs
expressions dans I'équation (7), on aura une équation telle que

L singﬁl—f— Msin (g + 1)+ M’'sin(g —1)f3
+ Nsin(g +2)p + N'sin(g —2)ff=o0,
de laquelle on déduit
L=o0, M=o, M=o, N=o, N=o.
Ces équations sont du premier degré par rapportaa,, a,, by, bs,0n

les tirera des quatre derniéres pour les porter dans la premiére, qui
donnera m; de sorte que 'on en déduira aisément la valeur de H,.
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Cependant, dans ce qui précede, il faut supposer que g soit > 2. Si
g était égal 4 'unité, on prendrait pour 'expression de H,

H, = Asinf + za, sinaff + t?a,sin3f3,

H,, Hy,... seraient de méme forme, et la condition (7) conduirait a une
équation qui renfermerait des termes en sinf3, sin2f etsin3f, et qui
se décomposerait en trois autres. Au moyen de ces trois équations on
déduira les inconnues m, a,, a,.

Sig est égal 4 2, on prendra pour I'expression de H,

Hy=Asin2f3 +7(a,sin3f + bsinf3) + ?a,sinf 3.

4. Maintenant on reconnait sans peine que H peut toujours se met-
tre sous la forme d’une série infinie

H.:Asil]gﬁ+r[n,sin(g+1)‘B+b,sin(g——1)@]
+72[a35in(g—l—2)ﬁ+bgsin(g—z)ﬁ]
(a)
+ 6 ag_ysin(og — 1)+ b, sin 3]
. +Té’ngsinzgﬁ+1g+‘ag+,sin(2g+—1)‘8+...,

et on voit en méme temps comment on pourra obtenir H, et la fonc-
tion u avec telle approximation qu’on voudra, d’aprés I'équation (7).
Comme toute fonction impaire de §, continue et quia la période 2,
peut étre représentée pour une valeur quelconque de 8 par une série de
sinus de multiples de 8, et d’une seule maniére, il est aisé de compren-
dre que la série qui donne H, est toujours convergente.

Dans l'expression de H, il n’entre que des sinus; en supposant que
H, se réduise a A cosgf8 pour r = o, on mettra de méme cette fonction
sous cette forme

. L T T ¢ e v .

‘ H, = Acosgfi +r[a,cos(g+1)f + b, cos (g — 1) (]
(8) | i | '
, + 8" [a;_ycos(2g — 1) B+ b, cosfs
+18agcosagfi + 5t a,,, cos(2g + 1) +...,
Tome XIV (2 série). ~ Fivuer 1869, 10
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et on sera conduit aux mémes calculs que lorsqu’on prend pour cette
fonction une série de sinus. .

Si 7 est assez petit pour que I'on puisse négliger les termes en 7€ et
les puissances supérieures de 7, il est aisé de reconnaitre que 'on trou-
vera pour m et les coefficients a,, b, as, bo,..., Gg., bg_, les mémes
valeurs, soit qu'on adopte pour H l'expression (a), soit au contraire
Pexpression (b). Mais si I'on doit tenir compte de ces termes, la quan-
tité m et les coefficients a,, b,, ay, b,... ont des valeurs différentes; de
sorte que I'on ne peut prendre la somme des deux valenrs correspon-
dantes de z pour en faire une solution de I'équation (4).

5. Supposons maintenant que 'une des deux surfaces ou toutes les
deux rayonnent dans un milieu a la température zéro; nous allons
voir que la méthode de solution reste la méme.

Le flux de chaleur qui traverse la surface est proportionnel a I'exces
de la température du corps sur celle du milieu ambiant, et ce flux a
aussi pour expression — dy divisé par I’élément de la normale a la
surface; cet élément a pour valeur

da N —2cdx

r a Jda\? e+ e — acosB’
R— + —_—
(de) (dJ’)

s'il est mené en dehors de la surface; il doit étre pris avec un signe
contraire, s'il est mené a Pintérieur. On a donc

e+ e~ — 2c08B dv

=lv=o0
2¢ da+ !

suivant qu'il s’agit de la surface extérieure ou de la surface intérieure.
Remettons la variable ¢ dans cette équation; pms mettons, comme il
est permis, z au lieu de ¢, nous obtiendrons

(8) (e — atcosf -+ 7et) e & flu = o.

Si cette équation a lieu i la surface ¢ = o, posons

u=U+U,e+ U+ U+ ...,

' . s
I TR
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et nous aurons pour la premiere condition des limites
(9) (1— 2zcosf+7*)U, — fIU =o.

Substituons cette série & la place de » dans I'équation (4), et nous
aurons

2U2+%I= —m*f?U,
3.00, + 20— p2f2(Z, U, + 2, U
s + a5 f (Zo Uy + 4 )
d2 2 1 13 J
4.3U4+d—;:—m2f2(Z0U2+ZOU,—i—ZO;I-j—z-),

1i résulte encore de ces équations et de I'équation (9) que toutes
les fonctions U, U,, U,, ... peuvent éire exprimées au moyen de la
seule U,. On prendra pour U, ou la série (a) ou la série (6), et les
fonctions U, U,, U,, ... seront des séries toutes semblables.

Restera & satisfaire & Péquation (7) ou a I'équation (8), dans la-
quelle on met % au lieu de ¢; or on pourra agir comme dans la solution
précédente et calculer les coefficients de U, avec I’approximation que
I'on voudra.

6. L’état calorifique du corps résulte de la superposition d'une in-
finité des états simples que nous venons de calculer.
Soient u et ' deux solutions simples qui satisfont aux équations

d*n d’u — mifieT

e T dp? ::(I—216‘(205@—!—‘1”623)2["
drw  d*u — m'fre® ,
G AR (1 atetcosf A+ )

Multiplions ces équations par u et u et retranchons; nous aurons

,d%u d*u’ ! d*u du'
— — _ — I
dz Y ag YA

= — f*{m?* —m")

u

e*uu’

(1 — 27¢°cosB 4- %™ )"
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Multiplions par dedf3 et Intégrons par rapport & ¢ de o d £, et par
rapport 4 3 de o 4 27; nous aurons

2m du do'le=h " du du' g =12x
U — —u=—_ d wW— —u— do
[ [ de dé'hs=0'ﬁ+‘/0. [ dﬁ dﬁ]ﬁ:o

< a

h 27
= /2 m*—m?) [ [T ertua (i~ anetcos + sie)rdedp
O [4]

Le seconde quantité entre crochets est nulle, parce que u et 2 ont
la période 27, et la premiére quantité entre crochets est nulle aussi,
soit qu’aux limites u et «’ s’annulent, soit qu'ils satisfassent a I'équa-

tion (8).
" Les aires représentées par les intégrales du premier membre sont
donc nulles aussi, et on a

~h opam '
(10) J f e**ur/ (1 — 21€°cos B + t*e* )2 ded § = o,
o}

o

On prendra pour ¢

—m -,
v :22Au(g, m)e * +22Bu’(g, m'je

en désignant par u (g, m) la solution en série de sinus qui dépend des
deux quantités g et m, par &’ (g, m'} la solution en série de cosinus
qui dépend de g et m’, et les deux signes de sommation se rapportent
Pun aux valeurs entiéres de g depuis zéro jusqu’a l'infini, 'autre au
nombre infini de valeurs que prend m pour chaque valeur de g. On
déterminera les coefficients A, B par un calcual bien connu d’apres
Pétat initial et en s’appuyant sur la formule (r0).
.

7. Faisons quelques remarques au sujet des expressions trouvées
pour .

I est bon d’abord de noter que pour g = o la série de sinus qui
donne u s’annule.

Si on considére une membrane dont les deux contours soient des
cercles excentriques, le déplacement vibratoire des points de cette

| i e [ A R TR !
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membrane sera exprimé par le produit de z du n°2 par le sinus ou le
cosinus d’un arc proportionnel au temps.

Les lignes nodales de cette membrane rencontrent les deux con-
tours circulaires & angle droit. En effet, ¢ = o étant I'équation du
cercle intérieur, u est de la forme

vu=H,¢e+H+...,

U,, U, ... désignant des fonctions de f3. Supposons ¢ trés-petit,
u s'annulera pour les racines {2 de I'équation

H +H; &+ ... =o0,

\

et pour avoir la direction de la tangente a une ligne nodale sur le
cercle ¢ = o, il faudra négliger les termes en ¢*, et, comme les termes
en ¢ manquent, équation se réduit a

H,=o

et ne contient que 3. Donc les éléments de ces courbes se confondent
pres du cercle ¢ = o ayec ceux des cercles 8 et sont normaux au
premier cercle.

Comme le cercle du contour extérieur pourrait étre aussi repré-
senté par ¢ = 0, on a a son égard les mémes conclusions.

Dans le cas ou les deux cercles de contour ont l¢ méme centre, on
sait que les lignes nodales se confondent avec des cercles ¢ qui de-
viennent concentriques et avec des cercles f qui deviennent des dia-
métres des premiers. Il est naturel de se demander si la méme pro-
priété subsiste dans le cas général, mais elle n’existe plus; toutefois
il nous suffit d'indiquer cette absence de propriété.

Cylindre circulaire plein.

8. On ne peut appliquer les calculs précédents lorsque le cylindre
circulaire cesse d’étre annulaire pour devenir plein. 11 est vrai que
I'on sait trouver le mouvement de la température dans un cylindre de
révolution et que les coordonnées polaires habituelles sont alors de
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beaucoup les plus commodes. Mais il est important pour la philoso-
phie de la science de voir comment on traiterait cette question en
conservant les coordonnées « et {8 et de rechercher ce que devient la
solution simple. Nous ne nous occuperons toutefois que du cas ou la
surface extérieure est entretenue 4 une méme température; c’est alors
la méme question que si on cherchait le mouvement vibratoire d’une
membrane circulaire dont on aurait fixé et rendu horizontal un élé-
ment ailleurs qu'au centre. Enfin nous verrons que la solution que
nous allons donner est immédiatement applicable au cylindre dont la
section droite est une lemniscate ovoide.
" Dans ’équation (3) du n° 1, faisons

€« =:c+d, e°=71, mMCT=AH,
elle deviendra

diu diu frte=

a7 T ag T T T Z2rercos + oo

4—;71 .

Posons

nous aurons l'équation

duw i du

o i _ 2,20 _ gap I 2 ,.2\—2
(1) Zert+gr+ a5 4r2r*(1— 2trcosfi + T,

dans laquelle 7 et r sont <r1.
Ensuite, d’aprés ce qu'on a vu au n° 2, on a
(2) (1 — 2trcosfs + P i= Qo+ Q1+ Q, P QT

avec
Q, =1, Q =/4cosfs, Q.= 6cosafs + 4.

Q, = 8cos3f8 +i2co0sf3,...,

et cette série est toujours convergente parce que t7r est < 1.
Prenons pour g un nombre entier et faisons

(3) wu="Prs + P, r8* - P+ ...,

'
: Xl Y R T SR R
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puis portons cette expression et le second membre de (2) dans I'équa-
tion (1), nous obtiendrons cette suite d’équations

d*P

aT{;T —+ g2P == 0,

d°P,

dp + (g +1)’P, = o, .

4P, R

dp -+ (g + 2)2P2 - 4”21) = 0,

B + (g + 3)*P; — 4n*P, — 4n*tPQ, = o

FIE 4 3 q i T | == 0,

4P, '
T (g + APy — 4P, — nsP, Q, — noePQy = o,

e 4 a s s 4 s s 4 . .

De la premiére on tire
P=Asingfl + A’ cosgf3;
mais pour simplifier I'écriture, réduisons d’abord cette expression &
P = Asingf3;

et quand nous aurons obtenu 'expression qui en résulte pour z, il
nous sera aisé de revenir i l'expression générale. De la seconde équa-

tion on tirera
P, = Bsin(g +1)f3,
B étant un coefficient arbitraire. La troisieme donnera

ntA
g+

P,=uasingB, a=—

Pour résoudre la quatriéme, on posera
P, = bsin(g +1)f + ¢csin(g —1)f%,

et on aura
on*rA + n*B it A

b= o 2EA S

?
g+ 2 g+1
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Avant d’aller plus loin, faisons une simplification. Dans ces for-
mules, g désigne un nombre entier comme dans les numéros précédents
ou nous avons vu que Pexpression de « s'annule pour g = o, quand
elle se rapporte 4 un cylindre dont la section droite est composée de
deux cercles; cette propriété, devant subsister quelque petit que soit
le cercle intérieur, doit avoir encore lieu quand il disparait. Or, pour
arriver i ce résultat, il faut faire B = o; on a donc

. A
P=Asing3, P,=o, P,= —g+l-smg|8,

anitA . nitA
P3:——g+2 sin(g +1)f ——g+lsm{g—1)ﬁ.

On aura ensuile
P,=Rsin(g +2)f5 + Rysingff + R, sin (g — 2) 3,
avec

3 ntzt it A 4+ nia iz
R,y — 2074 g AmwArma B s

g+ 3 2(g +2) T g+

On voit comment on peut calculer successivement les termes de la
série qui donne u. Ensuite, si nous reprenons pour P sa premicre
valeur, il faudra & l'expression de u en ajouter une autre qui se
déduit de la premiére en changeant le facteur A en A’ et les sinus en
cosinus,

1

9. Quand on aura poussé le développement assez loin, on n’aura
plus qu'une condition & remplir, celle qui est relative i la surface, et
il reste une seule indéterminée n pour y satisfaire.

Si on borne z a la serie des sinus, son expression pourra se mettre
sous la forme

| «=Usingfs + < [U,sin(g+ 1) + U, sin(g — 1)f]
(A) ~+7*[U,sin(g 4+ 2)f + Ulysin (g — 2) ]

L T Y
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U, U, U),... étant des fonctions de r seul, qui dépendent de 7, mais
ne le renferment ni en facteur, ni en diviseur, et on a

U=Ars} —

. nt zn“r‘] , %
+o T lre(grn(g+r2) g2

oq

« doit étre nul sur le contour extérieur r = g, quel que soit 5; donc,
désignant en général U par U (r, n), si on peut satisfaire 4 cette condi-
tion, c’est qu’en choisidsant  de maniére  satisfaire 4

Ulp, n)=o,

on aura une valeur de 7 qui pour r = p annulera toutes les fonctions U,,
U}, U,, U,,.... Nous allons démontrer cette propriété.
10. Posons, pour simplifier,

4n® = 2,
u est donné par I'équation
d*n du d*u r?
(4) S PP P o — ? u,
dr? dr dap? {(1—2trcosf + «2r?p

et de plus il est assujetti a la condition d’étre nul pour r = p.
Si t est nul, P'équation précédente devient, en remplacant ¢ par @,

d*u du d*u
.2 ae iR, Y |

! i b Qriu,

et u se réduit au produit de Asinga + A’cosga par une fonction de r,

Q (r, D) qui satisfait & 'équation

72 d
4:Q r? 4 4Q

dr? dr "+ (82 - (1)1‘2) Q =0

et exprimée par la série

I"g[l @r? - @24 G pf +
4lg+1) 12 4Mg+1)lg42)  1.2.3.4(g+1)(g+ 2)(g+ 3) ]

Tome XIV (2¢ série’. — Mars 1860, il
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Comme Q est de plus assujetti a s’annuler pour r= g, ® est suscep-
tible d’une infinité de valeurs

(a) ’ (Dn ¢2» (1)3""7

que nous supposerons rangées par ordre de grandeur croissante, et qui
sont les racines de I'équation

Q(g,®) =o.

Imaginons que 1'on fasse croitre t 4 partir dezéro, que I'on se donne
la valenr du nombre entier g, et la valeur initiale de ¢ qui se trouve
dans la série (a), enfin que « satisfasse constamment a I'équation (4),
et 4 la condition

u=o0 pour r=p.
'

Donnons a t supposé quelconque F'accroissement infiniment petit d,
¢ subira une variation dp, et désignons par &' = u + du ce que de-
vient u.

Nous obtenons 'équation en ' en augmentant le second membre
de P’équation (4) de ses différentielles & par rapporta reta ¢, etil en
résulte

du 2 du’ + d?u
T
I e Gotreosp—cr) 47
[ — 27rcosP + viri)? (1 — 2trcosf -+ o2ri)? '
) {

Multiplions cette équation par u, I'équation (4) par ', et retran-
chons I’une de V'autre, nous aurons

, d*u’ d* ' I <l du’ W du d*u o d*u
PRSP W aw sty au
dr? u dr? ¢ ¢ r+u d? ¢ d B

dr dr
riue y Golricosp —rrijun’
- (t—2trcosB 41927 ? (1 —2trcosf + tir2)?

.y , . d .y \
Multiplions cette équation par 5;’ df3, et intégrous par rapport a r

L + b LARRE R A



PURES ET APPLIQUEES. 83

de 0 & p, et par rapport 2.3 de 0 2 27, nous obtiendrons

2T du , du\p P/ du u' du)"-?r
L (fll;r—wv-ru d—r)OC{‘B—i—L <;:I'.E_—I—Jélo ({"

14 27 "rdrd
(5) & =g [T et
o Jo (I—2trcosf+rir2)

. 4¢d‘7fpf 2T (ricosp — tr?) uu';{r’d‘@'

. o Vo (1—2trcosB + t2rty

uetu' sont nuls pour r=p; donc la premiére quantité entre paren-
theses est nulle; z et & ont par rapport a la variable 8 la période 27;
la seconde quantité entre parentheses est donc nulle aussi, car, si on se
reporte & expression de u et & celle de &' qui s’en déduit par le chan-
gement de 7en v+ dt et de ¢ en ¢ + d, on reconnait qu’elle ne devient
pas o pourr = o0; donc le second membre seul subsiste. 1l en résulte
Péquation

O A e R M e e
o [*] | 0 o] 3
car on peut dans le second membre remplacer @' par u, qui en différe
infiniment peu.
On sait que ¢ a pour 7 = o la valeur @, et d’aprés cette équation on
peut calculer la valeur que prend ¢ pour une valeur quelconque de 7.

Il est aisé de se convaincre que ¢ est déterminé au moyen de cette
équation. En effet, posons

¢ =0+ p T4+ Pyt + py T+,
nous aurons
do

T =P 2p T+ Ips i+
remplagons u par son expression (3 ), qui renferme 4n? ou ¢, que nous
remplagons & son tour par la série qui le représente. Enfin imaginons
que 'on développe I’équation (6) suivant les puissances de 1. Si on
veut calculer seulement p,, il suffit d’employer les termes en ° de I’é-
quation (6), et de mettre dans z ® au lieu de ¢. Si on veut ensuite cal-
culer p,, il suffit d’employer les termes en 7, et de remplacer dans «
o par ® + p, 7. Et ainsi de suite.

Ii..
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11. Considérons la fonction u donnée par I'expression (3); pour
= o elle se rédunit a

(Asinge + A’cosgz)Q(r, d),

qui est nul pour r = p; or supposons que I'équation (6) ait lieu, et
nous allons prouver que u sera nul pour r = o, quel que soit z.

Pour arriver i cette démonstration, au lieu de supposer que u est
nal pour r = p lorsque t = o, concevons qu’il le soit lorsque t a une
certaine valeur, et, laissant toutes les autres choses les mémes, cher-
chons 4 démontrer que u restera encore nul pour r = g lorsque 7 s’ac-
croitra de dz. On en déduira'immédiatement la proposition dont il s’a-
git, en imaginant que P'on fasse successivement croitre t depuis zéro
par degrés infiniment petits.

Or, d’apres I'’hypothese, I’équation (5) se réduit a

27
! du
_— —_— v A
fol ru $(/‘8__0 pour r=p,

. \ du .
ou, en ohservant que u’ est egal au-+ - dr, a cette auatre
urT

2% ¢ du du -
[ (r{—l;d—r>dﬁ_o pour r=p,

. e _ B .
Je dis que -~ est nul pour r = p. En effet u s'annule pour r = ¢; si,

lorsque 7 s’aceroit de d'r, u qui devient &' n’est pas nul pour r =g, il
le sera pour r = p -+ dp, dp étant peut-étre variable avec {2, et en tout
cas donné par

du du

— —_— —

- dp + 7 ot == o,

ou
du
dr o
dp = — - 0.

dr

. \ du
1l suit de la que — ne peut s’annuler pour aucune valeur de §, sans
dr

du
dr

s'annule aussi; car il est impossible que dp soit infini.

qll(‘
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Supposons au contraire que z étant nul pour r =p on donne ap
un accroissement dp indépendant de §3; si « reste nul pour r= s + dy,
7 subit une variation dr donnée par

du

dr — - dr ()\[J,

du

dr
or, g7 ne pouvant étre infini pour aucune valeur de f3, il est encore im-

, dit du .
possible que —- s’annule sans que — s’annule en méme temps.
dr dr

. . . , \ . , . . dn
Donc, si on fait varier 8 de zéro 4 an, les deux fonctions dérivées o
e

du

o s'annuleront pour les mémes valeurs de 3, et elles changeront de

signe en méme temps. 1l s’ensuit que tous les ¢léments de Vintégrale

2T du du
[‘ ’Ed_rdﬁ pour =y,

<0

seraient de méme signe, tandis qu’elle doit étre nulle. Donc il faut bien
admetire que 2 est nul quel oit 3, et u reste nul pour r=
. que — est nul quel que soit f3, ul pour r=p

aprés la variation de t; ce qu’il fallait démontrer.

D'aprés ce qui précéde, toute quantité p qui se réduit pourt =o04i
un terme @, de la série (a), et qui est assujettie & 1'équation (6), a une
valeur parfaitement déterminée que nous représenterons par

(7) ¢ = 9:(g, T p)

afin d’indiquer les grandeurs dont elle dépend. Ensuite siona u=o .

pour r =g, ¢ est donné par I'équation (7), et réciproquement, si ¢ est
r . L4 - p— .

donné par I'équation (7), on a u = o pour r = 0.

12. T est bon d’indiquer une vérification de ce qui précéde.
Si on calcule les fonctions U, U,, U, U,, U, qui entrent dans I'ex-
pression (A) de « en négligeant dans cette derniére le puissances de ©
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supérieures a la denxiéme, on a

_ b R ___i”i‘_ _ 2/1’1"] "
U=A1 %' g+l’ +|:1.2(g—|—x)(g+z) g+ 2 !

1.2.3(g+10(g+2)(g+3) (g+1)(g+2)(g+3)
n' 3nr?

+ [Efé;&’zw Ve raE+3 g+l Eriig+d <g+4>]"

U‘:A,,%ﬂ_ n(2g + 2) _ n'(2g +3) 2
(g+1)(g+2)  (g+1)(g+2)(g+3)
"6(2{3"“‘4\ .4
Tag1)(g+a) g+ g+
r*(2g + 5) _ ;8
.2.3(g+1)(g+2)(g+3)(g+4)g+5)
_ n° 2g + 6)
2.3.4(g+1)...(g+6)

7‘8+... %7

U = Al‘g+3‘ _ 7t + nt P2 nt ,
1 { g +1 g+ (g+2) 1.2(g+1){g +2)(g+ 3)

. i e ?.,
+I.2.3(g+1)(g+2)(g+3)(g+4)l +’

4

3 + 5824 20g +18
g+3  (g+1)(g+2)g+3)(g+4)
_ 21g4105g 4120 o, 3g2+18g+25

2.3(g+l)...(g+5)n ! +2(g+1)---(g+5) w
_ 11gi4-g7g+126

2(g+1). - -(g+7)

ntr?

con )
. == %A r°+"i —

nird 4.t

I 3n? nt

o .+A‘ N 4
U,=n*Aré ?“g+1+2(g+l)(g+2)'2—(g+r)(g+2)(g¥?7)r
5nt o )
M eI

Divisons U,, U, U,, U, par U, et comme nous négligeons dans u les
termes en 1°, on n’a pas a avoir égard dans la division aux termes de U
qui multiplient 7*. Si I'on désigne par V,, V';, V,, V', les quotients
de U, U,, U,, U, par U, on trouve qne V, et V), ne présentent au-
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cune varialion de signes, et que V, et V', en offrent une seulement.
Donc U, = o, U, = o perdent toutes leurs racines réelles n quand on
divise leur premier membre par U, et n’ont pour racines que celles de
U =o0.V,et V, n'ont qu'une variation de signe; U, =o et U,=o0
ont donc aussi toutes les racines # de U = o. Par conséquent on peut
trouver une valeur de n qui satisfasse aux équations

U(p,n) =0, U(p,n) =0, U(p,n) =0, Uy(p, n) =0, U, (p, n)=o,

en cherchant seulement une racine de la premiére. Nous nous dispen-
sons d’écrire les séries qui représentent V,, V', V,, V',, 4 cause de leur
complication.

13. Nous allons maintenant démontrer que la fonction & donnée
par la série (3) qui est nulle pour r = g, quel que soit 3, est nulle aussi
pour une infinité de valeurs de r, dont quelques-unes en général sont

plus petites que p.

Lemme I. — Les quantités

@, D, Dy..., O,... O,...

étant rangées par ordre de grandeur croissante, je dis que les valeurs
correspondantes de ¢

Fos Goy Parersy Poyeiry Pryeeny

le sont aussi, quel que soit 7.

En effet, admettons que le contraire ait lieu, et que pour une valenr
de 7, o, soit < ¢;. Or §, est > @, c’est-a-dire que ¢, est > ¢, pour
7 = 0j entre zéro et cctte valeur de 7 il existerait donc une autre va-
leur 7 de © pour laquelle g, serait égal a ¢,. Dans I’équation (6) « ne
dépend que de ¢ et de 7, et sion calcule

o, = %o‘r et OJy, = (:Z—C'Sd‘r,
d’aprés cette équation, en faisant varier t A partir de 7', on obtient
deux variations constamment égales, et g, et ¢, seraieut toujours égaux;
ce qui est absurde.
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Lemme II. — D'apreés I'équation (7), ¢ est une quantité qui varie
non-seulement avec 7, mais encore avec p. Or, supposons 7 fixe et
faisons croitre p a partir de zéro, je dis que ¢,, qui sera d’abord infini,
ira constamment en décroissant.

Considérons une valeur de # donnée par la formule (3) et qui salis-
fait par conséquent a I'équation

W Dyl de_

u;
drr . dr dp? (1—2trcosp +rtrp

de plus, n ou ¢ est choisi de maniére que & s’annule pour r=y. Si
on suppose que p recoive une trés-petite variation, la quantité ¢ qui se
trouve dans % subira elle-méme une trés-petite variation indépendante
de f8. Or, inversement, nous pouvens supposer que ¢ subisse une trés-
petite variation et chercher I'accroissement de p, qui sera indépendant

de £.

u se changera alors en u, = « + du« donné par ’équation

( ) du, du, . d*u, — (9 + dg)r* " -
9. dr? et dr + dg - (1—zrrcos@+r’ﬁ}’ 445

on a d'abord
w=0 pour r=p,

et puisqu'on donne a ¢ l'accroissement ¢, u, n’est nul qu’autant
qu’on accroit p de
du _du

- -(1—? “dr’

op =

quantité indépendante de f3; elle est de méme signe que

dr du
a

dont le signe est par conséquent le méme quel que soit 3; donc, pour
connaitre le sens de la variation de p, il suffit de chercher le signe de

T du du
-—f; :{—(Pmdﬁ pour r=p.
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Des équations (8) et (g}, on tire

( du du\ , ; du du, o e d'n It-(f—u—l
s TR ) g e ) e (egg a5

73y
(I— 27708 + 2r?)

Sy,

T f c e .
Multiplions les deux membres par - drdf, puis intégrons par rapport

ardeo ap, et parrapport 2 B de o a 27, et nous obtenons

27 du du\ p PTu, du w du, |27
U, — — — 15+ | ——= — -1 3
]; ('u' dr ru dr)o {[‘3 +‘/(: [r dp rd[ﬁ]o df
_ d\‘@ f’fﬁ’"‘ uw rdrdf
o

° (1—27rcos$—|—72r7)”

. : d . ) . ]
u, est égal a u + d—:d‘go, et d’'apres les conditions auxquelles « et ,

doivent satisfaire, il reste

7 fdu du . P 2w wrdrdp
pA/ol_ <—‘EF ‘E)":‘Pd@ - (}?\/0' -/a (l“2rrcosﬁ+rzr2)y

Le second membre est essentiellement positif; donc, quand ¢ grandit,
de est négatif et p diminue, et inversement quand on fait diminuer e,
¢ grandit; ce qu’il fallait démontrer.

Ces deux lemmes ¢établis, construisons, r étant Pabscisse et 7 lor-
donnée, les courbes données par les équations

(r0)  r=vo(r) y=g¢.(r),..., F=0s(rhys y=0.(r)...,
©15 92, . . - ¢tant la fonction (7) dans laquelle p est remplacé par r, et
les deux quantités g el 7 sont les mémes dans toutes ces fonctions.
Il résulte du second lemme que les ordonnées de chaque courbe vont
en décroissant 4 mesure que l'abscisse r croit de zéro & I'infini, et il
résulte du premier lemme que si ¢ est > s, les ordonnées de la i<
courbe sont toujours plus grandes que celles de la séme,

D’apreés cela, supposons que la valeur de ¢ qui se trouve dans u

Tome X1V (2° séric). — Mars 186g. 12
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soit g,; prenons sur 'axe des r I’abscisse p et & son extrémité élevons
I'ordonnée ¢,(p) de la ™ courbe; soit M le point correspondant.
Menons par le point M une parallele a Paxe des abscisses; elle ren-
contrera les courbes (10) chacune en un point dont I'abscisse a les
valeurs croissantes

Pis Pareees Pe=ts Pr Pevtseros

et u s'annulera, quel que soit (3 pour le nombre infini de valeurs
Pe=fy, 7= Qa3 dont les £ — 1 premieres sont plus petites que p.
En efiet, ¢ pouvant étre regardé, par exemple, comme ayant la valeur

¢ = 9s(ps)

on déduit du théoréme qui termine le n° 11, que u s'annule pour

p = ps

14. En multipliant u par le sinus ou le cosinus d’un arc propor-
tionnel au temps, on aura le déplacement vibratoire d’une membrane
pleine dont le contour fixe est un cercle et dont un élément de la
surface (au point qui a pour coordonnée r = o) est maintenu hori-
zontal. En outre, ¢, élant la valeur de ¢ qui entre dans u, on a ¢
cercles nodaux

I‘::p‘, r:Ph"" r_—:pt_” ,‘:P’

en comptant le cercle de contour.

Tl résulte aussi de 12 que si une telle membrane est donnée et que
le nombre entier g soit fixe, le son s'élevera en méme temps que le
nombre des cercles nodaux augmentera d’une unité [*].

[*] En terminant le n° 28 du Mémoire de la membrane elliptique,, nous avons dit
dR . .
que —- est <4k, parce que le nombre des lignes nodales elliptignes augmente

quand la hauteur du son s'éléve, le nombre des lignes nodales hyperboliques restant
le méme. Cette derniére assertion peut se démontrer par des raisonnements iden-
tiques 4 ceux du n® 13 actuel.

v [t X ETEER
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Il existe ensuite g autres lignes nodales rectangulaires sur ces
t cercles. Pour le démontrer, remarquons d’abord que, si r est trés-
petit, Pexpression de u se réduit a

(Asingf3 + A’cosgf3) (rg-

I'g+2)9

g+ 1

en négligeant 15+ et si on 'égale i zéro, on voit que I'on a g lignes
nodales passant par le point dont la coordonnée r est nulle et que
chaque tangente menée en ce point i ces lignes fait avec la suivante

’ y T . . . .
un angle égal a F 11 est aisé¢ de voir que ces lignes sont osculatrices

kS
aux cercles (3; mais comme A sing 3 + A’cosgf3 cesse d’étre en facteur
dans 'expression de u, aussitot que I'on a égard 4 r§+3, il est évident
que ces lignes ne peuvent se confondre avec ces cercles.

Enfin ces lignes nodales sont normales sur les cercles

r = p,, I‘:pg,...;

car nous pouvons limiter la membrane 4 deux de ces cercles, et d’aprés
ce que nous avons vu au n°® 7, ces lignes doivent étre orthogonales
sur les deux contours.

Remarquons, en terminant, qu’il serait utile, pour- compléter cette
démonstration, de prouver que ces g lignes qui se croisent au point
I = 0 ne peuvent se rencontrer en aucun autre point, et que chacune
d’elles est rencontrée deux fois seulement par un des cercles compris
dans I'équation

& = const. ou r = const.

Distribution de la chaleur dans des cylindres lemniscatiques.

15. Nous allons maintenant nous occuper du mouvement de la
température dans une autre famille de cylindres.
- 8i nous prenons I'axe des z suivant la direction des génératrices du
cylindre, la température V est donnée par I'équation
eV AV av

—— —-9

dzt ' dyr T ar
12,.
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et on a pour la solution simple
m*

-7 t

V = ue s

d*u diu

(1) 71;+EF:-172’1¢.

Aux coordonnées x et ¥, substituons les coordonnées o et 3 donnces
par les formules

c!
o = log )
Vi + e+l —ey -+
— Y . Y
g= arctang:r_'_c + arc tang ——

qui ont é1¢ cousidérées par M. Lamé dans la XIII® lecon de ses Coor-
données curvilignes. a = const. désigne une famille de lemniscates,
B = const. une famille d’hyperboles orthogonale a la premiere. Par
le changement de variables, I'équation (1) devient

d*u d*u micte**

2) — + EEp N T (S
(2) dat dp 1+ 2e%cosf + e

Si p est un nombre négatif, a = p désigne une lemniscate formée
d’une seule ligne fermée; si p est nul, & = o désigne la lemniscate a
laquelle on donne particuliérement ce nom et pour laquelle Yorigine
des coordonnées qui est un centre est aussi un point double. Enfin si p
est positif, & = p représente deux lignes convexes fermées qui sont sy-
métriques I'une de I'autre par rapport 2 'axe des y; elles se réduisent
a deux points & = ®© .

Nous allons employer 'équation (2) & déterminer le mouvement de
Ja température dans le corps renfermé entre deux cylindres indéfinis
dont la base est o = p, lorsque p est de méme signe pour tous les
deux.

16. Résolvons d’abord cette question, lorsque p est positif. Comme
« = p représente deux lignes identiques, on a deux tuyaux de forme
identique séparés I'un de 'autre, et il suffit de traiter celui qui est du
coté des x positifs. Toutefois, pour faciliter les caleuls, il conviendra

tor Iy TR T
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de rétablir par la pensée le second tuyau et d’imaginer, comme il est
évidemment permis, que les températures sont les mémes dans 'un et
Pautre aux points symétriques (x, y) et (— x, — y).

Si on se reporte & 'expression de {3 et qu’on se représente géomé-
triquement les deux arcs qui y entrent, on verra que, par le change-
ment de & et ¥ en — x et — ¥, ces deux arcs ne se permutent pas
simplement, mais qu'’ils prennent les valeurs résultant de cette trans-
position augmentées de =, en sorte que f3 s’accroit de 2n. Done, par
Partifice employé, u devient une fonction qui reste invariable quand
{2 augmente de 27 et que « reste le méme.

Faisons dans I’équation (2)

& =—¢t+a,

et posons

en supposant a positif et par suite r << 1. Nous aurons

3 dru , du 2 {9 az € e .2 26y 3
(3) Tﬁ”‘“?{fﬁ:—_mfc (14 27¢°cosfs + 2e%) 2w,

Nous prenons pour la surface intérieure o = a ou ¢ = 0, ef comme «
sera plus petit pour la surface extérieure, elle est représentée par
¢ = b, b désignant une quantité positive.

L’équation des lemniscates est

(\'1.2 _i_j,.‘.! -4 02)2 _ 402-1'2 — cse-‘za:__ 01‘12625,

et si on transporte 'origine des coordonnées au point a = ¢, 7= o,
on reconnaitra que si on fait tendre t vers zéro en regardant ¢z ou f
comme fini, le systéme des lemniscates se change en cercles concen-
triques. '

Si les surfaces rayonnent dans un milieu dont la température est
zéro, on remarquera que I'élément de Ia normale 4 la surface o mende
dans son intérieur a pour valeur

J

¢ o= cr ., c 3wz <
S (e + 2e*cosfs + ') Tdo = — 5 1+ 2teicosf - e e
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et que si cet élément est extérieur a la surface, il change de signe. On
en conclura que 1'on a les deux équations aux limites en faisant suc-
cessivement ¢ = o et ¢ = b dans I'équation

— ‘;—‘;e‘e(l + 21cfcosf3 -+ r’e“)’%:tflv = o,

et prenant le signe + dans le premier cas el le signe — dans le second
cas devant le dernier terme.

Cette question se résondra ensuite d’une maniére toute semblable a
celle des cing premiers numeros. Ainsi on posera

(4) w="U+U;e+ Uy + ...
on remarquera que Pon a

-1
(t + 2z3c0sf3 + 2*) =1+ Q2 + Qo+ Q.

avec
kB2t = cos o — o\ A
(—1) '-3-5'-.(2,2»_1)(\”'_(‘05725 - Qﬂ—lcos(n 2)}4
372(]2——-[)
+ o e g s = A

puis on en déduira le développement de

-

e (14 atefcosfi + 12 e*)

suivant les puissances de & On le portera, ainsi que le développe-
ment (4), dans équation (3), et en ayant égard & la condition pour
la limite e = 0

U, (1+ 2rcosf + ':2)%+j'lU = o0,

on trouvera que toutes les fonctions U, U,, U,, ..., sexpriment au
moyen d’une seule U,.
Pour obtenir U,, on posera soit

U, = Asingfs + t[a, sin(g + 1) B -+ b, sin(g — 1) B]+...

+ 5 g, sin(2g — 1) + by sinfB] + Fagsin 28
J- w8t a,,  sin(ag +1)B +.., '
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soit une série semblable de cosinus, et on prendra pour g un nombre
entier, puisque n a la période 2n. U, U,, U,,... seront de méme
forme que U,, et la derniére condition de limite déterminera les coef-
ficients a,, a.,..., b,, b,,..., ainsi que la quantité m.

17. Supposons que la surface intérieure disparaisse et que le corps
soit un cylindre ovoide lemniscatique plein dont la surface est entre-
tenue & la température zéro. Posons

_ ct .
“«a=€t+a, €°"=r, ';:fa
et ’équation (2) se change en celle-ci :
q
d*u ,  du d*u 2 fa .9 g 24
—'r == = —m P4 a2trcosf + 2%y Ty,
dr” +drr+d[32 f ( ﬁ )

Nous emploierons pour u la série
u="Prs+ P, rs*" 4 P8+ -,

dans laquelle g désigne un nombre entier, et nous substituerons son
expression ainsi que le développement de

-L
2

(r+2trcosfB+*r*) "=1+1rQ, + *r2Q, o TQ, -
dans I’équation précédente. Le calcul se continuera comme aux n® 8
et suivants, on sera conduit 4 des conclusions semblables et on pourra
déterminer la constante m d’aprés la condition i la surface.

On pourrait aussi démontrer que si on fait vibrer une membrane
dont le contour est une lemniscate ovoide, il se forme deux systémes
de lignes nodales orthogonaux entre eux et que I'un de ces systémes
est composé de lemniscates dont I'équation est « ou r = const.

18. Enfin considérons un tuyau dont les deux surfaces cylindriques
ont pour bases des lemniscates dont le paramétre o est négatif. Posons

crT .
@ gy =T, —— = f,

i
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I'équation (2) se change en la suivante

du o+ d*u mihtet "
TR N s

Le contour intérieur sera représemé pare=o et le contour extérieur
par ¢ = b, b étant positif. Si ces deux surfaces sont entrctenues a la
température z€ro, on y aura

u = 0;

si elles rayonnent dans un espace dont la température est zéro, on
aura sur ces deux surfaces I’équation

I -3 B,
- (T e 14 2teccosfl + e )

({8

1
i

=+ lhu = o,

en prenant pour le signe = le signe + sur la surface intérieure et le
signe — sur la surface extérieure. Enfin u doit satisfaire 4 la condition
d’avoir par rapport a 3 la période 4.

Nous avons vu jusqu'a présent qu'en faisant 7= 0, on pouvait
changer le systéme des cercles excentriques ou celui des lemniscates

en cercles concentriques; on peut reconnaiire qu'il en est encore de
—7‘,
méme ici, pourvu que 'on congoive que ¢t * = £ reste fixe.

Les équations precédentes étant posées, la question se réscut d'une
maniere toute semblable 4 celle du n° 416, ou l'on remplaceradans Ug

par %’, g 6tant encore un nombre entier, parce que cette fonction doit

avoir maintenant pour période 4m au lieu de 2n7.

1l resterait a traiter le méme probléme pour le corps renfermé entre
deux cylindres lemniscatiques, dont I'un a son parameétre « positif et
Pautre ce paramétre négatif. Mais le centre de la section droite, qui
a pour coordonnées « = o et 8 ==, fait alors partie du corps, et
en ce point le second membre de I'équation (2) devient infini; il est
donc aisé de comprendre que la méthode de solution que nous avons
précédemment employée cesse d’étre applicable.

Mais il se présente alors une autre difficulté, et comme on la ren-

' ' ' TR RTI



PURES ET APPLIQUEES. 97

contre aussi pour Iéquilibre de température de ce corps, c’est dans
cette question beaucoup plus simple que nous allons I'examiner.

L3

Réflexcions sur Uéquilibre de température des cylindres lemniscatiques.

19. Considérons 1'équilibre de température du corps limité par
deux cylindres a, en supposant toujours la température la méme sur
une paralléle aux génératrices, et comme la question ne peut pré-
senter de difficulté qu’autant que les deux parameétres sont de signe
contraire, examinons ce seul cas.

I’équation qui régit la température se réduit a

d?e dv

(r) dw TaE = @
Les deux surfaces sont entretenues a des températures données qui
varient d’une génératrice & I'autre. Mais comme I'état du corps est la
superposition de deux états dont chacun proviendrait de la tempéra-
ture donnée sur une des surfaces, 'autre surface étant & zéro, nous
supposerons que la température est zéro sur la surface intérieure au
paramétre positif & = «”, et qu'elle est égale 4 f(f) sur la surface
extérieure au paramétre négatif « = o'

On a une solution de I'équation (1) qui s'annule pour o = o” en
posant

I

(2) \' g[g(a”— cc)—l (A sin %B——l— Bcos’—;—ﬁ);

& (u) désigne en général le sinus hyperbolique de u, et n est un
nombre entier, afin que ¢ posséde par rapport a $§ la période 4=.
Ensuite, pour satisfaire a la condition de la surface « = &', on prend
la somme d’une infinité de ces expressions en posant

3) §’ slie—a],

o v |

Tome XIV (2° sévie). — Mars 186g, 13

A, sin 22 —{ B, cos -§>
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et on détermine, comme on sait, les coefficients A, et B, d’apres
I'équation

(4) 2(;\,;sin 32‘8 + B, ('05%):](‘9).

Telle semble étre la solution cherchée; et cependant elle est inexacte,
comme i] est aisé de le reconnaitre, \

Désignons par C et C’ les deux points dont le produit des distances
aux points d'une des lemniscates est constant et qui ont les mémes
coordonnées, savoir: & = o, § = n. Considérons deux points p et p’
symeltriques par rapport 4 la droite qui joint les points C et C', trés-
voisins de la partie de cette droite comprise entre C et C', et supposons,
de plus, ces deux points situés entre les deux lemuiscates de contour.

GO R .
I | - AN
L TN
qr 1A E) F
b A — e — .
£ qlr a pul C k }
L~ )
m T m~ .

Pour ces deux points, la coordonnée « est la méme et la coordonnée 5
est 1 — ¢ pour p et 3m + ¢ pour p', ¢ désignant une quantité tres-
petite, et il résulte de la formule (3) que V aurait en général une
valeur fort différente pour les deux points p et p/, tandis qu’elles doi-
vent évidemment différer infiniment peu. Si on considére au contraire
les deux points p et g trés-rapprochés de la droite CC’ qui ont la
méme coordonnée a et dont la coordonnée {3 est m — ¢ pour I'un et
7 -+ ¢ pour l'autre et différe infiniment peu, la formule (3) donnerait
pour la température de ces deux points des valeurs qui différeraient
infiniment peu, bien qu’ils soient & une distance finie, ct cela quelle

I Sopr e e rgane
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que soit la température f(f3) de la surface extérieure; ce qui est
impossible.

20. T reste & savoir d’ou vient cette contradiction, aprés que nous
avons satisfait 4 l'équation (1), aux conditions aux limites et a la
condition voulue de périodicité.

Or, si 'on exprime I'équilibre de température d’'un cylindre élé-
mentaire dont la section droite est comprise entre deux courbes a et
denx courbes 3 infiniment voisines, on est bien conduit en général
a I’équation (r); mais si cet élément est situé sur la droite CC’ entre les
points C et C/, en sorte que cette droite remplace I'une des courbes f3,
la coordonnée f3 varie brusquement pour des points infiniment voi-
sins et I'équation n’a plus lieu sur CC'. Toutefois cette équation dis-
paraissant, il faut qu’une autre condition la remplace. Or, sur la
droite CC/, la coordonnée f§ est & volonté # ou 3x; donc la condition
est que la fonction V ait ]a méme valeur pour toute valeur positive
de « comprise de o a a”, soit qu’on fasse § = w ou f§ = 3n.

Cherchons maintenant 4 obtenir la véritable solution. Remarquons
d’abord qu'il ne se présente plus de difficulté dans le cas ou la tempé-
rature f(f3) donnée sur la surface extérieure est symétrique par rapport
au centre, et ou 'on 2

S(B+ am)=f(F).

Dans ce cas, la série (4) qui exprime f(f3) ne conserve que les termes
pour lesquels 7 est pair, et dés que I'équation (3) ne renferme que des
valeurs paires. de 7, les contradictions que nous avons signalées tout
a I'’heure disparaissent. »

Dans le cas le plus général, f(f3) est une fonction qui a 4= pour
période, de sorte que I'on a

S(B+a4m)=f(F),
et en pOSHl]t

2 2

on décompose f(f3) en deux parties f, () et f,(f3), dont I'une reste
invariable quand on remplace 3 par 8 + 27, et dont I'autre change

13..
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seulement de signe. Donc I’état d’équilibre de température du corps
est la superposition de deux états, dont I'un symétrique par rapport au
centre correspond & f, () et vient d’étre examiné, et dont I'autre cor-
respondant & f, () donne des températures égales et de signe con-
traire pour deux points symétriques par rapport au centre.

Ainsi cherchons la température V d’un corps en supposant qu'elle
soit égale et de signe contraire pour deux points m et mn” symélriques
par rapport au centre. '

Nous pouvons considérer cet état de tempéramre comme la super-
position de deux états V, et V, ainsi définis.

Sotent /z un point quelconque dans Pangle yOux, et m’', m’, m" les
trois points dont les coordonnées rectilignes ont la méme valeur ab-
solue dans les trois autres angles de coordonnées. 1° V, est une fonc-
tion qui a la méme valeur en m et m, des valeurs égales et de signe
contraire enmet m”, et en m et m”; 2° V, est une fonction qui a des
valeurs égales ct de signe contraire en m et m’ ou en m et m’, et la
méme valeur en m et m”.

En effet, désignons V par F («, 8); cette fonction satisfait par hypo-
thése a I'équation

(5) F(o, f+ am) = — F(z, )
quel que soit f3; partageons-la en deux parties de cette sorte :

{ 3 . — ! 2N N
(6)  F(a, fi)= Fla i+ Fla,2m —8)  Flaf)—Fle, 27 —6)
L ! 2 2

La premiere partie remplit les conditions de la fonction V,, et la se-
conde celles de la fonction V,, comme il résulte de (5), en observant
que si b est la coordonnée {3 de m, celles de m’, m”, m” sont respecti-
vement 2w — b, an <+ b, 4 — b.

D’ailleurs pour examiner ces deux états de lempérature, il est clair
quil fandra partager la température f (§3) relative 4 la surface exté-
rieure en deux parties, d’aprés la formule (6).

21. L’avantage que nous obtenons i counsidérer les deux états v,
et V, résulte de ce que, pour les étudier, il suffit de s’occuper du

Lire i e et
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quart du corps, et que I'équation (1) y est exacte dans toute son
étendue.

En effet, considéronsle quart du corps OABEFGD. La température V,
est donnée sur ABE et DGF qui sont des parties des surfaces « = o’

et o = o3 elle est nulle sur OA et EF, et - est nul sur OD, en sorte

ﬁ

que cette surface peut étre regardée comme imperméable 4 la cha-
leur. Ces conditions aux limites déterminent évidemment la tempéra-
ture du corps OABEFGD.

Dans I’état V,, celte température est nulle sur OD, tundis que OA
et EF peuvent étre supposés imperméables a la chaleur.

Cherchons la température V,. Désignons par ¢ (o) la température
inconnue le long de OD, on a

n—=®

2 A, LG a—)lsinn‘@
Eln{a"— o)

7
n=r

mn
ST 6 <7‘—“—, F’) -
o — & . mm "
+ E B,. g sm[a,,__g,(r/.~a)J7
m =1 é’(;,,:";,‘)

n et m désignant des nombres entiers auxquels se rapporte le signe

sommatoireE et les coefficients A et B ayant pour valeurs

= %fﬂf(ﬁ) Siﬂnﬁdﬁ7 Bm = E{},i}"/'“@(a)sinm(a o a’)(/a.

Donc les coefficients A, sont connus, tandis que les coefficients B,

dVv ,
sont 4 déterminer. Comme a8 est nul pourf=rnentrea =0 etu= o,

on a entre ces limites

i~
~a
~—

»

Il
/‘-\

—_ \ éi[’—lgl—:ﬁ]f e Cosnm,
& n(a"—a')]

==
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E désignant un cosinus hyperbolique; le second membre de cette
équation est connu, et comme V, est nul sur OA, on a

(8) ZB,,,sinm(a — &')=o0,

entre & = o et « = a”. La détermination des coefficients B au moyen
de ces deux équations offre de la difficulté; mais pour résoudre la
question par approximalion, on pourra rédunire ces deux séries &
leurs g premiers termes, g étant un nombre suffisamment grand; puis
diviser la ligne AOD en g + 1 parties égales, et on supposera que les
points de division situés sur OD satisfont & la premiére équation, et les
points de division sur OA 4 la seconde; il en résultera g équations pour
déterminer un méme nombre de coefficients.

Le calcul de V, se ferait d’'une maniére toute semblable.

Le principal intérét de ces derniéres considérations est de prouver
que lorsqu’on transformera en coordonnées curvilignes les équations
aux différences partielles qui régissent I’équilibre et le mouvement de
la température des corps ou leurs mouvements vibratoires, ces équa-
tions transformées pourront cesser d'avoir lieu sur certaines lignes ou
certaines.surfaces de l'intérieur de ces corps, et que si on les intégrait
sans y prendre attention, on arriverait 4 des formules tout a fait
inexactes. Or, ces remarques n’avaient pas encore été faites.

' . I ' [ TR



