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NOTE

[.LES SINGULARITES ELEVEES DES COURBES PLANES;
Par M. DE LA GOURNERIE.

AVANT-PROPOS.

Dans un Mémoire inséré au VII® volume du Quarterly Journal,
M. Cayley a établi que toute singularité d’une courbe plane est équi-
valente a des nombres déterminés de points doubles, de rebrousse-
ments, de tangentes doubles et d’inflexions, de telle sorte que lorsque
ces quatre nowbres sont connus pour toutes les singularités d’une
courbe, on peut immédiatement appliquer 4 cette courbe les trois
équations de Plicker, et aussi savoir a quel geunre elle appartient
d’apreés sa déficience (deficiency), ¢’est-a-dive d’aprés la différence gui
existe entre les deux nombres de points doubles que son ordre com-
porte et qu’elle possede réeticment. M. Cayley a, de plus, donné des
formules pour calculer les quatre nombres qui représentent une sin-
gularité, lorsqu’on connait, pour les différentes branches qui la con-
stituent, des équations distinctes résolues par rapport a I'une des
coordonnées. Je me propose de montrer comment on peut déduire
ces équations de P'équation générale de la courbe.

Je donnerai ensuite quelques résultats sur les rayons de courbure
a un point multiple, et sur les contacts que les différentes branches
peuvent avoir les unes avec les autres.

Cette Note est composée de deux Parties; la seconde, entiérement
consacrée a des applications, a été, faute de place, rejetée au numéro
de janvier du volume suivant.

Tome XIV (2¢ série), — Decgusre 186g. . a4



426 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

PREMIERE PARTIE.

Equations caractéristiques des différentes branches qui passent
a un point mudtiple.

L. Je considére une courbe algébrigne ayant un point muliiple, et
je suppose qu’en ce point, ou je place I'origine des coordonnées, plu-
sieurs branches ont des contacts de divers ordres avec une méme
droite, qui sera notre axe des abscisses.

Je choisis pour variables I'abscisse a et le rapport « de 'ordonnée
a I'abscisse. Quand x est infiniment petit, # a des valeurs infiniment
petites de divers ordres, qui correspondent aux branches tangentes a
I'axe des abscisses, et des valeurs finies qui déterminent les tangentes
des autres branches a I'origine.

Si 'on sait que # a des valeurs de l'ordre £, on les obliendra en
q?
7 . . . . 2
supposant dans I'équation x et x infiniment pelits des ordres 1 et l(—,

7
et ne conservant que les termes de 'ordre le moins élevé. 1.’équation

réduite sera de la forme
(r) xu'faw-+ a, XPu™ "V + a,x?u" M+ ..+ a,x"]=o.

Tous les terimes sont de 'ordre (s + g !+ pn>-

n désignant par &k une des n racines de I'équation

/ut )n ”q)n—-i 0t -2
(2) a \.r—f{ + a, 7, + a, 1—[/) +...+a,=o,
on aura
(3) 1! — kx? = o.

Dans tout ce qui suit, les nombres p et ¢ seront considérés comme
pl‘emiors entre eux, el, par conséquent, les facteurs communs qu’ils

' ' v SR ERR
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pourraient contenir doivent étre reportés dans les exposants de 1'é-
quation (2).

L’expression (3) iudique une branche composée de ¢ branches
partielles [ *] tangentes & P'axe des abscisses.

J'ai supprimé les facteurs x* et 1f. Le second montre que uz at va-

leurs d’ordres supérieurs a g Les valeurs de « d'ordres inférienrs &

cette quantité doivent étre considérées comme infinies, et les abscisses
quilear correspondent comme nulles. Le facteur x* indique donc que
les branches pour lesquelles les valeurs de « sont (’ordres inférieurs

a’t possédent, sur 'axe des abscisses, § points coincidant avec l'ori-
q

gine, indépendamment de ceux qui forment la multiplicité de ce point
singulier.
Si la variable u n’avail pas de valeur de lordre ’2, le premier

1

membre de I'équation (1) se réduirait & un seul terme ax‘iu’. ILes
exposants s el £ conserveraient d’ailleurs les significations que je viens
d’indiquer.

2. Dans la seconde Partie, en discutant des courbes particuliéres,
Je montrerai que les résultats obtenus & Particle précédent permettent
de déterminer facilement les grandeurs principales des valeurs de di-
vers ordres que prend « quand a. est infiniment petit du premier ordre ;
mais, pour connaitre la nature d’une branche, il est quelquefois néces-
saire d’avoir le second terme du deeloppement de «. Afin de pouvoir
Pétablir,nous devons d’abord nous rendre compte de la composition
de I'équation générale, lorsqu’on y suppose les variables 2 et u infi-

niment petites des ordres 1 et Ié

Cette équation, ne contenant que des puissances entiéres de x et
de u, dans 'hypothése que je viens de faire les ordres des différents

. I . . .
termes sont des multiples de 7 Je vais rechercher s§’il peut exister

des termes de tous ces degrés fractionnaires, & partic du plus petit,

{"] L'expression de branches partielles a été introduite par M. Cayley.

54..
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. P , . .. o Y
qui est (s—l— pi pn>- Pour abréger, je désignerai cette quantite
ar &.
par 7
11 s’agit de reconnaitre si 'on pourra toujours trouver deux expo-
sants entiers et positifs ;1 et v tels, qu’un terme x*#” soit de l'ordre 5—3_—',

i étant un nombre entier déterminé.
On doit avoir

i
{J.—l—v]-i::g L
q q

7
En appelant% I'avant-derniére réduite de la fraction continue dans

laquelle on peut développer g, on a

Py —qp==*1,

et les valeurs de u et de v sont données par les relations
pw=Fplg+i)+0p v==Lq(g+1i)—0q

Le nombre entier § doit étre tel que p et v soient positifs. Afin de
faire la discussion sans confusion, il faut examiner successivement les
formules qui repondent aux deux signes. Dans le cas du signe supé-
rieur, les limites de ¢ sont

6>]—;;(g+i), 6 <L(g—+ i)

La seconde inégalité revient &

i
.

6< (g +i)+ L +
AR

En ayant égard a la valeur de g, on voit immédiatement que les

deux limites de 0 comprennent entre elles au moins un nombre
entier. On arrive au méme résultat, quand on considére le signe infé-
vieur. 1l résulte de la que I'équation peut contenir des termes des

v v [INRN
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o1 o2
ordres £, &
q

élevés qu’elle renferme effectivement, apreés ceux de l'ordre g- Je

) -+ [ Iy .
s+ +++ Jappelle g_q_t Pordre des termes les moins

représenterai leur somme par Tg-:, et la somme des termes d’un ordre
. q
quelconque A par Ty,

3. Nous allons maintenant chercher le second terme dans le déve-
loppement de 7.

En désignant par r la multiplicité de la racine & dans I'équation (2),
et négligeant les termes élevés, jai

1w — kaPy T, 4+ Teri=o.
&b gri
4 7

Je suppose que le polyndme Tg+: ne .contient pas en facleur
7
(17— kx?); jexaminerai plus loin (n°5)le cas que j'éloigne. Jap-

pelle &, la grandeur principale de u, et jobtiens

(4) wj = kar,

La quantité sous le radical est fonction de x et de u, mais, comme
nous ne devons en conserver que le terme de l'ordre le moins élevé,
nous pouvons y remplacer z par u,.

Te+i représente une somme de termes de la méme forme que le
q
premier membre de I'équation (1). On en éliminera les puissances

entieres de u7 par la relation (4): les termes ne contiendront plus
que des puissances de u, inférieures a g, et seront tous composés de
la méme manieére en x et en u,. Leur somme algébrique donnera une
expression ax”uf,, les exposants & et 3 étant soumis a4 la condition”

g+

I)
“+ By = 9

On opérera de la méme maniére sur le dénominateur, et, apreés
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avoir effectué la division, on aura, en désignant par b un coefficient
numérique,

(5) wl == 0l -\ bat,
avec la condition

. P i
b ¢+ L= pr 4+ --
( ) p 7 p q
Je prends la racine ¢, et ne conservant que les deux premiers termes
du développement, j obtiens

1
(7) u= u.[l + 3'7 {b.x’“"”'ui)']-

La branche déterminée par la racine multiple A se décompose en
qr branches partielles réparties en ¢ groupes.
L’abscisse a étant prise pour infiniment petit du premier ordre, les

ordonnées seront infiniment petites de I'ordre (‘:—; + 1)- La différence

des ordonnées de deux branches partielles d’'un méize groupe est

P v, gl

En vertu de Péquation (6), cette expression se réduit 4

P4 L
q qr

Nous connaissons maintenant 'ordre de la différence de deux
ordonnées infiniment petites de deux branches partielles appartenant
soit & un méme groupe, soit a deux groupes différents, et par suite il
serait facile d’appliquer les formules de M. Cayley a4 une courbe
donnée.

Si 'on suppose i égal a I'unité, on aura la plus petite valear que
puisse avoir l'ordre de la différence des ordonnées de deux branches
partielles d’'un méme groupe, et notamment des deux branches d’un
rebroussement de seconde espeéce.

[T R 1
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Si I'on voulait avoir le troisieme terme du développement de u, il
faudrait poser

i

u . s
w=aty A (b ) A ey,
”

porter cette valeur de  dans I'équation générale, et déterminer la
valeur de u,.

4. La brauche considérée est imaginaire quand £ est lui-méme
inaginaire. Je supposerai k réel et je distinguerai deux cas principaux,
suivant que r sera impair ou pair,

L r impair. — A. P impair et ¢ pair : rebroussement de premieére
espece.

B. p pair et g impair: branche traversée par sa tangente,

C. p ety impairs : branche sans singularité apparente.

IL. »r pair” —D. p impair, g pair, 8 pair : rebroussement (réel ou
imaginaire) & quatre branches, dont deux de chaque coté de la tan-
gente commune, '

E. Un rebroussement de seconde espeéce dans trois cas :

1° p pair, ¢ impair, « impair.

2° p unpair, ¢ impair, « et 5 l'un pair et Pautre impair;

3° p impair, ¢ pair, £ impair.

. Deux arcs (réels ou imaginaires) ayant l'un avec l'autre un
contact plus intime qu’avec leur tangente commune dans deux cas ;

19 p impair, ¢ impair, « et f tous deux pairs ou lous deux im-
pairs;

2° p pair, ¢ impair, « pair.

Pour les rebroussements de premiere espece avec point double, »
et g sont l‘espec!ivement éganx a1 eta 2; p est un nowmbre impair
quelconque. L'ordre de 'ordonnée infiniment petite est 3, & 1 .
suivant la valeur de p.

Pour les rebroussements de seconde espece avec point double, » et q
sont respectivement égaux & 2 et 4 1; p est un nombre entier quel-
conque. L'ordre de 'ordonnée infiniment petiteest 1, 2, 3,..., suivant
la valeur de p.
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3. Lorsque la quantité (u? — kx?), se trouvera en facteur dans le
polynéme Ty+i, on examinera si les polyndmes suivants la renferment
1

également, et on ne conservera avec eux que le premier de ceux qui
ne la contiendront pas. On aura alors une équation entre trois infini-
ment petits (2f — kxP), u, et : les deux derniers étant connus, le
probléme pour obtenir les diverses valeurs du premier est exactement
fe méme que celni qui s’est présenté pour les valeurs de &, et dont la
solution a donné la valeur kx? de «9. Je donnerai plus loin un exemple
de ce calcul.

6. La méthode est applicable pour la recherche des valeurs de
dont la grandeur principale est finie, c’est-a-dire du degré zéro. On
peut aussi Pemployer lorsque Iéquation contient des termes irra-
tionnels.

Le méme mode d’investigation peut servir dans plusieurs autres
circonstances, notamment lorsqu’on vent reconnaitre si I'équation
donnée d’un lieu représente une seule courbe ou plusieurs courbes
distinctes. Alors, en supposant que Pon counaisse un point du lieu,
on pourra, sans résoudre par rapport a une variable, composer Péqua-
tion d’une courbe ayant en ce point un contact de plus en plus éleve
avec la courbe représentée, et on verra si I'on est conduit & prendre
toute I'équation donnée, ou si le calcul se termine en donnant une
équation d’un degré moindre.

Courbure d’une branche a un point multiple.

7. On déterminera les rayons de courbure des différentes branches
partielles qui composent une branche, a I'aide de son équation ca-
ractéristique, en y considérant les variables comme des coordonnées
finies. T’équation que I'on obtient ainsi représente en effet une courbe
ayant avec la branche un contact élevé. Sila branche est tangente a
'axe des abscisses, les axes étant daillcurs supposés rectangulaires,
I’expression du rayon de courbure p sera

¥

1 praav]
p=3\T)"

e
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Le rayon de courbure est nul ou iufini, suivant que p est plus petit
ou plus grand que g. 1l a une grandeur finie quand ces exposants
sont égaux enlre cux et, par suite, a Punité, puisque Ja fraction "—] est
irréductible. /

Le rayon de courbure 4 un point de rebroussement de seconde
espéce peut avoir une grandeur finie; mais il est nécessairement nul
ou infini dans le cas d’un point de rebroussement de premiére espece,
car p est alors impair et ¢ pair.

Je dois rappeler qu'un rayon de courbure nul n’indique pas néces-
sairement une singularité apparente. M. Cayley a fait cette remarque
4 P'occasion de la courbe qui est paralléle & I'ellipse, et qui passe par
deux des points de rebroussement de sa développée (drnali di Mate-
matica, 1860, p. 314).

8. Eu réalité, nous avons ¢ rayons de courbure qui correspondent
aux ¢ branches partielles [*]. D’aprés I'équation (3), la branche a
sur sa tangente a lorigine (p + ¢) points réunis en un seul. On doit
regarder que chaque branche partielle a en commun avec celte droite

. . s PG o ) ]
un nombre de points égal 4 — Suivant que p est plus grand ou

plus petit que ¢, le contact d’une branche partielle avec I'axe des
abscisses est plus intime ou moins intime que celui d’une courbe or-
dinaire avec sa tangente. Lorsque p et ¢ sont égaux, une branche est
semblable a2 un arc ordinaire de courbe pour toutes les affections qui
ne dépendent que du premier terme dans le développement de l'or-
donuée infiniment petite y, et, par suite, le rayon de courbure doit
avoir une grandear finie.

9. Tout cercle passant par un point multiple de 'ordre ¢ a en
commun avec la courbe ¢ points réunis en un seul, ct doit étre con-
sidéré comme osculateur si ¢ est plus grand que 2. Quand un point
de rebroussement est simplement double, pour qu'un cercle y soit

[*] Si le point considéré était multiple de Pordre gr, les g rayons de courbure
correspondraient aux g groupes de branches particlles.

55
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osculateur, il faut qu’il touche la tangente de rebroussement, mais son
rayon reste arbitraire. La longueur g donnée par I'équation ci-dessus
est le rayon de développée qui forme transition entre les rayons de
courbure des points situés en dega et au dela du point singulier.

Cette considération a quelque importance; elle explique certaines
transformations de courbes lieux de centres de conrbure. Ainsi,
guand on coupe une surface réglée par des plans perpendiculaires i
une générairice singuliére, les centres de courbure des sections pour
les points situés sur la génératrice forment une hyperbole; et si I'on
rend la surface développable en introduisant entre ses parametres
une relation convenable, 'hyperbole se réduit & deus droites dont
une est le lien des centres des cercles tangents & la section qui a un
rebroussement au point méme de rebroussement [*].

A un point de rebroussement, l'indétermination du cenire de
courbure est du méme genre que l'indétermination de la tangente.
Celle-ci ameéne un abaissement dans 'ordre de la polaire réciproque;
la premiére doit produire un abaissement dans Uordre de la déve-
loppée.

[*] Traité de Géometrie descriptive, art. 84o.
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