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Mémoire sur Uéquation aux différences partielles du quatriéme
ordre AAu = o et sur Uéquilibre d’élasticité d'un corps

solide ;
Par M. Evue MATHIEU.

On connait maintenant plusieurs théorémes relatifs au potentiel ¢
d’une masse quelconque, gui satisfait en dehors de cette masse a
I'équation .
do d?e dv
= -+ ;I;E —+- o = 0,

x, y, z étant les trois coordonnées rectangulaires du point auquel se
rapporte le potentiel, équation que nous représenterons, pour abréger,

par
la) Av = 0.

Je me propose de montrer dans ce Mémoire qu'il existe pareillemeut
des théorémes généraux sur la fonction «, qui, dans un certain espace,
satisfait & 'équation aux différences partielles du quatrieme ordre

(b) AAu— o,

ou
diu + diu 4 dtu + du din du
dx dy* dz 2 dy*dz: ? Tide dridy 0

Cette équation se rencontre en physique mathématique; en effet,
quand un corps solide, homogéne, et dont Iélasticité est la méme
dans tous les sens, est soumis & sa surface & des pressions qui le
maintiennent en équilibre d’élasticité, les projections du déplacement
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d’un point quelconque de Vintérieur du corps sur les axes de coor-
données satisfont & 'équation AAu = o; et il en est encore de méme
des composantes des forces élastiques qui s’exercent sur des éléments
plans paralléles aux plans de coordonnées.

Si 'on suppose que u ne dépende pas de z, cette equatlon se réduit a

dtu déu diu
T Pamar T i T @
Or imaginons une plaque plane, homogéne, d’épaisseur uniforme et
de méme élasticité dans tous les sens, et déplacons-en légérement les
bords d’une maniére permanente; le déplacement normal d’'un point
quelconque de la surface médiane de la plaque sera encore donné par
cette équation.

On comprend donc Vintérét qu'il y a a4 s’occuper de la fonction
qui satisfait & I'équation (&), et nous ferons voir d’ailleurs que cette
étude permettra d’intégrer cette équation.

Du potentiel et de Uéquilibre de temperature.

1. La fonction ¢ qui satisfait a I'équation (a) satisfaisant aussi a
I'équation (), on sent bien que I’on ne doit pas aborder I’étude plus
compliquée de la fonction u, sans avoir bien présentes a I'esprit les
propriétés de la premiére; nous allons donc résumer certaines pro-
priétés du potentiel, qui nous seront utiles dans la suite de ce Mémoire.

Non-seulement le potentiel ¢ d’une masse quelconque satisfait en

dehors de cette masse 4 I’équation de Laplace
(a) Ay = 0}

mais dans I'état d’équilibre de température d’un corps isotrope, cette
température satisfait a cette équation en un point quelconque du
corps. A ce poipt de vue méme, la fonction u de la théorie de I'élas-
ticité semble avoir plus d’analogie avec la temperalure d’équilibre
qu'avec le potentiel, puisqu’elle ne se rapporte aussi qu'a l'intérieur
d’une surface fermée ¢ qui limite un corps. Cependant nous allons

48..
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voir que cette différence entre le potentiel et la températare d’équi-
libre w’a rien d’essentiel.

,
2. Soit d I'élément de volume d'un corps et do I'élément de la

surface ¢ qui le termine; si ¢ et w, ainsi que leurs dérivées, sont des

fonctions continues de x, y, z, on a I’équation donnée par Green

(¢) vawa’w—fwAvdzs :fv-

dn étant U'élément de normale a la surface comptée vers Iextérieur
du corps, et les intégrales se rapportant & son volume enlier ou a toute
sa surface.

dow do x
- do ——v[wzda [

. . . . 1 , .
Si I'on prend pour w la fonction discontinue =» r élant la distance

d’'an point variable (a, b, ¢) de P'intérieur du corps & un point (x, y, z)
fixe qui y est aussi situé, on pourra appliquer cette équation au vo-
lume renfermé entre ¢ et une sphere infiniment petite dont le centre est
au point (&, ¥, z), et on en conclut 'équation

(ll

. ol
(d) firAt'({m=~ v;l;'da—i—f;:?’gdc-—/mv.

De cette équation Green conclut que, si une fonction v satisfait a I’équa-
tion (a), en variant d’'une maniére continue en dedans et en dehors
de la sarface o, qu’elle prenne & cette surface la méme valeur a l'in-
térieur et a lextérieur, et enfin qu'elle s’annule a I'infini, cette fonc-
tion peut étre considérée comme le potentiel d’une couche infiniment
mince de matiere distribuée sur la surface ¢.

En effet, 'équation (d) donnera

I
r 1 dv
0._f {[—n—;dc—f';%; {G*‘4TH’,

dn' étant I'élément de normale comptée vers 'intérieur du corps.

{*] Cette formule est démontrée par Green dans son Mémoire sur I'électricité (Journal
de Crelle, t. XLIV, p. 360) et dans la Théorie de la Chaleur de M. Lamé, § 58.
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Considérons ensuite le volume renfermé entre la surface ¢ et une
autre surface ¢’ qui renferme la premiére; ;ne devenant pas infini
dans cet intervalle, il faudra appliquer I'équation (¢) au lieu de (d)
en y faisant o = lr, et nous aurons, si nous supposons que la surface ¢’

aille a l'infini,
d}_ 1 d
r (444
O = VEZ—({U"‘I;E([U,

en remarquant que les intégrales relatives 4 la surface infinie s’an-
nulent. Ajoutons ces deux équations, en observant que l'on a

dl (ll
r r
-

=0
dn !

dn

et nous obtenons
. H I [ de v los
(e) [P 4—"” \ 7 - py ac;

donc v peut étre considéré a I'intérieur de ¢ comme le potentiel d’une
couche distribuée sur cette surface dont la densité est

___ 1 [cv + do
P—'—'Z; dn dan'

On démontre ce théoréme de la méme maniére & I'extérieur de a.

Cette formule de la densité d’une couche a été reconnue par Poisson
et démontrée pour la premiére fois par Laplace. (Foir les Mémoires
de I’ Académie des Sciences, 1811, p. 5 et 31.)

3. 1l faut ensuite noter ce théoréme :

1° Il existe toujours a lUintérieur de la surface ¢ une fonction v finie
et continue de x, y, z en méme temps que ses dérivées, qui satisfait ¢
{"équation
Ay = o,
.

et qui a une valeur donnée a la surface ¢, et il 'y en a qu'une seule.
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20 1l existe aussi une fonction, et une seule, qui satisfait en dehors
de 5 & ces conditions, auxquelles on ajoute que v est nul a Uinfini.

D’aprés ce que nous venons de voir, si ces deux fonctions existent
clles peuvent étre assimilées au potentiel d'une méme couche, et ce
théoréme revient a celui-ci :

On peut toujours assigner une couche distribuce sur la surface o, et
une seule, dont le potentiel ait une valeur donnée en chaque point de
cette surface, pourvu que cette valeur donnée varie d’une maniére
continue.

Gauss est, je crois, le seul qui ait donné de cette proposition une
démonstration rigoureuse dans son Mémoire sur le potentiel [*]; mais
par la considération de I'équilibre de température, ce théoréme dans
son premier énoncé devient presque évident; car il revient 4 ces deux
autres :

19 87 un corps homogéne est en équilibre de température et que tous
les points de sa surface soient entretenus & des températures données
et fixes, la température en un point quelconque de ce corps est déter-
minde ; 4

2° Concevons un corps homogéne compris entre la surface ¢ qui est
intéricure et la surface S qui le limite extérieurement. On entretient
la surface o a des températures données et fixes et la surface S a zéro.
La température dans ce corps sera complétement déterminée, quelque
éloignde que soit S et par suite encore si elle va a U'infini.

4. Imaginons des masses renfermées dans V'intérieur d'une surface
fermée o; le potentie! de ces masses en dehors de s peut étre assimilé
a celui d’'une couche de matiére distribuée sur ¢.

En effet, ce potentiel satisfait en dehors de ¢ a I'équation

Ay = o,

il y varie d’'une maniére continue avec ses dérivées, et il s’annule a

[*] Foirle cinquiéme volume des OFuores de Gauss, p. 232-237,0ula traduction dans
ce Journal, t. VII, 17 série. Green a aussi donné de ce théoréme une démonstration,
en s’appuyant sur nne considération tirée de la théorie de I'dectricité, qui n’est pas
préférable a celle de 1'équilibre de température. (Jourrnal de Crelle, t. XL1V, p. 367.)

v ' v TR RN '
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Finfini. Or, tant que I'on n’a & considérer que les valeurs de v & 'ex—
térieur de g, on peut imaginer, d’aprés le théoréme du n° 3, que v
satisfait 4 I'intérieur de ¢ 4 la méme équation, a la méme valeur a
cette surface et varie d'une maniére continue ainsi que ses dérivées
Du n° 2, on conclut donc le théoréme cité.

En supposant des masses a 'extérieur de la surface ¢, on démontrera
de méme que le potentiel de ces masses en dedans de ¢ peut étre assi-
milé a celui d’une couche de matiére distribuée sur o.

5. 8iv représente la température d’équilibre d’un corps, v n’est
plus défini qu’a I'intérieur de la surface ¢ qui limite ce corps; mais,
comme on peut alors définir arbitrairement la fonction ¢ en dehors
de cet intervalle, nous pouvons supposer qu’en dehors de ¢ elle satis-
fasse 8 Ay = o, qu’elle soit nulle 4 l'infini et qu’elle ait la méme va-
leur sur la surface ¢ a4 V'extérieur qu’a I'intérieur; nous déterminons
ainsi v a Uextérieur de g, et il est permis encore d’appliquer la for-
mule (e) du n° 2.

Mais nous pouvons nous représenter v physiquement a 'extérieur
comme a l'intérieur de ¢. Imaginons, en effet, que le corps homogeéne
renfermé sous ¢ soit prolongé en tous sens jusqu’a I'infini, et conce-
vons que le corps T renfermé sous ¢ soit séparé du corps extérieur T’
par une couche infiniment mince qui est le siége d'une source de
chaleur; Fintensjté de cette source est fixe, mais varie d'un point 4 un
autre de la surface, et, par conséquent, la température est la méme 2 la
limite de I'espace T et & la limite de I'espace indéfini T’; supposons
de plus que la température soit maintenue a zéro a linfini. La
température d’un point quelconque de Pespace T ou de Vespace 1’
sera donnée par la formule (e). Examinons donc ce que représente
o dv
dn ' dn'

Soit m un élément de la surface ¢. En cet élément, établissons la
continuité de la matiére entre T et T', et désignouns par ¢ le coefficient
de conductibilité; alors les flux de chaleur normaux a cet élément
seront les mémes dans T et T'. Ecrivons donc

dv - dv
([d?——U, —«({;{—’;:U;
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ces flux proviennent de la source de chaleur entretenue a la surface =,
diminuée de la portion infiniment petite qui recouvre I'élément m.
Or, de plus, la partie de la source de chaleur située en m envoie deux
flux normaux de méme intensité am, mais de sens contraire : l'un
a I'intérieur de o, Vautre a I'extérienr. On a donc

clo dv .
—_— = — _— ] — = -+,
q cn' U a /dn U+a,
et il en résulte
v dv 2a
dn’ dn . q '

d’ot1 Von voit la signification de la quantité du premier membre,

6. Beaucoup de théoremes sur le potentiel deviennent intuitifs en
leur substituant ceux qui y correspondent dans I’équilibre de tempe-
rature.

Ainsi, par exemple, concevons des masses situées a Pextérieur d'une
surface a3 si leur potentiel est constant sur la surface, il aura la meme
valeur constante en un point intérieur quelconque. ‘

Ce théoréme revient a celui-ci :

Si la surface d'un corps est entretenue a une meéme température el
qu'il y ait équilibre de chaleur, la température est la méme en un
point intérieur quelconque.

Lorsque des masses sont situées dans l'intérieur d’une surface fer-
mée ¢ ou répandues sur cette surface, si le potentiel a une valeur
constante A en chaque point de la surface, il a en tout point extérieur
une valeur comprise entre A et zéro. Elle est donc constamment nulle,
si A est nul,

Cette proposition est renfermée dans celle-ci :

Concevons un corps homogene entre la surface o qui est intérieure
et la surface S qui le limite extérieurement; on entretient la surface <
a la température A fixe, et la méme en chaque point, et la surface S
i la température zéro. Alors tous les points intérieurs seront a une
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température comprise entre A et zéro. Ce qui subsiste encere quand la
surface S s’éloigne a Pinfini.
Revenons a I'équation AAu = o.

Théoréme sur lexpression AAu.

7. Désignons par dm I'élément de volume d’un corps et par ds
I'élément de sa surface; d’apres I'équation (¢) du n® 2, nous avons

(1) vaudw —~-./‘uAvdm =f {—ifda f [:; do,

u et v étant deux fonctions qui varient d’'une maniére continue dans
I'intérieur de o, ainsi que leurs dérivées, et dn I'élément de la nor-
male comptée vers I’extérienr.

Dans cette équation, changeons ¢ en Au/, nous aurons

fAuAudza—:quAudm—l—fAu—dc: ft———(lc

Le pr‘emier membre de celte formule reste invariable par la permu-
tation des fonctions u et #'; il en doit donc étre de méme du second,

et on a
f' dn dn
’ d, AL
:quAltdw—kauidc-—fu’( “ds
o dn dn

‘quAu’dw— WAAudp

(2) .
? :/'(udAu . a’Au (1' +f Audi—A (lu>dg,

dn

ou

formule qui joue le méme role dans la théorie de I’équation
Aduw=o0
que la formule (1) dans la théorie de 1’équation

Au=o.
Tome XIV( 2° série). — Noveuere 1869. [}9
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Dans la formule (1), « et v étant assujettis & varier d'une maniére
continue, ainsi qiie lears dérivées premiéres; dans la formule (2), il
faut supposer que u, u' et leurs dérivées premiéres, deuxiémes et troi-
siemes Jouissent de la continuité.

Au lieu de considérer un volume, concevons une surface plane dont
I'élément est dw et terminée & un contour dont I'élément est ds; si u
et v sont des fonctions de deux coordonnées rectangles x, y d’un

. point de ce plan, nous aurons la formule entiérement analogue i la
formule (r)

(3) vaur/w — /uAvdw ::f Z—st —-fu ;{g//s.

Puis, par un calcul tout semblable a celui qui nous a conduit a la
formule (2), on arrivera a celle-ci :

iquAu’({m— WAAudes

dan da lu' 4,
' = [ (28 — 8 s+ [ {Au™ A iﬁ\u’s
{ . dn dn . dn n ’

/
7

(4)

tormule dont nons nous sommes déja servi dans la théorie des plaques
vibrantes. Les fonctions sont assujetties dans les formules (3) et (4)
aux mémes conditions de continuité que dans les formules (1) et (2).

Applications de la Jormude ( 2).

8. Désignous par r la distance entre le point (&, 3, z) extérienr a
la surface ¢ qui limite le corps et le point variable (a, b, ¢) situé dans
ce corps ou 4 sa surface, de sorte que I'on peut prendre dz = dadb de,
et que 'on a

r?— (.T . a)'l - (] —_ b)" -+ (Z - (‘)2.

Faisons dans P'équation (2) &/ = r; nous avons

dr

_(Eay

1
de? 1 re
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el, par suite,

A;-:Er et AAr=o;

I’équation (2) devient en conséquence

(5) |raduds = P AuTNdo + 2 rde T de,
. dn dn r dn dn

formule dans laquelle le point (x, y, z) est extérieur au corps;
u dans cette équation est supposé une fonction de a, 4, c.
Lorsque le point (x, ¥, z) est intérieur a la surface ¢, I'équation (2)

n’est plus immédiatement applicable, parce que ;‘ devient infini dans

Iintérieur du corps quand a, b, ¢ se confondent avec x, y, 2. Mais
imaginons une sphére s infiniment petite, qui ait son centre au point
(«, 7, 2), et nous pourrons appliquer la derniére équation au volume
compris entre s et ¢. On voit facilement qu’il faut alors ajouter a lu
seconde intégrale du second membre cette autre

27 b:4 1
[ 1 du dl—1
— e e — 2 1
2 ) | \&ar " %R R2sinfdydf,

R étant le rayon de la sphére, et en faisant tendre R vers zéro elle se
réduit a 'expression — 87u dans laquelle a, &, ¢ sont remplacés par

X, ¥y 2.
Donc si le point (x, 7, z) est situé & I'intérieur de la surface o, on a

rAAuds
0 dA d { 45
u r | <172 r
=fkr;,n—-~AuZZ>dc+2 =~ Jdo — 8nu.

Au lieu de faire &' = r, prenons généralement pour ' une fonction
de a, b, ¢, qui satisfait par rapport a ces variables 4 AAw' = o, qui
varie d’'une maniére continue dans I'intérieur de o, ainsi que ses déri-

9.
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vées des trois premiers ordres, excepté au point (x, 1, z) aux environs
duquel Ax’ se réduit sensiblement a -2; On déduira de méme de Pé-

quation (2), pour un point intérieur (x, 7, 2),

j wWAAuds
(7) *f , dau dad ' dn el
= (w2 — "2V do -+ | (AL — — Au——)ds — 8ru,
dn dn dn tn

équation que nous aurons occasion d'employer.

Du second potentiel.

9. Considérons le potentiel donné par Pintégrale triple

P .—_-fj'f‘f(—HTbLf—) ca db de

étendue 2 un certain volume IT, et dans laquelle r désigne la distance
du point (x, y, z) au point variable (a, &, ¢). On sait que l'on a

Av=o0 ou Av= — 4mg(x, y, z),

selon que le point (x, ¥, 2z) est situé en dehors ou en dedans du
’ b

volume II.
Passons de cette fonction a la snivante :

w=[[fre{a, b, ¢c)dadbdc;

1ous aurons

(a) (:;T‘: =fff”o(ﬂ’ b, C)L; — (_“I'..T'_;ﬂ]({(ulbdc,

ef, par suite,

(&) Aw = av,
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ainsi que V'a remarqué M. Lamé dans sa Théorie de I’Elasticité,
6¢ Lecon.
1l faut observer que I’équation (a), et par suite 'équation (4), a lieu
quand le point (x, ¥, z) est intérieur aussi bien que lorsqu’il est ex-
térieur au volume II, parce que Vinfini qui se trouve dans I'intégrale

. . . 1 . .
de 'équation (a) est d'un ordre moindre que = etsi Ponapplique cette

intégrale au volume d’une sphére infiniment petite entourant ce point,
on obtient un résultat nul.

L’équation (b) étant prouvée, on a, en prenant le A des deux
membres,

AAw = o, si le point (x, ¥, z) est extérieur an volume IT,

AAw = — 8no(x, 7, 2), si ce point lui est intérieur.

Nous appellerons w le second potentiel de la masse renfermée
dans II, et quand nous voudrons distinguer ¢ de w, nous lui donnerons
le nom de premier potentiel. Les dérivées de w par rapport & x, y, z
sont les composantes suivant les trois axes de coordonnées d'une at-
traction d’aprés laquelle denx moléeules s’attireraient suivant la droite
qui les joint, mais indépendamment de leur distance.

10. Imaginons une couche de matiére infiniment mince répandue
sur la surface ¢ ; en désignant par p la densité de cette couche, on aura
pour son second potentiel

w = [prds;

w en dedans et en dehors de lasurface ¢ satisferaal’équation AAw = o,
et, de plus, dans ces deux espaces w variera d’une maniére continue,
ainsi que ses dérivées des trois premiers ordres. Si 'on appelle v et ¢’
le premier potentiel de cette couche a I'extérieur et i lintérieur,

on aura
1 [de ' I [dAw dAn
0= — {5 | = — 5 m———-{-—v—,—)-
{ 4w \dn dr B8n\ dn dn’

/

Remarquons aussi que, lorsque le point (x, y, z) traverse la couche,
la fonction w et ses dérivées des deux premiers ordres varient d’une
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maniere continue; mais les dérivées du troisieme ordre sont en général

discontinues.
Ict il nous serait facile de démontrer ce théoréme : 1l existe tou-

jours une couche de matiére, et une seule, distrituée sur la surface
et dont le second potentiel a une valeur donnce en chaque point de

cette surface.
Mais pour le prouver, il suffit de suivre littéralement la démons-

tration citée an n° 3 do méme théoréme donné par Gauss pour le pre-
mier potentiel, qui compose la partie la plus remarquable de son
Mémoire. Faisons toutefois observer que la considération du minimum
employée par Gauss doit étre remplacée par celle d’un maximum.

Sur une solution de U’cquation AAu = o.

11. Je di$ qu'on peut toujours trouver une fonction u qui satisfait 4

I'équation
(1) AAu=o

a l'intérieur de la surface ¢, qui y varie d’'une maniére continue avec
ses dérivées des trois premiers ordres, et dont la valeur et celle de
son A sont données a la surface.

A cet effet posons

(2) H=w -+ ¢,

v=ff’;dc, w:fprdo,

p et o’ étant des fonctions des coordonnées de chaque point (a, b, ¢)
de la surface et r* égal &

(€ —a) +(y —b)' +(2—¢));

¢ el w sont par conséquent les premier et second potentiels de deux
couches de matiere qui recouvrent cette surface.
D’abord, la fonction u satisfait a I’équation (1) et aux conditions de
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continuité. Il faut ensuite que, sur la surface, u soit égal 4 la fonction R
et Au on Aw soit égal a ¢.
D’aprés cela, £ = Aw satisfera, d’aprés (1), & 'équation

At = o,

et sera une fonction donnée i la surface; elle est donc complétement
déterminée (n° 3), et, de plus, elle peut se mettre scus la forme

t =2 /“gda;
r

Y

W= fprr/a,

Aw sera égal 4 ¢ & la surface, et on aura bien d’apres le n° 9

et si on prend

Aw = ¢.

Connaissant w, on aura la valeur de ¢ a la surface en retranchant
celle de w de celle qui a été donnée pour z; par suite, v sera complé-
tement déterminé.

Ainsi, le théoréme est démontré, et, de plus, on voit comment on
peuat mettre la solution sous la forme (2).

Des conditions aux limites qui déterminent pmjﬁzitement la solution
de l'égquation AAu = o.

12. Considérons une fonction « de x, ¥ 2 satisfaisant a 'équation

A = o

dans l'intéricur de la surface ¢, et supposons que « et ses dérivées des
trois premiers ordres y varient d'une maniére continue ;  étant sup-
posé une fonction semblable 4 «, on a, d’apres la deuxiéme équation
dun°7,

11 7 odAn
uAA dos = | Audi’do - [Au’ Lde ’ wil s
. 9y dn . dn

-
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Faisons 1/ = u, et nous aurons

\ 7 Ay
0 = f(Au)'dm — fArti—” de -~ /u sy
dn . dn

mais, comme z n’est défini qu’a Uintérieur de ¢, il convient de mener
la normale vers l'intérieur et de la compter dans cette direction; rem-
placant dn par — dr', on a
. du ' odau
(e) 0= [(Au)’dzz—f— Au=dec — | u—Fdo.

. dn dn

Alors supposons que, sur la surface g, u satisfasse i 'un des deux
systemes de condition :

1 u=o0, Au=o;
2° =20 du 0
. - ) l{’l, i £l

I’équation précédente se réduira 2

f‘(Au)2 de = 0}

on en conclut que Az est nul en tous les points de 'intérieur de g, ct,
par suite, u est lui-méme nul dans toute cette étendue. Car on sait que,
lorsqu'une fonction z satisfait 8 Au=o dans l'intérieur de ¢ et s'an-
nule & cette surface, elle est nulle en tous les points intérieurs (n°6).
De li on conclut immédiatement :
11 ne peut exister qu’une fonction qui satisfasse a |'équation

AAu = o0

dans Uintérieur de la surface 4, qui y varie d’'une maniére continue
avec ses dérivées des trois premiers ordres, et pour laquelle

du

i, Aw ou u, -

aient une valeur donnée a la surface.
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Soient en eflet « et &' des fonctions qui satisfont tontes deux a Pune
des hypothéses, et posons

u—u =2,
§ satisfera en tous les points du volume = & P'équation

AAG = o,
et on aura a la sarface.

db
§=o0, Ab=o0 ou 6 =0, =0,
et, par conséquent, § sera nul en tous les points intérieurs; ce qu'il
fallait démontrer.
Or, nous avons vu que 'on peut toujours trouver une fonction te

la forme
= [prdc—?—fé de,

dont la valeur ainsi que celle de son A sont données a la surface ¢.
On en conclut les deux théorémes suivants :

1° Il existe une fonction, et une seule, qui satisfait a l'équation
AAu =o0

dans Uintérieur de la surface ¢, qui y varie d’une maniére continue
avec ses dérivées des trois premiers ordres, et dont la valeur et celle de
son A sont donnces a la surfuce.

2° Toute fonction u qui satisfait, a lintérieur de o, a Uéquation
AAu = o, et qui est assujettic aux conditions précédentes de conti-
nuité, est la somme du premier potentiel d’une couche qui recouvre la
surface o, et du second potentiel d'une autre couche recouvrant la
méme surface.

Ce second théoréme donue donc U'intégrale générale de I’équation
anx différences partielles, intégrale dans laquelle les densités des
couches sont deux fonctions continues quelcongnes des coordonnées
de la surface ¢.

Tome XIV (2° série). — Novemsre 1869. 50
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13. 1l y a un théoréme semblable au premier dans lequel on se

R du . ,
donne a la surface u et 57 au lieu de u et Au, et que nous allons dé-
montrer,

Pour éviter toute confusion, continuant a poser

Ay — d*u d*u d’u.
U= T g T g

quelle que soit la fonction u, posons de plus

diu d*u d*u
= e e

7
Au = T dy’* oz
et 'on voit bien, par conséquent, ce que représentera I'expression
A"A’u; puis établissons le lemme suivant.

’

Lemme. — On peut toujours trouver une fonction U de x, ¥, z et
de x', ', 2': 1° quireste invariable quand on permaute x, ¥, zrespec-
tivement avec x’, y’, 2'; 2° qui, considérée comme fonction de &', 5, 2/,
varie d’'une maniére continue dans 'intérieur de la surface ¢, ainsi que
ses dérivées des trois premiers ordres, excepté au point (&, ¥, z), aux

environs duquel son A’ se réduit sensiblement 2 =» 1 étant la distance

entre les points (x, y, z) et (&', ', #'); 3° qui satisfait aux deux
€quations
AAU =0, A'AU = o,

quand (x, 7, ) et (', »', #) sont deus points intérieurs a la surface o;
4° qui se réduit & zéro quand le point (', ¥’y 2') vient sur la surface.

Prenons un point quelconque P (x, y, z) dans I'espace limité par
la surface ¢; selon ce quia été dit au n° 10, on peut toujours couvrir
cette surface d’une couche de matiére, de telle sorte que le second
potentiel de cette couche, par rapport & un point quelconque M de
la surface, soit égal & R (P, M), en désignant par R (P, M) la distance
entre les points P et M.

Comme cette couche dépend de la position du point P, représentons
par p (P) sa densité; le second potentiel de cette couche, par rapport
a un second point intérienr P, étant désigné par T (P, P'), nous

I ' ' Vi [T ETI
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aurons

() r(p,P')zfp(P)R(da, P') do,

d’aprés la définition méme du second potentiel; et, x’, y', 2’ étant les
coordonnées du point P', on aura, d’aprés un théoreme connu (n°9),
(2) AAT(P,P) = o,

et, d’aprés la condition admise 4 la surface o, ona

(3) [0 (P)R(de, M)de = R(P, M),

M étant un point quelconque de cette surface.

Considérons ensuite une seconde couche qui soit, par rapport a P,
ce qu'est la premiére par rapport au point P. Suivant les notations
précédentes, p (P') sera la densité de cette couche dont le second po-~
tentiel, par rapport au point G, sera

fp(P')R(dc',G) do',

ds' étant un élément quelconque de la surface o et la condition a la
surface donne

fp(P’)B (de, do) do’ = R (P, ds).
Portons cette valeur de R (P, do), dans P’équation (1), et nous aurons
T (P, P’):ffp(P)p(P’)R(da, ds') do do,

d’ou Von conclut
r(p,P)="(P, P);

ainsi, cette fonction de x, y, z et de x', y', @ reste invariable quand
on transpose X, ), z respectivement avec x'y y'y7'5 et comme clle sa-
tisfait & 1'équation (2), elle satisfait aussi a

AAT (P, P') = o;
50..
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de plus, d'aprés I'équation (3), elle se réduit & R (P, M), si le point P
vient 4 la surface. 4
Alors considérons la fonction de x, ), zetdex’, 3, 2,

U=R(P,P)—T(P, P,

elle satisfait aux deux équations AAU = o, A’A'U = o} elle se réduit
a zéro quand le point P’ vient & la surface, et elle remplit toutes les con-
ditions du lemme.

14. Démontrons maintenant le théoréme suivant :

1! existe une fonction, et une seule, qui satisfait a Uequation
(f) AAu=o

dans Uintérieur de la surface o, qui y varie d’une maniére continue
avec ses dérivées des trois premiers ordres, et dont la valeur est donnde
s ; .. du
a la surface ainsi que celle de o

A cet effet employons la fonction U du lemnme précédent ; mais rem-
plagons x, y, z par les lettres a, b, ¢, que nous supposerons désigner
les coordonnées d’un point intérieur & la surface, et posons

A __d’u ; d2u d*n
=% " ap T3

La fonction U satisfait a I'éqnation
AANU=o0

dans I'intérieur de ¢; considérée connme fonction de a, b, ¢, elle est
conlinue avee ses dérivées des trois premiers ordres, excepté au point

. . . . . 2
(2, 7, 3), aux environs duquel AU se réduit sensiblement i 2, en
p

pOSﬂl’]t
P (x = a)f = b — (2 - o)

enfin, U est nul lorsque le point (@, b, c) est & la surface; donc, en
appliquant Péquation (7) du n° 8, on aura

da'U oo du ., dU
(g) 8nu :f(u—;{;; —-A U:{?> do +fA u - do,

' ' ' Sy
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en mettant @, b, ¢ au lieu dex, y, z dans la fonction u sous le signe
intégral. Quand le point (x, y, 2) est sur la surface, cette équation
n’est plus applicable, parce que la sphére infiniment petite que ’'on a
employée au numéro cité pour obtenir le terme du premier membre
doit étre remplacée par une demi-sphere intérieure bornée 4 ¢ ; ce qui
conduit & remplacer le premier membre par {zu. On a donc

(R) 47ru—~fu da-—-fAU - do + [A' Bdo,

quand (x, 7, z) est un point de la surface.
Au moyeun de cette équalion , uétant donné a la s\urf;nce ainsi que

I'une des quanntes - et A’u, on aura lautre,

Pour le prouver, dwnsons d’abord la surface ¢ en un nombre & de
parties trés-petites que nous désignerons par 7, et écrivons I"équation

(l{) 47‘[u““zlldAU ZA’U_‘F_’—ZA, dﬂ

en prenant pour toutes les quantités (u second membre leurs valeurs
moyennes sur chaque élément.

U est fonction de o, y, z, et u, dans le premier membre, est fonc-
tion des mémes cooxdonnees Prenons pour le point (&, ¥, z) succes-
sivement le centre de chacun des k éléments de surface, nous obtien-
drons ainsi &k équations. Donnons aux & quantités A’ telles valeurs
que I'on voudra, et nous aurons & équations du premier degré par rap-

du du
port aux A quantités 5 Bt ces - pourront obtenir telles valeurs que

du
I'on voudra; car, inversement, ces 57

des valeurs convenables pour les A'x
Imaginons que les éléments 7 deviennent infiniment petits, et nous

étant donués, on pourra tirer

dun R . , .
voyons que, lorsque —— sera connu a la surface, A’u sera déterminé

%

par I'équation (%), et si U'on suppose que I'on en déduise sa valeur, on
aura u par 'équation (g), dont le second membre ne renfermera
plus rien d’inconnu.
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Il est d’ailleurs facile de prouver que la fonction u dounnée par cette

. . s . 3 . du .
formule satisfera a I’équation ( f), et que sa valeur et celle de — sur

la surface & sont les fonctions données.

D’abord, si nous prenons le AA des deux membres de I'équation (g),
cette opération, dans le second membre, ne pourra porter que sur les
dérivées de U qui renferment seules x, ¥, z; donc le AA de chacune
de ces intégrales sera nul, et on aura

AAu = o.

. du
Reste a prouver que u et -~ ont les valeurs voulues sur la surface ¢.

Pour cela remarquons que nous pouvons former, et d’une seule ma-
niére, une fonction v satisfaisant a I'équation AAv = o, dont la valeur
a la surface soit celle qui a été donnée pour u, et dont la valeur du A
sur ¢ soit celle qui a été calculée ci-dessus pour Au. Et de méme
qu’on a posé I'équation (g), on peut poser celle-ci :

, [ 4a'U N , dU
(g") Sﬁu-flum,—dc—fAU(Wdc—kaumda,
qui, appliquée a la surface, donne

(k) 4ﬂu=fu‘%—,gdc-—fA'Ud—U,do—i—fA’udI{da.

dn dn

Or, si on compare I'équation (k) a I'équation (&'), on voit qu’elles
du
dr’’

k équations (k) aux & équations analogues déduites de (%), on voit

ope y ey dv .
ne different que par les dérivées 773 par la comparaison des

du du . ,
que I'on a 7= a2 la surface. Les seconds membres des équa-

_ tions (g) et (g') sont donc identiques, ce qu’il fallait démontrer

Sur la solution de I'équation AAu = o en dehors d’une surface
Sfermée.

15. On peut toujours trouver, en dehors d’une surface fermée s,
une fonction de x, ¥, z qui satisfait 4 I'équation AAu = o et telle
que u et Au aient des valeurs données sur la surface ¢.

' [ ' YRR
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Il suffit de prendre pour u I’expression trouvée au n° 11,
!
u=w-+y, avec w= frpda, v:f% ds.

Car, quoique les dérivées du premier ordre de ¢, et, par suite, celles
de u varient d’une maniére discontinue quand on traverse la surface ,
Ay étant nul partout au dedans et au dehors de g, il s’ensuit que u et
Au ont les mémes valeurs a la limite de I'espace intérieur et a la limite
de I'espace extérieur.

Supposons que I'on prenne le point (x, y, z) a une trés-grande dis-
tance R d’un point fixe G situé dans ¢; soit g'la distance du point G
alélément ds, et w I'angle de g et de R, on aura

—R(r- 28 g\*
r_.R(I Rcosw—i—m) ’

ef, par suite, en négligeant les termes trés-petits multipliés par %,

u:fprdc: prdc—i—fgCOSwpdc.

cosw == cosf cos§’ + sinGsind’ cos(y — ¢),

Orona

¢ et ¢’ étant les longitudes du point (x, y, z) et de I'élément do, et §,

¢’ étant les compléments de leurs latitudes par rapport au point G
P P PP P

pris pour centre; donc le second terme de cette expression de u est

de la forme
A cosf + Bcos@ cosy + Csinfsind.

Réciproquement, si une fonction satisfait partout, a l'extérieur de o,
a I'équation AAu = o, qu’elle soit continue avec ses dérivées des trois
premiers ordres, et que, de plus, quand R est trés-grand, elle se ré-
duise a la forme

MR + AcosG + Bsinf cos¢ + Csinfsiny,

M, A, B, C étant des constantes et R, §, ¢ des coordonnées polaires
prises par rapport & un point intérieur; cette fonction est alors la
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somme du premier et du second potentiel de deunx couches qui recou-
vrent la surface o.

1l nous serait trés-aisé de démontrer ce théoréme au moyen des for-
mules (5) et (6) du n° 8; mais, comme il est beaucoup moins utile
que le théoréme analogue relatif a lintérieur de o, nous nous bor-
nons a V’énoncer. Remarquons aussi que toutes ces conséquences
peuvent s'étendre & U'espace situé en dehors de plusieurs surfaces fer-
inées que 'on recouvrirait chacune de deux couches.

Sur l'équation Av = o réduite a deux variables.

16. Il convient d’étudier a4 part le cas particulier ou les denx

équations
Av =0, AAu=o0

ne contiennent que les deux coordonnées rectangulaires x et y.
Occupons-nous d’abord de la premiere qui se réduil a

e d*v

(1; et T

D’aprés I'équation (3) du n® 7, nous aurons

vav’dm —fv’Avdw :f %ds—fv’gds,

dw étant I'éléinent d'une surface plane » et ds 1'élément de son con-
tour, et ¢ et ¢ sont deux fonctions-de x et y qui sont continues ainsi
que leurs dérivées..

Posons
rP={(x—aP+(y—>5b)? v =logr,

de maniére que r représente la distance du point (x, ) au point va-
riable (a, b). Nous aurons, en comptant la normale vers l'intérieur,

(2, flogrAvdw _—_f -{?,—g—rds —/‘logr{g—,ds,

o : ' [T TR RS
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si le point (x, y) est situé a P'extérieur du cylindre paralléle 4 I'axe
des z et dont la section droite est . ,

Supposouns le point (x, y)a l'intérieur de ce cylindre, la formule
ne peut étre appliquée, parce que logr devient infini dans U'intérieur
de la courbe s. Imaginons un cylindre circulaire de rayon trés-petit
paralléle a 'axe des z et dont 'axe passe par le point (x, ); nous

aurons, en appliquant la formule & V'espace compris entre les deux
cylindres,

/logrAvdw _f dlogr ds /“r dioga dé

(V]

——flogr%ds —./U‘ logaiadﬁ

a étant le rayon du cylindre; quand « tend vers zéro, la quatneme
intégrale tend vers zéro et la seconde vers 2mv.
Donc si le point (x, y) est intérieur, on a

(3) flogrAvdw —~f d]()gr ds — flog/ Zds + amo.

17. Supposons ensunite que v représente le potentiel d’une masse
cylindrique dont la densité p ne varie pas avec z; ¢ en dehors de
cette masse satisfera a I'équation (1) et dans cette masse a I’équation

de dz

dz? y’ - 4ﬂ‘0

Concevons que ces masses soient situées a l'intérieur du cylindre, et
voyons ce que deviennent les équations (2) et (3). Or on a

Slogravdw = — flogrinpde = — 4n flogrpde.
I attraction, suivant la loi de la nature, d’une droite homogéne dont

. 2, - R
la densité est 1 a pour valeur ~a la distance r, et on en conclut faci-

lement que le potentiel des masses est ¥ = — 2flogrpde. On a donc

SlogrAvdw = anv.
Teme XIV (2° série). — Novewere 186g. A 51
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Done, si le cylindre renferme les masses cylindrigues attirantes, on a,
en appliquant I’équation (2),

(4) any = —flogrm ds —+—f dlog

si le point (o, ) est extérieur au cylindre, et en appliquant I'é¢qua-

tion (3)
*dlogr R
f‘loD 77 ds -4—‘/ ((;I)f,i ds

si le point est intérieur au cylindre.

—
[y 4
~—

Au lieu d'un cylindre, imaginons une courbe s qui renferme des
masses attirantes dont I'attraction de 'unité de masse sur 'unité de

e x 2 .. .
masse soit égale 4 =: en désignant par v le potentiel de ces masses

planes, on aura I'équation (4) si le point (&, y) est extérieur a la
courbe, et I'équation (5) si le point est intérieur.

I8. Démontrons maintenant ce théoréme :

8t une fonction v est assujettie & satisfaire a Uéquation

od?p dte

dans Uintérieur de la courbe s et & étre contenue, ainsi que ses deux
dérivées, elle peut étre regardée comme le potentiel d’une coucke située

. , , 2

sur la courbe s, dont Uattraction est représentée par--
D'apreés les considérations du n°® 3, on peut démontrer que 1'on
peut sar un cylindre indéfini distribuer de la matiére d’une maniére
uniforme sur chague génératrice, de telle sorte que le potentiel ait

une valeur donnée sur chaque génératrice, ou, ce qui revient au méme,
on peut distribuer sur une courbe plane de la matiére dont Pattraction

. ’ P 2 . . 5
soit représentée par ~ et dont le potentiel ait une valeur donnée en

chaque point de la courbe.

e TR R '
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Ensuite remarquons que le point (x, ¥) étanl intérieur a s et Ao
nul & Pintérieur de cette courbe, on a d’aprés (3)

de Y dlogr
2my _flogl 3;,({5 —-]c — ds.

Cette quantité ¢ a une certaine valeur sur le contour, et nous pou-
vons imaginer une couche dont 'attraction ait lieu suivant la loi citée
et dont le potentiel ait sur la courbe la méme valeur que v. Soit
donc V le potentiel extérieur de cette couche, je dis qu’on a d'aprés

I’équation (§)
av 'd]ogr
o .-‘/ﬂlogr;]—; els --fv - ds.

En effet, supposons d’abord la masse située a I'intérieur de la courbe s;

dv , ) dv . ‘- , . .
alors — est égal & — —, et il est évident gu’'on a celte équation; de
dn dn

plus, cette équation subsiste quelque prés que les masses soient de la
courbe, et par suite elle aura encore lieu quand elles formerout unc
. . dv . \ av
couche sur ¢; mais alors — ne sera plus égal 2 — -
dn dn

Ajoutons les deux équations, et, en divisant par 27, nous aurons
o= [logr(% +dV ds
Y 8 dn' dn ’

e dv  do , s ,
et les dérivées i donnent les composauntes de l'attraction d’une
couche suivant la loi indiquée.
Soit ensuite une fonction v qui satisfait a U'équation Av = o dans
tout le plan a Uextérieur de la courbe s et qui reste continue en toule

cette étendue avec ses deux dérivées ; supposons, en outre, que si le
point (x, y) va a une distance trés-grande, v se réduise en négli-

geant Rii a Uexpression
(6) AlogR + s,
R

ots A est constant et R la distance de ce point a un point fixe (x,, y,)
51..
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situé dans la courbe s; alors v pourra étre regardé comme le potentiel
d'une couche située sur la courbe s dont 1 ‘attraction varie en raison
inverse de la distance.

Considérons d’abord I'espace compris entre la courbe s et le cercle S
dont le centre est au point (x, 7,) et le rayon égal a R; si le point
(¢, y) est situé dans cet espace, on a d’aprés I'équation (3)

lo dl
0:-[10gr'-‘-ds+fv BT ds
. dn dn

2wy % dlog
+ [ logr 22 Rdp —f v S8R lp + amo,
Jo o R

& dR

et si I'on substitue I’expression (6) dans les deux derniéres intégrales,
on a quatre termes, dont deux se détruisent et dont les deux autres
s'annulent quand on fait R = « ; donc I'équation se réduit a

dy dlogr
27y _flogr Er/s —fv - ds.

Nous pouvons imaginer une couche qui recouvre la courbe s et doat
le potentiel ait sur cette courbe la méme valeur que ¢. Soit V le po-
tentiel intérieur de cette couche, on a, d’apreés I’équation (2), qui est
applicable puisque le point (x, y) est extérieur,

av dl
0:—+—flogr——,ds-—— v 0BT

dn dn’

En ajoutant les deux derniéres équations, on a

— 1 (logr(d L 4V ..
v—+2—ﬂ_ Ogrd—”—{'-(’l? IS,

d’ou V'on conclut le théoréme.

Sur U'équation AAu = o réduite a deux coordonnees.

19. Soit encore

= (= a) (= b

. i . XN EREE
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on a

A(r2 logr — g) = 4 logr, AA(r2 logr — g) = o.

Posons

v = 2f logro(a, b)dadb, w =ff(r2 logr — g)ﬂa, byda db,

et regardons ces intégrales doubles comme étendues 4 une surface Q;
r est la distance du point (x, ) au point variable (a, b). Comme au
n° 10, nous désignerons v et w sous le nom de premier et de second
potentiel. Les dérivées de w par rapport & x et Y représentent les
composantes d’une attraction qui varie avec la distance proportion-
nellement a rlogr.

Si le point (2, y) est situé hors de la surface attractive Q, on a
Av = o0
sl 8’y trouve renfermé, on a (n° 16)

Ay =+ fro(x, y).
On a ensuite
Aw = 2y,
et par suite

AAw =0 ou AAw=8ng(x,y),

selon que le point (&, y) est en dehors ou en dedans de Q.

Les définitions précédentes du premier et du second potentiel étant
adoptées, il suffit d’appliquer les raisonnements des 0 11,12, 13, 14
pour retrouver sur la solution de I’équation AAu = o réduite 2 deux
dimensions des théoremes semblables 4 ceux qu'on avait trouvés pour
trois dimensions. On a donc les théorémes suivants :

1° Toute fonction qui satisfait a Uintérieur de la courbe s ¢ U'équation

AA d'u 5 din -l_a”u -0
=20 au P -+ W dy‘ =
et qui y est continue, ainsi que ses dérivées des trois premiers ordres,

est la somme du premier potentiel d’une couche qui recouvre la courbe s
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et du second potentiel d’une autre couche mise sur le méme contour.
Ainsi elle est de la forme

‘/‘(1‘2 logr -- ’2—2) o(a, b)ds +flqgrnp(n, b) ds,

a, b désignant les coordonnées de I'élément ds du contour et ¢ et
deux fonctions continues quelconques de ces coordonnées.

2° Il existe une fonction, et une seule, qui satisfait dans Uintérieur
de la courbe s & Uéquation AAu = o et aux conditions précédentes
de continuité, et pour laquelle

du

uw, Au ou u, T
iLf

aient des valeurs données sur la courbe s.

Sur Uintégration de Iéquation AAu = o.

20. Imaginous que I'on sache trouver une fonction v satisfaisant a
'équation
(1) Av=o0
et dont la valeur est donnée arbitrairement sur une surface déter-
minée ¢ ; ¢ en général s'obtient sous forme d’une série dont les coef-
ficients sont d’abord quelconques et se calculent ensuite d’aprés la
valeur donnée i la surface. Si donc nous prenons v 4 la surface, nous

aurons la fonction la plus générale d’un point de cette surface.
Cela posé, la fonction qui satisfait 2 1'équation

(2) AAu=o
dans l'intérieur de la méme surface est de la forme

u=yv+ fprds;

¢ sera une série de forme connue, ainsi que p qui représente la {onc-
tion la plus générale d’un point de la surface; par conséquent, u ren-

[ ' ' e eern '
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fermera deux séries de coefficients, I'une provenant de ¢, 'autre pro-
venant de p, et on aura a les déterminer par deux conditions a la
surface. ’

Nous venons de supposer que les équations (1) et (2) se rapportent
4 trois coordonnées rectangulaires; supposons ensuite qu’elles ne
dépendent plus que de deux coordonnées x et y. Alors I’équation (1)

sera remplacée par cette autre

a

. dv dv
(3) Iw T an T

a laquelle ¢ devra satisfaire dans I'intérieur d'une courbe s. Cette
courbe pourra toujours étre considérée comine appartenant a une
famille de courbes isothermes, c’est-a dire & une famille de courbes
sur chacune desquelles la température peut étre la méme dans un
certain équilibre de température. Et d’aprés un théoréme de M. Lamé,
la famille de courbes orthogonale & la premiére sera elle-méme iso-
therme. Substituons aux coordonnées x et y les coordonnées ther-
mométriques a et 83 nous aurons

die die

(4) dxt + dp- -
an lien de I'équation (3), et la courbe s sera représentée par
£ =8,

B étant une constante, et par conséquent une fonction d’un point de
la courbe s ne dépendra que de a.

La recherche de 1a fonction ¢ n’offrira pas en général de difficulté,
et la solution de I'équation ( 2), qui peut s’écrire

(5 diu ) diu diu .
) o T dwiay T e = O

u=y ~+—f<r2 logr — g)ds,
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p étant une fonction d’'un point de la courbe s, et par suite une fonc-
tion de a, qu’on saura mettre sous la forme d’une série.
On a d’ailleurs

6=t e /(5] (Y
ok - dzx dy ’

et comme % doit étre pris sur le contour, il est une fonction de « et
de B; on a donc

(6) u=yv +f(r’ logr — %)cp(a)da.

o (a) n’est pas une fonction absolument arbitraire de a; mais elle peut
avoir telles valeurs que 'on veut daos ’étendue ot il suffit de faire
varier & pour obtenir tous les points du contour.

Proposons-nous de trouver I'équilibre d’élasticité d'une plaque
homogene plane et dont Iépaisseur est partout la méme. Il s’agit de
trouver les déplacements normaux d’un point quelconque de la sur-
face médiane, connaissant ceux de son contour et les inclinaisons des
normales au contour sur leurs directions primitives. Ce déplacement u

satisfait a 'équation (5) et on se donne « et :JI—Z ou u et g%, puisque Z~:
du
dp
au contour permettront de déterminer les deux séries de coefficients

qui se trouvent dans ¢ et ¢(a). Nous allons appliquer cette méthode
aux cas de la plaque circulaire et de la plaque elliptique.

est égal a & — et que % est une fonction connue. Ces deux conditions

Equilibre d’élasticitée d’une plaque circulaire.

21. La courbe s est un cercle dont on prend le centre pour l'ori-
gine des coordonnées, et on substitue aux coordonnées x et y les
quantités « et 3 ou « et R liées aux premiéres par les équations

= Rcose = aefcosa, y = Rsina = aefsina.

Le premier potentiel d’une couche distribuée sur le cercle R = a

[ . : ' o [N R I TR RE R
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oufli=o satisfait a I'équation

d2e d?v
& T ag T

et il est donné a 'intérieur et a Pextérieur par les deux formules

o = Mologa + (M, cosa -+ N,sine) = +.

a
. R»

+ (M,cosna -+ N,sinna) — e

a

V =M, logR + (M, cosaz + N, sina) £

+ (M, cosna -+ N,sin no) 1% A

En faisant dans ces deux formules R = a, nous aurons la forme
-de la fonction ¢ (@) qui se trouve dans la formule (6), et nous pren-
drens :

o(a) = Ay + Acosa + B,sino + A,cos2a + Bysin2a +...,

comme cela est d'ailleurs évident, puisque la fonction ¢ («) ne doit
étre assujettie qu'a posséder la période 2.
2, et a étant les coordonnées d’un point du contour, «, R celles
d’un point de I'intérieur, on a, pour la distance qui les sépare,
RS
r=(R* — 2aRcos (a — o) + a’)’,
ou

1

re—a (l . R_ e(a—um/:)% (l _ Ee—(a—al)\/l—f)?.
a a

Prenons les logarithmes en appliquant le développement de

log(r—.’r):—ac»x;2 — ey

et nous auronus

7 3

R TR
logr=loga — —cos(z — @) — 5 73€082 (% ~ o) — 5?0053(a~a,)~....

Tome X1V (2° série). — Decemere 186g. 3 52
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ln . .
Pour R = «, u et ‘% sont des fonctions données G (a) et y(«);

voyons donc ce gue deviennent, pour R = a, les deux formules

u=yv —!—f(r’ logr — ’;) ¢ (a) da,

tu 17

lo
K= gm+ 2flogr[R—acos(_a-— )] e (o) da.

- . 1
Remplacons ¢ — «, par§, désignonsparU ce quedevient r? (logr — 5)

quand on fait R == a, et nous aurons

U:=2a®(1 - cosh) <loga— % — cos @ —icosz& - -;-cos36—...)

. 1 1 , T
= n2a [logn— (loga+z> cos@+gcosaa —!—;4-(,0535—1—._.

. . -
”(7:-_1‘) cosnf + .. I.

Alors, en ayant égard aux formules

27 27
f cos*nada = mn, f cosno cosn’ udu = o,
o o

ou n et n' sont des nombres entiers différents, on trouve pour la pre-
miere condition au eontour

M,loga + {ra’logaA
+ [M, — ana? (]oga -+ 4l> A.] COSu«,

-+ I-N. —ana’ <loga +1> B,]sina. ..

4
T T T .
27 a?
-+ (M”—F R ) \,,) cosnu,
2nal .
+ (N, pyFa— B, )sinng, +... = 6(«,)

D’une semblable maniere on obtient, pour la seconde condition au

ERTRERE
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contour,
har(loga + ) A, + %-mm lo a—l—i\\ Cosg,
1 ga -+ - 0 a g 2) Ay} COSoy
‘ N, 1 .
+ | = — 2an(loga + —) B, | sing,
(14 2
2 M, 2an o
Sl Gl Ay)cosau, +...
Ao e,
nM, 2am
+ | — 4+ —————A,|cosng,
(42 Ilkﬂ —l)
4 nN, + 2am B inna. o _ (a)
2 "(7:1—) PRR-1 a2, ——-X 1)

Dans chacune de ces équations on sait calculer le coefficient de
cosna,, ce qui permet de déterminer M, et A,, et on obtient de méme
N, et B,. Les deux séries de coefficients qui entrent dans la formule
qui donne « sont donc connues,

Equilibre d’élasticite d’une plaque elliptique.

22. La courbe s est une ellipse dont on prend les axes de symétrie
pour axes des x et des y; substituons a x et ) les coordonnées ther-
mométriques «, 8 données par les formules

P et — et
a = € ————C0Su, )= C———sing,
ou ¢ représente la demi-distance focale et e la base des logarithmes
népériens.

Occupons-nous d’abord du premier potentiel d’'une couche distri-

buée sur P'ellipse du contour, que nous supposerons avoir pour

équation '
g==b.

D’apres les formules précédents ne ch £1° i
apres les formules précédentes, x et y ne changent pas : 1° quanc
on remplace o par ¢ + 27; 2° quand on vemplace e et § par — a et — 33

il en résulte que le potentiel intérieur ¢ doit satisfaire 4 la méme con-
52..
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dition, el on en conclut aisément
G b

et 4 e ¥ . ¢
0 = ko + k,cosa ———, + ljsinu 55—
e? = e~ ¢

— b

t.’"g -+ e—nf.'n [ A ﬂnﬁ — c.—n.!
-+ li,l cosna m —+ {,smna ;E?FA_& ~+ s

Au reste, on verra facilement qu’on arrivera aun terme genéral de
cette formule en le prenant d’abord égal a

T = cosna(He™ + Te="?) 4 sinne (Ke™ -+ Le),

. AT dT .0 \ . ,
et exprimant que T, e :1; different tres-peu pour denx points syme-

triques par rapport & la distance des foyers, et qui en sont tres-rap-

prochés.
On a ensuite, pour le petentiel en un point extérieur,

log —
2 . ) ‘
V= ku—g + (kycosa + I, sina) e84

IO[T_
® 9

+ (hycosna + Lsinna)e™B=0 . .,

et les deux séries se confondent pour = b.
Venons a la formule qui donne %,

w=v -+ f(r"’logr — g) p{a)do.

o{a) n’est assnjetti qu'a posséder la période 2w, et par conséquent on
prendra

o () = A, + A,cosx + B,sinz +~ A,cos2a + Bysinaa +...;

,, b étant les coordonnées d’un point du coutour, et a, £ celles d'un
point intérieur, on a, pour le carré de leur distance,

r?= S [(ef + e®) cosu — (¢ -+ e’) cosu, |}

=09,

o
R

+ 5 [(eP — e Pysing — (® — e~®ysine, [t

L

I
o " i [ R AR R | [
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Or(lonuant par rapport 4 ¢*, on a

2

r?= 2[(e® + e®) cosa cos e, + (e — e P )sinusiny,Je

- (e 4 e - 2 cosa + 2cos e ) e
- 2[(634— e ¥ cosacosa, —(eP—eP)sinasing, e+ e |

Ou peut décomposer le second facteur en quatre autres, et on obtient

r? = 624825 | [1 — B etV e"’] [[ — e Bemra V=1 g0 ]
> [I —_— ep e—(““a.)\/——' e*b] [ I — e—Be(“—W,)\/—_l e—bl 27

et en prenant les logarithimes, on a

ceb et et N L .
logr = log—— — —— COosx COSg, — —p—— sinasing, — ...
1 e enh 1 e— et

— = ————— COSN & COSNno,; — — —-—————~Sinna Sil]]l&(‘-"— e
n end n enb

Pour f§ = b, les quantités r* et logr prennent les valeurs suivantes :

b
"2 _ 2 e? [

1+ e cosan, + e — {1+ e ) cos g, cosu
— (1— e ®)?sina, sine + e ¥ cos2 ¢,

—-2b)

b
ce ¢ . .
logr = log — — (1+ e*)cosa, cose — (1— e *)sing, sing — ...

I—!—e“’”b 1— e—anb , .
COSho, COSNY — ————n——- SN, sinhkg — ...

Désignons par U ce que devient la quantité r? (Iogr—— ;) pour

5 = b, et par un calcul long, mais qui woffre pas de difficulté, on
c? et

trouve, pour le quotient de U par »

2

U:

= Lo+ Mycos2a, + (I, cose, + M, cos3a, jcosa
+ (Ky+ Tycos20, + My cosfu, ) cosaa +.
P PN
+ [K,cos( n—'—z)ai—r-L,zcosna,—q—Vl cos(n+2)a,|cosnu—+...
(P, sina, +Q,sinde,)sina
(Pysinag, + Q,sinfo, jsinae + .

[N, sin(n — 2)«, +Pn§mna +Q,sin(n+2 o, |sinng +...,
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en prenanl pour les coefficients les valeurs que nous allons indiquer.
On a d’abord, pour les premiers coefficients de la série de cosinus,

[, =1+ e log et et M. = e?lo ce TR T L
4 —‘\\ s J D o N 3 4 0 — g P 2 P

; &b I 5 .

Ly=—(14+e?pPlog= — 7 —e — Jet_ ;e““",

I o 1 H
M= — e —_eyp — g8

6 4 12

\ ce 3 . et
K,= e *log — + Z e~ 4

4 4
[ — 1+ feb— et ML — T ¢t 5 pmth | g—ith
2 6 ’ P 24

A partir de n =3, les coefficients de cette série sont donnés par
une méme formule, ot on a

1 1 I
& e —26 —2(n—1) —
R, — i T — ¢ -, - 4 2(n+1)b,
n{rn—1y n—2) 2(r—1)(n—2) on'n—ri)

l 1 - o= e-—mb p—t(n+b

1, T= o 8 — ’

" T ra—1ln+1 wm—1  r{a-+i)
"\’III: KII+‘.1’

On a ensuite, pour les premiers coefficients de la série de sinus,

] ceb 1 5 1

p ! /—«26 2 il = —-26 N p—ib ~ p—bb

y=—1—c )log2-4+e —ge e

1 i 1
o 1 — 85

Q 6 4 =

py= L2t g st

g — 6 ki 22— 24 1

et les coefficients qui suivent ont pour valeurs

1 1 1
N — — e ™20 Y- S S 1 (2 4 D1
" n{n—1){n—2) 2{n—1)(rn—2) :m(n——l)e "
l_*_e_x.b Vil e—n+2)b
P” = —

nln—1in+1)  wln—i) - nin—1)
Qn:: N71+2'

Cherchons maintenant l’équation aux limites qui exprime que u est

! v ' . i ' Pre oo
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égal a la fonction § («,) sur Pellipse du contour. Pour £ = b, laseconde
partie de u qui se réduit &

: f”U?(a)da

sera donnée par la série

ety

[(Lo +M, cos2a,)2A, + (L, cosg, + M, cos3u,)A,
(Ky + Ly cos2a, + M, cosfu, ) Ay + ...

L R T T T S

~+ (P,sine, + Q,sin3«,) B, + (Pysinau, + Q, sindu, ) By +... .

b

Reportons-nous & la valeur de v, faisons-y 8 = b, et nous avons,
pour premiére équation aux limites,

2 28 202
ko + - T (2LaAg+ K, A,) + [/f, + - ”2 (1A, + K;‘Ag)]cosa,
"~ et
[ ST (2 M+ Lo, + K4A,,)] OS2, + ...

.........................................

..................................

2 o2&
+[2,+ 22 p,B, + N3Bg)]sina,

2
4| L+

cletbp

(P,B, + N,‘B4)] sin2a, + ...

2

ctey

-
—+ l n -+

(Quez By -+ P, B, + N,,u B, )] sinnu, + ... =§la,).

Formons ensuite la seconde équation aux limites, en exprimant que,
du

sur le contour, 78

est une fonction donnée X(2). On a

dn. do L ] A Vs
;E_W_i_ rlogr @p(a}(x.

Si I'on d:fférentie »? par rapport a 3 et qu'on fasse 5 = A, on
trouve
dr o2 eth

N — —4b . S o 1 A%
21@ = —2-(1 — e ) {1 cosg, cosu sing,sina).
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Posons, pour abréger,

cett b .
—(1—e ) =j,

ct pour 5= b, on trouvera

arlogr dr

208~ 1)+ M cosan, + (L cose, -+ M cos3a,)cosa+ ...

Jood8

+ [K, cos (n—2)a, +L, cosnz, +M, cos(n+2)a, |cosna+-...

+ (P sing, +Q sin3a,)sina+ ...

+ [N, sin(n—2)a, + P, sinne, +Q sin{n—+2)a,|sinno+...,

en prenant pour les premiers coefficients

, cet 1 . e

IJ[' == |Og7 —+- ;7 1\10 == > L]

& —b

]l’l - — logc—g— - Z‘ - 6_26, Iv,l’1 = e-—4'7
, cet 3 _ , — e
Pi’__‘—-‘log—z'——z—f—e“)b’ Q1:_—-4—-

A partiv de = 2, les coefficients suivent une loi générale, et l'on a

, p—-2(r—1)b , 1 e—mb
K, = oy L, = smpes —
, , e—1(n+1)8
=K _
Mn n+2 2(fl+ l)’
e—(n—1)b . 1 e—mb
N =-2 """, P=—————t —
2(n—1) n(r—1)(n-+1) n
Q’ — NI _ 6_2("+l)b
n T n+2 T 2(/2+l)

De la il résulte que pour f3 = b I'intégrale
dr
2 frlog l'd—qu(a)da
devient

mj [(L, + Mjcos2a, )24, + (L, coset, + M cos3«,)A,
+ (K, + L, cos20, + Mycosfa, )A, + . ..

+ (P, sina, + Q| sin3a,)B, + (P, sinae, + Q,sinfa,)B,+ . ..

Peoooe bt b
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¢t Pon a pour la seconde équation aux limites

nj(2U, A+ K, A,) + [tk +mj(Ly A +- KAy )] cosa,
+[2t,hy + mj(2 M, + L, Ay - K A})]cosa o, + e
+[nt hy + (M, A, .+ L, A+ K, A, ,)]cosna, + ...

- (ri\[' + nj(P, B, + N'3'l33)> sina, -+ ...

.......................................................

en posant en général
1+ e

1 — 6‘_7"5 =

Ly

95. Il nous reste maintenant 4 déduire de ces deux équnations aux
limites les valeurs des quatre séries de coefficients ko, ki, ...;
{,, Ly.o.; Ay, Ay Agy.os By, By, ... Tl nous suffira de nous occuper
des coefficients &y, k., koy..., Ao, Ay, Ay, ..., parce que les autres
s’obtiendront de la méme maniére.

Posons
. s2R5T It 27 .
;] 0(a)cosnada = ¢,, :f Majcosnada = ¢,
1 o iv 0

et, d'aprés un théoréme bien connu, nous avons les deux séries d’é-
quations suivantes :

“ak, - c*e¥r (2L, A, + KyAy) = 5,

2 p2b
k, + C_f;f(L,A. + KAy = 9y,
2 p26
(‘X) ! li‘g—f-cezﬂ(‘)]_\{o'*_InzAg +K‘A'¢> = ¢2’

.................. R N A I AR R RN U IR I

cteth s
lfll

Tome XIV (2% série). — Dicemnae 1369, 53
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(oL, Ay + KL AL) = g,
{gk’ -+ nj(]—)rl )&1 -+ K’g"\s) - ’-IJ‘,
(B) e e \
ntnkn -+ nj(M:z—a. An—ﬂ -+ L’" An -+ K',H-ZAIH—Q) = q"m

.................................................

Ces équations déterminent les coefficients cherchés. On pourrait
croire, au premier coup d'ceil, qu’il est permis d’aprés ces éqnations de
se donner arbitrairement A, et A,, et qu’alors seulement ou peut ob-
tenir les autres coefficients; mais nous allons voir qu’ils sont entiére-
ment déterminés.

24. Le calcul des coefficients est beaucoup plus facile, lorsque
I'excentricité est peu considérable, et nous allons d’abord considérer
ce cas.

Alors nous poserons

ﬁ:e—{—logT,

h étant une constante. Soit 7 la valeur de ¢ sur Pellipse de coutour
= b, nous aurons, en posant

e,

)

I
-+
=~

les égalités

Y - ,
b=rt+4log—: e =qe™, c*e¥ = jhe.

Le demi-grand axe de I'ellipse au parameétre § est

4 et
C_._____—

S = k(e + qe);

si donc nous désignons par A le demi-grand axe de I'ellipse de con-
tour, nous aurons

,\2

fhe

he® +

ate
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et par suite

h% /JL)‘I_C:!
het =7 4 Y2 0,
2 2

le second nombre est une quantité connue que nous désignerons
par v; ainsi nous avons

/’IET = 7, 6‘2926 —_ 4_02’ ] — 2ﬂ2<' ___(]26—4‘:)_

Remarquons encore que, si Uellipse se réduit a un cercle, ¢ et g sont
nuls, et que, sil’ellipse est trés-peu excentrique, g est trés-petit.

D’aprés les transformations précédentes, les équations (A) devien-
neut, en remettant pour les gquantités K, L, M leurs valeurs

s Fo + ({14 g2em) logn + g2e "],

+ (c‘”q logn + %e‘“q + —"32_61) A, =,

1 . _ 1 _ 5, _ 1 gn
;;;Aq—l—[—f\l—l—qe “)”og-r,——z—-qe ”—-ere Y—qle ‘”JA,

L AP+ s S SY L s g b _
+< gq¢e 4qe +qe )A.

/{ - —2T _ I gttt g—2n—1)T
o ﬂ(ﬂ+l)(n+2)qe 2(ﬂ——1)(n——2)] €
I =1 =2 (R+4)T
-+ —Zn(n_l)q e Ava
4+ R qlg—H qe=m _ (/n+ze-—2(n+7)'z
L 2(n—1)(rn—+1) n(n—1) n{n—+1) ”
i ! —2T ! A 52 (n4-4)T
— e —
+ (rl+z)(n+1)rzq 2(rz+1)nq €

1

s —2(’“_3)1- ! o
+2("+2)(”+I/(/ € 'IAII+2'—2_02“1V11'
Nous transformerons de méme les équations (B); mais nous suppose-
rons j remplacé par sa valeur numérique, qui est connue; de sorte que
g n’y entrera pas explicitement, et nous ferons de méme pour les 7,;

53..
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elles deviendront ainsi

(2logn +1)Aq + %qc'”A2 = ﬂijapo,

! 3 —27 Vo2 ,-ary !
,Tjt'k'“ (logn~+—z+qe )A.—Q—qu Asw;},np.,
L T T T S S I 3
T . qn—lc—.(n-—l)v 1 qn e—mt A
Trjnt"/l”—*— 2(”_1) An—2+[m‘__l)(n+l) n n
qn+te—'.'(n+|)r o _l__
2—(,2‘:‘)— n+2 — 1fj Lpru

Désignons le premier systéme d’équations par(A’) et le second par (B'),
Si 'on néglige d’abord les termes multipliés par ¢, la premiére équa-
tion (A’) et la premiére équation (B') ne renferment que 4, et A,; les
deuxiémes équations (A’) et (B') nerenferment que k, et A,, etc.; on peut
par conséquent avoir ainsi des valeurs approchées de ces coefficients,
et c’est ce qui fait le succés de la forme donuée a ces équations.

Pour calculer ces coefficients, on posera

hy=%g + #,q + %9+ ..., A,

l

Ay + a,q + a,g® + ...,
ko= o+ g+ g+ .o, A =by+ bg+ byg*+..,
ky=vo+vq+v¢+ ..., Av=co+c,q+cg® +...,

et on substituera dans les équations (A’) et (B’). En égalant les termes
indépendants de ¢, dans les premiers membres, aux quantités des se-
conds membres, on aura des couples d’équations qui renfermeront des
couples d’inconnues

Koy Qo3 Lo bes v, € cey

et perinettront de les déterminer.
Ces quantités étant calculées, on égalera a zéro les termes qui sont
multipliés par la premiére puissance de ¢ dans les premiers membres,
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et on aura des couples d’équations qui renfermeront des couples d'in-
connues

Aoy 43 Py, by vi,en .,
qu’on obtiendra immédiatement. Puis les termes en ¢* donneront
Azy Aa3 [ho, byy vycay ..,

et ainsi de suite. Le probléme est donc entiérement résolu.

25. Considérons ensuite le cas ou I'excentricité de ellipse est trop
considérable pour qu’on puisse appliquer la méthode précédente.

Reprenons les équations (A) et (B). Le calcul des coefficients a in-
dices pairs est indépendant de celui des coefficients a indices impairs;
prenons donc les équations de rang impair, qui renferment seulement
les coefficients

koy kay kyy o5 Ay Agy Ay ol :

Or on reconnait facilement que, si n est un nombre pair suffisam-

ment grand, on pourra calculer avec suffisamment d’approximation

n o ’
ko, kay ooy kuay Aoy Asy ..o, A, au moyen des 5 premiéres équa-

tions des deux systemes indiqués, en supprimant dans les dernieres les
termes wultipliés par A, et A,.,. On calculera donc successivement
n_s €U Ay, puis hp_y, Ayy; Kp—gy Asg, + -5 jusqu’a &y, A,. Les pre-
mieres de ces quantités, qui sont trés-petites, seront calculées évilem-
ment avec beaucoup d’inexactitude; mais 'erreur qui en résultera sur’
la solution du probléme sera tres-faibie.




