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Etude sur les surfaces isothermes et sur les courants de chaleur,

dans les milieux homogénes chauffés en un de leurs points;

Par M. J. BOUSSINESQ.

Le but de ce Mémoire est de montrer les roles que jouent, dans
trois questions intéressantes concernant la propagation de la chaleur,
Uellipsoide principal de M. Lamé et celui que j'ai appelé ellipsoide des
conductibilités linéaires | *].

M. Lamé a démontré qu'il y a, dans tout milieu homogéne, un
ellipsoide tel, que, si I'on adopte pour axes des coordonnées un 5ys—
teme quelconque de tes diamétres conjugués, I'équation de la chaleur
prend la forme simple de celle de Fourier, mais avec trois coefficients
distincts au lieu d’un seul, et que ces trois coefficients ne sont autres
que les carrés des demi-diameétres correspondants. Clest Pellipsoide
principal.

Je fais voir qu'il existe pour le méme milieu un autre ellipsoide,
jouissant de cette propriété, que, si un courant de chaleur se propage
a travers le milieu dans une direction quelconque, ce courant est égal
a la dérivée, changée de signe, de la température suivant cette direc-
tion, multipliée par le carré du demi-diamétre correspondant. Clest
Pellipsoide des conductibilités linéaires. Il a un diamétre commun
avec l'ellipsoide principal; de plus, les plans conjugués i ce diamétre
sont les mémes dans les deux surfaces, et les coupent suivaut deux
ellipses homothétiques, dont Ia plus grande appartient a Pellipsoide
des conductibilités linéaires.

Les trois questions fondamentales que j'étudie, et ol interviennent
ces deux ellipsoides, sont : 1° Propagation de la chaleur dans un mi-

[*] #oir & ce sujet une Note insérée aux Comptes rendus des séances de I’ Académie
des Sciences, 1. LXV, p. 104, une autre Note insérée au tome LXVL, p. 1194, et ma
These (Etude sur la Propagatiorn de la chaleur dans les milieus homogénes, Paris,
1867, chez M. Gauthier-Villars, libraire).

Tome XIV (22 série). — JuiLLET 1869, 3.’}
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liew indéfini; 2° Propagaiion de la chaleur dans une barre rectiligne
indéfinic; 3° Propagation de la chaleur dans une plaque trés-mince et
plane, indéfinie. Dans ces trois cas, le milieu est supposé chauffé en un
point unique, pris pour origine des coordonnées.

Dans la premiére question, les surfaces isothermes sont des ellip-
soides concentriques, semblables et semblablement placés, dont I'un
n’est autre que l'ellipsoide principal. La chaleur se répand en tous
sens A partir de l'origine : elle décrit des especes de spirales, situées
sur des cones ou tourbillons de chaleur, dont le sommet est a I'ori-
gine, et qui ont pour directrices les intersections de 'ellipsoide prin-
cipal par les plans conjugués au diamétre commun des deux ellip-
soides. Tout le long d'une méme génératrice des cones, les tangentes
aux spirales qui la coupent sont paralleles. Pour obtenir une droite
qui ait leur direction, il faut mener, au point ou la génératrice s'ap-
puie sur Vellipse directrice, une tangente a cette ellipse, la prolonger
dans un sens déterminé jusqu'a la rencontre de Dellipsoide des con-
ductibilités linéaires, et joindre I'origine a son extrémilé. Les spirales
couperont toutes les génératrices sous un angle constant, si les deux
ellipsoides sont de révolution autour de leur diametre commun.

Dans la deuxiéme question, en supposant des barres tatllées a partir
de l'origine dans le méme milieu, chauffées simultanément a cette
origine, et rayonnant de la méme maniere (ce qui arrivera, par exemple,
si elles sont d’égales dimensions et recouvertes d’un vernis qui leur
donne la méme conductibilité extérieure), je démontre que leurs points
d’égale température seront situés, & chaque instant, sur des ellipsoides
homothétiques par rapport 4 celui des conductibilités linéaires. De
plus, leurs surfaces isothermes seront des éléments plans de direction
constante pour uue méme barre, et celui d’entre ces éléments qui est
a Vintersection de la barre par I'ellipsoide des conductibilités linéaires
deviendra, si on le prolonge, tangent a Pellipsoide principal. Les cou-
rants de chaleur sont rectiligues, car la chaleur s’écoule le long des
barres.

Enfin, dans la troisiéme question, les courbes isothermes dessinées
sur la plaque sont des ellipses situées sur des ellipsoides semblables &
celui des conductibilités linéaires et semblablement placés. Plusieurs
plaques, taillées suivant des sens différents dans le méme milieu,
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chauffées pareillement et rayonnant de la méme maniére, ont au méme
instant leurs courbes d’égale température sur des ellipsoides différents.
On obtient, par exemple, les ellipsoides correspondants 4 une certaine
température, la méme chez toutes les plaques, si on construit, pour
chacune d’elles, celui qui est tangent a lintersection de la plaque
considérée par Vellipsoide principal. Les surfaces isothermes, menées
suivant les lignes d’égale température ainsi obtenues, sont des cylin-
dres qui, prolongés, se trouvent étre tangents a I'ellipsoide principal.

La chaleur se répand dans chaque plaque en décrivant des spirales,
et celles-ci sont paralléles entre elles aux points ot elles coupent un
méme rayon émané de l'origine. La direction de leurs tangentes en
ces points s’obtient d’une maniére analogue a celle du premier cas :
il faut mener, a I'intersection du rayon par la courhe d’égale tempé-
rature dont il vient d’étre parlé, une tangente & cette courbe, la pro-
longer dans un sens déterminé jusqu’a la rencontre de I'ellipsoide des
conductibilités linéaires, et enfin joindre 4 son extrémité, par une
droite, l'origine des coordonnées; cette derniére droite a méme direc-
tion que les tangentes cherchées. Les spirales couperont tous les rayons
sous un méme angle, c’est-a-dire seront logarithmiques, si les courbes
d’égale température sont des cercles.

Je ne pense pas que ces problémes eussent déja été traités dans leur
ensemble. Je les croyais méme absolument nouveaux lorsque j’ai pré-
senté plusieurs d’entre eux, daus une Theése, 4 {a Faculté des Sciences
de Paris. Mais, depuis, j’ai trouvé, aux tomes XXV, p. 870, et XXVII,
p- 129, des Cbmptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
deux articles o M. Dubamel traite des surfaces isothermes qui se pro-
duisent dans les milieux homogeénes symétriques, soit indéfinis, soit
taillés en plaques minces. M. Duhamel indique seulement ses résultats,
qui concordent avec les miens dans I'hypothése, qu'il adopte, de la
syméirie du milieu [*].

§ 1. — Ellipsoide principal.

Soient, & I'époque ¢: x, 7, z les coordonnées rectangulaires d’un
hoint quelconque d’un milieu homogéne en repos; 7 la température
I pos; I

[*] #oir, & 1a page suivante, la définition de cette symétrie.
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de ce point; p la capacité du corps pour la chaleur sous I'unité de
volume; g(u, t) la quantité de chaleur, rapportée a I'unité de volume
et & I'unité de temps, que recoit le corps autrement que par conduc-
tibilité. M. Lamé démontre, dans sa troisieme Legon sur la Chaleur,
§ XXIV, qu’on peut toujours choisir les axes des coordonnées de ma-
niére que I'équation de la température prenne la forme

g diu 2([’:/ ‘ . i

R

da? ()‘)’ ?

—
~——

ele .
f oy =runt)+a )

dz?

De plus, les trois flux de chaleur F,, F,, Fy, rapportés 4 Punité de
surface et & Punité de temps, qui traversent les éléments plans perpen-
diculaires anx axes, en allant des parties positives de cenx-ci vers leurs
parties négatives, peuvent s'écrire

du du du du du du du du du

= — — oy — gy om0 e — A — v MmOt o A —
(2) Fi==a dr )d_y-‘_‘udz’ F.==d dy Adz+J¢1.r." Foms dz Pde A(lj,

a?, b*, 3, ), u, v sont six coefficients de conductibilité, dépendants de
la nature du corps. Je représente les trois premiers par des carrés, afin
de rappeler qu'ils sont essentiellement positifs. Les trois autres peu-
vent étre de signe quelconque : ils sont nuls dans les milieux étudiés
par M, Duhamel, milieux symétriqgues par rapport aux trois plans
coordonnés choisis, c’est-a-dire tels que les expressions des trois flux F,
F,, Fy n'y changent pas, quand on change en son opposée la direction
de 'un quelconque des axes.

M. Lamé appelle principal (Legons sur la Chaleur, § XXVI) I'el-
lipsoide

x? )t z!

(3) at ETe=h

et il fait voir que, si on le rapporte 4 un systéme quelconque de dia-
metres conjugués, de maniére 4 mettre son équation sous la forme

2 !
JZ‘“ ,y/z 11

AT tTEED
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Féquation de la chaleur, avec le méme systéme d’axes, sera

du din diu d*u
o it 2 ~ 7 rg &%
P et "J( ‘s ) +a da'? r dy'? ¢ oz’

Cette proposition nous servira plus tard. Nous allons la démontrer
simplement, en pariant de la transformation

Y 2
+ _[}’:7), ‘;=

(4)

2%y
Y

p - ’
qu’a employée M. Duhamel.

Afin d’abréger I’écriture, nous représenterons, dans la suite de ce
Mémoire, par le signe S la somme de trois termes, dont le premier
sera écrit apreés ce signe, et dont les deux autres se déduiraient de
celui-la par une et par deux permutations circulaires effectuées sur les
lettres correspondantes; ces lettres seront : x, ¥, z; &, 4, §; a, b, ¢;
X, @, vy my ny p;. ... Par exemple, Péquation de Pellipsoide principal

s’écrira S—r—z == 1. Une relation telle que
a
(nz — py)m'+ (px — mz)n' + (my — nx) p'=o

s’écrira de méme
P
S{nz — py)n'= o.

Cela posé, les variables &, v, §, substituées &4 x, y, z, mettent les
expressions

d2n a1
2 s i
Sa ey et Sa2
sSous les formes reSpeCtiVeS
d*u
Sd_E‘ et 852'

Adoptons, pour nouveaux axes des coordonnées, un systeme quel-
conque de diametres conjugués de P'ellipsoide principal. L'équation
de celui-ci prendra la forme
x . . . 23
Py = 1; cequl donne 1dent|quement S s =S—-
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Si nous posons

I
vy
=
l
|
il
[T

§%% = 8E2.

Or x, 7, z, et, par suite, £, 9, £, sont fonctions linéaires de x’, y', 2,
ou de &, 4, &'. En désignant pav m, n, p; ', o/, p’s m", n’, p" certains
coefficients, on aura

(5) E=m&+mn'+m"y, n=nE-+uy+n"t, E=p&+pn+p'c.
I’égalité de SE* 4 SE'® entraine les six relations
(6) Sm?*=1, Sm*=1, Sm"*=1, Sm'm"=o0, Sm'm=o0, Smm'=o.

Alors les équations (5), respectivement multipliées par m, n, p, ou
par w’, n', p', ou par m”, 1’, p”, et ajoutées, donnent les relations in-

verses
YeSmE, w=SmE, §=SmE.

De celles-ci on déduira, pour transformer les dérivées partielles de ,
les formules

d d e d "

ok = m {(E’ - 1 ([—n“, -+ m dﬁ’,

o d , d . d
(7) E-—_—n‘—l?***’l (?:‘;—I—’l. EZ,’

d , , d

d
—_ — _ — .
F A G el T2
Elles sont pareilles aux relations (5), et changeront

d2u du du d’u

S_ - en S——, onbien Sa*~— en a?—;
dE dg?’ dx? § ds’’

ce qu'il fallait démontrer.
§ 1. — Ellipsoide des conductibilités linéaires.

Oun sait qu’un élément plan quelconque, mené par le point (x, y, z),
est actuellement traversé par un flux de chaleur, dont I’expression,

' P TR TS EE R
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pour I'unité de sarface et dans 'unité de temps, en appelant m, n, J%
les cosinus des angles que fait avec les axes la normale a I'élément,
menée du coté d’ou vient le flux, est

(8) F = mF, + nF,+ pF,["].

Ce flux sera nul, si la direction (m, n, p) de la normale est perpen-
diculaire a la direction (F,, F,, F,), c’est-a-dire & celle qui fait avec
les axes des angles dont les cosinus sont proportionnels a- ¥,, F, F,.
Soient f, g, & ces cosinus, et d/ une ligue infiniment petite menée, a
partir de (o, ¥, z), dans la direction correspondante. Tout élément
superficiel passant par la ligne dl n’est donc traversé par aucun flux;
ce qui revient 4 dire que, tout prés de (x, y, z), la chaleur marche
dans le sens de la ligne d/, ou y forme un courant dirigé suivant cetle

ligne. Proposons-nous de calculer la valeur de ce couraut, en fonction
e, . u , . .

de la dérivée partielle = de la température suivant la ligne di. Les

trois cosinus f, g, k étant proportionnels & F,, F,, Fy, on aura, d’aprés

les relations (2),

,du du du b2 du \ du du L du du
(9) " 'Vl VHTraTEn ‘T tm Ty
.z ]_.____.‘,.__, 4 g — J il

Appelous & la valeur commune de ces trois rapports, et résolvons

. du du du .
par PHPPOI'[ a 2;1 d;, :1; NOHS Obtlendxons

i du

dx .y
b f A8\ f+vuelg —pbth T clatg 4+ pS)if+2ath — v f

du

(IO) . 2;
atbif - vSif 4 pb*f —ialg

‘.

T atbie - Satat

[*] Poirla deuxiéme Legon sur la Chaleur, de M. Lamé, § XVIII.
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du du

122

dr’ dy’ ds
cosinus des angles que fait avec les axes la normale i la surface iso-
therme u = const., qui passe par (x, ¥, z); donc les rapports de ces
trois dérivées partielles et la direction de la normale sont compléte-
ment déterminés, quand la direction (f, g, ) du courant Pest clle-
méme.

A Vinverse, si les mémes surfaces restent surfaces isothermes a tous
les instants consécutifs, les directions de leurs normales ne varieront
pas avec le temps, et, par suite, d'apres (g), les cosinus f, g, & conser-
veront en chaque point (&, 7, z) les mémes valeurs : la chaleur mar-
chera suivaut des lignes fixes, que nous appellerons filets ou courants
de chaleur, et dont la tangente au point quelconque (x, y, z) aura la
direction (f, g, k).

Ajoutons, terme & terme, les trois premiers rapports (to), aprés avoir
multiplié les deux termes du premier par f, ceux du second par g et

Les trois dérivées partielles sont proportionnelles aux

.o . du dn . .
ceux du troisieme par /2. Si nous observons que Sf(—i—l_ = il viendra

du . . SV
dl . k b= ! Tttt du
(11) Stiafi (Sifp abo+sea M NT A (Sfeal
S—(;; + a*brc?

La grandeur du courant est mesurée par le flux C, qui traverse
I'élément plan perpendiculaire & la direction (f, g, &), en marchant
suivant la ligne d/. La formule (8) et puis les relations (g) dounent

. dn d du
C= 4sj(qad_x_,,d_;+h_z) = —Sfkf=— k,

ou bien, d’apres (11),

Sita?
Lo 20
(12) C = M._].L’b:’ﬁ: —dn
L/ (SA )R dl
S— 4+ —5=
a’ ﬂzb'zcz
. — due .
Le coefficient de —? dans le second membre de cette relation,

peut étre appelé coefficient de conductibilité du corps pour le courant

I )
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de direction (f, g, k) : il mesure I'aptitude plus ou moins grande du
milieu & transmetire la chaleur dans cette direction. Je I'appellerai
aussi cocfficient de conductibilité linéaire, car nous verrons plus loin
que c’est celui d’une barre de méme direction, taillée dans le milieu.

Portons & partir de I'origine, dansle sens (£, g, %) du courant, une
ligne égale a la racine carrée de ce coefficient. Tes extrémités de
toutes les lignes pareilles donneront Iellipsoide

a* abie LT aibict

(3) g7, [Srey Sita?

Je Pappelle ellipsoide des conductibilités linéaires. 11 coincide avec
Pellipsoide principal (3) dans le cas des milieux symétriques, c’est-a-~
dire quand on a X = 0, . = 0, v = 0. Si le milieu est peu dissymétri-
que, ou que les coefficients %, ., v soient trés-petits, on peut encore
regarder les deux ellipsoides comme identiques sauf erreur négligea-
ble, car ces coefficients n’entrent dans l'équation (13) que par leurs
carrés et leurs produits.

En général, les deux ellipsoides n’ont que deux points communs. En
effet, les valeurs de 2, y, z qui vérifient leurs deux équations (3) et
(13) donnent

.1"2 N Py rr—
S =1 et Six = ySita®,

La seconde de ces relations est 'équation de deux plans tangents i
Pellipsoide principal, et perpendiculaires 4 la direction dont les angles
avec les axes ont leurs cosinus proportionnels 4 }, ., v. Ainsi les points
communs aux deux eilipsoides se réduisent aux deux points de contact
de ces plans avec Vellipsoide principal. Les deux surfaces y ont donc
un diamétre commun et s’y touchent, c'est-i-dire que les plans
S)a = const. y sont, chez tous les deux, conjugués au diamétre com-
mun. L'un de ces plans, S).x = o, coupe, d’aprés (13), ellipsoide des
conductibilités linéaires suivant la méme courbe que la surface

x? Si2a?
— = 1 - —
Sa’ k abret
semblable & Pellipsoide principal. Donc les courbes d’intersection des
Tome XIV (¢ série). — Aour 1869. 35



294 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

deux ellipsoides par les plans conjugués au diameétre comwmun sont
des ellipses homothétigues, dont les plus grandes appartiennent a celui
des conductibilités linéaires : celui-ci est, par suite, extérieur a I'autre.

§ HI. — Surfaces isothermes et courants de chaleur dans wn milicu
homogene indéfini.

Admettons qu'un milieu homogene indéfini soit primitivement & la
température zéro, et qu'on vienne & le chauffer dans un trés-petit
espace, situé a lorigine des coordonnées et limité par la surface
f(=, 7, 2) = o. La température u prendra des valeurs qui vérifieront
partout I'équation (1), et qui, de plus, pour f(x, 5, z) = o, équivau-
dront a celles données 4 chaque instant en fonction de x, y, z, ¢

Effectuons la transformation (4). Les équations

du

(& .
P = olu, t)+ Sa"’gu—‘:, et f(x,7,2)=o0,

deviendront

du d'u

Par — o, 1)+ S ae’ Slag, bn, cg)=o.

Considérons un milien isotrope, qui aurait 'unité pour coefficient
de conductibilité, et dont un point quelconque aurait pour coordonnées
rectangulaires £, 1, §. D'apres les deux derniéres équations, u repré-
senterait sa température, si ce milieu était primitivement & zéro, el si
on le chauffait dans un trés-petit espace autour de I'origine, limité par
la surface f(ak, by, c§) = 0. Or il est évident que, dans ce cas, la
température serait la méme au méme instant pour tous les points situés
a égale distance de I'origine. Ainsi u n’est fonction que de ¢ et de SE*.
On aura les surfaces isothermes en posant

; . x?
S&% = const., ou bien S=, = const.
11
Les surfaces isothermes sont donc des ellipsoides concentriques,

semblables et semblablement placés, dont I'an n’est autre que Uellip-
soide principal.

! ! vl v i thi (AR AR 1
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En désignant par ¢ une certaine fonction, et par {’ une de ses dé-
rivées partielles, nous pouvons poser

B z? , . du , T du s de 1 %
() w=ge(6sz) au T=vi Fevi F=vi

dy YR a ct
Les équations (9) donneront, pour déterminer en chaque point la
direction (f, g, &) du courant ou filet de chaleur qui y passe,

(15) f—fg—-/’

dans lesquelles nous faisons

_ Ly z . z x . x ¥
(16)x,~x——/7)—2+p‘c—2= J’—J~}‘¢7+Ua_2’ 2=z —po A

Ces relations montrent d’abord qu’en tous les points d’un rayon
quelconque mené a partir de I'origine, les cosinus ( f, g, &) restent les
mémes, puisque x, ¥, z y varient a la fois dans un méme rapport.
Donc en tous ces points les courants de chaleur sont paralléles, et il
suffit de considérer le point du rayon qui est situé sur I'ellipsoide prin-
cipal. Ce point étant M(x, y, z) (fig. 1), celui M,, qui a pour coor-
données les valeurs correspondantes (16) de x,, y,, z,, sera situé sur

Fic. 1.

Pellipse d’intersection de Pellipsoide des conductibilités linéaires par
le plan SAa = const., mené en M et conjugué au diameétre commun
des deux ellipsoides.

35..
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En effet, de (16) on tire d’abord

S)ix, =8lx :

donc le point M, est sur le plan dont il vient d’étre parlé. On en tire
encore

et, par suite,
y 2z - a? \
VCZ’—[L62>_S)\HS-;}*(S)\.I:}’

'<, r _ i)’: i

(17) S=lvm—rz

bl

a?biet - arbhier

et Shae, = Sk, il vient

. x? ' (Shax)? Sia? x? S22
(176is) ST+ s =< - D) 85 =+ S

“ /

Ainsi le point M, appartient bien a l'intersection de I'ellipsoide des
conductibilités linéaires par le plan SAx = const., qui passe en M.

Si 3, p, v changent de signe tout en conservant les mémes valeurs
absolues, I'ellipsoide principal, qui ne dépend pas de ces coefficients,
et celui des conductibilités linéaires, dont I'équation ne les contient
qu’au second degré, resteront les mémes; d’ailleurs les relations (16)
font voir que, pour le méme point M{zx, y, z) que dans le premier cas,
les projections sur les trois axes x, — &, y, — ¥, 2, — 2 de la ligne
qui joint ce point & (x,, », 2,) changent simplement de signe. On
aura donc, au lieu du point primitif M,, un autre point M/, de la méme
ellipse, sur le prolongement de M, M, et 4 une distance MM égale
a4 M, M. Or nous avons vu & la fin du paragraphe précédent que le
plan mené par M, perpendiculairement & la direction (3, p, v), coupe
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I’ellipsoide principal suivant une ellipse MN concentrique et semblable
a T'ellipse M, M, : douc la corde M, M';, que M divise en deux parties
égales, s’y trouve tangente a I'ellipse MN.

On pourra, d’aprés cela, obtenir le point (ax,, y,, z,), en faisant
passer, par le point donné M de V'ellipsoide principal, un plan perpen-
diculaire & la direction 2, p, v, c’est-a-dire conjugué au diamétre qui
esl commun 2 cet ellipsoide et a celui des conductibilités linéaives; la
tangente en M & lintersection de ce plan par Pellipsoide principal,
prolongée de part et d’autre jusqu’a la rencontre de I'ellipsoide des
conductibilités linéaires, donuera le point cherché par I'une de ses
deux extrémités. Il ne reste plus qu’a savoir laquelle de ces deux extré-
milés on devra choisir. '

Pour cela, supposons, afin de fixer les idées, qu'on ait pris les axes
de sens direct, c’est-d-dire 'axe des y 4 droite de celui des x, pour un
observateur dont les pieds sont & I'origine et dont la téte est suivant
la partie positive de I'axe des z. Représentons-nous un autre observa-
teur, couché le long du diameétre commun, lieu des centres des
ellipses MN, qui aurait les pieds 4 ’origine et la téte dans la direc-

)a? @ b?
T : cherchons si cet observateur, tourné vers le point M, verra le
point (axy, 7,, 3,) & sa droite ou a sa gauche.

Les valeurs (16) de x,, y,, %, variant d’une maniérc continue
quand x, y, z varient aussi d’une maniére continue, il est clair que,
sile point (x,, y,, z,) est vu a droite ou a4 gauche de M dans une
seule de ses positions, il le sera dans toutes. Prenons, par exemple, le

tion dont les angles avec les axes ont pour cosinus

ve?

point M(x, 7, z), 4 Pintersection de 'ellipse S% =1, 8ix = o, par

le plan des yz, et du coté des y positifs. La premicre des relations (16,
combinée avec Sk = o et & = o0, donne

— Xy Y.
x*"";<ﬁ+c‘u)’

J étant positif, x, et v ont signe contraire. Si v est positif, I'observa-
teur a la téte au-dessus du plan des xy, et, x, étant négatif, tandis
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que x = o et que y est positif, le point M {2, y,, 3,) est vu a droite
dn point M. Si v est négatif, observateur a la téte au-dessous du plan
des xy, x, est positif, et M, est encore vu a droite de M.

Donc la tangente MM, doit étre toujours menée de gauche & droite
a partir du point M.

La droite OM,, qui joint l'origine des coordonnées au point
(2, ¥4y 5,), a, d’'aprés les relations (15), méme direction que les cou-
rants de chaleur qui rencontrent OM. Des éléements infiniment petits
de ces courants, pris a partir de Jeur intersection avec OM, sont donc
dans le plan MOM,, tangent an céne qui aurait pour sommet O ct
pour directrice U'ellipse MN : ils se trouvent par conséquent sur ce
cone. Pour la méme raison, les éléments suivants de ces courants se-
ront encore sur le méme cone, et ainsi de suite.

Donc les courants de chaleur sont des spirales tracées sur des cones
qui ont pour sommet commun l'origine et pour directrices les diverses
sections de I'ellipsoide principal par des plans conjugués au diametre
commun de cet ellipsoide et de celui des conductibilités linéaires. Ces
cones, constitués par une infinité de courants pareils, sont de véri-
tables tourbillons de chaleur. En s'écartant de l'origine, les spirales
tournent de gauche 4 droite pour un observateur qui a les pieds a
cette origine, et la téte dans la direction dont les angles avec les axes

. rar  opbt . e :
ont pour cosinus ————, —mm=—, —=—— . Toutes celles qui se trouvent

sur un méme cdne sont paralléles aux points ou elles rencontrent la
méme génératrice; leur direction en ces points s'obtient en menant
de gauche a droite, 4 V'intersection de la génératrice considérée et de
I'ellipse directrice, une tangente a cette ellipse, et en joignant I'ori-
gine au point ou cette tangente rencontre I'ellipsoide des conductibi-
lités linéaires. La chaleur décrit ainsi une infinité de tours, et, d’'un
tour a l'autre, s’écarte de origine qni est un point asymptote. Le seul
courant qui soit rectiligne est celui qui correspond au cone central,
c’est-a—dire au diamétre commun des deux ellipscides.

Les expressions (14) des dérivées parlielles de #, portées dans les
relations (2), changent la formule générale (8) des flux de chaleur en

F = {¢'Smx,.

) iy EEEE
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La valeur du courant C s’obtient en faisant

m=__5, p=_X1 P —— i
= e = — ’ == ’
VSaz? VSl Sl
d’ou
C=— ¢ ySx2.

Aux divers points d’'une méme surface isotherme, le courant est pro-
portionnel & ySx?, c’est-a-dire au rayon OM, de Vellipsoide des con-
ductibilités linéaires, qui correspond i la génératrice OM sur laquelle
est le point o 'on mesure le courant.

Un plan conjugué au diamétre commun des deux ellipsoides a pour
équation Shax = == ¢y/S3?, J désignant sa distance 4 I'origine. Le flux
qui le traverse en venant de 'origine s’obtient en faisant

1 0= 3 4
M == n = —_— _ ==
NESel NSy
il est égal a
—_ q/d‘

Donc tout plan conjugué au diamétre commun des deux ellipsoides
est coupé par deux tourbillons infiniment voisins suivant une cou-
ronne elliptique, traversée dans toute son étendue par un flux de
chaleur constant, proportionnel, pour les couronnes adjacentes i un
méme ellipsoide isotherme, aux distances de leurs plans & |'origine.

On trouverait encore que le flux qui sort par les divers éléments
plans d'un ellipsoide isotherme est égal 4 — ¢, multiplié par la nor-
male menée de l'origine aux plans de ces éléments.

§ 1IV. - Cylindres et plans isothermes.

Supposons que le milieu homogeéne, au lieu d’étre chaufté en un
seul point, le soit de la méme maniére en tous les points d’'une droite
indéfinie; il est clair que la température sera conslante sur toute
paralléle 4 cette droite. Si donc nous prenons celle-ci pour axe des.z,
et pour axes des x’ et des »" deux droites formant avec elle un systeme
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de diamétres conjugués de V’ellipsoide principal, P'équation de la cha-
leur sera, d’apres le § I,

du d*u d?u
(18) p— = 9u )+ a” dx’1+b,22572'
' Lt
Effectuons la transformation f—l = JT;_’ = u/, et cette équation de-
viendra
du du du
PE :[f(lt,t} -+ @—Fm,

u, considéré comme fonction de &, «', ¢, exprimerait la température
dans un milien isotrope, ou &, 7', ' seraient des coordonnées rec-
tangulaires d'un point quelconque, et ou le coefficient de conduc-
tibilit¢ vaudrait 1. De plus, les antres conditions reviendraient a
dire que, pour ¢ = o, # = o, et que sur un cylindre trés-petit, presque
identique a I'axe des ', la température est une fonction donnée de
£, v, t. Or il est évident que, dans ce cas, u ne dépendrait que de ¢
et de la distance de chaque point a 'axe des &'. Ainsi u est fonction de ¢
et de £ + 2. L'équation des surfaces isothermes est &'* 4- #"* = const.,
ou bien

x'? y’2
(19) —; + 3n = const.
Elle représente des cylindres qui ont leurs génératrices paralléles & la
droite chauffée et sont circonscrits aux ellipsoides isothernies du
paragraphe précédent.

Concevons plusieurs milieux homogénes pareils et superposés, ou la
fouction ¢(u, ) soit la méme, et dont la température initiale soit
nulle. Supposons qu’on les chauffe simultanément suivant des droites
différentes, menées a partir de I'origine, de maniere que la condition
relative & ’échauffement se trouve la méme pour tons les milieux
1sotropes correspondants en &, x'. 1l est clair que u sera pour tous
la méme fonction de &, v, ¢. Ainsi I'équation (1g) représentera les
cylindres d’égale température qui se produiront au méme instant dans
tous les milieux. Ces cylindres auront pour enveloppes les ellipsoides
isothermes du paragraphe précédent, c’est-a-dire des surfaces homo-
thétiques par rapport a I’ellipsoide principal.

' s Vi e [N TR R '
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Reportons-nous a 'équation (18), et considérons en outre le cylindre
isotherme

R =1

Par la méme origine, et sans changer I'axe des z’, menons un plan
quelconque pour nouveau plan coordonné, et adoptons deux axes des
x” et des »” suivant deux diamétres conjugués de Pellipse d’intersec-
tion du cylindre par ce plan, L’équation du cylindre deviendra de la

forme
27 .},Ilz

F -+ [;7/—2 =1I.
Les coordonnées x’ et y’ seront des fonctions linéaires de x”, »”. Donc
on pourra raisonner absolument comme au § I, et mettre I'équa-
tion (18) sous la forme
dee

P =olu, t) +a”

d*u e diu
@ 0 g

Concevons enfin un milieu indéfini, chauffé également sur toute
I'étendue d’un plan. Il est clair que la température sera constante sur
tout plan paralléle & celui-la. Prenons ce plan pour celui des xy’, et
dirigeons I'axe de 2’ suivant le diamétre conjugué de V'ellipsoide prin-
cipal. L’équation de la chaleur sera
du
dz’?

(20) p%:go(u,t)—-i—cm

.

. . 2 . .
Effectuons encore la méme transformation ¢’ = 5. L’équation de-

viendra
du d*u
p—= = ¢(u t) + T

Soit une infinité de milieux pareils et superposés, ayant tous la méme
fonction ¢(u, t), et zéro pour température initiale. Supposons qu’on
les porte simultanément a la méme température suivant des plans dif-
férents passant par I'origine des coordonnées. 11 est clair que les
conditions exprimées en {'* et ¢ seront les mémes pour tous. Donc
u sera pour tous la méme fonction de §'* et ¢, et les surfaces d’égale

Tome XIV (2° série). -~ Aour 186g. 36
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f2

, . . , z -
température auront pour équation ¢ = const., ou 7 = const. Ce

sont des plans paralléles aux plans chauffés, et tangents aux surfaces
72 - .
S'—; = const., qui ne sont autres que les ellipsoides isothermes du
a
paragraphe précédent.
Les enveloppes des plans d’égale température dans les divers mi-
lienx seront donc des ellipsoides semblables a Vellipsoide principal,
et semblablement placés.

)

Revenons & I'équation (20), et considérons les deux plans iso-
212
thermes =, = 1. Prenons, & partir de I'origine, un nouvel axe quel-
conque des z’, en laissant invariable le plan des a’y’. L'équation des
deux plans précédents sera de la forme;

2 2-,2 znz

=1, ce qui donne =

I3

'y

et P'équation (20) deviendra

2 (?ll«: =g(u, t) + ¢ ?[—z%-

Cette remarque, et la remarque analogue sur I'équation (18), con-
stituent une extension du théoréme de M. Lamé. En les joignant a ce
théoréme, on voit I'analogie qui existe entre ’équation différentielle
de la température et celle des surfaces isothermes, soit que la chaleur
se propage suivant les trois dimensions, soit qu’elle se propage suivant
deux dimensions ou suivant une seule. Dans tous ces cas, st ’on con-
sidére la surface isotherme dont le paramétre est égal & 1, et qu’on
adopte pour axes des coordonnées un systéme quelconque de dia-
métres conjugués de cette surface, I'équation des températures a la
forme simple de celle de Fourier, avec des coeflicients égaux aux
carrés des demi-diametres correspondants de la surface.

§ V. — Propagation de la chaleur dans une barre.

Aprés avoir étudié le mouvement de la chaleur dans un mi-
lieu indéfini en tous sens, nous allons traiter Ja méme question
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pour des corps ayant deux dimensions trés-petites, ou seulement
une scule. Nous appellerons les premiers des darres, les seconds des
plaques.

Cherchons donc I'équation de la chaleur dans une barre homogéne
rectiligne, a section normale trés-petite, mais d’ailleurs de forme quel-
conque.

Nous adopterons pour axes des coordonnées ceux de Iellipsoide
principal, et nous supposerons que la barre parte de I'origine et
s’étende indéfiniment dans la direction qui fait avec les axes des
angles ayant les cosinus f, g, k.

Nous admettrons qu’elle soit placée dans un milieu dont chaque
point se trouve 4 une température donnée en fonction du temps. Cette
température sera supposée la méme sur toute I'étendue d’une droite
quelconque paralléle & la barre. 1l est clair que tous les points de
celle-ci, situés sur une méme génératrice de la surface, se trouveront
dans les mémes counditions et rayonneront de Ja méme maniére vers
le milien environnant, pourva qu'ils aieut la méme température. Le
méme fait aura lieu, sans que la température du milieu environnant
soit constante sur toute paralléle 4 la barre, si celle-ci est placée trés-
loin des corps vers lesquels elle rayonne. Donc la chaleur rayonnante
émise dans Punité de temps et par l'unité de surface, sera, aux
divers points d'une méme génératrice, une fonction déterminée y du
temps ¢ et de la température u au point considéré. La méme chose
arrivera si la barre est recouverte d’une substance, telle que la cire,
qui fonde pendant Uexpérience et fasse ainsi varier le pouvoir émissif.
En effet, ce pouvoir pourra varier de deux maniéres : si la substance,
tout en changeant d’état, continue a recouvrir la surface, le pouvoir
émissif ne changera qu’avec son état et sera par conséquent une fonc-
tion déterminée de u; si au contraire la substance, en fondant, tombe
ou se retire par un effet de capillarité, comme il arrivait dans plusieurs
expériences de M. de Senarmont, le pouvoir émissif sera encore une
fonction déterminée de u, car il ne sera autre que celui de la sub-
stance jusqu’a la température de fusion compléte, et au dela il sera
celni de la barre méme. La fonction y pourra varier d’une génératrice
de la surface & une autre génératrice, soit parce que le pouvoir émissif
ne sera pas le méme pour toutes, soit encore parce que la tempéra-—

36..
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ture du milieu environnant ne sera pas également distribuée tout
autour.

Découpons la barre en éléments de volume, par des plans infini-
ment voisins paralléles entre eux. Soient : ¢ une section norinale, s son
contour, d/ la distance de deux plans consécutifs, mesurée suivant la
direction de la barre. L'élément compris entre les deux plans aura
pour volume cdl, et la quantité de chaleur qu’il regoit dans l'in-

stant dt sera exprimée par p (-glfdtcdl. Cette quantité de chaleur se
compose de trois parties. 1l y a d’abord, si le corps est diathermane,
une parfie regue par rayonnement dans toute la masse, partie que
nous supposerons de la forme ¢ (u, t)odldt. En second lieu, la chaleur
recue par la surface latérale est, pour un élément dsdl de cette sur-
face, — y(u,t)dsdldt; elle est donc pour toute la surface, en dési-
gnant par y,{u,t) la valeur moyenne de y(u,¢), — x,(u,t)sdldt
Enfin la troisiéme partie est la différence entre le flux que I'élément
considéré odl a regu par une de ses bases de I'élément suivant, et celui
qu'il a cédé par son autre base au précédent. Quelques réflexions
nous permettront d’obtenir, presque sans nouveaux calculs, la diffé-
rence de ces flux, et, par suite, ’équation de la chaleur dans la barre.

Les flux considérés, c’est-a-dire ceux qui traversent les bases d’un
¢lément de volume, sont de méme ordre de grandeur que ces bases,
et, sils laissent varier d’'une maniére continue la température d’élé-
ments de volume incomparablement plus petits, c’est qu’ils leur Otent
4 chaque instant par une base presque autant de chaleur qui'ils leur
en donnent par Pautre. Il n’en est pas ainsi des flux qui entrent ou
qui sortent par la surface latérale. Ceux-ci sont indépendants les uns
des autres, car ils ne varient quavec le pouvoir émissif, la tempéra-
ture u« et les circonstances extérieures; ils ne sc neutralisent pas en
général, et sont par conséquent de méme ordre de grandeur que les
éléments de volume, c’est-a-dire incomparablement plus petits que
les premiers.

Soient m, n, p les cosinus des angles que fait, avec les axes des
x,¥,2,la normale 4 un élément de la surface. D’apres les formules (2)

. du du du
S . : A é ; 2 2, e &«
et (8), le flux qui traverse cct élément est S(a o VTP ([z) m

v i . frnen
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1l doit étre trés-petit par rapport a d’autres flux, et conséquemment
par rapport aux dérivées partiélles de u en x, 7, 2. On peut donc
égaler sensiblement & zéro son expression : ce qui signifie que I'élément
de la surface est & trés-peu prés paralléle a la direction dont les angles
avec les axes ont leurs cosinus proportionnels a

2:—};— vZ—;—-}-p.%, b"’j—;——l%-{— v%, 02%—{1.%4-),%.

A cause de la continuité, les dérivées partielles de « en x, y, z
varient trés-peu sur toute I'étendue d'une méme section trés-petite de
la barre par un plan; on peut les regarder comme égales a la valeur
qu’elles ont en un point particulier de la section, et mettre cependant
pour m, n, p les cosinus relatifs & une normale quelconque de la sur-
face. Or la seule direction paralléle a tous les éléments de la surface
est celle de la barre. On aura donc i trés-peu pres les égalités (9g), qui
signifient que le courant de chaleur en chaque point est sensiblement
dirigé dans le sens méme (f; g, &) de la barre, et qu’au méme degré
d’approximation les surfaces isothermes sont des éléments plans paral-
leles entre eux, de direction déterminée.

Concevons actuellement qu’au lieu de la barre nous ayons le corps,
supposé indéfini, d’otr elle a été tirée, et que la température vérifie
dans ce corps les équations (g). Les surfaces isothermes y seront les
mémes plans, mais indéfinis, que dans la barre. Si nous adoptons un
axe des z’, suivant la droite conjuguée & ces plans dans lellipsoide
principal, I'équation (20) sera celle des températures dans le milieu.
La conductibilité y donnera donc, par unité de volume et dans I'unité

de temps, une quantité de chaleur égale & ¢ Lzz—,l—l-
dz"”

Cela posé, découpons par la pensée, dans le milien indéfini, une
barre exactement égale & la proposée, et divisons cette barre en élé-
ments de volume, comme nous 'avons fait pour la proposée elle-méme.
Les équations (g) étant rigoureusement vérifiées, les flux sont nuls &
travers la surface latérale de ces éléments, et la différence des flux qui
d*u
dz'?
vrai de quelque maniére que la température varie d’un plan isotherme

traversent leurs bases fournit a elle seule le terme ¢ . Cela sera
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4 un autre plan isotherme. Si donc nous snpposons qu’a |'époque ¢,
e varie d’un de ces plans aux suivants, & trés-peu preés comme dans la
barre proposée, les températures seront sensiblement distribuées dans
celle-ci comme dans la barre idéale; par conséquent les flux relatifs
aux bases seront a trés-peu prés égaux dans les deux barres pour
tous les éléments de volume, et la différence des deux consécutifs qui
traversent les deux bases de I’élément odl vaudra chez toutes les deux

din
¢~ adlde.
, N du o
En égalant a o = cdldt 1a somme de cette quantité et des deux autres

termes 9 (u, t)cdldt, — y,(u, t)sdlde, on obtient ’équation des tem-
pératures dans la barre

du ;g diu

s
p o = ¢lut) — Xt t) =+

Elle est pareille a I'équation (20), relative aux plans isothermes
davs le milieu indéfini, et donnera lieu aux mémes conséquences, que
je vais développer.

1° Si plusieurs barres, taillées dans le méme milien et ayant le

s, : . ..
terme — y, (1) - égal, partent en divers sens de I'origine des coor-
-

1

données et sont chauffées simultanément a celte origine, les plans
d’égale température seront tangents chez toutes aux mémes ellipsoides

x? . .
S;:: const. La normale au plan isotherme tangent en un point

(2,7, 2) de ces ellipsoides fait avec les axes des angles dont les cosi-
A
-

- N 2z i
nus sont proporllonnels E pu '—Z—_‘a ~. Ces quanmes sont entre elles

: he
comme les dérivées partielles de u en ., y, z et peuvent leur étre substi-
tuées dans les relations (g). Appelons, d’autre part, x,, y,, z,, les coor-
dounées du point d'intersection du méme plan isotherme par la barre,
supposée réduite a une simple droite, et nous pourrons, dans les mémes

relations, remplacer /, g, & par x,, y,, z,. Nous aurons ainsi

—— i )
Y 2 ' J
x-—-—vz;—}-pc—l Yy—3% o Hv— z»«y,-—‘—al—)\-b—:
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Désignons par ¢ la valeur commune de ces rapports, et tirons les
valeurs de x,, 5, z,, pour les porter dans I'équation du plan tangent
isotherme

x? . . x? a?
=S i celle-ci devient S —= = qS = o g=r1.

xx,

a?

Les valeurs de (x, y,,2,) sont par conséquent données par les rela-
tions (16), et les lieux géométriques des points d’égale température sur
toutes les barres seront, d’apres (17 bis), des ellipsoides semblables a
celui des conductibilités linéaires et semblablement placés.

2° Si l'on prend, a partir de I'origine, au lieu de l'axe des z/, un
autre axe des z” qui aille rencontrer & une distance ¢” le plan isotherme
7’ = ¢/, I'équation de la chaleur dans la barre deviendra

du s o diu
PE: (P(u,t) -*X‘(lt, f);—f" c"? d—z"—‘"

Il est naturel de choisir pour axe coordonné une droite prise dans la
barre et de méme direction (f, g, 4). Désignons par [ la distance &
Porigine d’un point quelconque de cette droite, et par K la distance 4 la
méme origine du point ou la droite rencontre le plan isotherme z' = ¢'.
L’équation de la température le long de I*axe, ou le long de toute
droite voisine, sera

(21) p%‘:(p(u,t)—-x,(u,t)z—}—K’%g

K? est le coefficient de conductibilité de la barre : il vaut le carré de la
distance 4 I'origine du point ot la barre rencontre son plan isotherme
tangent a Pellipsoide principal, c'est-a-dire, d’apres (17 bis), qu’il
n’est autre que le coefficient de conductibilité linéaire du milieu dans
la direction de la barre. C'est méme pour cela que ce dernier a été
ainsi désigné au § II.

On serait arrivé directement & I’équation (21), en décomposant la
barre en éléments de volume par des plans perpendiculaires a sa
direction (f, g, &), et en ohservant que le flux qui traverse I'un de ces
plans est, rapporté a 1'auité de temps, égal au courant de chaleur

g — du
K dl ¢
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§ VI. — Propagation dans une plaque. — Cylindres isothermes.

Proposons-nous maintenant d’étudier le mouvement de la chaleur
dans une plaque plane indéfinie, tirée d’'un milien homogeéne, et d’une
épaisseur trés-petite et constante ¢. Cette plaque sera supposée chauffée
en un de ses points, pris pour origine des coordonnées x, y, z. Quant
a la température du milieu environnant, nous la supposerons en
chaque point une fonction donnée de ¢. Cette fonction pourra étre
arbitraire, si la plaque est tres-éloignée des corps vers lesquels elle
rayonne; dans le cas contraire, elle sera supposée la méme sur toute
'étendue d’un plan quelconque paralléle a la plaque.

Les considérations données au commencement du paragraphe pré-
cédent font voir que les flux émis par les deux faces auront pour
somme, sur 'unité de surface et dans I'unité de temps, une fonction
déterminée y, de u et de ¢. Elles montrent aussi qu’on pourra regarder
comme sensiblement nulle expression de ces flux en fonction des
dérivées partielles de la température.

Désignons par f7, g’, I’ les cosinus des angles que fait avec les axes
une normale a la plaque. Le flux qui traverse une des faces aura pour
expression

2_(& du awN o, oy e g , , du
S(a dx——v@—f—p.z)j = S(a*f" + vg — ph) 5

Cette quantité sera trés-petite sur chacune des deux faces et, par suite,
dans toute la plaque : ce qui signifie que les surfaces isothermes sont
sensiblement paralléles en tous leurs points & une droite qui ferait avec
les axes des angles ayant leurs cosinus proportionnels &

(20 bis) a*f'+vg' — uk, b*g+2—vf, W +pf —2g.

Donc, dans une plaque, les surfaces isothermes sont 4 trés-peu pres
des cylindres de forme variable, mais dont les génératrices ont une
direction parfaitement déterminée.

Concevons actuellement qu’au lieu de la plaque nous ayons le milieu
ot elle a été tirée, et que la température vérifie rigoureusement dans

I [ i e
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ce milien I’équation
¥ 7 ’ du
(22) : S(a’f'+vg' — phk') 5-=o0;

u 8’y trouvera la méme sur toute droite paralléle & la direction indi-
quée ci-dessus, et, si I'on adopte un axe des 2’ suivant cette direction,
deux axes des x’ et des ¥’ conjugués entre eux et avec celui des 2’
dans I'ellipsoide principal, I'équation de la température dans le milieu
sera (18), et la conductibilité dennera, par unité de volume et dans
Punité de temps, une quantité de chaleur égale a

/2 du /2 d*u R

+ b

(23) a dx't dy'?

Cela posé, découpons par la pensée, dans le milieu indéfini, une
plaque égale a la proposée, et divisons-la en parallélipipedes élémen-
taires au moyen de deux systémes de plans paralleles. L'équation (22)
étant rigoureusement vérifiée, les flux sont nuls a travers les deux bases
de ces éléments, et les différences des flux qui traversent les faces laté-
rales donnent 4 elles seules toute la chaleur regue par conductibilité.
Cela sera vrai, de quelque maniére que varie la température d'une
droite isotherme & une autre droite isotherme. Si donc nous supposons
qu'a I’époque ¢, u varie d'une de ces droites aux autres a trés-peu pres
comme dans la plaque proposée, la température sera sensiblement
distribuée de la méme maniére dans les deux plaques, et les flux relatifs
aux faces latérales des parallélipipédes élémentaires donneront pour
toutes les deux, par unité de volume et dans P'unité de temps, une
quantité de chaleur exprimée par (23). *

Si nous y joignons la chaleur rayonnante ¢ (z, t), et celle que regoit

o 1 .
la surface, laquelle vaut — y, (%, t) par unité de surface et — -y, (u, )

pour I'unité de volume, nous aurons I’équation de la température dans
la plaque

du

du gy

du \ I r2
P 7o CP(u’ L) — ;X1 (ll, t) +a dr'? cl)""

Elle est pareille & I'’équation (18), relative aux cylindres isotherwes
du milieu indéfini, et donnera les mémes conséquences.
Tome XIV (a® ;}rie). — Aour 1869. 37
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Par exemple, si ’on congoit passant par I'origine plusieurs plaques,
tirées d’un méme milieu, ayant le méme terme — %X.‘(u, t), et chauf-

fées pareillement & I'origine, les cylindres d’égale température seront
glne, y 3 l

pour toutes circonscrits a de mémes ellipsoides semblables a Iellipsoide
principal et semblablement placés.

Si, de plus, on prend, a partir de la méme origine, au lieu des axes

’ ’ » I ’

des x’ et des »’, deux autres axes quelconques des x” et des ", qui
mettent Péquation du cylinidre isotherme

"3 ”y

x'? y' x ¥
(24) At gE =1 sous la forme Tt gm =1,
I'équation de la chaleur dans la plaque deviendra
dn 1 d*u d*u
[ —_ . "o ”2 .
(25) P}T,“?(”’t)_;)ﬁi(.”’t)“*'a 2t d]”al ]

§ VII. — FEllipses isothermes.

Il est spécialement intéressant d’obtenir I'intersection du cylindre
isotherme (24) par la plaque correspondante, afin de conuaitre la
forme des ellipses isothermes dessinées sur les faces de la plaque, et
aussi afin d’avoir 'équation (25) au moyen de coordonnées x”, y”
prises parallélemnent 4 deux diamétres conjugués de ces ellipses. Pour
cela, nous allons d’abord chercher I'équation du cylindre (27) en
fouction des coordonnées x, y, z.

En désignant par x, y, z les coordonnées courantes, par xy, yo, 2,
celles d'un point de Vellipsoide principal, les équations d'unc généra-
trice seront

PR S L S
atfl g — uh' T bYW —f T R+ pf —rg

[*] On peut voir dans ma Thése { Etude sur la Propagation de la chaleur dans les
milieur homogénes, §§ IX et XV, une autre méthode, toute différente, pour obtenir
les équations de la température dans une barre et dans une plaque, Paris, 1867,
chez M. Gauthier-Villars, libraire.

e
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Pour exprimer que la génératrice est siluée sur un plan tangent, on
aura les relations

A r

(27) S

”'.

XL,

=1, S =1, S(a*f' + vg' — p,h’)-:-g:o.

2
[

Ajoutons terme i terme les rapports (26), apres avoir multiplié les

EA

7: et ceux du troi-

. iy s
deux termes du premier par — ceux du second par
o z . \ A \
sieme par —- Ajoutons encore terme a terme les mémes rapports, aprés

avoir multiplié leurs deux termes respectivemient par les expres-
sions (21 bis), et les avoir divisés ensuite par a®, b%, c*; puis égalons
les deux résultats, et tenons compte de (27). Nous aurons I'équation
du cylindre isotherme

a? ST Sl LA P A BT el LA
(28) (sa-—1>s(af+ - )_.<s x)

2 a?

A lintersection de ce cylindre par la plaque Sf"x = o, son équation
se réduit a

x? . ovg —ph\? ve' — pk x\?
ol (SEm)S (ap e Y (st

/

Or on a identiquement

ol N 2 . o !
S(af’+ izﬁﬁ) =Sa*f"?+ 8 (L;—Pi,iy,

et, en remplacant, dans l'identité (Sad')* =Sa*Sa” — S(be' — cb')?,
g — ph T A
a par 222, @ par ~> et de méme b et &, ¢ et ¢’ par des expres-
a

sions analogues,

, (vg—ph x r (vg' — ph'\? .7."_ "A/t'—vflf__}lf/—)»;.”__)_’ "
(30) s(v—a——->_s(_a—) S s( . )

a ¢ 5

D’ailleurs on peut mettre — f'x au lieu de g’y + #'z, dans cette
Saf'2(8)x)?
a*bic? '

37..

derniére identité, ce qui change son dernier terme en —
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et I'équation (29) devient

z*  (Shz)p . Sivchg — pbek')?
a? arbrer T atbie*Sarf"?

Considérons la direction fixe dont les angles avec les axes ont leurs
cosinus proportionnels 4 Xa, pb, ve, et la direction, variable d’une
plaque a 'autre, dont les cosinus pareils sont proportionnels 4 a/”,
bg', ck'. Sinous appelons @ I'angle de ces deux directions, nous aurons

S(vebg' — pbel ) =8)2a*Sa* [ — (Sha’f")* = SX*a®Sa? f'? sin?é.

Les éqnations de ’ellipse isotherme seront donc, d’abord celle de la
plaque S/’ x = o, et ensuite celle-ci :

(31) Si’ + (Sxx)® -+ S)ﬁnzsin"G.

a? atbie? a*bic?

Celte ellipse est située sur l'ellipsoide (31), semblable a celui des
conduclibilités linéaires et semblablement placé. Les plaques dont les
ellipses se trouvent sur un méme ellipsoide sont celles pour lesquclles
¢ ala méme valeur, c’est-a-dire celles pour lesquelles les deux directions
(A, pbyve)et (af’, bg’, ch') font un angle égal.

Cherchons les points communs aux trois intersections respectives
de la plaque et des ellipsoides principal et (31). Les coordonuées de

. (o . . . - S x?
ces points vérifieront : 1° I'équation de I'ellipsoide principal S= =;
@

2° celle de }a plaque Saf"g: o; 3° enfin Péquation (31), qui se ré-
ra

2
duit a (Sﬁ£> = sin*@. La premiére de ces trois relations in-
SXa ’

. x V-4 . .
dique que =, L, Z sont les cosinus des angles que fait avec les axes
que q q
a b ¢
une certaine direction. La deuxiéme montre que cette direction est
perpendiculaire a celle dont les angles avec les axes ont leurs cosinus
proportionnels 4 af’, bg', ck', ou qu’elle est celle d’une ligne située
dans un'plan perpendiculaire a (af’, bg', ck'). Enfin, d’apres la troi-
p E R > 3 ] 1
siéme, la méme direction cherchée, ou son prolongement, fait avec
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la direction fixe (Aa, pb, ve) un angle égal au complément de-6.
Donc elle n’est autre que l'intersection d'un plan perpendiculaire
(af’, bg', ck') par le plan qui contient Iangle §, c’est-a-dire par celui
qui est mené suivant les deux directions (af’, bg', ck') et (ba, p.b,vc).

Ainsi les courbes isothermes situées sur I’ellipsoide (31) ne rencon-
trent qu’en deux points opposés, aux extrémités d’'un diamétre de
Pellipsoide principal, I'intersection de ces deux surfaces. Cette inter-
section se compose des deux ellipses égales

7-2

(32) ST =1, Shx = =Sia’sing,

al

entre lesquelles sont comprises tontes les ellipses isothermes. De mémc
les plaques coupent Iellipsoide principal suivant des ellipses, tangentes,
aux deux mémes points, aux courbes isothermes et a I'intersection (32)
des deux ellipsoides [*].

Pour construire I'ellipsoide (31), correspondant 4 une plaque quel-
conque, il suffira donc de mener deux plans, conjugués au diametre
commun de lellipsoide principal et de celui des conductibilités li-
néaires, et de plus tangents a I'intersection de l'ellipsoide principal
par la plaque, puis de faire passer, par les intersections (32) de ces
plans et de Pellipsoide principal, un ellipsoide semblable 4 celui des
conductibilités linéaires et semblablement placé.

"|*] On trouve aisément que les coordennées z, y, z, de celui des deux points pour
lequel on a 8)z >> o, sont égales aux quotients par Sa?f” VS¥atsing des trois ex-
pressions a*(ASa2f’'t— f'Sia’f'),..., et que la tangente 4 la conrbe (32), mence
de gauche a droite  partir de ce poiut, fait avec les axes des angles ayant leurs cosinus
de méme signe et dans les mémes rapports que trois quantités, dont la premiére est
o ;2 —v é = (vg'— ph')Sra’f'. La comparaison de celles-ci avec (21 bis) fait voir
ensuite que, des deux cylindres circonserits a Iellipsoide principal qu'on peut faire
passer par l’ellipse isotherme, et dont les génératrices ont leurs directions définies par
des cosinus proportionnels aux expressions (21 bis) ct 4 celles qu’on en déduirait en
changeant les signes de %, p, v, on doit choisir pour cylindre isotherme celui dont fa
génératrice, menée de bas en baut par rapport & Vohservatenr considére au § I,
fait le plus petit angle avec la tangente ci-dessus.
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1l suit de 12 qu’en faisant varier 6, I'équation (31) représentera tous
les ellipsoides homothétiques par rapport a celui des conductibilités
linéaires, et qui coupent ellipsoide principal. Les lieux des ellipses
isothermes seront les portions de ces ellipsoides extérieures & ce der-
nier, et leur ensemble remplira I'espace compris entre ellipsoide
principal et celui des conductibilités linéaires.

§ Vill. — Courants de chaleur dans les plaques.

[’équation (28) représente, parmi les cylindres isothern.es d'uue
plaque, celui qui est circonscrit a I'ellipsoide principal. En cherchant
de la méme maniéere le cylindre isotherme circonscrit a I'ellipsoide

Sz— = A, on trouve
(/o0 et )
Cey ey @t 2 a? H:
\33/ S_I—g—— ° 7 ANt A, ou S'T—z———:A,
T S s(‘ié’_:&/'_) a’ m
a

dans laquelle, afin d’abréger, nous représentons par H* le numérateur
' . , . Sia?
dusecond terme, et par mle dénominateur, égal Sa’j”(r + g sint) -

Si | désigne une cerlaine fonction, et ¢ sa dérivée par rapport a A,

HOUs aurons

. 1
i34) u::;q.»(t,A),
A ou
de _ fx  a&f +vg —ul
dr ¢ (; - atm H)
de [ r¥ bigh Ak —vf’
5 =Y (7**7,—_“ ’
du e b 4+ pf —g
p— e L 2 HY}
dz “I’ <c’ ctm

Ces valeurs, portées dans (g9), donnent pour les cosinus £, g, &, qui
tixent la direction du courant de chaleur, en un point quelconque
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M(x, 7, z) (fig. 2), trois quantités proportionnelles & des expressions
que je représenterai par x,, y,, 3, et dont la premiére est

- b z Ha* [ Sia? ASxarf”
(35) X=X — v+ _‘T[f,<'+ >__ J

c? b/ a*b2c? arbet

Si le point M(x, y, z) est sur la plaque S/'x = o,le point M,, qui
a pour coordonnées x,, y,, z,, sera sur la méme plaque; car les va-
leurs de xy, y,, 2,, respectivement multipliées par f’, g’, ¥/, et ajou-
tées, donneront

(17

Sf’.'r.:Sf’(—v%+‘u:—z) ——H:S_/"(—v%-i—p.;) —SVg'fH—h:x:<).
Cela était d'ailleurs évident, puisque nous savions que la chaleur se
répand dans la plaque en ne passant au dehors quen trés-petite
quantité.

Si le point M appartient de plus a Iellipse isotherme qui est située
sur I'ellipsoide (31), le point M, se trouvera sur celui des conducti-
bilités linéaires. En effet, I'expression (35) de x, et les expressions
pareilles de y, et z, donnent, en observant que Sf"?=1, et que
S/'x = o,

st (ie e)se 0

arbict) T a? a® bic?
H [« s/ . S¥al Shatsini6\  (Sharf’)
—}—-m—[S(l/ (I—'—azb*c’> <I+ albiet ) T T abie :I

2H Sita® g HS)zSxa?f’
+_..<1+ Aa)sjl‘(‘./-‘Z—Q—‘U.z)—!—M‘)

m a*bict ct matb?c?

Shar, = Sha — 28)at /7
m

et, par suite, en observant que Sf’(v % —_ H;) = — H,
2 (Shz) [ Ska LAY S¥a?
S;; -+ atbict <' - a'b’c") (SE - 7);) =1+ abic’

d’aprés (33). :
Donc le point M, (x,, »,,z,) est sur Pellipse M, M', d'intersectiot
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de la plaque par Vellipsoide des conductibilités linéaires, courbe ho-
mothétique par rapport a Vellipse isotherme MN sur laquelle est le
point M (., y, z).

Si A, i, v changent simplement de signe, ces deux ellipses restent les
mémes ; mais au méme point M correspond, pour point (x,, ¥, 5,),
au lieu de M,, un autre point M| de la méme ellipse. D'ailleurs la
relation (35), ou H changera de signe, montre que x, — x, et de méme
¥, — ) etz — z, changent simplement de signe. Donc M, est sur le
prolongement de M, M et & une distance MM, = M, M. Par suite, MM,
est tangente & Vellipse MN, et 'on obtiendra M,, comme aun § 111, en
menant en M la tangente a Uellipse isotherme, et en prenant 'une des
deux intersections de celte tangente avec lellipsoide des conductibi-
lités linéaires.

Il reste a savoir laquelle des deux extrémités de M, M/, il faudra
choisir. Pour cela, supposant les axes disposés comme au § 111, con-
cevons encore le méme observateur, qui aurait les pieds a ovigine O,

et la téte dans la direction dont les angles avec les axes ont lears cosinus
Lot p B ve?

) ) - 3 cherchons si cet obhservateur, tourné
VSriat (/Skat yShaf

vers le point M, verra le point M, (x,, »,, ) &4 sa droite ou & sa
gauche.

Il est évident, d’aprés la continuité de la relation (35), que, si M,
est, dans une de ses positions, 4 droite oun a gauche de M, il le sera
dans toutes. Or il y a deux positions ou il est a droite: c’est lorsque M
est 4 un point de contact de I'ellipse isotherme et de I'intersection (32).
Fn effet, la relation (30) donne alors

¢gaux a

a?
Y202 Qini2 —_——(8)\2)? 1 £12
e (8 ehy'sn SR R i o

a a? arbie? - at btet !
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et, par suite, les expressions de x,, 7, 3, sont les mémes que dans les
formules (16) du § III, formules d’oti nous avons déduit que M, est &
droite de M.

La droite OM, fournissant la direction de la tangente en M an cou-
rant de chaleur qui passe par ce point, on en déduira, comme au § T1I,
que les courants de chaleur sont des spirales ayant I’origine pour pole
et pour point asymptote, et qui s’écartent de ce point en tournant de
gauche a droite. Toutes ces spirales sont paralléles aux points ot elles
rencontrent un méme rayon émané de I'origine; la direction de leurs
tangeutes en ces points s'obtient en menant de gauche a droite, a
intersection du rayon considéré et de I'ellipse isotherme MN, une
tangente & cette ellipse, jusqu’a sa rencontre avec I'ellipsoide des con-
ductibilités linéuires, et en joignant I'origine des coordonnées i 1'ex-
trémité de cette tangente. Les spirales couperont tous les rayons sous
un méme angle et seront logarithmiques, alors et alors seulement que
Pellipse sera un cercle. Elles se réduiront & des lignes droites pour
toutes les plaques menées suivant le diamétre commun des deux ellip~
soides principal et des conductibilités linéaires, car alors les deux
ellipses MN, M, M, se confondront.

La grandeur du courant sera, comme au § III, exprimée par
— §'ySx?, et proportionnelle, aux divers points d'une méme ellipse
isotherme, au rayon OM, de lellipsoide des conductibilités linéaires
qui correspond au rayon OM sur lequel on mesure le courant [*].

[*] On arriverait encore aux vésultats de ce paragraphe, et plus simplement, en
observant que la £g. 1 (§ III) permet de construire, d'aprés les raisonnements mémes
faits pour I'établir, la direction du courant qui passe & 'époque ¢ en un point quel-
conque O d’un milien, lorsqu’on connalt celle de ia- surface isotherme menée en ce
point. 8i, de ce point O comme centre, on décrit P'ellipsoide principal et celui des
conductibilités linéaires, puis qu’on méne au premier, du cé61é ol va le courant, un
plan tangent paralléle 4 I'élément isotherme donné, et, par le point de contact M, un
autre plan conjugué an diamétre commun des deux surfaces, le courant sera dirigé, i
partir de O, vers I'intersection M,, prise a droite de M, de ce plan, du plan tangent et
du sccond ellipsoide.

On déduira de la, dans le cas d'une plaque, la construction de la fig. 2, en se rap-
pelant les cylindres isothermes du § VI et le parallélisme des courants aux faces de la
plaque.

Forme XIV (2° sériel. — Acvr 186g, 38



