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Méthode de Cauchy pour inversion de Uintégrale elliptique;

Par M. DIDON,

Docteur és Sciences.

Dans les Comples rendus des séances de I’ dcadémie des Sciences
de I'année 1843 (t. XVII) sc trouvent plusieurs Mémoires de Cauchy,
relatifs & certains produits d’'un nombre infini de facteurs , et, en par-
ticulier, & ceux qu'il a appelés factorielles réciprogues, et qui ne sont
autre chose que les fonctions © de Jacobi. Les premiers Mémoires sont
consacrés au développement en séries infinies de ces factorielles et de
leurs puissances, et on trouve dans les derniers une méthode cxtréme-
ment simple et ingénieuse pour l'inversion de I'intégrale elliptique.
Cette méthode étant peu connue, jai pensé qu’il serait utile de I'ex-
poser, en mettant a la place des notations de Cauchy celles de Jacobi,
qui sont plus familiéres. On trouvera, dans ce qui va suivre, expres-
sion, au moyen des fonctions ©, H,..., non-seulement de sin am.r,
cos amx et Aawmnx, mais aussi de la fonction elliptique Tl(x,a) de
troisiéme especc; et méme une formule de Cauchy, conduisant a ce
dernier résultat, donnera, si on I'interpréete convenablement, la solu-
tion du probléme de laddmon des arguments.

On a
¢ = <l——2(/(0\-l—+(])(l—2f[ cOs .Lq)
o, < (1'00511—;:4—(/2) <|+ 2q:‘cos¥+([°)...,
H (x) = A2vyg sin I;(l-—- 2q? coe. i +q ) (l_ Qqacos%r+qg‘).
H.(.r):A?,'\“/C;COSZ—'T( +—2q cos +7 )<I~L 2(/ cmI - - (]f’)...,
on

K
g

g=e * et A=0—¢*)(1—qg*)(1—¢%)....
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La formule fondamentale de la solution de Cauchy est la suivante :

i H{r)o(z+a) 0(a)] @ (a) ofz +~a\ ]
N e =M | e T P |

dans laquelle

Mo 2R P g P

3 1— @) (10— ) — ¢%)2. .

Pour la démontrer, je considére la fonction de x :

f(‘() o (l——!]’x)(l———(]‘{{\). o — I gx) .

Ve (g x) (T ) (e s (g

e a
/(I—(]XL’KV )(I\Aq“xe“v )---(I—-qx"‘

\ N s e
(r--{——r/xc"\ r)(x—+—q“xe'\\’ )...(1+gx e &

qui, pour x == o, se réduit & une constante. D’aprés une proposition
bien connue du calcul des résidus, cette fonction se comportera comme
une fraction rationnelle relativement & la décomposition en fractions
simples, et, par conséquent, sera égale, 4 une constante pres, a

n=—"-+ wo
Mz  ©(a) I - . I 1 |
K V: Ola) |14 x 1+ q'q"‘ 1+ q‘“x)
n—r
[
N ¥ 1 A
+ Ta — Cra :r) .
n—r 1_4_(1211»1ng\' I = q"’*’x*'e By s
X —
~ . T hadd -
Cette expression, quand y suppose x = e"* " , devient
T r . mx
, — Sl —
9 (al] 2K 2K 7
I\ — - et
©ia) r o
L costn 2Ky —1
2K »
e 27 ‘"sinﬂx ne 27 ‘sinw('r*a\
ey I RN = o _— e g - e
~ K7 K K7 K

1 T / 'A"‘«"’ b
b mn n:'. - gn e 2n--1 mlﬂ o ggin2
n=1 1-+-2¢ ('osK +q o Toi- 24 cos p q
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ou bien

Q.{a) e, (xr + a) w )
M p .
o(a) [ “ Hi(2) fzK\/—xJ
Si Pon remarque que, dans la méme hypothese, f(x) se transforme en

e 7, on en conclura
H (z)o(x-+ ar)7

H{z)o(z+a) _ yyoula) [ 5 - 9[:(”]
H/(z)o,(x-+a) M ®(a) S+ ])I] H,(x) ’

§ étant une quantité indépendante de x, qui sera, par conséquent,
o' («)
0. (a)’
lation précédente s’annule, ainsi que D, 1H,(a). La formule (1) est
donc démontrée. En y changeant g en — g, elle devient

égale 4 — yuisque, pour x = o, le premier membre de la re-
I ) s

H(z)o(x+a) L, 0(a)] &{a) N Oz 4+ a)
() Emerta =Moo 0= T

H{z) 8(x+a)

iz ™ TH (=) U H, (z) v
ola _ @@ ol _,
o =" Tea@=% T ela

ce qui permeltra d’écrire les formules (1) et (2) de la manicre suivante :

, 1 U
(l) a—l—Dle:I\—le ‘—7

, 1 - \'%
(‘2) ﬁ+D1]U:ﬁH‘(Bﬁ)

Si, dans ces égalités, on change x en x + K, elles deviennent

I ., Vv

(3) a+DxlU—~DIlw:—-—ﬁHw ’ﬁ’
U
(4) B+ D, 1V—-D,lo ::-ﬁH"w‘ v
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En retranchant des formules (1) et (2’) respectivement les formules (4)
et (3), on obtient

-

I

(5) a—L+D.lw= (Ho + H* o),

=l -

| =

cla <

(6) B—a+Dylo= (H'o +Ho™'),

=

1

d’ot Von déduit, par la multiplication,

(Dplo)?= [0+ o 24 H+ H 4+ M (a — §)%)].

BTE

La constante H? + H~? + M2 (o — f8)%, devant étre indépendante de a,

puisque ni » ni M n’en dépendent, sera égale a [g%]i -+ [%‘(—(Eﬂz;
car o et 3 s’annulent avec a. Si donc on pose
s =g —gri—g)... _ ©(o)
k' = 7 = .
(7) (g Pt g elo)

cette constante pourra s’exprimer par &'+ A~', et 'on aura
(8) Q= (1 K 0?1+ kM w?)
d x? M= ’

Examinouns la valeur de o :

5 ™ 4 s T
I— 24 cosTg-—l—q I— 29 cusi—‘,—q“

X T )
(x —+ 2q2005-E -+ q") (1 -+ 2.¢g° CQS—R— -+ qs) ..

w = tﬂngﬁ-

Nous voyons que, nulle avec x, elle augmente en méme temps que
cette variable, et est infinie pour o = K; si donc on pose

(9) w = VK tangp,

» . T A \ , g d
p croitra de o a = quand x croitra de 0 4 K, et la dérivée 7 sera po-
2 dx
sitive dans cet intervalle.

Tome XIV (2¢ série). — Juin 1869. 30
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Dans la formule (8), remplacons » et dw en fonction de p et de dp,

/2

nous obtiendrons, en posant A* =1 — A",

{} 1 —y Ty

P LT - k*sin*p,

dr M \//\.I

avec le signe 4 devant le radical. Maintenant nous allons particula-
riser les constantes positives k et k', qui jusqu’a présent étaient arbi-
traires, en les assujettissant & satisfaire a I'égalité Myk =1, c'est-a-
dire

2K . X \ ia
Y U U A R R N [ B [T AR &
Il vient alors, puisque p s’annule avec a,

g )
(10) : T = L e

Jo 't — A'sin'p

p est ce que Legendre appelle Vamplitude de I'intégrale a;1a for-
mule (g) peut donc s’écrire

(r1) tangp = tangama == —== =

7 . T
Il est bon de remarquer que, p devenant égal & -, poura . K,ona
2

E
2
d,

( 1 2) K == "“""—,"/,J;’_: ¢

’ o \/I — ksin?p

Mais il wous faut exprimer sinp, cosp, et VI /_fi’rsiﬁ"k'iﬁ au moyen
de a. Pour y arriver, on se servira des formules (5), (6), (1') et (2)
dans lesquelles on feraa = o. Appelant z et ¢ ce que deviennent U et V
dans cette hypothese, et remarquant que pour a = o0, « == 5= o,

et H == k’%, on tirerade (5) et de (6)

1o D,lw | D.lo
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et ensuite de (1) et de (=2')

1 t

K1aD,) F *eD,l
Dolp = —Aolele gy, K TeDde

. t 1

PAEPY Y. B o4 Kot

En intégrant, il viendra

Y ) v P w
VIi+Ao?=—s Vit ko= —
v

[ o

-~

v, el 1, étant ce gue deviennent v et pour x = 03 ou bien
\/;T——Nsinip B0} e (x)
— 7),

] 1 Ho) @z}
cosp 8, (0) H |« cosp  ©(o) H(a)’

ou encore, si nous tenons compte de la relation (11)

. @lo) Hlx)

COSP = Hi(o) (=)

Ty, ©(o) ()
(13) Vi— A2sin?p = NOETOR

sinp == cosptangp = RIAL) o(z)

V& H. (o) H(x)’

1l n’est pas difficile d’exprimer les coefficients qui entrent dans les
seconds membres de ces formules, au moyen des quantités &k et ¥

@ . . ) e
D’abord, on a 77(791» = yk’; soit maintenant (o) _ %. En éliminant p
®,{0) H, (o)

entre les équations (13), on arrive aux relations
2 — )\2' 2 3 » 2 \
(14) 0*(x) = NHi(x)+ 5 H*(x),
K20 () = P NH? (x) + K703 (x).
Si on change, dans la premiére de ces formules, x en x + iK', et
qu’on emploie les égalités suivantes bien faciles a vérifier

@(x -+ iK’) — l‘H(x)e_n;fterril{')

(15) { . —j—;(zx#—il{’)

( H(x + iK') = i@(x)e

H,(x -+ iK) = 0, (ax)e *

’

’

B

30..



236 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
elle deviendra

— W2 (x) =220 (x) — 7, & (),

et, en la comparant, dans cette nouvelle forme, a la seconde des for-

: 3
mules {14), on obtiendra X = \/2-- Donc finalement

I
i —_ ==
siam.a v"_ @(‘Z‘)

/
: ,‘ w7
(16) ?co\amx: \/;— @,%)’

VI — k*sinfama = Aamax = VA’

),
o(«)

On peut remarquer qu'on déduit des formules précédentes

% Wlo) 2Vg(1+ g (1 + g P+ g
A 0, (0} (I+7)7(l+73)’(1+q5)2,__

Il reste a indiquer comment, connaissant &, on déduit K et K'. K est
donné par I'égalité (12), et Cauchy arrive, de la maniére suivante, i la
formule

T
5 "
( I 7) K/ o "'::::f.__._;—_‘f .
o Vi1 —A'"sin?p
. . H{x . .
Si, dans V'expression de » = -[#x)), on remplace les sinus et cosinus
. ,
. o TS
par des exponentielles imaginaires, on trouvera, en posante® ' =y,

W = /t_l—{'_".y)('——qz‘}’){l—q‘.y)".;'|_(,2J,—|){I__q4.y_,)..- .
B S T S IR s N (R A TR P

- 0] 7 -
On voit donc que = sannule pour y = ¢* et y =1, mais ne
—1

s'annule pas dans I'intervalle, el que cette quantité, pour y = g, est
égale a yA'. [’équation (8), oit I'on remplace dx en fonction de y et
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de dy, se transforme en

22 o o?
(18) — L = (e K o?) (1 ko),

t l’ A ] d, o dw ’ et
et 'on reconnait que la dérivée Wi PP est nulle avec Iexpression
1 dy

; w 4 T ® .
1+ A"'w?® pour 7 = k"*, c’est-a-dire que -—= passe par un maxi-
— —1
—_— 1
mum pour ) = ¢. On peut, par conséquent, poser w =\ —1 A’2sing,
. “ . . T
et lorsque y variera de ¢ 4 1, ¢ diminuera de 540, de sorte que la

.., d
dérivée =¥
dy

sera négative dans cet intervalle. Remplacouns, dans I'équa-

tion (18), w et dw en fonction de ¢ et de dy, il viendra, dans I'intervalle
de y =q a4y =1,
: dy Mr \/Z_' —dy

— p—————————
¥ K yi-—#sintg

et, par conséquent, puisque M yA' =1, et que, pour ¢ == o, 0ona y =1,

|y — 'r.'f? dy
S TR, i wsing

Pour ¢ = %7 ) devient égal a g; donc

] = - — e S s
1 K Vr— &7 sin’c_s,

ce qui démontre la formule (17).

Je passe maintenant a U'expression de la fonction elliptique de troi-
sieme espéce II(x, a) au moyen de la fonction @. T.a formule (6)
donne

(19) MU T e e

ce qui permet d’écrire Pégalité (2') ainsi qu’il suit :

H 1t D, lo H'w
1= — IRl Rl DU A S e
D U= — 4 o g (B 2) oy ot
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d’ou, en intégrant,

U ’,7—__1_?4“_ o x [—i : (}))
] = - {3.1’ Iy H 2 e? (F = U.)jo‘ T o o,

v

U, étant la valeur de U qui correspond 4 x = o. Sil'on remplace U,
{3 et H par leurs valeurs, on aura

H.{o) ®(x +a)

@la) H,(z)

O —_—— ()
’ / o7 a ’ - 2 )
22 \/ o O@) o [Ola) el LA %
®(a) 0*la) O (a) 0fa) O}
* ! L
o o a)
En changeant, dans cette formule, a en — a, elle deviendra
| H, (o) o(x-—a)
o(a) H{7)
! (-)?’(1) 9
o g , - "W
- JTG,((I) ~t- l I—’r‘@?(([)wg &‘t{) — 6’,([?) —MV*”{].I'.
ola) 0*(a) & (a) ©fa)_ @llar

l 2
L o (”‘

Si I'on retranche ces deux égalités membre 4 membre, on obtiendra

N

Toeuda)
(20) |&lal_oila) _Oa) T O 1 ele )
ola)  ei(a) oia) ola) T3 oz 7 al
) U NG
o 0*(a)
Mais les formules (16) donnent
Ceia) v, g, a . a ;
o = Atama =, (1 — A* sin*ama),
o' (x) @ (x) — D l@.(x) _ Asinpcosp dp  K*sinamx cosamx
elr) o) e () 1— A¥sin’p dx Aamz
et l'on a
2 ,sin? amx
w? = K -—

cos’amx
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Le premier membre de la formule (20) est donc égal A

N}
(8]
Ne)

* AZ S}n 'llntl cosamad Zlm(l Sln (]l]] r
da,

t — A’sin?ama sin’am.a
c’est-a-dire & Il (x, a).
La formule (19) résout le probléeme de I'addition des arguments re-

. . 1
lativement 4 la fonction A am.ax; car, si 'on remarque que . = =\,

cette formule revient &

/r“ sinama cosama Aamz
’ \ Aama ’ 51nama~¢osamx
Aam{x +a) = . .
/ sin amax 1 cosama
Aar s el

cos am.c Aamea sinamx

Si 'on multiplie les deux termes du second membre de Pégalité pré-
cédente par Aama sinama cosamz, et si Pon remarque que le
nouvean dénominateur A?amasin®amax -- cos®ama  est égal
1 — k% sin? ama cos® ama, on aura finalement

Aﬂ!l‘l{l Aamx — A¥sinama cosama sin am X (,()“- .HI) r

(21) Aam(x + {1) = § — A*sin? ama sin” amx i

Je terminerai en indiquant encore une formule importante, démon-
trée tres-simplement par Cauchy, et qui peut servir aussi & exprimer
[I(x,a) au moyen de la fonction . Qu’on cherche i décomposer en

. . ; H{z +a)H(x — a .
fractions simples la fonction i 62)(1)@%”'(1)’ on trouvera sans dif-

ficulté que la somme des deux fractions correspondantes au facteur

2n— T in—2
1= 2¢™ cose -+ g de O(x) est

©*(a) -
Va(r— g2l — )i — g
- (l —gq n-2‘)2 1+ qm~—2 -
X T o e .
11— z(liri—l COSE i 941172 ! 1 — .2(/211—: COST—E 1 {/m—’z
K K

St I'on remarque la composition de cette expression, on voit qufon
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pourra écrire

Hiz + a)W x-—a) )
i 02(7)92\ ) ) _(D(J)‘{" S,

® (o) étaut indépendant de @, et S de x. D'ailleurs, le premier membre
de cette formule s’annulant pour & = a, on aura § = — ®(a). Donc

Hiz -+ a)H(r— a)
0(xj0' a)

(22)

=®(x) —~ O(a).

Il est facile de déterminer la fonction @. Si, en effet, nous remplacons
a par 2K daos la formule précédente, elle donne

/ koo
O{x)=®(2K)+ —— sin’ amx,

@'(o)
, par conséquent,
. koo, .
O(x)— Ola) = & o) (sin*amax — sin*ama).
La formule (22) devient donc
Gin? — sin? _ ®(0)H{z +a) Uz — a)
(23) sinfamx — sinama = Fetla) 0 ()

Celte relation importante prend, si I'on y change a en a 4 iK', et
qu'on emploie les formules (15), cette nouvelle forme :

0*(0)O(r +a)0{x — a)'

1— A?sin?amasin?amx —
? @ (a; @ (x)

Prenant les logarithmes des deux membres, différentiant par rapport
a a, et intégrant ensuite par rapport a a, on trouvera finalement

_ ) (‘)(r—a)
ST Survamatia x__H(JC,a) ( ) ] (x+n)

A’smama cosama A ama sinamax . )
o 1— A?sin’ama sin®amx



