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Méthode de Cauchy pour l'inversion de l'intégrale elliptique; 

PAR M DIDON, 

Docteur ès 5ciences. 

Dans les Comptes rendus des séances de Γ Académie des Sciences 
de l'année 1843 (t. XVII) se trouvent plusieurs Mémoires de Cauchy, 
relatifs à certains produits d'un nombre infini de facteurs, et, en par-
ticulier, à ceux qu'il a appelés factorielles réciproques, et qui ne sont 
autre chose que les fonctions Θ de Jacobi. Les premiers Mémoires sont 
consacrés au développement en séries infinies de ces factorielles et de 
leurs puissances, et on trouve dans les derniers une méthode extrême-
ment simple et ingénieuse pour l'inversion de l'intégrale elliptique. 
Cette méthode étant peu connue, j'ai pensé qu'il serait utile de l'ex-
poser, en mettant à la place des notations de Cauchy celles de Jacobi, 
qui sont plus familières. On trouvera, dans ce qui va suivre, l'expres-
sion, au moyen des fonctions Θ, H,..., non-seulement de sin amx, 
cos amx et Aamx, mais aussi de la fonction elliptique Π(χ,α) de 
troisième espèce; et même une formule de Cauchy, conduisant à ce 
dernier résultat, donnera, si on l'interprète convenablement, la solu-
tion du problème de l'addition des arguments. 
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La formule fondamentale de la solution de Cauchy est la suivante : 

(0 Η, (χ)®,(.χ -f α) &{α) Θ, («j χ Η, ) ' 

dans laquelle 

M .. — (Ι + 1 ; '/·Γ;· · ν'?··· 
π (ι — η')'{ΐ — qf{\ — (ff. . . 

Pour la démontrer, je considère la fonction de χ : 
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qui, pour χ = co , se réduit à une constante. D'après une proposition 
bien connue du calcul des résidus, cette fonction se comportera comme 
une fraction rationnelle relativement à la décomposition en fractions 
simples, et, par conséquent, sera égale, à une constante près, à 

Κ y — I ©(.") Ι ι + x~ 1 ι -+-t/'"x) 

n = i \i -4- iy!"xes V ι -+-x_l t 1>s J 

T. X 
Cette expression, quand y suppose χ = e"v , devient 

7T . T.X 

^ (-"),(<?) 2 Κ 2 Κ. π 
Θ i (l S π.τ oKi/ ι cos 

2 π . π χ 2 ν . ττ ί ν η 

Λ — -Ι-» — —. qin âm . η t - se ' sin 

, 1 _U 2 (f-κ COS— -4- qw η — ι ι 4- 2 1 COS qSn~ 2 
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ou bien 

0(«) [_ · H, (x) aK^-iJ 

βί l'on remarque que, dans la même hypothèse,/(χ ) se transforme en 

--7 ; , -, on en conclura 

H {χ)Θ(χ -f- a) _ Θ,(λ) Γ„ , , Θ, f.r-I-rt)~l 

S étant une quantité indépendante de x, qui sera, par conséquent, 

égale à — puisque, pour χ = ο, le premier membre de la re-

lation précédente s'annule, ainsi que D^lH^x). La formule (i) est 
donc démontrée. En y changeant q en — q, elle devient 

(2) Η,(.τ)θ (χ + «) ®ι(Λ)Ι_ ®(a) ' X H,(x) J 

Pour simplifier l'écriture, je poserai 

Hd^j ~ W' H, (^) — ' "ΊΪ7(<Π ~~ ' 

IT _ __ „ __ ®'(A) _ Ρ 
0,(a) ' <=>,(«) ' 0 («) 'J' 

ce qui permettra d'écrire les formules (i) et (a) de la manière suivante : 

(>') α ■+■ D^IV = -^HM 

(»') β+Ό
χ
\υ = ±Ώ.-'ωΙ, 

Si, dans ces égalités, on change x en x K_, elles deviennent 

(3) « + DJU - D
x

lo> = - ^Ηω-' L 

(4) /3-+-D,lV —DJ.«= - ΐΗ-'ω-'^· 
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En retranchant des formules (i') et ( 2') respectivement les formules (4) 
et (3), on obtient 

(5) α -- β -4- I ω — — — (Ηω + Η" ' ω '), 

(6) β - α+ Ό
Χ

\ ω = s J (Η"' ω U Η ω"1 ), 

d'où l'on déduit, parla multiplication, 

(DJm)! = ~ [ω2 + c-» + TU -h H 2 + M2(α - ]3)2)]. 

La constante H2 -t- H- 2 -+- M2 (α — |3)2, devant être indépendante de a, 

puisque ni ω ni M η en dependent, sera égalé a j + |_<i(o)J ' 
car α et β s'annulent avec a. Si donc on pose 

(7) Φ
 =

 (' ~ ?)2(' ~ ?3)2 f1 — 91)2· · ■ _ ®(o) _ 
(! + qf{i -+ <73)2(i + qsy. ■ ■ ©,(°) 

cette constante pourra s'exprimer par k' -h k'~', et l'on aura 

(8) (ú dx2 = K' 7 µ 

Examinons la valeur de ω : 

( I — iq1 COS— -+- I ( I — 1q' COS^- h <7C ) . . . 

I ι + -iq1 cos^~ + 1 ) I 1 + a? cos"^· + ! y ■ ■ 

Nous voyons que, nulle avec χ, elle augmente en même temps que 
cette variable, et est infinie pour χ = Κ; si donc on pose 

(9) ω = y/A'tangp, 

ρ croîtra de ο à ^ quand χ croîtra de ο à K, et la dérivée sera po-

sitive dans cet intervalle. 
Tome XIV (2e série). — JUIN 1869. 3o 
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Dans la formule (8), remplaçons ω et άω en fonction de ρ et de dp, 
nous obtiendrons, en posant k2 = ι — k'2, 

<*■* M k' ' 

avec le signe l devant le radical. Maintenant nous allons particula-

riser les constantes positives k et k\ qui jusqu'à présent étaient arbi-

traires, en les assujettissant à satisfaire à l'égalité M\A' = i, c'est-à-
dire 

y ν = o -(η(ι - ?*)(· -7e)···K1 + 7)0 ■+"73)(i + 75)···]5· 

Il vient alors, puisque ρ s'annule avec x, 

(ιο) J Ο ν 1 —' Psin'p 

ρ est ce que Legendre appelle l'amplitude de l'intégrale .x; la for-
mule (9) peut donc s'écrire 

00 I ïU.r Ί 
tang/, = tangamx -

Il est bon de remarquer que, ρ devenant égal à pour a .... Κ,οη a 

(12) κr, ^ . 

Mais il nous faut exprimer sin/;, cos/;, et γΤ - k2 sud ρ au moyen 
de x. Pour y arriver, on se servira des formules (5), (6), (1') et (2') 

dans lesquelles on fera a — o. Appelant u et e ce que deviennent U et V 
dans cette hypothèse, et remarquant que pour a = o, c/. ~ β — ο, 

et II — k", on tirera de (5) et de (6) 

' « IL I ω I V D .
c

 1 ω 
m » ~ μ , ' M ft = 1 r.r-j , ' 
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et ensuite de (i') et de (2') 

1 t 
LU i ν — — —p—, D., 1 u v 

h'1
 ω -\-k' 2o>-< k' 'u+i"»·1 

En intégrant, il viendra 

V/ I —j-* À' ût) — — ί i / ï —f- îi (ύ — — ? 
«'0 "o 

e
0 et w0 étant ce que deviennent ν et u pour oc = o; ou bien 

\/1 — /2sin2/^ H, (ο) Θ, (.τ) 1 _ H, (ο) Θ (χ) 
cos// ©1(0^ cos ρ Θ(ο) H, (Λ·)' 

ou encore, si nous tenons compte de la relation (11) 

(i3) 

Θ(θ) H, (λτ) 
COSP H| (ο) Θ [χ ) ' 

ν'ι — A sill2ρ == ——υ —— , 

s m ρ - cos ρ tang ρ = „ (ο · 

Il n'est pas difficile d'exprimer les coefficients qui entrent dans les 
seconds membres de ces formules, au moyen des quantités k et h'. 

D'abord, on a —- = Jk'·, soit maintenant ^ = λ. En éliminant ρ 

entre les équations (i3), on arrive aux relations 

([4) 
Θ2(χ) = λ2Η2(Λ7)Η- J, H2(x), 

k'2Q2(x) = k2X2H2(ar) 4- k'2&2(x). 

Si 011 change, dans la première de ces formules, χ en oc -+- z'K.', et 
qu'on emploie les égalités suivantes bien faciles à vérifier 

(i5) 

0(.r + z'K') = z'H(.r)e λ[2*+ιΚ)^ 

H(x + z'K') = ΐΘ(χ)β~4κί"' + !Κ,>, 

H, (λ* -ι- /K') = 0, [x)e 5k(2'1 h'K>, 
3o.. 
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elle deviendra 

-Η»(Λ·) = λϊθϊ(χ)-

et, en la comparant, dans cette nouvelle forme, à la seconde des for-

mules ( 14), on obtiendra λ = D°
nc finalement 

(AG) 

ι H (χ) 
SU,ami=^9(^' 

co-amx = 

c i — /fîsin2amx = Aama: =\/k' ~τΑ-· 

On peut remarquer qu'on déduit des formules précédentes 

;T H,ίο) _ 2 \Jq (l + 92)1 (i -t- -+- qey. . . 
v ®, i°y (ι + ?)*(' -+- ?3)2(i -+- ιΎ·· ■ 

Il reste à indiquer comment, connaissant k, on déduit Κ et ΚΛ Κ est 
donné par l'égalité (12), et Cauchy arrive, de la manière suivante, à la 
formule 

(17) J ο y! —/"sin2/i 

Si, dans l'expression de ω = ÈTJxj'
 011 rem

pl
ace

 l
ps sinus et cosinus 

par des exponentielles imaginaires, on trouvera, en posant eK v = y, 

_ ι~- il — r) (l — g\r)(I — 17\r). . . ' I — <?Α~')ί'ι — q\Y~')· ■ ■ 
ω ~ ^ 1 (' -t-y) (' + l'y) (1+ l'y)· ■ ■(' + î'/-1)!1 -+- ?4j-')· · · 

On voit donc que —"L= s'annule pour y = q2 et y = 1, mais ne 

s'annule pas dans l'intervalle, et que cette quantité, pour y — q, est 

égale à γ'k'. L'équation (8), où l'on remplace dx en fonction de y et 
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de dy, se transforme en 

(.8) AS? = έ(· 

et l'on reconnaît que la dérivée — est nulle avec l'expression 

ι -+- k'~* ω2 pour —~== = k'\ c'est-à-dire que —passe par un maxi-

mum pour^· = q. On peut, par conséquent, poser ω \j— \ À1'2 sin φ, 

et lorsque y variera de q à ι, ψ diminuera de ^ à o, de sorte que la 

dé rivée sera négative dans cet intervalle. Remplaçons, dans l'équa-

tion (τ8), ω et ί/ω en fonction de φ et de dy, il viendra, dans l'intervalle 
de y = q à y = ι, 

dy Mip/k' — d φ 

y K- y' ι — k'1 sin2 ψ 

et, par conséquent, puisque M sj'k' — i, et que, pour ψ — ο, on a y — i, 

X-Jo s/'—^/2sin2'j 

Pour φ = ~ι γ devient égal à q \ donc 

π 

11 s Τ Ç 2 _ _ d tp 

ce qui démontre la formule (17). 
Je passe maintenant à l'expression de la fonction elliptique de troi-

sième espèce Π (a?, a) au moyen de la fonction Θ. La formule (6) 
donne 

('9) 
Ι V β — χ l· 0

Λ
· i ω 

M U H~" w + Hw"1 

ce qui permet d'écrire l'égalité (2') ainsi qu'il suit : 

D,IU = - β + ,,.,
ω

 , 1ΙνΓ, ·ρ \β " α) ρ π„, •·
> 
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d'où, en intégrant, 

1 H = _ fi.r 1 y ι ■·+- H-2 ω2 + (β - a)£ ■ U 

U
u
 étant la valeur de U qui correspond à .r = o. Si l'on remplace U, 

β et H par leurs valeurs, on aura 

. H, (ο) Θ [χ -f- a ) 
θΤ7Γ) "h, (.r )~-

' β'(^Μ _(jr 

En changeant, dans cette formule, a en -- «, elle deviendra 

ι111 '°) ® (■* -- «) 
®(") H,(.r) 

/»' ©ί; ν· , , 

Θ(λ) V ©2M Le,(β) ® f β ) _| I 0pfl! 2 

*Λ> ®'(") 

Si l'on retranche ces deux égalités membre à membre, on obtiendra 

(2θ) 

Γ ®—— ω2 

I 0(rt) ©I («)J / ®t(a) t " ©(rt) 2 ®(-f 4 σ) 

Mais les formules (16) donnent 

— τ Δ amrt = 7. ι — A2 surnmd , 

θ'(.r) ®', (·ϊ) jj j Θ ι {) ^'sinpcos/J dp sin anur cos am .r 

ΘΙ-β) ®ii^J Λ' 0(.r) ι—/2sin3/» Δ am a: 

et l'on a 

ω = k — 
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Le premier membre de la formule (20) est donc égal à 

Çx k2 sin am a cos am a Δ am a sin2am.r j 

J0 ι— k- sin2 am a sin' am.r ' 

c'est-à-dire à Π (λ-, a). 
La formule (19) résout le problème de l'addition des arguments re-

lativement à la fonction Aamx; car, si l'on remarque que = \'1î\ 
cette formule revient à 

k'1 sin ama cosam« ûarn r 

^ sinam.r ι cosam.r 
cos am jc 4am« sin am .j: 

Si l'on multiplie les deux termes du second membre de l'égalité pré-
cédente par Δ am a sin am χ cos am χ, et si l'on remarque que le 
nouveau dénominateur Δ2 ama sin2 am χ 4- cos2 am oc est égal à 
1 — k3 sin2 am a cos2 ama:·, on aura finalement 

(21) , , Δ am a Δ am χ — k1 sin aimi cos am/7 sin ami cos am.r 
v ' 1 —Λ2 sm2 am a sm* ami 

Je terminerai en indiquant encore une formule importante, démon-
trée très-simplement par Cauchy, et qui peut servir aussi à exprimer 
Π (χ, α) au moyen de la fonction Θ. Qu'on cherche à décomposer en 

fractions simples la fonction a\
 on trouvera sans dif-

ficnlté que la somme des deux fractions correspondantes au facteur 

1 — 2Î/2"-1 4- q"n~2 de 0(ar) est 

®2M 
v/y

(l
 _ ?.)i

( ,_?·)<(, -q'Y... 
f~ (1 — q{n~2Y 1 -f- 7*""2 "1 

1 l — 2iy-"-1 cos^~ ~1·" rj*n~2 ) 1 — 'ïq ' c°S~ -"h q'tn—'£ 

Si l'on remarque la composition de cette expression, on voit qu'on 
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pourra écrire 

Θ2(.7:)®2(ί7) V ' 

Φ (x) étant indépendant de a, et S de x, D'ailleurs, le premier membre 
de cette formule s'annulant pour χ = a, on aura S = — Φ(«)· Donc 

(22) — — - = Φ (x) — Φ (a). 

Il est facile de déterminer la fonction Φ. Si, en effet, nous remplaçons 
a par 2Κ dans la formule précédente, elle donne 

Φ(λ·) = ΦΊΪΚ.) H sin2 atnx, 

et, par conséquent, 

Φ(λ·) — Φ(«) = (sin2amx — siiUamu). 

La formule (22) devient donc 

(23) suUama: — simama = , . 

Celte relation importante prend, si l'on y change a en a -+- /K', et 
qu'on emploie les formules ( 15), cette nouvelle forme : 

ι — Λ sin amu sin amx = -——, — ■■ 
03(rtj0' X 

Prenant les logarithmes des deux membres, différentiant par rapport 
à a, et intégrant ensuite par rapport à x, on trouvera finalement 

J"* k* sin am a cosama Δ am« sin2am.r , _ , , θ'(«) 1 ,θί,ι—a) 


