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PURES ET APPLIQUEES.
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Des maxima et minima des sommes composées de valeurs

d’une fonction entiére et de ses dérivées ;

Par M. P. TCHEBYCHEF.

TraDUCTION DU RUsSE, PAR M. N. pE KnHANIKOF.

Extrait des Mémoires de I’ Académie des Sciences de Suint-Pétersbourg, t. XIL.

1. Le calcul des variations nous donne le moyen de déterminer les
valeurs maxima et minima des intégrales uniquement dans le cas, ot
la forme des fonctions inconnues, renfermées sous le signe de I'intégra-
tion, est supposée entierement arbitraire. Mais si, d’apres la nature de
la question, la forme de ces fonctions inconnues est limitée par quelques
conditions, leur détermination, en vue de rendre maximum ou mini-
mum une intégrale, ou en général une somme quelconque de leurs va-
leurs, exige des procédés particuliers.

Nous nous bornerons ici 4 considérer le cas le plus simple de ce
genre de questions; savoir, celui ou la fonction inconnue est supposée
entiére et d’un degré déterminé, et ou tous les termes de la somme
proposée s’expriment au moyen de cette fonction, de ses dérivées et
d’'une variable indépendante, et forment une fonction également en—
tiere et de forme déterminée. -

Ce cas mérite une attention particuliére a cause de ses applications,
qui comprennent, entre aulres, la solution de la question de l'interpo-
lation parabolique d’aprés la méthode des moindres carrés.

2. Soit
F(x, 7,057

une fonction donnée et entiére de la variable indépendante x du poly-

Tome XIII (2¢ série). — Janvier 1868, 2
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nome inconnu
r=A+Ax+. .+ Ax A+ A, X7,

et de ses dérivées

¥y

Désignons par x,, x5, Xg,... une série de valeurs quelconques de
la variable indépendante x, que pour plus de simplicité nous suppo-

serons différentes entre elles, et parzF (Xis Yoy ¥isyis-..) la somme

des valeurs de la fonction F (a, y, y', y”,...) pour ces valeurs de la
variable . La valeur de celte somme dépendra de celle des coeffi-
cients Ay, A,,..., A,..., A,y du polyndme

¥y =A,+ Ay 4+ +Ax 4+ 4 A, ™
et les valeurs de ces coefficients qui rendront la somme
ZF(x”]uj, ,‘)fil,..,)

un /maximum ou un minimum, d’apreés les principes du calcul diffé-
rentiel, seront données par les équations :

dZF(.ti,_yi, _y;,_y’i',. o)

dA, T= 0
dZF(xh)’i;J’i’f:‘l’---)

da, =0
sz('ruy:’ .rllg J”:,.)

dA; =0,
’IZF(”"";J"" J”i’J’:"’---)
= — 0

dAn_,
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Mais comme les quantités A, A,,..., Ay,..., A,_, D'entrent pas dans
la formule ZF(x,—, Yis ¥i» ¥i...) indépendamment des fonctions

I 'y ¥"..es la dérivée de cette somme par rapport 4 A; s’exprimera
en général ainsi :

dz F(ry 7o .7; ) J"Z,---)
dA,;

___2 dF('zisJ'i’fli’y,Z"")
- dA,

:2 dF(~Tiyyi)y;sy,",)---) d]‘,’ +2 dF(xis)’ilf;{:J’;{'"") d}’:

d)’ fi ’ H[ d.)”; E

+2 dF (i i _7',,- ’J’g,. .4 (l_ylf’
a7 7A; ce

Or la forme de la fonction
r=Aj+Ax+. A+ A ™
et de ses dérivées

Y = CA L AT - () A am
Y=vnz2z. A+  +l{l-0)A a2+ ..+ (m—1)(m—2)A,_,am?,

D I T T S T SRS Y

nous donne

LR (R PT  J R
dA; T aA, T TR 7 da < B

» Cqaeoao A dyi dyf
En mettant ces valeurs des dérivées TN TRV

++- dans 'expres-

dz F (2 Xsees)

sion trouvée pour la dérivée » et en désignant, pour

dA;
bréger. | I les dérivé dF d¥ dF | ‘
a )regel s 1€§ valeurs des derivees l—i;, (‘1‘;",7 ';17 pOllI' x q"e Conque pal

M, N, P,..., et pour x = x; par M;, N;, P;, nous aurons

dZF(xi,)'”u.}",;:.Y'{---) .
- =2 M[.xf+ZZNia‘f"+Z LI —) Pt ...

2.,

dA,;
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En déterminant, a 'aide de cette formule, les valeurs et la dérivée

zIEF Tufufn)'z: .

—4a, ~— ~ pour l=o0,1, 2, 3,..., m — 1, nous verrons
4

que les équations qui déterminent les valeurs du coefficient du poly-

nbéme
r=A,+Ax+.. .+ A, 2",

qui rendent la sommez F(xiy ¥i i -..) Un maximum ou un mini-

mum, se réduisent donc a :

2 M,x?=o0

EM,-.Z‘,- -FZ I.N"xio: O,

ZM.Z‘ +22N .I',-I—ZI 2.Pxl =0

ZM xn- ‘+Z m —1)N; ™ ’—|—Z —1)( (m—2)Pxl ™ +.. =0

3. Faisant, pour abréger,
(& — 2,)(x — 23) (2 — 23) .. (X — Tppy) = @ (X )s

et désignant par U, V, W,... les fonctions entiéres qu’'on obtient en
divisant les produits M¢'(x), No'(x), P¢' (x),... par ¢(x), nous
remarquons que les fractions

My (=) Ng¢'lz) Pyle)
¢ (%) ¢ () ¢ ()

transformées en fractions simples, s’expriment ainsi :

Mg’ (z) __

9 () _U—*—Zr—x"

Nq), 1‘)— N,' .
o (x) —V+Zx—x-’

Py’ ()

=W B
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ou, d’aprés notre notation (n°2) M;, N;, P;,... désignent les valeurs

de M, N, P,... quand on y fait x = x;, et les sommations doivent étre

étendues a toutes les valeurs de ax, depuis & = x, jusqu’a & = x,,.
Si, & 'aide de ces formules, nous déterminons la valeur de I'expres-

sion
N (=) P (e
0 My(z) _ “Tele L el
9 (x) dzx dz? E
nous trouverons qu'elle se réduit a
dV d*W M; N; P;
U— dx -+ dx* —+Z (x—x,- + (# — ;) + (& — o) +>’

\ dVv d*W . . .

ou les termes U — —— + —— —..., expriment une fonction entiére.
dx dx?

Quant 4 la somme

2 [T —l\fx,' 4 = _N"xi)z + = _P_ixi)'i 4. .]7

v . 7 . M[ N[ Pl
apres y avolr transforme les f['aCthﬂS s =9 2
x—x; (x—x;) (2 — ay)

en séries

et aprés y avoir réuni les termes de dénominateurs communs,
nous donne la série suivante :

Mo DMiwit+ P rNal Y M) + ¥ 2Niwi + ¥ 1.2 Pi}
2 .;:i + z? T s '

ey

elle
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Donc il résulte que les sommes
2 Mix?,
2 M,‘.T,- -+ 2 N,-x,-o,

I M x? + X aNpa; + X r.2P ),
M + ¥ (m— )N, 22 + N(m—1)(m — 2)Par

. I I 1 I ’
sont les coefficients de -, —» —,-. ., —, dans le développement de I’ex-
T x f iid

23
pression
N¢' (7) Po'(x)
174 d?
My(z) " 5lx) ?(x)
e(x) dr odx? B

selon les puissances décroissantes de la variable 2. Mais nous savons,
d’apres le n° 2, que ces sommes forment les premiers membres des
équations qui déterminent les valeurs des coefficients du polynéme

F=Ag+Aax + Ay x* +.. .+ A, a™,

pour lesquels la sommeZF(x,-, FYirYis ¥iy..) devient un maximum

ou un minimum, et nous concluons que ces équations s’obtiennent

’ . \ ’ N T I 1 I ,
en réduisant i zéro les coefficients de DS o dans le déve-

2 xll

loppement de I'expression

No' (z) dIPqJ'(.r)
My (z) ¢ () v ()

Tolm) | dr T e T

suivant les puissances décroissantes de la variable . Partant sous cette
condition :
d M d? P(p’(.l‘)
My'(=z)  — ¢(x) 4 el2)
9 (r) dx dx?
mation poussée jusqu’ aux puissances x~™ inclusivement , est égale a une

L’expression — ..., Avec une approxi-
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Jonction entiére, ou M, N, P,... sont, comme nous 'avons vu dans
le n°2, les dérivées partielles de la fonction F(ar, y, 5, ”,...), prises

par rapporta y, ¥, y”,....

4. Nous avons supposé, dans tout ce qui précéde, que les coeffi-
cients du polynome

Y=A +A x4+ Ax?+...+ A, !

étaient entiérement arbitraires : examinons maintenant le cas ou le
choix de ces coefficients est limité par plusieurs équations de la forme

Ef; (Xis is Jin Jisenr) = Oy
Zﬁ (xia]‘i, J’Il ’ ]Z,): o,

ou fi(x, ¥y )" fol2y 70 ¥y y"5...) sont des fonctions quel-
conques enliéres de 2, du polynéme y et de ses dérivées ', y",....
Nous supposerons, pour cominencer, que lessommes que nous venons
d’écrire s’étendent 4 toutes les valeurs de la variable

.1',, CL‘2, xsv--w xm-—f’

ainsi que la sommezf0 (Ziy ¥is ¥is Vi s---, dont on cherche la valeur

maximum ou minimum. ,
Par les propriétés connues des maxima et minima relatifs, les
valears des coefficients Ay, A, A,,..., Ap_y, qui rendent la somme

Zjé(xi,y,-,‘y’i y ¥iye.) UN Maximum ou un minimum sous les condi-

tions exprimées par les équations

Z/& (xiyfnf’i ] .7: :): xy,

(2) Zﬁ(xi7jﬁi’ J‘Ii’.}’,i,""):ah

E P
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sont déterminées en égalant 4 zéro les dérivées partielles prises par
rapport a Ag, Ay,..., A, de la somme

Zfo(x”)’” -7" ,]-’:’) +)12ﬁ(xh‘)’i7 f: a]lx,’)
+ Ay 2f2<-1'i7]‘i,)",» s Vo) e,

ou les quantités A,, X,,... sont des facteurs constants. Cette somme se
ramene i la suivante :

S ol 7o rir 7i) + MfilZoyo 7 i)
+ )\2./; (xf’,}‘i’ ]’.Z 7‘]‘;’ ,...) ’+—..‘J,
qui peut étre remplacée par

2 F (s 7o Jisdiveh
en supposant que

’

F (20,0, 7' "o ) = Lo (25 5 7' 7o) H M2 3005 05
- )‘2.f2(x7]'9]'/,]”,---) + e

Ainsi, d'aprés ce qui vient d’étre exposé dans les n® 2 et 3, con-
cernant les équations

(lZF(x,-,yi, I .7';""")

dA, =%
dZF(.z-;,y,-, ros )

A, =0
......................... -
dEF(x;,],-, Yis Xiseer)

—— == 0,

dAa

nous concluons que, dans le cas actuel, les équations propres a déter-
miner les coefficients du polyndme

r=A+Ax+Ayat+.. A, ™

P I N R
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se réduiront ala condition trouvée i la fin du n°3, en ne perdant pas
toutefois de vue que la fonction ¥ (x, 7, ¥/, y”,...) doit étre remplacée
par la somme

Solts s 3 I s VNS @ X Y Y ) M fa (e )

00 )y, Ay,... sont des facteurs inconnus constants. Cette condition
nous donnera les moyens' de déterminer les coefficients du poly-
néome y =A,+A, x4+ A, x+...+~ A,_, 2™ en fonction des fac-
teurs i,, Ay,.... En mettant enfin ces coefficients du polynéome y dans
les équations (2), nous aurons autant d’équations qu’il y a de fac-
teurs A,, Ay,..., d’ot nous obtiendrons leur valeur.

5. Passons maintenant au cas ou il s'agirait de rendre maximum
ot minimum une somme

E(I)‘,(JC,]’, Iar's)

élendue aux valeurs x, = a,, a,, a,,..., mais de facon que le choix
des coefficients du polyndme y=A,+ A, x +...+ A,_, ™' soit
limité par les équations de condition

Z(D, (o, 7, Yo xe.) =a,,
Z@z (, 7y 7y 7"y.0) = @,

e,
ou les sommes s’étendent respectivement a toutes les valeurs de x:

x=b,, by, by,....
X == Cyy Lgy C34001y

différentes entre elles et différentes aussi des valeurs x = a,, a,, a,....

Pour réduire ce cas 4 celui que nous venons d’exawminer dans le

numeéro précédent, nous remplacerons toutes ces sommes, étendues

a différentes valeurs de la variable @, par des sommes étendues aux

mémes valeurs de la variable indépendante. Pour y parvenir, nous
Tome XIII (2% série). — Janvien 18€8. 3
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poserons

-3
>

(- a){x—a,)(x — ay)...=
(x — b (x - b)) (X — by)... =7

(. — ¢))(x —ey)( — Cy).nn 7= 92

-
N S

S~
-

et
g0 () 9, (&) @y (X).r.. == (2 = a,) (& — ag) (2 — aty)
X (x — b)) (x — by) (2 — by)...
< (x—¢y)(x —e)(x—cy)...
> . C. .:;o(x)

Puis uous déterminerons des fonctions entieres S;, S, S,,..., et
To, T,, Ts,..., de maniére a ce qu'elles satisfassent aux équations

go’(x)s‘,:?\x)'l‘o -+ ?’()<x)?4<x\)?2(x)""
(3) Jo'(x)8, =g (x)T, + ¢y () 9o () ga().0s
| | 7125 = ¢ @) T gl gl o)

Ces équations auront toujours une solution, car, par hypotheése, les
M 7 3 ’ 1
racines de I’équationy (x) = o, égalesa a, a,,...; b, byy.5¢iy000005 .
different toutes entre elles; donc la fonction ¢ (&) n’aura pas de ftac-
teur commun avec sa dérivée ¢’ (a). 1l sera aisé de montrer, a l'aide

de ces équations (3), que les sommes 250‘1’0 (X, ¥y ¥ ")

\ ! ” 1 r 1
ZS, Do, vy, ¥y ) Zszd)g(a:,‘)', X'y ¥ )yeo, étendues a
toutes les valeurs de & = a,, @, @y,...; by, Doy byyo 5 €4y Cay Cgyeiny oo

se réduiront : 4 lasomme 2(1)0 (@, ¥, ¥, »"s...), ¢étendue uniquement

aux valeurs de x = a,, a,, a,,...; 4 la somme E(I), (@, 35 s e
élendue uniquement aux valeurs de x = b, by, by,...; a la somme
2‘1)2(1',‘7@ 97, 3",...), étendue uniquement aux valeurs de x =¢,,
Cy, Cy,..., €l ainsi de suite.

Pour le faire voir a I'égard de la somme ESO Doy 7, 05 )
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nous remarquons que, d’aprés I'équation

9" (x) So = 9 (x) To + ¢, () @4 (o) 92 ().

et d’aprés la maniére dont les fonctions ¢ (a), @o (), 9,(x),... sont
formées, la fonction 8, deviendra zéro pour x = by, by, b;,...;
Cyy Cyy Cyyeej --vy C'est-d-dire pour les racines conmnunes aux équations
9 (x)=o ety (x)g,(a)...=o0, car, pour ces valeurs de la variable a,
la dérivée ¢’ () ne pourra pas devenir zéro, n’ayant pas, comme nous
venons de le dire, de facteur commun avec ¢ (&).

D'un autre cdté, pour x = da,, d,, a,,..., racines communes aux
équations ¢ (x) = o et g,(x) = 0, nous voyons que la dérivée

, do(x) o {x) o {x).. o
(P('I): o { S"‘(ix)?() — 0( )50!

se réduit au produit
Pol®) 4 (%) g2 (K)o s
et par conséquent, en vertu de I'équation
o' () S = ¢ (o) To + ¢ (%) g, (1) ga (%),

pour ces valeurs de x, ou bien pour x =a,, a,, a;,..., S, sera
égale a 1.

D’ou il est évident que la somme 2 So®, (¢, v, ¥, y",...), étendue
i toutes les valeurs de la variable x, x = a,, a,, a,,...; b,, b,, b,,.. ;

Cyy Cqy Cay.ny S€ réduit 2 la sommez(l)0 (e, ¥, ¥, y",...), étendue
uniquement aux valeurs de &, & = a,, ds, @ 5. ...

Nous trouverons de méme que les sommes

Zsi (Dl (xa )ﬁa ffv ‘7”7"')) E S2q)2 (xla ,7‘7 flv J.”s'”)a"'s
bh b27

étendues aux valeurs de la variable x, x=a,. a,, a,,..;
3..
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hgy..i5 .0y €y Cay Cyy..y se réduisent 4 la somme 2®4(x,]‘,]',j",...),
étendue seulement aux valeurs de ax = b,, b,, by,...; a4 la somme
2@2 (2, ¥, 7'y ¥",...), étendue seulement aux valeurs de x = ¢,,
Cay C3,..., et ainsi de suile.

En remplacant, d’aprés ce qui vient d’étre dit, les sommes

2‘1)0(.70, r,y,.), Z(I), (xy ¥, 75 7% .)s..., étendues

chacune a des valeurs différentes de la variable x, par les sommes

Zso(po (x;]ﬁ; f”]’”r")azsf@a (xa]’,f”f”a -'):252(1)2 (.r,j,,],/,],n,‘_')r“,

étendues aux mémes valeurs de la variable x données par I'éguation
¢ (x) =0, nous concluons que dans ce cas les coefficients du poly-
noéme y = A, + A, &+ A, x*+ ...+ A,_, 2™ se détermineront par
la méthode indiquée dans le numéro précédent, quand on remplacera
dans les formules de ce numéro les fonctions Jolzy vy ¥'s ¥”,0),
Folx, 7 s 0 )y Sfalx, 7, Y's ¥'s.-)y..r, par les produits
S0 @0 (X 75 75 7"y )y SiP(Z, 73 7 7 0 )s 82 ®a (@, 70 7 7 s
et par conséquent ils se déterminerout par la condition établie 4 la fin
dun® 3 si I'on y pose

F, 7o 0 7" ) = 8000 (20, 1, 3 s 775 )+ WS, By (2, 0y 7, 770
A Sy @y (X, ¥ )+,
ou Xy Ay,-.., sont des facteurs constants, mais inconnus.

En déterminant, pour cette forme de la fonction F (x, . 3. )
la valeur des dérivées

H

dF (x oy
M= (T,)’,}’,y, ),

dy
N — dF(x,:};,Jii,y”,...)’
dy’
P — dF (z, y, 7'y ",...)
o & ;

et en désignant les dérivées partielles des fonctions @,, ®,, $,,...,
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prises par rapport a y, y', ¥”,..., par M,, M,, M,,..., N,, N,, N,,...,
P,, P, P,,..., nous obtenons

1\"{:SOM0+}-1S‘M|+)\252M2+...,
N:SON0+)\.|S|N4 -+—)\2SQN2+--:,
P =S,P + 2,8, P, +2,8, P, + ...

......................

Donc l'expression (1), qui d’apres le u® 3, doit étre égale, pour la
valeur cherchée du polynéme y = Ay -+ A, & + ...+ A,,_, ™14 une
fonction entiére, avec une approximation poussée jusqu’a la puissance
x~™inclusivement, s’exprimera ainsi :

(SMag'(e) |y SMiy(e) o SiMay/(a)
TN [ RS 2T

(=) ? (=) p(*)
g[8 Mg () SiN.¢' (=) SN ¢/ ()
_ [PEET e S w«:;'f],
(4) dx
. 5,00 (2) S1P1go'(.z') Szpa?’(x) ’
+d[ o) M T TR +J
dz T

Mais les équations (3), qui servent a déterminer les fonctions S, S,
S,...., nous donnent

Sog'(z) T, + (208 i)

¢ (%) 9 ()
Si¢'(z) 94 (%) 9o (%) g2 (2 )...
P(z) = L1 9 (x) ’
8:¢'(x) 9 (%) 9u( %) gi ().
9 () 2 9 (=)

En remplacant, dans les seconds membres de ces équations, o (x) par
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le produit g, (2} ¢, () ¢, (2), nous aurons

Sy’ () . ?, ()
———l o ']_ -
@ {.1,‘) o C)?o( T\l,
Sy () _ o a(n)
o () ' oa(#)
S, 9’ {2} o, ()
=T 12 5

Py T ()

Se9’' () S.¢'(x) S, ¢'(7) . ?,n[x}

D’ou Pon voit que les fonctions , y ) s
q o (x) v () ‘ 9 () % (1)
12 ’ .
tﬂ-‘»—((—;-)s ‘f‘—((‘l—;,--- ne different entre elles que par des parties entiéres.
9 g (@

Donc, si dans P'expression (4), nous mettons ces dernieres a la place
des premieres, nous ne changerons que la partie entiére de cette expres-
sion; quant an degré d’exactitude avec lequel cette formule représente
une fonction, il resterale méme, et par conséquent elle pourra toujours
servir & déterminer le polyndme 3 = A, + A, X +...+ A, x™ ' En
exécutant cette substitution nous obtenons 'expression suivante :

,Moqa'o(.r) =3 M, q)’l (l’; M??’-:(fl
Cwie) T ea) ? g (=)
N, (P’o (‘7‘) N, ‘PII (1,‘) N, ?’2 ('2') ]
d | Pe Ty, R y T
. T ST e
(4 bis) dz
P, ?’o (JL‘) P, ?rl (T) P, ?Iz (Z) _I
di| 2t A
+ [ () ' e(7) TR T
dx?

v

Cette expression, d'aprés ce qui vient d’étre exposé, doit se réduire a
une fonction entiére, qui la représentera exactement jusqu’a la puissance
— m de la variable x inclusivement, toutes les fois que le polynome

y=A,+ A x4+ .+ A"

aura des coefficients voulus pour que la somme 2 Bo (X, ¥y 150"
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devienne un maximum ou un minimum, sous les conditions

2(D| (2 7y y" ) = ey, 2(1)2(‘”7]7.7‘/,,}’”7"-) = Uz

Nous sommes parvenus i cette conclusion en supposant que lesséries
@y, dyy Qyyennybyy byy byyoi sy €y, Cyy... D@ contenaient pas des termes
égaux entre eux; mais, par la méthode des limites, il nous serait aisé de
Pappliquer aussi au cas ou ces séries auraient des membres communs.

6. Nous avons établi dans ce qui précede, la condition qui sert
a déterminer la valeur du polyndme, d’un degré donné y, quirend la

somme Z d, (2, ¥y 'y y"...) un maximum on un minimum, et nous

n’avons fait que deux hypothéses councernant les coelficients de ce
polynome. D’apres I'une, leurs valeurs étaient supposées arbitraires, et
d’apres I'autre, elles devaient satisfaire aux équations

2 @, (x}‘)’"a,)ﬁ,v]ﬁ”?-'-) = %y, 2 @2(,‘%') e j’vf”ﬁ"') = lgyeen.

Dans ce dernier cas, la condition qui sert a déterminer le polyndme
cherché contient des constanles inconnues A, Ay,..., dont la valeur se
trouve par les mémes équations de condition auxquelles doit satisfaire
le polynéme y, et qui sont en nombre égal & celui des inconnues
%y Agyerns

La détermination du polynéme y, limité par la condition de rendre

la somme 2@0 (xy, ¥, 'y ¥”,...) un masimum on un minimum, a de

"analogie avec la solution des questions semblables dans le calcul des
variations. Dans le cas particulier, quand cette somme se véduit & une
intégrale, le polyndéme y, déterminé comme il vient d’étre dit, peut
étre considéré comme une valeur approchée de la fonction qu’on
obtient a I'aide de la méthode des variations. Mais dans le calcul des
variations, la fonction cherchée, élant déterminée par une équation
diftérentielle, s’obtient en l'intégrant par les méthodes connues, tandis
que, dans le cas que nous examinons, la détermination du polynéme y-
exige des procédés spéciaux, car elle se réduit & une conlition qui ne
se Jaisse pas exprimer par des équations de formes connues.
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Pour montrer comment des polynémes peuvent étre déterminés a
I'aide de ces conditions, examinons le cas trés-simple ou les fonctions
Do (s s ¥ Iy O (e, s s )y OalXe, Y, 7). ne con-
tiennent y qu’a une puissance qui ne dépasse pas la seconde, ses
dérivées y’, ¥”,... a une puissance qui ne dépasse pas I'unité, et avec
des coefficients qui ne dépendent que de la variable x.

Dans ce cas les dérivées

do, (x LA PR
M, = """ (2,7 z,-:;.«?__ﬂ_)

dé (x Ly
:: M, = (= 0y s 7 ),

dy

’

ne contiendront pas y’, ¥”,..., et ) ne s’y trouvera qu’a la premicre
puissance. Pour les dérivées

de, (x, N N Oz, y, ',y
N0= o .75.7:’.7 s N."—'* |<ﬁL.}' )7"7 .7””7,, .
dy dy
Pq — dd, (z, v, };I’ ,7’/,---)’ P, — '71‘1(&_3’, .2;;’!,_/_9_";),”“
dy dy

elles ne contiendront pas du tout y, y’, »”,.... Partant I'expression
(4 bis) du n®3 qui représente exactement le polynéme

y=A,+Ax+. 4+ A, "

jusqu’au terme multiplié par x~™ inclusivement, et qui doit éire égale
a une fonction entiére, se réduira au bindme

uy — v,

dans lequel « et ¢ ne sont fonction que de la seule variable indépen-
dante x. Ainsi, dans ce cas, la recherche du polynome

F=A,+Ax+. .+ A, x",

assujetti a la condition de rendre la sommez Oy (2, 7, ¥ ") un

maximum ou un minimum, se réduit a la détermination d’an polynome
7, de degré m — 1, tel, que le bindéme uy — ¢, qui lui est identique
jusqu’au terme multiplié par 2~ inclusivement, soit une fonction
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entiere. Nous allons montrer que les polynémes qui jouissent de cette
propriété s’obtiennent facilement a 'aide de la série que j'ai publiée
dans mon Mémoire intitulé : Développement des fonctions en séries, a
Uaide des fractions continues [*].

7. Nous avons établi dans ce Mémoire, qu'en développant une
fonction quelconque u en fraction continue

7y +

g, —————
7 (/‘z"f‘.

P

‘s P, P, P - P s
en désignant, de plus, par RN 6’, ses fractions réduites, par
{ 2 5

R,, Ry, R,,... les différences
uQ, — P, uQ,—Py uQy— Py,...,

et par w,, s, wy,... les fonctions entiéres qu’on obtient & I'aide de la
formule

w, = (—1/""Eq¢,(Q,v —Q,v);

nous aurons pour développer la fonction ¢ d’apres les valeurs R, R,,
R;,..., la série que voici

(5) v=Ev+ o, R, + 0, R, + 03 Ry, ...,

ou E désigne la partie entiére de la fonction, et ou 'on admet que u

et v sont des fonctions développables suivant les puissances entiéres et

décroissantes de la variable x. ‘
Pour déterminer, 4 I'aide de cette série, le polynome

y=A,+ A x+ A+ + A, 2!

au moyen duquel la différence uy — ¢ est réductible a une fonction

[*] Mémoires de I Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. IV,

Tome XIII (2° série). — Janvier 1868. 4
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entiére exacte, jusqu’aux termes en x~™ inclusivement, désignons par
P,

Q‘.’, b
dont le degré soit inférieur a m, et par Fy, Foyy..., Ty Fy,
Fus Tu—1s--.5 Tay Iy les quotients et les restes obtenus par la division du
polynéme y par Q,, du premier reste r,, par Q,—, du second reste,
par Q,—., et ainsi de suite,

. , . . p, P
Q.. le dernier dénominateur des fractions convergentes 6', 63,
1 2

En égalant les dividendes aunx produils des quotients ajoutés aux
restes, nous obtenons une suite d’équations

y=F, Qp + Tuy Tuw= F‘M_IQF_, A Tp—ige
rg=F,Qu+ ry, rp=Y,Q,+r.

En éliminant de ces équations les restes ry, r,—i,..., I's, 'z, eten ob-
servant que le dernier reste r,, qu'on obtient par la division de l'a-
vant-dernier reste par Q, =1 est zéro, nous sommes conduit a lex-
pression de y que voici

§=F,Qu+ Fury Quer oo+ F Qs + Fi Q.

Mais comme notre polyndme cherché y = A+ A + ...+ Ayt

ne sera jamais d’un degré supérieur a m —i, il est évident que la
. s .

fonction F,, qui s'obtient par la division de y par Q,, ne pourra pas

am—!

étre d’un degré plus élevé que ——» et par conséquent son degré

Qu-+1
Q

28

sera inférieur a celui du quotient » car, par hypothése, Q.. est

d’un degré supérieur a m — 1. Quant aux fonctions F,—, Fy_a,...,

N

F,, F,, leurs degrés seront inférieurs 4 ceux ~des quotients

Q"I.
Qu—:
Yo \ , .
Qor L, 2%, 9—, car elles résultent de la division des restes 1y, £ —useee)
Qu~—2 Q Q my T

Fay Ty paT Queyy Quony---5 Qay Qy, et ces restes eux-mémes obtenus par
la division de y par Q,, de r, parQ, .. et ainsi de suite, seront néces-
sairement de degrés inférieurs & Q,, Qu- 1.+, Q., Q.

Pour déterminer les facteurs F,. F,_;, F,_o,..., Fo, F, dans le dé-
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veloppement de y par la formule
(6) y=F.Q +F, (Quos+.. .+ FQ+FQ,

nous observons que le binbme uy — v devient, en y substituant pour y
sa derniére valeur, eten y exprimant ¢ par la formule (5),

uy — ¢ = F‘,,‘Q”u—i—F‘U‘_,QM,.,u—i—...—l— F,Quu—+ F,Qu
—Ev—o,R, —wy Ry — o By—...,

en y remplagant Q. u, Q, %, .., Q. u et Q, u par leurs valeurs dé-
duites des égalités

R,=Q.u—"Py R,y =Qu 12— P,
nous obtenons la formule que voici
uy —v=—Eo+F P, +F,Py+...

+ F‘u.—l Plu_—l + F/U' P/”' + (FI - 0)4)B.| + (E‘g ha (1)2) R-) + .
—+ (FIU__..'[ — w/).—])R‘u——l —+ (F‘,L'— (‘)M}R[,, - U)#.;_'R/J__;_[ .

En examinant cette nouvelle expression de la différence wy — o,
nous voyons que ses termes

—Ev+F, P, +FP,+.. +F, P +F,P,

forment une fonction entiére, et que les autres, comme il est aisé de
le voir, sont tous de pnissances négatives et vont en décroissant. En
effet, conformément & notre notation,

Rleiu—PH Rz———lel—P2,...,
R[J-—l = Q/J.—Iu —_ P,,,—x, Rf-‘: Q‘uu — P/L, R[JV_H = Qp._Hu —_ Pl“““""

et ces restes, d’aprés les propriétés des fractions réduites, sont de
degrés égaux & ceux des fractions

1 1

‘Q:’

B 4 I I
) - —

1
6_3’ E’” Qe Qu—1 QM—2,
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En rapprochant ces considérations de ce qui a été dit, dans le nu-
méro précédent, sur les fonctions I',, F,, Fy,..., F,_,, F,, et, dans le
Mémoire cité, sur les fonctions o, wyy g,y Bu—1y Bpy Dppry-.-y il de=
vient évident que dans les derniers termes de la formule

(Fy—w)R, + (IFy — )Ry +.
=+ <Flu,—l — ’l)[u.-|> R, + (Fp— 0)/‘)1{ LY RN PRI

les facteurs de R,, R,, R,,... seront des fonctions entieres de degrés
infériears 3 &, &,..., Qo Qo Quea

Ql Qz ’ Q//,— 1 ’ Q/J. ’ Q,u, +-1 ’

Donc le premier de ces termes (F, — m,) R, sera d'un degré inférieur

9—2 — == — et ne sera pas inférieur 4 —; le second terme (F, — »,) R,
QT Q Q;
. Q,
sera d’'un degré inférieur 4 = -— = = et ne sera pas inférieur 4 —» -
§ TE=a P Q.

QU_L.') 1 . 1

Qlu.—l—l Q'UA—JH‘J - Q‘L/.—J—l’

le terme w,,, R, sera d’un degré inférieur a

et ne sera pas inférieur 4 » et ainsi de suite.

/1.—!—2
D’ou il résulte que, dans I'expression ci-dessus trouvée, pour le
binéme uy — v, la partie fractionnaire sera exprimée par la série

(Fi —o) R, + (F; — o,) Ry +...
-+ (F‘u—l - w‘lﬁ—l) R/}.——] -+ (F/,L’— (J)‘,l) B#— 0)/1_'_.R‘,L,4_1 ey

ou les puissances des membres vont en décroissant.. Donc le degré
d’exactitude avec lequel notre bindme se réduit 4 une fonction en-
tiere sera déterminé par le degré du premier de ses termes qui ne
devient pas zéro.

A Tl'aide de ce résultat, il nous sera aisé de trouver la valeur des
fonctions F,, F,,..., F,__,, F, qui entrent dans 'expression (6) du po-
lynéme cherché, ou de nous convaincre de son impossibilité.

Les termes (F, — w )R, (Fy— ) Ryyoity (Fuey— opmy) Ry,
comme nous venous de le voir, ne peuvent étre de degrés inférieurs

. I
aux fractions —;

Q:

PR donc ils ne peuvent étre d'un degré infé-

L L.
Q:a Q‘v. ’
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rieur & ="+, car, d’aprés notre notation, dans la suite des dénomina-
teurs Q,, Q,,...., Q,, il 0’y en aura pas un seul d’'un degré supérieur
am —1. Ainsi la différence uy — v ne peut se ramener a une fonction
entiere qui la représente exactement jusqu’au terme ot x est de la
puissance — m, que dans le cas ou tous ces termes disparaissent,
ce qui entraine forcément les équations suivantes :

Fi—w =0, Fo—w,=0,..., Fay—w,,=o0,

qui nous donnent

(7) Fi=wn,, Fo=ua,...., Foi=a,,.

Avec ces valeurs des fonctions F,, F, ..., ,_,, I'expression ci-dessus
trouvée pour la partie fractionnaire du binome uy — ¢ se réduit a la
série

(Fo—o,) Ry— o Ry — 0o Rya — 0

ou, comme nous venons de le voir, les termes v, Ry 1, 0 Ruiasen,

I 1
Qurr Qura
par conséquent inférieurs a a™, car, d’aprés notre notation, les
dénominateurs Qur1, Quia,..., nesont pas de degrés inférieurs a m.
Nous voyons ainsi que pour réduire Pexpression ci-dessus trouvée de
la différence uy — ¢ a4 une fonction entiére qui la représente exacte-
ment jusqu’aux termes ou la variable a est a la puissance — m, il est
nécessaire et suffisant de donner aux fonctions F, F,,..., F,_, les
valeurs (7) et de rendre la puissance du membre (F, — »,) R, infé-
rieure & — m.

sont de degrés iuférieurs a4 ceux des fractions et

Mais comme, d’un autre coté, pour que le polyndme cherché, re-
présenté par la formule

‘}f: Fl Ql+ -F2Q‘2 +'~'+ P‘lu-l Q/u—l + ;F[u Q‘u.-)

reste, comme !’exigent les conditions de la question, d’un degré qui
ne soit pas supérieur & m, il est nécessaire et suffisant qu’avec les va-
leurs (7) des fonctions T, Fy,..., F,,, le terme F,Q, ne soit pas
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d’un degré supérieur & m — 1, car tous les autres termes, comme il est
aisé de le voir, seront de degrés inférieurs a m — 1.

En effet, conformément a ce qui vient d’étre dit, les degrés des
facteurs F, = o, F, = w,,..., F,—y = w,_, seront inférieurs & ceux
de &, Q& Q.

Q" Q. Qu—r1
tiendront que des termes de degrés inférieurs & Q., Q,,..., Q., et par
conséquent inférieurs & la puissance x™', car, d’apres notre nota-
tion, tous ces dénominateurs des fractions réduites de u ont des de-
grés moindres que m — 1.

donc les produits F, Q,, F;Q,,..., F,Q, ne con-

En vertu de quoi nous concluons que le polynome cherché y sera
donné par la formule

Jy=FQ +FQ+...+ F,u—lQ/u—l -+ F,uQ,uw

ouF,=uw, F,=u,,..., F,, = w,,, et ou le facteur F, est une
fonction entiére déterminée par les conditions suivantes :

La puissance du produit ¥, Q, ne surpassera pas m —1, et la puis-
sance du produit (F, — w,) R, ne surpassera pas —m —1.

Or, d’apres notre notation, R, = Q. u — P,, de plus, d'apres les
propriétés des fractions réduites, Q,u — P, étant du méme degré

. I
que la fraction

. on peut, en déterminant le facteur F,, par

la méthode que nous venons d’exposer, remplacer R, par la frac-

tion

ptt

Ceci nous permet d’exprimer les conditions qui déterminent le fac-
teur F,, de la maniére suivante :

La puissance du produit F, Q, ne surpassera pas m —1, et la puis-

- . F,—e»
sance du quotzent L "% ne surpassera pas — i —1.
1

Qp+

Pour ce qui est des fonctions w,, w,, w,,..., elles sexpriment géné-
ralement, comme nous I'avons dit dans le numéro précédent, ainsi :

w, = (—1)"Eq,(Q.v — EQ,v).

7oA
‘

Ayant déterminé a 'aide de cette formule les valeurs o,, ws,..., wu—
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et les ayant mises, conformément 4 (7), ala placede F,, F,,.... F,_,

dans P’expression du polynéme cherché y, nous obtenons pour cette
derniére la formule que voici:

r=o0,Q + 0w, Q-+...+w,, Q.+ F,Q,,

ou lefacteurF, doit satisfaire aux conditions que nous venons d’énoncer.
Nous allons done nous occuper, dans le numéro suivant, de la ma-
niere de déterminer F, sous ces conditions.

8. D’aprés notre notation, Q, est le dernier dénominateur de la
suite Q,, Qu..vs Quy Quars- .-, dont le degré est inférieur 4 m; par
conséquent le dénominateur Q,., sera, ou du degré m, ou d’un degré
supériear 2 m. Dans le premier cas, comme il sera aisé de le faire
voir, il n’y aura qu’une valeur de F, propre i satisfaire aux conditions
qui limitent le choix de cette quantité, c’est-a-dire qu’il faudra que F,
soit égal 4 w,; dans le second cas, ou il n’y aura pas du tout de valeur
de F, qui satisfasse 4 ces conditions, ou bien F, s’exprimera au
moyen d’une fonction 4 plusieurs coefficients arbitraires.

En effet, d’aprés les conditions qui déterminent la fonction F, le
degré du produit F, Q, ne pourra pas surpasser m — 1, et celui du

. Fo—o . . .
quotlent B ne surpassera pas -~ i — 15 mais le denommateur
QM—}—I

Qp+1 est de la puissance m. Ainsi quand le numérateur sera entier

rpe , . . Fp—uw , .
et différent de zéro, le degré du quotient -2—= sera nécessairement

1

supérieur & —m —1. Donc, dans ce cas, on est forcé d’admettre que

N
F,— o, = o0,

ou bien
FIU' = 0)/‘.

Ensuite, d’aprés ce qui a été dit précédemment, le degré de la

3
|7

fonction w, est inférienr A celui de Qo donc, en donnant a F, la

valeur w,, nousrendons la puissance du produit F, Q, inférieure a celle

-+ ] . roe 3
Qg Qu = Qu+i, et par conséquent inférieure a celle de x™, car,
A

de
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daus le cas que nous examinons, le dénominateur Q,, est du degré m.
D'ou il résulte que si Q. est du degré m, on peut toujours faire
F,= w,, et qu'aucune autre valeur de ce facteur F, ne satisfera aux
conditions établies dans le numéro précédent.
Deés lors, dans ce cas, le polynéme cherché y ne peut avoir qu'une
seule valeur, et elle sera déterminée par la formule que nous venons
d’écrire, c’est-a-dire par

= Q +0Q+...+ 0, Q-+ F,Q,,

pourvu que nous y fassions F, = .

Passons maintenant au cas ou le dénominateur Q,., est d’une
puissance supérieure a m. Conformément aux conditions qui dé-
terminent le facteur F,, le produit F, Q, doit étre d'un degré qui

. .. . , . Frp— o,

ne soit pas supérieur a m —1, et le degré du quotient -+——~
pt1

ne doit pas surpasser —in —1, ou bien, ce qui est la méme chose, le
. . , , e \ . pm—t

facteur F, ne doit pas avoir un degré supérieur a celui de o
‘U,

’ . ’ . . Q,u.—i—l

et le degré de la différence I, — w, ne doit pas surpasser celui de ="

Or cette propriété est évidemment exprimée par les deux équations
suivantes :

(8) F,=Cx+Cox’ "+ ...
et
‘9) F,—m,=Cax"+ Cx " +..,

m—1

s v, celle de la fonc-

. , . . . x

ou v désigne la puissance de la fonction 0
IU.

tion %‘{%; et les quantités C,, C,,..., C', C’,..., sont des coefficients

indéterminés.
L’élimination de F, 4 I'aide de ces deux équations nous donne

me:C‘ Xt 4+ sz"—l -+ ... — Cx'— o' — ey

équation qui ne peut étre satisfaite par aucune valeur des coefficients
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Cy, Cyy-.., G, C..., si le degré de la fonction w, surpasse v et v,.
D'ou il est aisé de voir que si la puissance de w, est supérieure av et v,,
il est impossible de satisfaire aux conditions qui déterminent F, dans
I'expression du polynéme cherché, et par conséquent, dans ce cas,
notre probléme n’a pas de solution. Dans le cas contraire, quand la
puissance de w, n’est pas supérieure au moins a 'un des nombres
v et v,, la valeur du facteur F, sera facile a trouver, et, comme il est
aisé de le voir, elle sera déterminée, ou par la seule équation (8) ou
par la seule équation (g), selon que v sera ou ne sera pas <v,.

En effet, mettons Pexpression de F,, donnée par I'équation (8),
dans la formule (g), nous aurons

Cix’ +Cox" T4 =, = Cae"n O™+

Si le nombre v est inférieur au nombre v,, le degré de la premiere
partie de celte équation ne surpassera pas celui de la seconde, car
si v <v, la puissance de la fonction v, ne peut étre supérieure a v,,
puisque davs ce cas, contrairement & I'hypothése, cette puissance
serait supérieure aux deux nombres v et v,. Donc, par un choix con-
venable des coefficients C’, C”,..., on pourra toujours satisfaire, dans
ce cas, a I'équation

Cxr+Cox? ="+ ... — Wy = Car+Cxen™ ..,

quels que soient les coefficients C,, C,,... du premier membre de cette
équalion.
De méme si v nest pas <v,, I'équation (g) nous donne

F,=w,+Cx" + Cxn T+ ...,

et, en y laissant tous les coefficients arbitraires, nous obtenons une
valeur de F, qui satisfait a4 I'équation (8) si 'on donne des valeurs
convenables aux coefficients C,, C,,....

Ainsi, il est bien établi que toutes les fois que le degré de la fonc-
lion w, n’est pas supérieur au moins 4 I'nn des deux nombres v et v,

xm=i Qp-1

<degrés des fonctions —— et ———+l—), la valeur du facteur F,, satisfaisant
Qp x

Tome XIII (22 série). — Janvier 1868, 5



34 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

aux conditions du numéro précédent, peut étre trouvée. De plus, la
valeur de F, sera déterminée par I’équation

F,=Cx+ Cox* ™' +...
ou par P’équation
Fo=wu+ Ca + C'an "+ ...

selon que V'on aura v < v, ou bien ¥ySv,. Quant aux coefficients C,,
Cy,..., C', C",..., ils restent arbitraires.

9. Pour donner un exemple, cherchons a déterminer le polynome
F=A+A x4+ A x4+ A, ™,

sous la condition de rendre maximum ou minimuwm la valeur de la
somme

1 .
2;[)’:’ = f(x:)] 60 ()
étendue aux valeurs & = x,, x,, 2,,....

Nous commencerons par supposer que le choix des coefficients A,,
A,, A,,... du polynoéme cherché y n’est limité par aucune condition
particuliére, et puis nous traiterons le cas ou la valeur d’un de ces
coefficients est donnée.

La premiere hypotheése, avec les valeurs réelles de x,, x,, x5,... et
Pinvariabilité de signe de la fonction 6 (x), nous donnera la formule
déja connue de I'interpolation parabolique d’aprés la méthode des
moindres carrés dans les cas ordinaires; la seconde, avec les mémes
conditions pour les quantités x,, a,, x4,... et la fonction § (o), nous
conduira aussi a une formule d’interpolation parabolique d’aprés la
méthode des moindres carrés, mais dans les cas particuliers ot I'un
des coefficients de 'expression y est assujetti 4 la condition d’avoir
une valeur dounée.

Si dans les formules du n° 2 nous faisons

F(@, 3,7 ) ) = 2[5 — S (@) o),
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nous trouverons

M= Bt —J(®)]6,

dr
lF xr ' "

Nz%z»uzo,
dF (z, v, y', "

p=Elnns )

dy

avec de telles valeurs des fonctions M, N, P,... et dans 'hypothése
que le choix des coefficients du polyndme n’est limité par ancune con-
dition spéciale, nous aurons & rempliv d’aprés le n° 3 la condition
snivante :

) .
L’expression

!
\ 2 (=) ) .
[ —SEN8 ) LB o p(@) = (@~ ) — ) ).
doit étre réductible a une fonction entiére, avec une approximation
poussde jusqu’au terme x~™ , inclusivement.

Désignant par ¢, (x), $o(x)y.es $umr () $p(2)y Puts () les dé-
nominateurs des réduites qu'on obtient en développant la fonction
b(z) ¢ (=)

) en une fraction continue
(P o

Fotr —
7.+

g2+

el supposant que dans la suite de valeurs

Yo (a), o)y da(@)s G (), dul(a), Yporr (X0

la derniere fonction d’un degré inférieur 4 m soit ¢, (), nous trou-

verons (ue le polyndme ) = A, + Ay +...4+ A" ' x,,,, qui salis-
5..
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fait & cette condition, sera donné par la formule
7= o081 () oyt () o i () + ()

ot les facteurs w,, w,,..., w,_, seront déterminés par la formule

' b2} f(x)0(x)o (2 ) f(x)0 () (2
= (P g [ A ) gl 1oL )],

et le facteur F,, d’aprés le n° 8, n’aura qu'une valeur déterminée
# P ’ q

F,==w,, si la fonction ¢,_,(x) est du degré m. Dans le cas con-

traire, si notre probléme admet une solution, c’est-a-dire si la somme

I . B . .
2; [7:— f(x:)]*8 x peut devenir un maximum ou un minimum, le

facteur F, contiendra plusieurs coefficients indéterminés et sera donné
par l'une des formules

F,=Cx+GCx’™" —+...,
Fo=0,+C0x" 4+ Cax 7" 4.,

'“Pu.+l
et -
b, () e
précédemment, on appliquera la premiére de ces deux formules si
v < v,, et la seconde dans le cas de v=v,. Enfin pour savoir si notre

<

probléme admet une solution, il fandra examiner, comme nous ’avons
indiqué dans le n® 8, si le degré de la fonction «, n’est pas supérieur
au moins a I'un des nombres v et v,, car ce n’est que dans ce cas que
le facteur F, peut satisfaire aux conditions du probléme.

Quand les quantités x,, x,, x,,... ont des valeurs réelles, et que la

1 29 3 ’
fonction 6 (x) ne change pas de signe, la fraction continue, qu’on ob-
? bl

ou v et v, désignent les degrés des fonctions - Comme

. . . 0(x)¢ (x .
tient en développant 'expression —(f—)(i;)(—r), comme il est connu, sera
de la forme
T
o ~+ —
Ar B ——
' Ay + B, +.
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ouA,, B,, Ay, B,,... sont des quantités constantes [*]. Dans ce cas les
fonctions q,, ¢15..+, Gpn,..., oDt pour valeurs

71=A,x+B, ¢qg.=A,x+B,,..., ¢g,=A,x+ B,

et les dénominateurs ¢, (), Ya (2 )serey Py (2)y Yin () it (X )5eeny
0 (x)¢'(x)

des fractions réduites de 'expression 5 1%)

seront de degrés o,
Ty 200, M — 2, M — 1, My.... '

Comme dans ce cas le dernier dénominateur d’un degré inférieur
am, est Y, (), et celui qui le suitimmédiatement, c’est-a-dire ¢, , (x)
est du degré m, d’aprés ce qui a été établi, le polyndme cherché y sera
donné par la formule

F=019, () + 04y (X) + oo Wy Yy () + 0y G ().

Mettons a la place de g, sa valeur ¢, = A, x + B, dans la formule du
n° 7 qui sert a calculer les facteurs w,, wy,..., 0y, w,, nous aurons

_ Pu(2) f(2)0(x) ¢’ () Yn () f(2)0(2) ¢’ (2)
— (. [yt A — .
= (— 1) E( ,,x+B,,)[ o E ol ]
Si nous désignons par U la fonction entiére qu'on obtient en divi-
sant le produit ¢,(x)f(x)0(x)9'(x) pag ¢(x), nous aurons, par
notre notation

el
be(2)f(2)0(x) o' (#) __ U+ P (2)f ()0 (21) 4 Yol 22) f () 0 (22) N
?(7‘) xre—x, £ —
=U +Z f(xz)i(‘_xi'l"wp,.(r,)

[*] Voyez le Mémoire intitulé : Recherches sur les fractions continues {Outchénié...
Mémoires savants de I’ Académie de Saint- Pétersbourg, t. IX). Du reste cela résulte aussi
de ce que 2, ;, &,... étant réels, et § () conservant toujours le méme signe, notre
probléme a toujours une solution, quel que soit m, car cela suppose d’aprés le n° 8 que
dans la série ¢, (), ¥:(x),..., il y aura toujours un dénominateur dn degré m, et
que par conséquent il 'y trouvera des dénominateurs de tous les degrés, ce qui n'est
possible que quand la fraction continue dont il s’agit a la forme que nous venons
dindiquer.
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d’ott nous tirons

b () £(2)0(=) ¢ (2) g du(2) S (= )e(x F(22) 6 () (i)
9(x) E p{x) 2 r — X

Ainsi Pexpression trouvée ci-dessus pour le facteur w, se réduit a la
suivante ;
— [ y\n— Sflx xi) fu (‘ti).
w, = (—1)"E(A,x + B,) 2 P
Cette formule peut s’écrire ainsi :

m,,.-_—(-,)n_.E< )fo, (%) du ()

I v

Le terme placé sous le signe E est du degré zéro; donc, en faisant
X = % , NOUS aurons sa partie entiére, et nous trouverons ainsi :

wn = (— 1) A, zf(.z‘,) 6 (a;) Yn(x;).

En calculant d’apres cette formule les valeurs des facteurs w,, o,, ...,
W1y W, €t en les mettant dans P'expression du polynoéme y, nous
obtiendrous la formule que voici :

, v, Zj 20) 60 G (00 A Zf (x). o) + ...
- (— 1) A Zf(xi) (i) Yimes (X0) Yy ()
™ A X S () 6(20) Pun () (20
C’est ainsi que I'on détermine le polynéme du degré in — 1 qui rend

maximum ou minimum la somme Z % [y:—f(x:)]? 6 (x)), étendue

aux valeurs réelles de ¢ = x,, x,, x,,..., et dout le facteur ¢ (x) ne
change pas de signe. Cette formule sert pour I'interpolation parabo-
lique, d’apres 1a méthode des moindres carrés, quand il n’existe aucune
condition particuliére relative i ses coefficients.

10. Passons maintenant au cas ou, dans le polynome cherché

J = A+ A 2+ .+ Ay ™,
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le coefficient de x?, ou [ est un des nombres o, 1, 2,. ., m —1, est
supposé donné.

La condition que le coefficient de x¢, dans le polynéme y, doit étre
égal 2 un nombre donné, peut étre exprimée par Iégalité

3o (x, x5 ) = a,

pourvu toutefois qu’on n’étende cette somme qu’a la seule valeur de
la variable &, & = o, et que la fonction ®,(x, ¥, ', y",...) se réduise

dl!
2 ;.2 . . ’ e 3 L=+
4 un seul terme y’= —=. Dans ce cas, d’apres la notation du n® 3,
nous aurons
’
T I
?‘(x):x et ?I():_,
plz) =

et toutes les dérivées partielles de @, (x, ¥, »', ¥",...) = ¥, prises par
rapport & y, ¥, y", ", seront zéro, excepté la seule dérivée y’, qui
sera égale 4 1.

Supposant, comme ci-devant, que la somme qu’on se propose de

rendre un maximum ou un minimum est zé[y — f(x)]F 0 (x), et

qu’elle s’étend aux valeurs de la variable x, telles que axy, a,, o5, ..,
nous aurons, en conservant la notation du n° 5,

Do (2, 350", 07se) = ';“ [y~ S ()] 6 (x),

Mo= Gt = [y — f(2)]6 (),
Noz%zo,
P, =§;°7: o,
. e,
(2 — x,) (& — oy) (2r — x3)... = 9, ().

Avec ces valeurs des fonctions My, Ng, Py,..p @0 () et g, (), et
ayant en vue la remarque que nous venons de faire sur les dérivées
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partielles de la fouction @, (x,, v, »', »’,..,) = ', prises par rapport
a7, 77" s 7%y le polynéme cherché sera déterminé, d’apres

le n® 3, par la condition suivante :

ak

— FlxY0(x) 9 x . .y . .
(r =/} 8 (z) g, (2) 4 (=1 —JTT doit se réduire a une

. %0 (%)
Jonction entiére avec une approximation poussée jusquau terme x

inclusivement,

L'expression

~—1m

Comme cette expression, aprés la diftérentiation et la multiplication
indiquées, se réduit a la différence

i) gy (e) [f(.r)O(.r)q:,“(z"\ B ..:,,...11'],
T # (@) &b

pour déterminer le polynome y nous devons, conformément a ce qui a

T , . . ‘ . o(x)d, ).r)

été dit au n°® 7, développer en fraction continue l'expression —(—(#
o

En nous bornant 4 examiner le cas ot toutes les valeurs de x,, ¢y, o4,

sont réelles, et ou la fonction 6 (x) ne change pas de signe, nous

aurons, d’apres ce qui a été dit dans le numéro précédent,

9(7’) cp'"(.'r\:(] 4 1

% (%) I
A xr—+B —_—
i +Ax.z‘—+—B,+-_

Y

ou A,, B,, A,, B,,..., sont des constantes. Ce développement de la
() e, (2)

9o (%)
duites ¢, (), Y2 (), 0y Yoy () i (X)y $imss (2),.--, qui seront de
degré o, 1, 2,...,m — 2, m—1, m,....

Comme le dernier dénominateur de degré inférieur a m est §,, (.r),
¢t comme celui qui le suit immédiatement, ¢, , (), est de degré m +1,
le polynome cherché y = A, + A, & ...+ wp_ 2™, d’apres le n° 8,
s'exprimera par

fonction nous donnera la suite de dénominateurs des ré-

=6, (X) + wa by (o) + o 0y Yy () F 0 Y ()5

Mais comme dans le cas que nous examinons

G.=Ax+B, ¢g.=4Ax+B,,..., Q=14 (x), Q=4d(x), .,
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et
f(x)e(z)q¢, (=) 1.2...0%

U= —_ >

g0 () xi!

nous aurons, d’aprés le n® 7, pour déterminer les facteurs w,, wy,...,
®m—1y O, la formule que voici :

o, =(—1""E (A, x + B,) % [f(r) :0(&))% () 1 2T1+‘ l)\'] ()
' (

_E[f 2)0(=) ¢y () 1.2...04 %(x)]‘;

% ( T ) it

ce qui peut étre écrit ainsi :

()0 (z) 9, (x 'xe.z'nx
w,=(—1)"""E(A,x + B,) [ﬂ )%((m))%( | gL )%((;)LP ( )]

— (=1 1.2.3...0,E (A, x +B,) [‘W””) —E‘*’;,(f,)]-

!+

Mais, d’apres ce qui a éié établi dans le numéro précédent, 'expres-

sion E (A, x -+ :Bn) [f('r) :((xx))?l" (=) _gLl=) :(Z;))?I‘ ('T)] se réduit a

An 3 S (2:) 6 () g (20)s

et la fonction ¢, (x), développée par la série de Maclaurin, nous donne

Yulx) ¥a (0) I \P’,,(O) I "l‘fz(o)
ziH T g +? 2t ++Izt x
+ L (0) + = B o) .

1.2, (41 {{+2) 1"

par conséquent

$ (®) __ 1 -+ ¢ x +2
E 2 T raa (T4 » (0)+1.2...(1+1)(l+2) g (0)+""

$n () —E $a (2)

et la différence - +— se réduit a la série
X A

b (0) 1 a (0) I

1.2...l;+ Lo (l—1) x

Tome XIH (2¢ série). — Janvier 1868. 6
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En multipliant cette expression par A,x + B, et en rejetant dans ce

Aty ( )_i_[Bn\l'f.(O) A (o) ]l

2 .. 1.2...0 1.2...(0—1) z T les termes ot la

vanable x a des exposants négatifs, nous aurons pour la valeur de

An ! ’
E(A,x+B,) [4' _g¥ fﬂ ] Pexpression - 2”(0;' Par conséquent

pr odult

/41

la formule qui sert a déterminer w, se réduit a

o = (=17 A B () 6 () 4 (20) = 2 (o) |

Ayant déterminé d’ aprés celte formule les valeurs des facteurs w,, ©,,
@341y Dm_is Wn €t les ayant mises dans I'expression du polynéme

cherché y = w, {, () + @y §p () 4 ..+ Oy Yy (T) + G Y (2,
nous verrons qu'il se réduit a

r= A D@8 bfm) — 1 (o) b (@)
- AQ[Eﬂx.-)e(x,-) ba () = 2 4 ]%
(—1)m'A, [zf )0 {as) Yo (25) — Ry ]%

o1l ), est une constante inconnue qui, dans notre cas, sera déterminée
par la condition que le coefficient de x doit avoir une valeur donnée.

On trouvera aussi de la méme maniére I'expression du polynoéme y,
dans le cas ot plusieurs de ses coefficients sont donnés, et les autres
sont déterminés par la condition de rendre maximum ou minimum

la somme 2% [y —f(x)]? 6 (x), étendue i des valeurs données de

la variable x.




