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AATAT AL IAA VIAVRARRATAAIAA $A AW M A

SUR LA

PROPAGATION ET LA POLARISATION DE 1,A LUMIERE
DANS LES CRISTAUX;

Par M. Emine SARRATU,

Ingénieur des Manufactures de 1'Etat.

SECOND MEMOIRE.

Nous avons montré, dans un premier Mémoire inséré dans ce
Journal, comment I’étude analytique des phénomeénes lumineux
dépend de trois fonctions symboliques a coefficients périodiques dont
il importe de déterminer la forme essentielle pour réduire les équations
auxiliaires. Ces fonctions, désignées par F, G, H dans le Mémoire précite,
- représentent les composantes de Ja force accélératrice appliquée & un
point quelconque de I’éther : leur expression dépend nécessairement
des idées admises sur la constitution de I’éther, et ce second Mémoire
a pour objet I'examen des résultats qu’introduit une hypothése
particuliére dont les conséquences paraissent conformes aux faits
observés.

Cette hypothése est développée dans les Chapitres 11 et 1II. Elle
revient & supposer que, dans les milieux matériels comme dans le vide,
L'éther est isotrope et que la seule modification introduite par I'action
de la matiére pondérable consiste dans une altération périodique de
la densité.

Les Chapitres IV et V sont consacrés 4 I'étude des propriétés des
ondes planes propagées par les cristaux des divers systémes déduites
des équations obtenues dans les Chapitres précédents.

Nous avons cru utile de rappeler briévement dans le premier Cha-
pitre la méthode générale qui a été appliquée par Cauchy a Iétude
des mouvements simples, afin de fixer les notations qui sont constam-

8..
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ment employées dans ce travail. Nous indiquons & cette occasion une
regle fort simple pour déterminer les éléments d’une vibration ellip-
tique.

CHAPITRE PREMIER.

RAPPEL DES PROPRIETES DES ONDES PLANES. — DETERMINATION DES
FLEMENTS D'UNE ONDE POLARISEE ELLIPTIQUEMENT.

1. Soit en général un systéme d’équations auxiliaires de la forme

‘Dfu = L,u-+ Ly + Lyw,
(1) ' Div = M,u + Mo+ Mw,
(D?tV: N,u+ Nyv+ Nyw,

les L, M, N étant des fonctions symboliques entiéres, & coefficients

constants, de D,, D, D,; on a un systéme d'intégrales particulieres,
en posant

u v w %x A= 3y + y5— 6!
2 —-— = = —= ¢

P, Q, R; «, B, v, o étant des constantes, réelles ou imaginaires, satis-
faisant aux équations
5P = A, P+ A,Q + AR,
(3) ?G2Q=B|P + B,Q + B;R,
52R = C,P 4+ C,Q + G,R,
ou les A, B, C représentent les résultats obtenus en écrivant «, 3, y

au lieu de D,, D,, D, dans les L, M, N des équations (1). En éliminant
P, Q, R entre les équations (3) on a une équation caracteristique

(4) F(a, ﬁ, 7 G) = 0.

Enfin, on déduit des mémes équations les rapports de deux des con-
stantes P, Q, R a la troisieme.

9 On sait que tout systeme d'intrégales des équations (1) s’obtient
q y g q
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en combinant par addition un nombre fini ou infini d’intégrales simples
de la forme (1). 11 est aisé d’en conclure que tout mouvement du
systéme peut étre considéré comme résultant de la composition d'un
nombre fini ou infini de mouvements dans lesquels les déplacements
sont les parties réelles d'un syst¢me d’intégrales simples. De la seule
considération de ces mouvements simples, on peut déduire, comme I'a
fait Canchy, les propriétés générales des vibrations.

3. Supposons les coordonnées rectangulaires, et soit généralement

o=a-+ai, B=V+bi, y=c +ci, c=5+ s,

5 . . .
( ) \ P — peAL’ Q — qelu.l, R — revl.

Désignons de plus par p et ¢’ les distances du point x, ¥, z aux plans

ayant pour équations

(b) aX +bY +cZ=o,
(7) aX +bY + 'L = o,

il est aisé de voir que les déplacements du mouvement simple corres-
pondant aux intégrales (2) sont

u = pe"? ™" cos(hp — st + 1),
(8) v = qe"'P'—”‘cos(kp — St + @),
w=ré"? " ‘cos(hp — st + v),

k et I’ étant déterminés par les formules
(9) B=a®+ b+, h?=a’+ 0%+ "

Les formules (8) représentent un mouvement par ondes planes pa-
ralléles au plan fixe (6). Les valeurs absolues dezhf7r et 2—;—7 donnent Ja
longueur d'ondulation et la durée de la vibration. La vitesse de propa-
gation des ondes planes est fournie par le rapport o = % Les quantités

I et §' sont des coefficients d’extinction. Quand A’ n’est pas nul, 'am-
p )
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plitade des déplacements décroit en progression géométrique quand
on s'éloigne d’un certain coté du plan représenté par 'équation (7).
Quand s’ est positif, le mouvement s’éteint pour des valeurs croissantes
du temps; si &' = o, Pamplitude est constante en chaque point et le
mouveinent est dit persistant.

4. Nous ne considérons dans ce qui suit que des mouvements
simples persistants : dans ce cas, on déduit aisément des formules (8)
les deux équations

(10) Pﬁsin(p.—v)—l-;-sin(v—A)+i;.si.1()_p)20,

2 - —
() (5) —25 T eostn—v+ (2)"= e sine (= ),
qui montrent que les (rajectoires atomiques sont généralement ellip-
tiques. Si &' = o toutes les ellipses sont égales; si &' n’est pas nul, les
points & égale distance du plan (7) ont des trajectoires égales.

Les ellipses peuvent se réduire a des cercles ou 4 des drdites. Suivant
les cas, la polarisation du mouvement simple est elliptique, circulaire
ou rectiligne.

5. ProsLiME. — Déterminer la grandeur et la direction des axes
principaux des trajectoires elliptiques dans un mouvement simple
persistant.

Les déplacements u, ¢, w sont les parties réelles des valeurs (2) de
#, ¢, W, qui, en posant ' = o et kp — st = ¢, deviennent

[ : o . ’ 0 .
(12) u="Pe P T o= Qe w=Re"* 7,

par suite, en désignant par P,, Q,, R, les imaginaires conjuguées de P,
Q, R, on aura
; au =7 (Pe? 4 Pe ?),
20 = (Qer + Qe+,
( 2w = e""”'(Re?’ + Roe™ ?').

(13)
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A Paide de‘ces valeurs, et en’ posant
(14) Me® = ™7 (P? + Q% + RY),
(15) I=e""(p? +¢* + r?),

on trouve aisement que la distance ¢, qui sépare un point quelconque
de sa position d’équilibre, est déterminée par la formule

(16) 20> =1+ Mcos(2¢ + 6),

de sorte que le maximum et le minimum de ¢ s’obtiennent en posant
29 + G =o0 et 29 + 0 = m, etse déduisent de la relation

(l’]) 2% =1+M.

o o ,
Pour le grandaxe,ona g = — -, et les projections de demi-grand axe

sont les parties réelles des valeurs correspondantes de u, v, 1w, qui sont,
d’aprés les formules (12),

. 0.
1 -1
]

§
pa—1 —_— —_
[ [N
2, v=0Qe , w=Rée""e * .

[ )

(18)

r !
u="ree

Pour le petitaxe, on a

V1A
|
vl

QD:

par suite, les projections du demi-petit axe sont les parties réelles de

T

-1

trois imaginaires obtenues en multipliant les précédentes par e* =1,

c'est-a-dire les coefficients des parties imaginaires des expressions (18).
Les formules (17) et (18) raménent la solution du probléme 4 la

détermination du module et de 'argument de la“ forme inrdginaire

A =P+ Q* +R2.

Quand le mouvement se propage sans s’affaiblir, on a &’ = o, et on
déduit de ce qui précéde le théoréme suivant :

Dans tout mouvenient simple polarisé elliptiquement, représenté par
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les intégrales (a), les demi-axes principaux des trajectoires sont donnés
par la _formule 0* = é(l =+ M), dans laquelle 1 désigne Vintensité du

mouvement vibratoire, et M le module de I'expression
A =P+ Q"+ R%.

De plus, les projections sur les trois axes coordonnés du demi-grand
axe (et du demi-petit axe) sont représentées par les parties réelles (et
les coefficients de i) des trois imaginaires que Uon obtient en multi-

. M\ ?
pliant les constantes P, Q, R par <K> .

6. Polarisation circulaire. — Pour qu’'un mouvement persistant
soit polarisé circulairement, il faut et il suffit que les deux valeurs (17)
de J soit égales, et, par suite, que M soit nul; on doit donc avoir

P2+ Q*+ R*=o.

7. Polarisation rectiligne. — Pour que la polarisation soit rectili-
gne, il faut et il suffit que les valeurs des déplacements soient, quel que
soit @, proportionnelles 4 des constantes réelles. Il faut donc que les
rapports de deux des quantités P, Q, R & la troisiéme soient réels.

8. Nous terminerons ce qui est relatif a la polarisation des mouve-
ments simples par une remarque sur le sens dans lequel s’effectuent

les vibrations non rectilignes.
Nous appellerons direct le mouvement d'un point se mouvant sur

les plans coordonnés de oy vers oz, de oz vers ox, ou de ox vers 0y
Cela posé, si on considére un mouvement simple projeté sur le plan
xoy, les équations de ce mouvement seront

-— hfpl

1= pe P cos(hp — st +)),

o = geh’p/cos (hp — st +p.).

Soit ¢ ’angle (croissant dans le sens direct) que fait avec ox la pro-
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- . . ¢ ’ .
jection ¢ du rayon vecteur. De la relation lange = =, on déduit
«°

g d ok o s

I — i

¢ — = spge’” “sin(p — 4).

Donc, le sens du mouvement projeté est direct ou rétrograde sui-

vant que sin (g — ) est positif ou négatif, ou, ce qui revient au méme,

suivant que le coefficient de i, dans le rapport & est positif ou né-

gatif.

9. On voit par ce qui précéde comment toutes les particularités re-
latives & la polarisation d’'un mouvement simple se déduisent des va-
leurs des constantes P, Q, R, auxquelles sont proportionnelles les inté-
grales simples correspondantes. C'est de I'équation caractéristique (4)
que résultent les lois de la propagation du mouvement.

En effet, cette équation détermine en général la longucur d’ondu-
lation et le coefficient d’extinction d’une onde plane persistante qui se
propage dans une direction donnée, et s'éteiut 4 partir d’un plan dé-
terminé.

~Soient effectivement ([, m, n) et (I'y,m', n') les cosinus des angles
que les normales aux plans (6) et (7) font avec les axes. On aura, en
conservant les notations des formules (5) et (g),

a=hU+hii, B=Km'+ hmi, y=hn+ hui, o = si,
et ’équation caractéristique devient
(19) F (WU + kli, ¥ m' + kmi, K'n' + hni, si)=o. -

Le premier membre de cette équation est imaginaire de la forme
X + Yi, et le systéme simultané X = o, Y = o, résolu par rapport 2 A
et &', devra présenter une solution réelle, si la propagation d’une onde
plane évanescente dans la direction donnée est compatible avec la
constitution du milieu que I'on considére; /' fournit le coefficient d’ex-
tinction, et la longueur d’ondulation s’obtient en divisant 2z par 4.

Si une onde plane peut se propager sans affaiblissement dans une
direction donné¢e, la valeur correspondante de £ doit étre une racine

Tome XIII (¢ série). — FEVRIER 1868. 9
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réelle de I'équation
(20) F (hli, hmi, hni, ci)=o.

10. Lorsque le plan des ondes coincide avec le plan d’extinction,
onal'=I0m=mn =n,eten posant it' + hi = k, si = o, I’équa-
tion (1g9) devient

(21) F(kl, km, kn, o) = o.

Dans ce cas, si on résout ’équation par rapport 4 k, toute racine
dépourvue de partie réelle correspond 4 un mouvement simple non
évanescent. De sorte que I'onde ne s’éteint pas, ou s'éteint, suivant que

k , . C.
le rapport - est réel ou imaginaire.
a

La substitution de I'équation (21) a Péquation (19) simplifie nota-
blemeunt la discussion de I’équation caractéristique, et suffit a I'étude
des propriétés essentielles des vibrations lumineuses propagées par les
cristaux. Le cas particulier auquel elle se rapporte se réalise pour les
ondes réfractées qui se propagent dans un cristal imparfaitement trans-
parent, quand les ondes incidentes sout paralléles i la face réfringente
du cristal,

CHAPITRE 1I.

REDUCTION DFES EQUATIONS DES MOUVEMENTS VIBRATOIRFS DE L'ETHER
D’APRiS L'HYPOTHESE QUI ASSIMILE CE MILIEU A UN SYSTEME PE-
RIODIQUEMENT I1SOTROPE.

1. L'analyse qui fait Pobjet de ce Chapitre est basée sur les hypo-
théses suivantes :

1° L'éther peut éire assimilé a un systeme de points s’attirant ou se
repoussant, L’action mutuelle de deux points, dirigée suivant la ligne
qui les joint, est une fonction de la distance qui s’évanouit des que la
variable dont elle dépend dépasse une limite trés-petite ;

2° La spheére d'activité de chaque point de I'éther renferme un nom-
bre extrémement grand d’atomes distribués sans régularité;

3° La densité de Véther renfermé dans un cristal est sensiblement
constante dans I'étendue de la sphére d’action d’un de ses points.
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Pour légitimer cette derniére supposition, il suffit d’admettre que le
rayon de la sphére d’action est trés-petit par rapport aux dimensions
d’un parallélipéde élémentaire de I'assemblage des molécules maté-
rielles. En effet, la densité de I’éther en un point quelconque peut étre
considérée comme une fonction continue des coordounées qui fixent
la position de ce point dans I'intérieur d’une alvéole de I'assemblage
moléculaire. Sion passe de ce point 4 un autre compris dans sa sphére
d’action, les coordonnées varient, dans I’hypothése adoptée, de quan-
tités trés-petites par rapport i elles-mémes, et la densité recoit un ac-
croissement du méme ordre, qui peut étre négligé dans le calcul de
certains lermes.

2. En se basant sur ces hypothéses, on est conduit & des équations
identiques a celles que I'on obtiendrait en supposant que la constitu-
tion del’éther est la méme, dans tous les sens, autour de chaque poiut.

Leur forme est la méme que celle des équations auxquelles satis-
tont les vibrations d’un milieu homogéne et isotrope; seulement, les
coefficients sont alors des fonctions périodiques des coordonnées.

Les hypotheses admises reviennent donc 4 considérer I’éther ren-
fermé dans un cristal comme constituant un systéme périodiguement
isotrope.

3. Ce résultat paraitra d’ailleurs fort naturel si on observe qu’un

systeme de points doit étre parfaitement mobile, 4 la maniére des
Suides pondérables dont les molécules sont sphériques, ou sont du
moins assez éloignées les unes des autres pour que lenr forme n’ait au-
cune influence sensible sur leur action mutuelle. En vertu de cette mo-
bilité parfaite, les forces extérieures au systeme doivent disposer les
points de mauiere que leur intervalle moyen soit le méme autour d’un
point, dans toutes les directions.

La cause particuliere qui, dans les corps cristallisés ou non, retient
les molécules sur les directions ot elles sont plus ou moins resserrées
ne peut étre, suivant une remarque de Poisson |*], que la partie de
leur action qui dépend de leur forme et de leur situation relatives.

[*] Journat de {’Eeole Polytechnique, XX* cahicr, p- 93.
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Si donc on counsidére I'éther comme un systéme de points, |'état sta-
tique qu'il présente dans Uintérieur d’un corps pondérable doit étre
assimilé, non A la constitution d’un corps cristallisé ou d'un solide
homogéne déformé, mais a celle d'un fluide soumis 4 des forces exté-
rieures. Tel serait, par exemple, un gaz magnétique répandu dans nn
systéme de petits aimants distribués périodiquement.

Il y a donc lieu de supposer que 1'éther des corps pondérables n'est
pas homogéne, mais reste isotrope.

On verra d’ailleurs, dans la suite de ce travail, qu’il suffit d’avoir
égard & la périodicité des coefficients dont dépendent les équations de
ses mouvements vibratoires, pour expliquer, dans cette hypothése, non-
seulement la double réfraction, mais encore la polarisation elliptique
et circulaire qu’impriment 4 la lumiére certains cristaux dissymétri-
ques. Il n’est donc pas nécessaire de supposer, comme on I'a fait jus-
qu'a présent, que 'action de la matiére pondérable modifie I'inter-
valle moyen des atomes de 'éther dans les diverses directions, autour
d’un méme point.

Analyse.

4. Supposons d’abord I’éther en équilibre. Soient :

. et m les masses de deux atomes voisins;
x, ¥, z les coordonnées rectangulaires de u.;
x +h, ¥y + k, z + I, celles de m;

r la distance des deux atomes;

pmrf (r) leur action mutuelle.

Les composantes suivant les axes de la force accélératice exercée
par msur w sont mhf (r), mkf (r), mlf (r), et en désignant par X, Y,
Z les composantes de la force accélératrice exercée par la matiére sur
ce meme point, les équations de I'équilibre sont

X—!—Emhf(r) = o,
(1) Y—{—zmkj'(r):o,
Z +2mlf(r) = o,
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lez s’étendant a tous les atomes m compris dans la sphére d’action

de p.

5. Supposons maintenant que le milieu vibre. Soient u, v, w les
déplacementsde p etz + du, v + dv, w + dw ceux de m: la distance
de ces points devient r + dr, et en négligeant les produits des ¢, on a,
pour les composantes de la force accélératrice exercée sur le point u
par V’éther environnant,

/ N mh f(r)+ X m f(r)du + Y mh f/(r)dr,
(2) Emlff(r)—l—me(r)d‘v + > mk f'(r) dr,
Nomlf(r)+ X mf(r)dw+ yoml f(r)or.

Si on suppose enfin que les déplacements de I'éther sont trés-petits
par rapport aux dimensions d’un parallélipipéde élémentaire de
I'assemblage moléculaire, les variations correspondantes de X, Y, Z
sout négligeables, et, en ayant égard aux équations (1), on obtient pour
les équations du mouvement

Diu = Y, mf(r)du + Y mh f/(r)dr,
(3) Div =¥ mf(r)de + N mk f'(r)dr,
Diw =3 mf(r)dw-+ ¥ ml f(r)dr.
La variation ¢ r est donnée par la formule
(r+0r)?= (h~+du)+ (k+ ) + (I+dw),

qui se réduit a

ror= hdu + kdv + [dw
dans 'approximation adoptée.

6. Pour transformer les équations (3) en équations aux dérivées
partielles, il suffit de développer les ¢ par la série de Taylor, suivant
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la formule symbolique

¢ = e"P.+4D, 1D, __ 1.

On obtient ainsi les équations des mouvements vibratoires sous la
forme

(D,u_ F,u + Fyo + Fyw,
4 DtU—G u+qu+(Iaw,
Diw= H,u+ H,v + Hyw,

o

£~

les F, G, I étant déterminés par les formules

1’ F, =me(r)(e*—1)+2mf—,§r—) h* (&' — 1),
Gy = X mfir) (e —1) +me()/12(e'
Hy= ¥ mflr)(e - 1) +Zm 2 (et —1),
(3) 1P =6, =3m LUy (01— 1),

H, =F, —Zm ,fr th (&2 —1),

| G,=H, =% m fr(’bﬁ( D,

\ X = AD, + kD, + ID,.

Lauchy a écrit les équations (4) sous une forme symbolique fort
simple. Ecrivant 2, 8, v, ¢ au lieu de D, D,, D,, D,, il pose

‘ A= E m f{r)(e —1),

(6) | P y
_ (r) LAY
lB——Z”l*—r—( l‘_z)’
on a alors
=A + DB, F, =G,=D,3D.,B,
(7)

G,=A+ DB, H,=F, =D,D,B,
( Hy=A + D?B, G,=H,=D,D;B;
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et les équations (4) deviennent

| 0« = Au + D, (D.Bu + DgB¢ + D,Bw),
(8) {ov = Av + Dg(D,Bu + DsBo + D,Bw),
¢*w=Aw + D, (D,Bu + D;Bv + D,Bw),

les seconds membres représentant les fonctions symboliques F, G,
H dont dépend la forme des équations auxiliaires. Le calcul de ces fonc-
tions est ainsi ramené & celui des deux fonctions A et B dont la réduc-
tion peut d’ailleurs étre effectuée comme si ses symboles a, 3, v étaient
des quantités réelles.

7. Pour réduire A et B, il suffit d’emsployer la méthode indiquée par
Cauchy dans son Mémoire sur les deux espéces d’ondes planes qui
peuvent se propager dans les systémes isotropes de points (1).

Soit un point m compris dans la spheére d’action du point p, dési-
gnous par r la distance p.m et par g et § la colatitude et la longitude de
cette distance, de sorte que les projections de 7 sur les trois axes sont

=rcosp, k= rsingcosd, [=rsingsing.

Imaginons un cone trés—délié, ayant son sommet au point p, ren—
fermant le point m et découpant sur une sphére concentrique de
rayon égal & 1 I'élément superficiel ». Décrivons de plus, du point p.
comme centre, deux sphéres trés-rapprochées avec les rayons r et
r-+Ar. Le volume trés-petit compris entre ces trois surfaces est r2w A r;
il renferme un grand nombre d’atomes dont la masse s'obtient en
multipliant le volume par la densité de I'éther au point m, que nous
supposons ne pas différer sensiblement de la densité p de I'éther au
point . '

On voit que I'on a, dans cette hypothése,

‘A:pZZﬁf(l‘)(eA——l)wA/',
? =p22 rf(r) (c*—l—-)\—-§> wAr,

(9)

(1) Nouveaux exercices d'Analyse et de Physique mathématique, t. 1¢r,
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Le premier signe de sommation ¥ s’étend 2 tous les éléments o

d’noe spheére de rayon égal 4 I'unité, et le second a toutes les valeurs
de r croissant par degrés trés-petits Ar d’une valeur trés-petite a une
limite égale au rayon de la sphére d’activité de I’éther.

Enfin, si Pon substitue, avec Poisson, a la premiére sommation une
intégrale définie, il vient

s A =p2r’_/‘(r)l Ar,

(10)
? B = erf’(r) T'Ar,

[ et 1" désignant les deux intégrales définies

I :ﬁandeﬁn(e*— 1) singdy,

AT T 12
I’:/' dﬁj (c’— I — A — —2—> singdo,

A= r(ecosg + fsing cosf + ysing cosf).

(11)
oulona

Ces intégrales sont réductibles & une intégrale simple. En effet,
d’apres une formule de Poisson, on a généralement

an 1: = f
(12) '/u‘ d@[) f(u)singdyp = %-ij (x)da,
en posant
u =ocosp + f3sing cosf + ysingsing,

h* = o + 52 + 7°.

En tenant compte de cette formule, on trouve

cfr . p—kr ke
I=2TE<T—2):[]7{<6 +>3

Ar __ p—kr k2pr At
ve=on (S =0 = BT = g (G )

120

(13)
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Substituant enfin ces valeurs de 1, T’ dans Jes formules (10), il ne
reste qu’'a effectuer la sommation relative & r.

8. Cette sommation ne peut étre qu’indiquée puisque la forme de
la fonction f(r) est inconnue. Mais, sans qu’il soit nécessaire d’effec-
tuer le calcul, on voit que A et B sont des fonctions de k*. En désignant
alors par B’ et B” les dérivées premiére et seconde de B par rapport a k2,

et posant

\ (A aB=E(R), 4B'=F(k),

(14) p
= au -+ v+ yw,

on réduit les équations (8) aux suivantes

c*u = E(k*) u + F(k*) of,
(15) ctv = E(k*)v + F(4*)f9,
i cw=E)w+ F(k*) 5.

Telles sont les équations des vibrations de I'éther, dans le vide comme
dans les milieux matériels. Dans le vide, les coefficients sont des
constantes. Dans les milieux matériels, ils sont des fonctions

de x, 7, z.

9. En supposant constants les coefficients des équations (15), on en
déduit aisément, comme Cauchy V'a fait le premier, les propriétés des
ondes planes propagées par I'éther du vide. )

Pour qu’un mouvement simple représenté par les intégrales

W ax-tfy-+ys—oat
H

= — =€

R

@
P

Q=

soit compatible avec la constitution du systéme, il faut que ses para-
métres satisfassent aux trois équations obtenues en écrivant P, Q, R au
lieu de u, v, w dans le systéme (15), et en y considérant o, «, 3, y, non
plus comme des caractéristiques de dérivation, mais comme des con-
stantes. :

Eliminant P, Q, R, on a I'équation caractéristique qui se dédouble
Tome XIIT (2° série). — Fevaier 1868. 10
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comme il suit :

(16) o = E (),
(17) ot = E (k) + F (k2) 42,

Dans le premier cas, on trouve
([5) 6=aP+ﬁQ—+—“/B=0,
et dans le second

: P
(19) -

=0
=

relations d’ott il résulte que les mouvements simples et non évanes—
cents que peut propager I'éther du vide sont nécessairement de deux
sortes : les uns daus lesquels les vibrations sont paralléles au plan des
autres, sans polarisation déterminée; les autres, dans lesquels les vi-
bratiouns sont perpendiculaires i ce plan. Ces deux genres de vibrations
constituent les ondes transversales et longitudinales.

10. Ces propriétés cessent de subsister, en général, pour les vibra-
tions propagées dans un milieu cristallisé. Les coefficients des équa-
tions (15) devienuent des fonctions périodiques des coordonnées, et il
faut appliquer la méthode d’intégration développée dans le premier
Mémoire. Les équations auxiliaires se déduisent alors, d’apres la regle
générale énoncée dans ce Mémoire, des trois fonclions symboliques
F, G, H, qui se réduisent actuellement aux seconds membres des équa-
tions (15). D'ailleurs, la forme de ces trois fonctions se simplifie encore
en ayanl égard aux remarques suivantes.

11. L’observation indique que dans le vide :

1° Les vibrations lumineuses sont transversales;

2° Les rayons de différentes couleurs se propagent avec la méme
vitesse.

Il résulte de ces deux propriétés que la valeur de % déduite de ’¢-

quation (10) est indépendante de o, et que, par suite, la fonction E (£2)
se réduit sensiblement & son premier terme.
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11 snffit, pour que cette condition soit réalisée, que les deux séries (13)
trés-convergentes a cause de la petitesse de r, se réduisent sensiblement
a leurs premiers termes. Comme il n’existe d’ailleurs aucune raison de
supposer que les termes négligeables dans le vide aient une valeur sen-
sible dans I'intérieur des corps pondérables, on voit que les équations
générales des vibrations se réduisent aux suivantes :

‘ c*u=elu + fuf,
(20) |70 = ke

o*w = ek*w + fv0,

dans lesquelles e et f désignent des constantes ou des fonctions pério-
diques, suivant que l’on consideére I'éther libre ou I’éther renfermé dans
un cristal.

Les coefficients e et f ont les valeurs suivantes, d’aprés les formules
’ Y

(14), (10) et (13):
‘ e= 4—6@2 [r‘j(r) + %rsf’{r):l Ar,
af: égﬁz%r"f’(r)Ar.

12. Appliquant actuellement aux équations (20) la regle générale
qui sert a former les équations auxiliaires qui régissent les vibrations
moyennes [*], op trouve que ces équations sont de la forme suivante :

(21)

¢fu =k (Fiu + Foo + Fyow)+ (fia + fL B+ f27) 06,
-2

3%0 = A (Gu+ Gyw + Gyw) + (g + 82 + 837) 0,
w=Fk (Hu+Hyw+ Hw) + (hya+ "0+ Iyy)6,

(22)

les f, g, h, F, G, H désignant des fonctions symboliques entiéres et 4
coefficients constauts de a, 8, 7.

Nous rappelons que o, a, 3, y représentent les caractéristiques de
dérivation D,, D, D,, D, et que I'on a, dans les équations (22),

=+ B+ 9%, 0 =au—+ Bv+ yw.

[*] Journal de Mathématiques pures et appliguées, 1. XII, 1867, p. 17.
10..
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13. En se reportant d’ailleurs 4 Vanalyse du Mémoire précité, on
voit que les fonctions indéterminées dont dépendent les équations (22)
doivent étre considérées comme des séries ordonnées suivant les puis-
sances de «, 3, 7, trés-rapidement convergentes en général. On pourra
donc, dans nne premiére approximation, les réduire a des constantes.
Dans ce cas, les équations (22) renferment 18 termes du second ordre
au lieu de 54 que laissait subsister lanalyse du premier Mémoire.

On obtient de nouvelles approximations en conservant successive-
ment dans ces fonctions les termes du premier,du deuxiéme, etc., ordre
par rapport & , 3, 7. Les termes dont il s’agit fournissent I'explication
de la dispersion, de la polarisation elliptique et de l'extinction que
présentent certains cristaux.

14. Les équations (22) constituent le résultat définitif que nous nous
proposions d’obtenir dans ce Chapitre. Le systéme (20) dont elles dé-
rivent, quand on y considére les coefficients comme constants, ne sont
pas altérées par une substitution linéaire orthogonale appliquée aux
variables &, ¥, 2, ou, ce quirevient au méme, restent les mémes quand
on déplace d’une maniére quelconque autour de l'origine le systeme
des axes coordonnés.

Les hypothéses d’ou se déduisent les équalions (20) reviennent par
conséquent & considérer I'éther comme présentant, en chacun de ses
points, la méme constitution dans toutes les directions.

Cette constitution varie d’ailleurs d’'un point 2 un autre de I'éther
compris dans 'intérieur d’un corps; mais, en un point déterming, elle
est la méme dans tous les sens. Ainsi se trouve justifiée la dénomina-
tion de périodiquement isotrope que nous avons employée au commen-
cement de ce Chapitre pour caractériser la constitution que présente
probablement |'éther daus 'intérieur des corps cristallisés.

15. Les équations (22) regoivent d’importantes réductions par suite
de la symétrie propre aux divers systemes cristallins. On obtient ces
réductions par la méthode générale qui est développée dans notre pre-
mier Mémoire.

D’aprés cette méthode [*], on détermine I'influence des divers élé-

*| Journal de Mathématiques pures et appliquées, t X11, 1867, p. 25.
ques p PPy ’ 7P
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ments de symétrie communs au polyédre moléculaire et a I'assemblage
cristallin, en exprimant que les équations auxiliaires, mises sous laforme
générale

‘ u="Fu+Fo+ Fw,
(23) :

1

\

G?
v =G u+ G+ Gw,
O.2

w=H,u-+ H,v + Hyw,

ne sont pas altérées par certaines substitutions linéaires appliquées
simultanément & , v, w et a &, B, 7. Les seconds membres des équa-
tions (21) sont linéaires et homogénes par rapport & u, v, w, et de cette
condition résulte essentiellement la forme que présentent, suivant les
cas, les F, G, H fonctions de a, f3, 7.

Cela posé, si on revient aux équations (22), et si on observe :

1° Que A* et § se reproduisent identiquement quand on applique une
substitution linéaire quelconque aux variables », v, w et a, B, 73

2° Que les termes proportionnels 4 A% et a § sont fonctions linéaires
et homogénes, les premiers de u, v, w, les seconds de a, 3, 7.

1l sera aisé de conclure que, dans chaque symétrie particuliére, les
fonctions T, et f, des équations (22)seront composées en «, (3, y comme
la fonction F, des équations (23); les fonctions F, et f, du systeme (22}
comne la fonction F, du systéme (23), et ainsi de suite.

On pourra donc écrire sans difficulié, en se reportant aux divers
systemes précédemment obtenus [*], les diverses classes d’équations
auxiliaires qui se déduisent des équations (22), quand on tient compte,
non-seulement du systéme cristallin, mais encore des divers cas de mé-
riédrie (hémiédrie ou tétartoédrie) que présente chaque systeme.

16. Parmi les divers systéemes d’équations que I'on obtient ainsi, il
faut remarquer celui qui est relatif & Pholoaxie centrée de la symétrie
terbinaire (systéme du prisme droit & base rectangle}, lorsque dans
une premiére approximation on réduit les équations auxiliaires a
I’homogénéité.

Ce systeme doit fournir, en effet, explication compléte des phéno-
ménes optiques que présentent (quand on néglige la dispersion) les

{*] Loc. cit., p. 34 et suivantes.
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cristaux holoédriques connus sous le nom de cristaux a deux axes op-
tiques, c'est-a-dire des phénomenes qui, sous le nom de double réfrac-
tion et polarisation, ont si vivement attiré, depuis Fresnel, I'attention
des physiciens et des géométres.

Or, en ayant égard aux remarques du numéro précédent, on obtient
immédiatement les équations dont il s'agit :

‘ ctu = fk*n + f, ab,
(24) !l oo = ghk*v + g, 30,
= hk*w + h, 8,

les £, g, & de ces formules représentant des parametres constants.
Rétablissant enfin les caractéristiques de dérivation, on obtient le

systeme suivant :

Diu=f(D; +D;+D})u+ f D (D, u+ D,v+ D, w),
(25){ Do =g(DI+ D} +D2) o +5,D, (D +D, 0+ D.w),
Diw=rh(D}+D;+D)w+ h D, (D,u~+ D,v+ D, w).

Ces équations conduisent & de nouvelles et importantes propriétés
des ondes lumineuses, dont I’étude fait ’objet d'un des Chapitres sui-
vants.

Nous nous bornerons & remarquer ici que ces équations renferment
six paramétres distincts. 1.’étude approfondie des phénomeénes lumi-
neux semble indiquer que ¢rois seulement de ces parameétres, corres-
pondant aux trois indices principaux de réfraction, sont réellement
indépendants.

On verra, en effet, que ’on reproduit exactement les faits d'obser—
vation en supposant les trois relations

f-—l—j;:g—(—g,:]l%—b,:O.

Il parait assez difficile de déterminer avec précision la cause phy-
sique de ces derniéres relations, qui introduisent une extréme simpli-
cité dans les équations des phénoménes et dans 1'énoncé des lois qui
en résultent. Nous essayerons cependant de montrer, dans le Chapitre
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suivant, comment on peut en retrouver l’origine dans une hypotheése
de Fresnel sur la constitution de I'éther. La discussion qui fait 'objet
de ce Chapitre signalera plus d’'un rapprochement entre les principes
de la théarie que nous exposons et les hypotheses admises par l'illustre
physicien sur la nature intime de 1'agent qui propage les phénoménes

lnmineux.

CHAPITRE TII.

REMARQUES SUR DEUX POINTS FONDAMENTAUX DE LA THEORIE PHYSIQUE
DE LA LUMIERE.

RemarQue 1. — L'hypothése de Fresnel sur la variation de densité
que la matiere pondérable imprime a Uéther peut servir de base a une
théorie de la double réfraction.

1. On sait gqu'une des hypothéses admises par Fresnel dans son
Mémoire sur les modifications que la réflexion imprime a la lumiére
polarisée consiste a supposer que 'indice de réfraction d’une substance
est proportionnel a la racine carrée de la densité de I'éther, contrai-
rement aux idées admises depuis par Mac-Cullagh et M. Newmann,
qui supposent que la densité de 'éther est la méme dans tous les corps,
et que son élasticité est seule altérée différemment par les divers
milieux pondérables.

Or cetle hypothése de Villustre physicien ne paratt guére conciliable
avec les idées qu'il avait précédemment adoptées dans son céléebre
Mémoire sur la double réfraction, on, négligeant toute variation de
deusité de 'éther dans les cristanx, il attribue la production des phé-
nomenes a une variation de I'élasticité dans les diverses directions
autour d'un point.

De la une sorte de contradiction que les considérations développées
dans le Chapitre précédent font complétement disparaitre, en établis-
sant que la théorie de la double réfraction peut étre exclusivement
basée, comme celle de la réflexion, sur la variation périodique qu’é-
prouve la densité de I'éther dans Vintérieur des corps cristallisés.

2. En effet, les équations (25) du Chapitre précédent renferment
évidemment une théorie complete de la double réfraction et de la po-
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larisation, qui, si I’on fait provisoirement abstraction des relations natu-
relles qui peuvent exister entre les parametres, ne doit différer de
celle de Fresnel que par certaines particularités relatives a la direction
des vibrations et a la forme de la surface des ondes. Ces équations ont
été d’ailleurs déduites du systeme (20), en supposant seulement que
les coefficients e et f sont des fonctions périodiques des coordonneées.

3. Cela posé, il est aisé de voir que la périodicité de ces deux coef-
ficients dépend de celle d’un seul élément, qui est la densité de Uéther.
En se reportant, en effet, aux valeurs (12) de e, f, on voit quelles
s’obtiennent en multipliant la densité p par certaines sommes dont le
calcul ne pourrait étre achevé que si 'on connaissait la loi qui régit les
actions intérieures de I'éther.

En considérant 1’éther comme continu, les sommes pourraient étre
réduites a des intégrales définies prises entre deux limites égales a zéro
et au rayon de la sphére d’activité de I'éther. Elles auraient donc des
valeurs égales pour Péther libre ou pour I’éther renfermé dans un
corps quelconque, de sorte que e et f seraient proportionnels a la
densité.

Mais, suivant une remarque de Poisson, ces intégrations autour d’un
point ne sont pas admissibles en général, et il est nécessaire de consi~

dérer les 2 comme des sommes aux différences finies.

4. Dans ce cas, on pourra effectuer ces sommations sur des termes
tous proportionnels a Vintervalle moyen ¢ qui sépare deux points
voisins de I’éther. Cet intervalle peut étre considéré comme constant
dans toute I'étendue de la sphére d’activité, puisqu’il est lié 4 la den-
sité, supposée constante dans la méme étendue, par une relation de

k -
la forme p = %> k désignant un nombre constant.

En conséquence, le résultat final des sommations ne pourra contenir
que des nombres, des constantes dépendant de la fonction des forces

intérieures, et enfin Vintervalle d. Les sommesz sont des fonctions

L
de &, qui, puisque & est inversement proportionnel 4 p3, se transforment
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en fonctions de p. On peut donc poser

e=o(p), S=1dv(p)

et Pon voit clairement ainsi qu’il suffit d’admettre une variation pério-
dique de la densité pour déduire des équations (20), par la méthode
générale d’intégration, le systéeme auxiliaire (25), d’ou on déduit enfin
les lois qui régissent la double réfraction et la polarisation des vibra-
tions moyennes.

ReEmarQuUE 11. — Les relations qui existent entre les pammétres des
équations auxilinires peuvent étre rattachées a la cause physique qui,
suivant une hypotheése de Fresnel, produit 'absence de toute vibration
longitudinale dans U’ éther.

5. Nous avons remarqué, a la fin du Chapitre précédent, que 'on
était conduit a des résultats conformes aux faits observés, en suppo-
sant entre les paramétres des équations (25) les relations

S+fi=g+g=h+h =o0.

Pour admettre ces relations, il suffit d’admettre que les deux fonctions
‘¢ et ¢ sont égales et de signes contraires, de sorte que 'on a

(1) ¢(p)+¢(p) =o.

Or il est remarquable que dans cette hypothése la vitesse de propa-
gation des ondes longitudinales dans I'éther libre, déduite de I'équa-
tion ¢ = (e + ) A*, se réduit a zéro.

On voit donc que la relation hypothétique (1) revient a attribuer 4
I’éther cette inaptitude a propager les vibrations longitudinales que
Fresnel considérait comme la propriété caractéristique de ce milien
elastique.

6. Sans rechercher ici quelle peut étre l'origine de cette propriété,
nous I'admettrons avec la relation fondamentale (1), qui en est la for-
mule équivalente, comme un postulatum dont l'exactitude est dé-
montrée par la confirmation expérimentale des conséquences qui en

résultent.
Tome XHI (2€ série). — Fevrier 1868. 1I
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Nous supposerons donc désormais que les vibrations de l'éther,
dans un milieu quelconque, sont régies par les équations

¢lu = e (hu — o),
(2) gty =e (kv — f36),

' *w = e (A*u — ¥9),

dans lesquelles e désigne une fonction de la densité, et, par suile, une
fonction périodique des coordonnées.
En posant, pour abréger,

(3} U=~4~u— 45, V:ﬁf"’v-‘-je, \V—_—-]f2u)._79’

ou trouve que le systéme des équations auxiliaires est réductible a la
forme
| *u=F, U+F,V+F, W,
(M g2 =G, U+G,V+G, W,
o*w=H, U+ H,V + H,W,

et que les F, H, G, fonctions de «, 8, 7, éprouvent, par suite de la
symétrie cristalline, les mémes réductions que les fonctions désignées
par les mémes lettres dans le systeme général des équations auxiliaires
considérées au second Chapitre de notre premier Mémoire. Par suite,
on obtiendra les équations (4) relatives aux divers systemes et cas
particuliers de meriédrie, en écrivant U, V, W au lieu de u, o, w
dans les seconds membres des équations obtenues dans le Mémoire
préciteé.

7. Pour donner une idée des résultats définitifs que fournit la
théorie précédente, nous avons réuni dans un tableau, a la fin de ce
Chapitre, les équations aux dérivées partielles qui, en conservant les
termes du second et du troisiéme ordre, régissent les vibrations lumi-
neuses dans les principaux systemes.

Nous laissons de coté les systémes asymétrique et binaire, qui
donuent lieu a des équations assez complexes, et exigent, suivant
toute probabilité, I'emploi spécial de certaines coordonnées obliques.
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Nous renvoyons enfin aux deux Chapitres suivants I’étude des pro-
priétés principales des ondes planes.

8. [l importe d’observer que les principes d’ou résultent ces ¢qua-
tions font de notre théorie une sorte de commentaire A celle qua
adoptée Fresnel dans son Mémoire sur les modifications que la réflexion
imprime a la lumiére polarisée [*]. Ce Mémoire peut étre considéré
comme l'expression des idées définitives de son auteur sur le méca-
nisme des phénoménes optiques. 1l est, en effet, postéricur au Mé-
moire sur la double réfraction [**] et 4 un premier Mémoire sur la
réflexion [ ***], ol Fresnel a cherché & expliquer les lois de ce phéno-
méne 4 I'aide d’hypothéses autres que celles d’une densité variable de
I’éther.

Les physiciens ne verront donc peut-étre pas sans intérét que les
notions fondamentales qui ont paru les plus plausibles a Pillustre
physicien suffisent & une théorie compléte de la double réfraction et
de la polarisation rectiligne, et permettent méme d’obtenir analyti-
quement les lois de la polarisation elliptique et circulaire constatées

expérimentalement sur la lumiére propagée par certains cristaux hémi-
édriques.

'TABLEAU DES EQUATIONS QUI REGISSENT LES PHENOMENES OPTIQUES DANS LES CRISTAUX

CLASSES D’APRES LA NATURE ET LE NOMBRE DE LEURS KLEMENTS DE SYMETRIE.

Observation générale. — On a simplifié les équations ci-aprés en
observant que la dilatation cubique ¢ des vibrations lumineuses, rigou-
reusement nulle dans les milieux isotropes, est généralement trés-
petite dans les cristaux. On peut, par suite, réduire approximati-
vement, dans les termes du troisiéme ordre, U, V, W aux valeurs
simples :

U=FKku, V=~v, W=KFw

[*] Janvier 1823.
[**] Novembre 1821.
[***] Novembre 1819.

Ii..
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I. — Symétrie terbinaire.
1° Holvaxie cenirée ou homoédrie [A%, 212, C, I, 2P]:
s o*u = f(k*u — af),

) oo =g(k*v — f36),
v etw=h(KPw— 9).

2° Holoaxie hémisymétrique [A?, 212, oC, oP]:

7} =f‘</f2u — 0’6) -+ /f2(<Pq T8+ 9, ﬁW),

(6) ¢ a2v=g(k2v—ﬁ@)+k’(x,aw+x2'yu),
* cw=h(lw— y8) + k* (¢, fu + Y.
3° Hémiaxie dichosymétriqgue [A?, oL?, oC, aP]:
Cotu=f(Fu — af) + k* (¢, au + @203V + 9, yw),
(7) c%:g(/c’v—-ﬁ@)—f—k"‘(x,ﬁu—l—x,a&'),
?, crw=h(k*w— 96) + k* (¢, yu + §, aw).
II. — Symeétrie ternaire.
t° Holoaxie centrée ou homoédrie [A%, 303 C, 1T, 3P%]:
‘ c*u = f(k*u — of),
(8) o oty =g (k*v — B9),
¢'w=g(k*w— 46)
20

\
mw

Holoaxie hémisymetrique [A%, 312, oC, o] :

cfu =f(h*u —af)+ f, k* (fw — yv),

cly =

(Ko —[f8) — K (g yu +graw) + A k(B o — yw),
L tw=g(A'w— 90) + k*(g, Pu +grav)—h K (Bw+ o)
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3° Hémiaxie dichosymétrique [A®, oL?, oG, 3P]:

( otu =f(Ku— ab)+ f, k(B + yw),
(10) ¢ o®v =g (kv — (0) + A2 (g, Bu+ gyav) + k, k2 (Bo — yw),
c*w=g (Aw— y0) + K2 (g, yu + goaw) — b, k* (fw+ yo ).

IIl. — Symétries quaternaire et sénaire.

1° Holoaxie centrée ou homoddrie [AY, 412, C, I, 4P?],
[A, 6L% C, II, 6P2]:

cu =f(k*u — «f),
(11) otv =g(k'v — f36),
? cw=g(k*w — v0).

2° Holoaxie hémisymétrique [A3, 412, o C, oP], [A%, 612, oC, oP]:

60'2 = f(ku — ab) + fLE (fw — yo),
(12) oty =g (kv — f0) — K (g, yu -+ g, aw),
(o2w=g w— v0) + k* (g, fu + gy av ).

3° Hémiaxie diclosymétrique [A*, oL?, oC, 4P], [A%, 0L2, oC, 6P]:

c*u = f(Ku—ad) + f, K (Be + yw),
(13) (¢t =g(k’v — B0) + k2 (g, Bu+ gy av),
( cPw=g(k*w— y0) + k* (g, yu + g, aw).

IV. — Symétrie terquaternaire.
1° Holoaxie centrée on homoéddrie [3L*, 412, 61.%, C, 3P*, 6P?] :

fu = f(k*u — «0),
(v4) oty =f (kv — f6),
*w=f(kw— 70).
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2° Holoaxie hémisymeétrigue [31.', 41.2, 612, oC, oP]:

ctu =f(Ku— ab)+ [y —fw),
(15) ? oo =f (kv — B8) + fi K (aw — yu),
L tw=f(BPw— y6) + f K (fu — av).

3° Hémiaxie hemisymétrique 312, 41.°, oC, oP]:

*u=f(ku —al)+ B2 (f,yv + f, fw),
(16) oty =f(Re —BOY+ B (fiyw+ fayu ),
*w=f(kw—q0)+ K ([, fu+ fyav).

4° Hémiaxie dichosymétrigue [31.2, 4L?, oC, 6P]:

sau—~f *u—afd)+ fi k2 (qv + Bw),
(17) (ot =f (ko —0)+ [ B law+ yu),
c*w=f(k*w — 90) + f, £ (Bu + av ).

CHAPITRE 1IV.

SUR LES PROPRIETES DES ONDES PLANES DE L'ETHER RENFERME DANS
UN MILIEU HOMOEDRIQUE.

1. Ce Chapitre est consacré a I'étude des ondes planes déduite des
formules (5), (8) et (14) du tableau précédent.

Voici le résumé des principaux résultats obtenus :

Dans les cristaux 4 deux axes optiques, I'équation aux vitesses des
ondes planes coincide rigoureusement avec celle de Fresnel.

Quant a la polarisation, elle est déterminée par le théoréme suivant :
La vibration d’une onde plane est dirigée dans le plan determiné par la
normale a l'onde et le rayon lumineux correspondant; elle est de
plus perpendiculaire au rayon. La vibration n’est donc pas comprise
dans le plan de 'onde, comme le supposait Fresnel; sa direction fait
avec ce plan un angle qui pour certains corps trés-biréfringents, I'azo-
tate de soude par exemple, peut dépasser g degrés.
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2. Ce résultat conduit & des conséquences importantes pour la
théorie de la réflexion et de la réfraction de la lumiere 4 la surface
des cristaux.

Bien que ces conséquences nc soient pas développées dans ce Mé-
moire, nous croyons devoir les indiquer bri¢vement, afin de préciser
les circonstances qui servent de contrdle 4 la théorie et aux hypo-
théses sur lesquelles elle est basée.

3. La théorie de la réflexion et de la réfraction cristallines com-
prend deux problémes distincts :

Le premier a pour objet la recherche des équations de condition
auxquelles satisfont les déplacements atomiques sur la surface de sé-
paration des deux milieux;

Le second comprend I'étnde des mouvements simples ou par ondes
planes que peuvent propager ces milieux.

4. Principales solutions du premier probléeme. — Dans ces recher-
ches sur la réflexion, Fresnel a admis : 1° que le déplacement d’un
atome de la surface réfringente, estimé parallélement a cette surface,
dans 'onde réfractée, se confond avec la résultante de ses déplace-
ments estimés de 1a méme maniére dans Ponde incidente et dans 'onde
réfléchies 2° que la force vive des ondes réfléchie et réfractée est égale
a celle de 'onde incidente.

Ces principes donnent trois équations & la surface. Il en faut quatre
dans le cas des cristaux. Mac-Cullagh et M. Newmann ont complété
la solution en étendant le principe de continuité de Fresnel aux dépla-
cements estimés suivant la normale a la surface réfringente.

De son c6té, Cauchy a obtenu, par diverses méthodes dont la ri-
gueur serait difficilement contestée, quatre équations de condition qui
reproduisent celles de Fresnel par la suppression de certains termes
trés-pelits, mais sont incompatibles avec la quatriéme condition intro-
duite par Mac-Cullagh et M. Newmann.

8. Principales solutions du second probléme. — Le second probleme
a été 'objet de nombreuses recherches des physiciens et des géométres.
Suivant Fresnel, la vibration est dans le plan de Fonde et est dirigée
dans le plan déterminé par la normale 4 I'onde et le rayou lumineux.
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’aprés Mac-Cullagh et M. Newmann, elle est située daus le plan de
I’onde et est perpendiculaire au rayon. M. Lamé trouve le méme ré-
sultat dans ses Legons sur I Elasticité.

D’aprés notre théorie, la vibration est dans le plan déterminé par
la normale 4 Ponde et le rayon, comme le supposait Fresnel, et elle
est perpendiculaire au rayon.

6. Cela posé, lorsque I'on introduit la polarisation de Fresnel dans
les équations 4 la surface de Cauchy, on obtient des formules qui re-
présentent la marche générale des phénomenes, mais attribuent a cer-
tains éléments directement mesurables, tels que les angles de polari-
sation totale, des valeurs numériques notablement différentes des
valeurs observées.

Au contraire, en combinant la polarisation de Mac-Cullagh et de
M. Newmann avec les équations & la surface admises par ces physi-
ciens, on obtient des formules parfaitement concordantes avec les
faits.

Enfin, en combinant les équations 4 la surface de Cauchy avec la
polarisation que nous avons trouvee, on reproduit les formules exactes
de Mac-Cullagh et de M. Newmann.

7. Dans son Traité d’Optique physique, M. Billet avait déja remar-
qué qu’il n’est pas nécessaire d’apporter a la théorie de Fresnel les
modifications profondes introduites par Mac-Cullagh et M. Newmann,
pour ramener entre les limites des erreurs expérimentales les diffé-
rences entre les résultats du calcul et ceux de I'observation. La modi-
fication qui place la vibration perpendiculaire au rayon lui parait seule
importante.

C'est cette modification qu’introduisent les hypothéses fondamen-
tales de ce Mémoire.

Il est & peine nécessaire de faire remarquer qu’elles laissent, confor-
mément i la théorie de Fresnel, la vibration perpendiculaire an plan
de polarisation dans les milieux isotropes. La théorie de Mac-Cullagh
et de M. Newmann la place au contraire dans ce plan. -

8. En résumé, si on accepte comme rigoureuses les considérations
sur lesquelles reposent les équations de condition données par Cauchy,
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on est conduit 3 admettre que la théorie opposée a celle de Fresnel a
abordé¢ le probléme & 'aide de deux hypotheses physiquement fausses,
qui, par suite d’une compensation, ont fourni un résultat définitif
conformie a la réalité.

Bien que donnant des formules moins exactes, les principes fonda-
wentaux de Fresnel paraissent plus voisins de la vérité; et c’est parce
que la théorie que nous exposons ici apporte a ces principes la niodifi-
cation nécessaire pour supprimer touote discordance avec les fails que
nous croyons 4 la réalité physique du principe introduit.

9. Terminons par une derniére observation. Les équations aux-
quelles nous sommes parvenus pour représenter les propriétés optiques
des cristaux a deux axes, lorsque 'on néglige la dispersion, sont essen-
tiellement distinctes de celles auxquelles satisfont les vibrations d’un
systéme homogéne d’atomes ou de molécules. Bien qu’elles ne renfer-
ment que trois parameétres, il est impossible de les faires rentrer dans
les équations des vibrations des systémes de points matériels donu ées par
Cauchy, ou méme dans les équations a 36 indéterminées de M. Lamé.

Leur forme dérive essentiellement de la constitution périodigue du
milieu vibrant, c’est=-a-dire d’un état statique qu’on ne peut-expliquer
simplement qu'en admettant qu’il est dit aux actions perturbatrices
(’un second milieu différent. Ce résultat est important parce qu'il im-

plique la nécessité de faire intervenir dans la production des phéno-
" ménes luminenx deux systémes distincts qui ne peuvent étre que la
matiére pondérable, et cet agent mystérieux et insaisissable, V'éther,
que toutes les théories physiques s'accordent aujourd’hui a révéler a
notre esprit comme ’élément le plus actif, le plus puissant de la force
universelle.
dnalyse.

10. Les généralités du Chapitre I permettront d’établir rapide-
mient les propriétés des ondes planes.

Couformement aux notations de ce Chapitre, ces propriétés seront
déduites des intégrales simpies correspondantes prises sous la forme

0wty

FTET K :
Tome XIII (2¢ série). — Mars 18G8. Ia
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et les relations entre les constantes s’obtiendront, dans chaque cas, en
écrivant P, Q, R au lien de », ¢, w dans chacun des groupes du tableau
général, et en y considérant a, 8, 7, ¢ comme des quantités, et non
comme des symboles.

Suivant une remarque faite précédemment (Chap. 1¢, n® 10}, nous
supposerons constamment que le plan d'une onde évanescente est pa-
rallele au plan & partir duquel elle s’éteint. En désignant alors parZ, m,
n les cosinus des angles que la normale 4 I'onde fait avec les axes, on
aura

a=~FH, B="km, y=kn;
a ’ - . . . )
et le rapport w = 7 sera réel ou imaginaire, suivant que l'onde ne
sera pas ou sera évanescente. Dans le premier cas, il se réduira a la

vitesse de propagation de I'onde.
Cela posé, nous passons a I'étude des cas particuliers.

Symétrie terbinaire.

11. Les équations relatives & ce cas sont les équations (5) du tableau.
En y écrivant P, Q, R au lieu de «, v, w, il vient

P = f(k*P — 45),
0*Q =g (k'Q — f6),
( *R=h(kR — v5),

(1)

ol on suppose tonjours A* = a* + f3* + y*, 0 = aP + SQ + yR.

Eliminant P, Q, R, on obtient I’équation caractéristique -

faz gﬁz /l'y’
(2) u.z_f“:'—*_ G"-—gﬂ‘z_*— gt — hik?

De plus, des équations (1), on déduit les rapports

P Q R

o = :_6.

(3) (= (f“,{) (=)
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12. Si I'on pose actuellement dans les équations (2) et (3)

o=k, p-=rkmn, g=lkn, 0):‘%9

o =I{P +mQ +nk,

elles se transforment comme il suit

Nk gm? hn? .
(4) mz_j'+m2_g wz___/l+l_oa
. P R
(5) -2

i T gm =Tm ¢
) ) 75)

Telles sont les équations d’ou résultent les lois de la propagation et de
la polarisation du mouvement.

L’équation (4) résolue par rapport a4 «* admet évidemment deux
racines positives et une racine nulle. Aux deux premiéres correspon-
dent deux ondes se propageant sans s’affaiblir dans la méme direction,
avec des vitesses différentes.

Pour la racine w? = o les équations se réduisent aux suivantes
(6) I=a=n=

Ces équations correspondent a un mouvement simple longitudinal;
mais la condifion »? = o montre que ce mouvement ne peut se pro-
pager.

Les deux autres racines * sont fournies par I'équation

12 m? 7'

(7) ;)T—_~7'+m2—g+w2——~/t::o’

qui coincide rigoureusement’ avec I'équation aux vitesses des ondes
planes trouvée par Fresnel. Mais le mode de polarisation qui résulie
alors des formules (5) différe notablement de celui qui se déduit de la
théorie de l'illustre physicien.

13. On voit d’abord que les quantités P, Q, R étant propor-~
tionnelles 4 des quantités réelles (Chap. I, n® 7), la trajecteire ato-

12..
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mique se réduit & une ligne droite. Ia polarisation est donc rectiligne.
Pour la définir avec précision, il est utile de rappeler brievement le
calcul de la surface des ondes.

On sait que son équation s’obtient en cherchant Penveloppe du plan
(8) lx +~ my 4+ nz = w,
les paramétres /, m, n, » étant liés par I’équation (7) et la relation
(9) I+ m? =1,

D’aprés la théorie des enveloppes, on doit différentier successivement
les équations (7), (8) et (9) par rapport aux deux parametres laissés
indépendants, on obtient ains; les équations ci-dessous, ot I’on a repré-
senté, pour abréger, par oF le premier membre de I'¢quation (7):

/1_ dn dw .
+Z"(ﬁ~ (”- = O,
dn
(10) [ +n—=o,
dF dF dn dF de -0
a Vi a Yo a T o
/ 1z dn dw o
PR T dm = O
dn
(rr) { M- n—— = o,
dF  dF do  dF do _ .
dm " dndm " do dm — O

A

et I'équation de I'enveloppe s'obtient en &liminant les paramétres /, n,
n, o et les dérivées partielles de 7 et w entre les equations (7), (8), g},
(ro)et(11). On simplifie I’élimination, en substituant aux équations (10)
et (11) les suivantes

dF
fax 4+ Al “f—pLle-:O,
dF
]+)m+p.71:o,
(12) dF
zZ -+ An - =o,
dF
—14+up——=0
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En effet, I'élimination de ) et y entre les équations (12) conduit au
méme résultat que Pélimination des dérivées partielles de n et w entre
les équations (10) et (11).

Ajoutons que les équations (12) déterminent les coordonnées x, y, z
du point de contact de I'enveloppe avec le plan tangent et, par suite,
la direction du rayon lumineux correspondant a 'onde plane qui se
propage dans la direction (I, m, n).

14. Ajoutant les trois premieres équations (12) respectivement mul-

R dF dF dF
tipliées 1° par —» T’ Zni 27 par l, m, n; 3° par x, y, z, et obser-
, dF dF dF -
vant que Ton a { — + m —— +n— = 2F = o, il vient
dF dF dF dF\? (dF ? dF\*7
Ta v Y a2 T \w) t\am) t\@w) [T
w+i=o0,
wr g2 e 2E Ly B ARy
J * dar Y am dn |
o . . dF\? [ dF\* dF\: 1 dF
11 est d’ailleurs aisé de voir que (71—1-) -+ (EE) + (E) ==
~dF N )
Observant de plus que p. —— =1, et posant p* = x* + y* -+ 2z*, les

trois relations ci-dessus deviennent

_dF dF dF 1
YT T am TP m T
(13) )\: — w,
p=—olp’ — o).

Portant les valeurs de ) et . dans les équations (12) on a

[ 2=l +w(p2—w2)%a
(14) y:mm—{—m(p?—w?);l—:a
' dF

z = nw + o(p?— w?) 53
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ou bien

lew me z no
/ R y — .
\15) Pk_j'~mz_f, P:_g__w;___g’ P"—/Ih—w‘—/llv

L
ajoutant enfin ces derniéres équations, respectivement multipliées par x,
¥, %, etayant égard a la premiere des équations (13), on obtient I'équa-
tion de la surface des ondes
' y? z?

(16 i A =1.
o) Py ey

15. Revenant actuellement aux équations (5), on voit que les
projections du déplacement atomique sont proportionnelles aux
quantités

M gm hn

2 b

mz—f’ w'—g w—h

que nous désignerons par X, Y, Z. On a d’ailleurs identiquement

! . w2l . 2(1F
SX—;.z:f—l = ol -
w:m o dF )
(17) (Y—wz_g—m——w ———m,
win o dF
\Z—-—m—”-——ﬁ) W—n,

formules qui permettent, en ayant égard aux valeurs (13) de % et u,
d’écrire les équations (14) comme il suit

x— L1 + L X =o,
o] w
gty =
(18) y—cm+5Y=o,

2
z —Zn —1—i,Z =o0.
\ o] 0]

2 . . 2 .
Eliminant £ et &%, on a la relation
()

(19) X(yn—zm) + Y (sl — xn) + Z(xm — yl) = o,
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qui montre que la vibration, la normale a 'onde et le rayon lumineux
sont dans un méme plan.

Ajoutant enfin les équations (18) respectivement multipliées par a,
¥, 2 on aimmédiatement

{20) xX + yY + zZ = o,

relation qui montre que la vibration est perpendiculaire aw rayon
lumineux.

Ces deux propriétés définissent d'une maniére simple la polarisation
d’une onde plane dans un milieu biréfringent, et constituent un théo-
réeme remarquable dont voici I'énoncé :

Toute onde plane propagée par un milieu biréfringent est polarisée
rectilignement. La direction de la vibration est comprise dans le plan

déterminé par la normale a ! onde et le rayon lumineux correspondant.
Elle est de plus perpendiculaire au rayon.

Symétries ternaire, quaternaire et sénaire.

16. En supposant % = g, on obtient les équations relatives aux
mouvements simples propagés par les milieux a4 un axe.
Dans ce cas, les deux racines de I'équation (4) sont les suivantes :

(21) 0’ =g,
P J— 2 . 2 2
(22) w? = gl* + f(m* + n?).
Le premier correspond au rayon ordinaire des physiciens, la seconde

au rayon extraordinaire. Le mode de polarisation se déduit sans dif-
ficulté des équations (5) qui donnent :

1° Pour ’onde ordinaire

(23) P=o, mQ+ aunR=o;

2° Pour I'onde extraordinaire

(2[}) P == Q = R

S(m? + n?) — glm — gin ’
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Ces formnles montrent que la vibration ordinaire est comprise dans
le plan de I'onde. Mais il n’en est pas de méme pour 'onde extraordi-
naire.

On trouve sans dilficulté¢ que I'angle V compris entre la vibration
extraordinaire et le plan de 'onde est déterminé par la formule

(25) sinV=2=1_ (f—g)sinor

' % f'sin’t + gcosit

en appelant 71'angle que la normale 4 'onde fait avec I'axe principal
de symétric.

I’obscrvalion indique que g differe généralement fort peu de f.
[’angle V est donc trés-petit, mais il n’est pas nul comme le supposait
Fresnel.

Pour le spath, on trouve, en donnant aux coefficients f, g les valeurs
. ‘s ™ . . . .
que leur attribue Pexpérience, que, pour r= -, I'inclinaison de la vi-
4

bration extraordinaire sur 'onde est de 6° 12’. Pour 'azotate de soude,
qui est trés-biréfringent, sa valeur s’éléve & ¢°38'.

17. 1l ne reste plus qu'a mentionner les phénoménes optiques des
cristaux du systeme cubique. En ne conservant dans les équations
que les termes du second ordre, ces phénomenes sont identiques a
ceux qui se produisent dans le vide et dans les corps isotropes. La
double réfraction disparait, et la vitesse de propagation est seule mo-
difiée par I'action de la matiére poundérable sur I'éther.

CHAPITRE V.

SUR LES PROPRILTES DES ONDES PLANES DE L'ETHER RENFERME
DANS UN MILIEU HEMIEDRIQUE.

1. Parmi les phénomeénes lumineux qui offrent le plus d’intérét, on
doit citer ceux que présentent le quartz, le sulfate de strychnine et
quelques cristaux du systeme cubique.

Les cristanx de quariz et de sulfate de strychnine appartiennent, les
premiers au systéme rhomboédrique, les seconds an systeme du prisme
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droit & base carrée. 1ls présentent donc un axe principal de symétrie,
sénaire pour le quartz, quaternaire pour le sulfate de strychuine.

Ces cristaux possédent la propriété de transmettre, parallélement &
I'axe principal, deux systémes d’ondes polarisées circulairement et se
propageant avec des vitesses différentes. Les phénoménes constatés
dans les ondes transmises dans une direction perpendiculaire a I'axe
ne différent pas sensiblement de ceux qui se produisent dans les cris-
taux biréfringents homoédriques, tels que le spath.

2. La double réfraction circulaire donne lieu au phénomene connu
sous le nom de rotation du plan de polarisation. Ce phénoméne, que
le quartz et le sulfate de strychnine présentent dans une direction pa-
rallele 4 I'axe principal de symétrie, est produit dans toutes les direc-
tions par certains cristaux du systéme cubique, le chlorate de soude
par exemple.

3. Les faits que nous venons de rappeler sont d’une haute impor-
tance, et ont depuis longtemps attiré I'attention des physiciens et des
géométres. D'aprés les découvertes de M. Pasteur, ils sont toujours
associés A une certaine dissymétrie de la forme cristalline. Dans ses
"Etudes cristallographiques, Bravais a précisé le genre de dissymétrie
qui est I'origine de ces phénoménes, en énongant ce fait remarquable
que tous les cristaux connus jusqu'a ce jour comme doués du pouvoir
rotatoire optique, appartiennent a la catégorie des cristaux hémisymé-
‘triques [*].

Nous verrons, en effet, que tous les faits constatés par 'expérience
et les lois qui le régissent se déduisent des équations relatives aux cris-
taux hémisymétriques possédant un axe principal de symétrie.

4. Les lois qui dérivent des équations propres aux cristaux dicho-
symétriques sont fort différentes.

La polarisation n’est jamais circulaire : elle est toujours rectiligne
ou faiblement elliptique. Ce qui semble caractériser la dichosymétrie,
c’est V'extinction plus ou moins grande de certaines radiations lumi-
neuses. :

(*] Journal de I’Ecole Polytechnique, 34¢ cahier, p. 222.
Tome XIIT (2° série). — Mans 1868, 13
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Les équations indiquent, par exemple, que les cristaux dichosyme-
triques du systéme fernaire ne peuvent transmettre que des ondes éva-
nescentes parallélement a I’axe principal de symétrie, et que des deux
ondes propagées dans une direction perpendiculaire 4 l'axe, I'onde
extraordinaire se propage sans s’affaiblir, et ’'onde ordinaire est géné-
ralement évanescente. h

Ces résultats de la théorie se constatent effectivement sur la tourma-
line, dont les cristaux appartiennent a I'hémiaxie dickosyme’trique du
systéme ternaire [*]. On sait, en effet, qu’une plaque de tourmaline
taillée perpendiculairement 4 I’axe éieint plus complétement la lumiére
qu’une plaque de méme épaisseur taillée parallélement 3 I'axe [**], et
qu’une plaque a faces paralléles i I'axe, d’une assez faible épaisseur,

éteint généralement le rayon ordinaire, et laisse passer le rayon extra-
ordinaire.

3. Les équations relatives au sulfate de strychnine sont les équa-
tions (12) du tableau. ]

Celles du quartz sont en réalité les équations (9)- En effet, bien que
le quartz appartienne au systéme sénaire, ses cristaux sont hémiaxes,
et la symétrie de sa molécule représentée par le symbole

(A%, 312, oC, oP)

est ternaire [*™* ). Mais les termes par lesquels le systéme (9) différe du
systéme (12) sont évidemment négligeables quand les rayons transmis
sont peu inclinés sur I'axe. Or, ces rayons seuls offrent des particula-
rités importantes : on pourra par suite déduire les propriétés du quartz
des équations (12).

Enfin les systémes (10) et (15) du tableau correspondent a la tour-
maline et & ceux des cristaux du systéme cubique (chlorate et bro-
mate de soude, acétate d’urane, etc.) qui, d’aprés les expériences de
M. Marbach, possédent le pouvoir rotatoire.

[*] Yournal de I’Ecole Polytechnique, 34¢ cahier, p. 244.
[**] Voir la Cristallographie de M. Des Cloizeaux.
[***] Journal de I'Ecole Polytechnique, 34¢ cabier, P- 24o0.

IR R
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6. Nous ajouterons que le tableau comprend aussi (systéeme n° 6)
les équations qui régissent les phénomeénes optiques des cristaux hémi-
symétriques du systéme prismatique.

Ces équations sont assez simples, et ne renferment qu'un assez petit
nombre de parametres indéterminés.

Il sera intéressant de rechercher les lois qui s’en déduisent pour les
comparer aux faits d’expérience auxquels donnent lieu certains cris-
taux, tels que le formiate de strontiane, étudié par M. Violette, I’aspa-
ragine, le glucosate de sel marin, ete., qui remplissent, suivant Bravais,
les conditions de symétrie dont il s’agit.

Nous essayerons de le faire dans un autre travail. En se limitant aux
faits qui ont été signalés précédemment, et & ceux qui font lobjet du
Chapitre précédent, la théorie nous semble offrir un accord avec I’ob-
servation assez satisfaisant pour que les principes qui lui servent de
base paraissent dignes de I'attention des physiciens

Les relations nouvelles qu’elle établit entre les phénomenes optiques
des corps et leur forme cristalline nous paraissent particulierement
importantes, parce que leur vérification expérimentale doit étre consi-
dérée comme une confirmation, non-seulement de la théorie des
ondes, mais encore des conceptions sur lesquelles repose, dans I'état
actuel de la science, 'explication des phénoménes et des lois cristallo-
graphiques.

' Analyse,
7. Holoaxie hémisymétrique des systémes quaternaire et sénaire. —

Ecrivant P, Q, R au lieu de &, v, w dans les equatxons (r12) du Cha-
pitre I1I, et posant dans les mémes equatlons ;

%, a=kl, B=Fkm, ¢ =kn,
¢ =IP+mQ + nR,
t=wl—f, §=w—g,
on obhtient le systeme suivant :
eP=— flo+fik(mR — nQ),
(n) €Q =~ gng — k(g, nP + g, IR),
R == —gn o+ k(g,mP + g,1Q).

w =
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Par suite, P, Q, R, ¢ sont respectivement proportionnels aux quan-
tités
Sle? + g, K[ [g. 1?4+ g f (m® + n?)],
gmee' — kin (gg.¢ + [g.¢) — g k*m|[ fg, * + gf, (m* + n?)],
grned + kim(gg, e+ fg.¢) — g, k*n [ fg.1* + gf, (m* + n?)],
—e? — g2k e+ fog K2 (mP 4 nt) €.

Je pose

(2) ' ‘\

et je néglige le produit de deux paramétres f,, g,, g, multiplié par
une des différences &, ¢, ¢; je trouve ainsi : 1° les rapports

(3) P = Q = R =t
SUE g kA) — gm (e —g AMA)—kindh ~ gn (s — g FA)+klmA — —e?’

2¢ I'équation caractéristique
(4) 2+ ¢ (m? + n*) ¢ + k*AB = o.

8. Soit r angle que la normale 4 I'onde plane fait avec 'axe de
symétrie, on aura
[ = cost, \m?+ n®=sint,

A = g?cos’t + fsin’t, B =g,cos’t — g, sin’s,

et ’équation (4), résolue par rapport a ¢, fournira les deux valeurs

2¢ = — d'sin®*t & /% sin*t — 4A*AB,

le signe + correspondant a 'onde ordinaire et le signe — a l'onde
extraordinaire.

Dans ces valeurs on peut, avec une approximation suffisante, rem-
placer k sous le radical par la valeur approchée ygo ou ygsi, et
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I’on obtient ainsi

(5) 25'=—~d‘ain%i¢o““‘sin%+ 4gs* AB.

On voit aisément que, pour des rayons peu inclinés sur I'axe, les deux
valeurs de w qui résultent de la formule (5) sont réelles : par suite,
les deux ondes se propagent sans extinction.

9. Par suite aussi, la valeur de £, correspondant a chacune des
deux ondes, est imaginaire de la forme Ai. Les rapports (3) peuvent
donc s’écrire

(6) L Q = R S
Sl — g hPA) gm(se'+ g A*A) —hinAi gn (e + g APAY - himai —ee?

Ces expressions peuvent étre transformées & I'aide de I'équation (4).
On tire, en effet, de cette équation

¢ — g, BPA = — (m* +n?)[d¢ + h* (g, + g2) A
& + g BPA = 1> [dd+h* (g -+ 8s)Al;

par suite, en posant

(7) A=20¢+ R (g, + g A,

il viendra

8 P . Q _ R _ 3
(8) —fl(m* + )}~ gmi®) — kinAi ~ gnl')\ + hlmAi — —e’

ou bien, en désignant par t I’angle que fait avec I'axe des x la uor-
male i I'onde, et par o l'azimut de cette ligne compté & partir du
plan xoy,

P Q R

(9) — fsinz = gcosacosth — AsinwAi  gsinecost ) -+ hcoswAi

La polarisation qui résulte de ces formules est généralement ellip-
tique. Pour étudier les lois de cette polarisation, nous négligerons le
produit de deux des quantités f,, g,, g, et méme celui d’une de ces
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quantités par ¢ on un paramétre de méme ordre. En admettant cette
approximation, on a les réductions suivantes.

10. Onde extraordinaire. — Nous réduisons les valeurs (7) et (2)
de X et A aux suivantes :

A =0d¢,
A=g(g,e+ g.¢),

ety remplacons, au méme degré d’approximation, ¢, ¢ par leurs valeurs
approchées
’

¢ =d cos?r, &= — d&sin’z,
de sorte que
A =gd(g,cos’t — g, sin?t) = gd'B.

Par suite, les formules (g) deviennent

p Q R
(ro) —fsinte’ T g(coswcost e — hsine Bi) g (sinwcost + AcoswAl)

Tous les éléments de la trajectoire elliptique se déduisent comme on
I'a observé (Chapitre [, n°3) de la quantité P? + Q* + R?, qui se
réduit, dans le cas actuel, i la suivante :

Me% = ¢*( f*sin’t + g* cos®t) — g*A?B?,
d’ou I'on tire évidemment

M = ¢*( f?sin*t + g cos*t) — g*h?B?,
§ =o.

(r1)

De plus, V'intensité du mouvement est donnée par la formule

(12) I=¢*( f?sin’t + g*cos?t) + g?A? B2

On aura donc, pour la valeur p = \/;—:—n—b: dua rapport du petit axe
au grand

(13) p= ik

b
¢’ Y[ sin’t -+ g cos?r
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ou, approximativement,

4B
(r4) P=
Targument ¢ se réduisant a zéro, les projections du demi-petit axe
sont représentées par les coefficients de i dans P, Q, R. D’aprés les
valeurs (10), ces projections sont proportionnelles a

0, sinw, — cosw,

d’oti 'on déduit immédiatement :

Que le petit axe de Pellipse est perpendiculaire a 'axe principal de
symétrie et est compris dans le plan de 'onde, de sorte qu'il est per-
pendiculaire au plan déterminé par la normale i 'onde plane et 'axe
de symétrie.

Pour achever de déterminer les éléments du mouvement elliptique,
il suffit de calculer I'angle V que le plan de la trajectoire fait avec le
plan de 'onde. On obtient cet angle en déduisant préalablement des
formules (10) les cosinus des angles que la normale au plan des deux
axes de I'ellipse fait avec les apgles des coordonnées. On trouve ainsi

. I —f) sin’~
sinV = - (; /)
2 /f*sin’t 4 g? cos?z

Par suite, au degré d’approximation adopté, I'angle du plan de
I'ellipse avec I'onde plane extraordinaire se confond avec celui que
forme, dans les cristaux homoédriques, la vibration rectiligne extra-
ordivaire avec le plan de I'onde.

11. Onde ordinaire. — Désignant par ¢, la racine de I'équation (4)
qui correspond & P'onde ordinaire, et par ¢ celle qui se rapporte a
V’onde extraordinaire, on a

¢¢, = — h*AB.

Par suite, la valeur (7) de 2 relative & I'onde extraordinaire peut étre
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mise sous la forme

3 = — dAB + ¢ 22 (g, +g,)A.
= 5
Remplacant au numérateur ¢ par sa valeur approchée — d'sin’t et
B par sa valeur g, cos*t — g, sin’1, on obtient

(15) L LY

Quant a la valeur de A, elle peut étre réduite dans I'approximation
adoptée a

(16) A=gg,d.

En tenant compte des valeurs (15) et (16) de X et A, les rapports (g)
deviennent

P Q R

I . = T = - S
( 7) — fhsintA glhcoswcost A + ¢ sinwi) g (hsinweost A— 3’ coswi)

La quantité P* + Q* + R? devient alors
h? A* (f*sin?*t + g?cos’t) — g*¢?,
de sorte que l'on a

M = g*¢* — IPA*( f*sin®1 + g2 cos®t),
(18)
6 =n.

Dans ce cas, le rapport du petit axe au grand est donné par la
formule

r

g
= p—————
hAy frsintt 4 gicosic

(19) e

ou approximativement

(20) =iy

i
2

I’argument § étant égal 4 @, on aura e * = —i. Donc d’apres le
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théoréme général du Chapitre I les projections du demi-grand axe sont
les parties réelles des trois quantités que 'on obtient en multipliant
par — i les quantités auxquelles les constantes P, Q, R sont propor-
tionnelles d’apres les relations (17). On en conclut que la direction du
grand axe de la trajectoire elliptique ordinaire coincide avec le petit
axe de la trajectoire elliptique extraordinaire.

12. Le sens du mouvement elliptique dans chacun des deux rayons
dépend, comme on ’a vu (Chap. I, n° 8), du signe du coefficient de 7
ghsine
fsinz

pour le rayon ordinaire. D’ailleurs, pour

dans le rapport g Ce coefficient est égal a ];, pour le rayon ex-
gsine &
Jrsint A
des valeurs de 7 voisines de zéro, le signe de B et celui de A sont égaux

traordinaire, et 4 —

a celui de g, cos?t. Donc, le mouvement elliptique s’effectue en sens
inverse dans les ondes ordinaire et extraordinaire.

13. En résumé, on voit que dans les cristaux hémisymétriques qui
ont un axe principal :

1° Deux ondes planes peuvent se propager dans la méme direction
avec des vitesses différentes données par la formule

dsin’t d:sin‘~ 2
(21) w'=g— S E\ 7+ 8 AB,

le signe + appartenant a 'onde ordinaire, et le signe — 4 I'onde extra-
ordinaire;

2° Les deux ondes planes qui peuvent se propager dans une direc-
tion inclinée sur 'axe principal sont polarisées elliptiquement.

Le grand axe de la vibration ordinaire est perpendiculaire a la
section principale. Le plan de la trajectoire se confond avec celui de
I'onde.

La direction du petit axe de la vibration extraordinaire se confond
avec celle du grand axe de la vibration ordinaire. Le plan de la trajec-
toire fait avec le plan de onde un angle tres-petit déterminé par la
formule

dsin’r

1
2/ frsin’t + gcosit

’

(22) sinV =

Tome X1 (a€ série). — Mans 1868, I[}
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3° Le rapport du petit axe au grand, dans les ondes ordinaire et
extraordinaire, est donné par les formules

5’

h{gicos’t + f) sin’r)’
(23) ¢ ,_ h(gcos’t —g sin’r)
PESta AR A

= = ?
EI

Pi

2s' = — §sin’t — {/3Isinit + [ gs? (g, c0s't + £, sin’t) (g, cos't — g, sin’r).
Le rapport des axes diminue a mesure que la direction des ondes
s’éloigne de I’axe principal.
Pour les ondes dont la direction est peu inclinée sur I'axe, les deux
valeurs de p satisfont sensiblement & la relation

’

pe=r.
Enfin, les deux ondes sont polarisées en sens contraires.

14. En supposant = = o, les formules (23) donnent ¢ == hg,cos?,
g = ' =1. Donc les ondes propagées parallélement a I'axe principal
de symétrie sont polarisées circulairement.

Il est remarquable que ce résultat soit indépendant de toute hypo-
thése sur la constitution de I’éther, et soit la conséquence nécessaire
de la moditication particuliére de la forme cristalline que Bravais a dé-
signée sous le nom d’hémisymétrie.

Si on considere, en effet, les équations générales des vibrations de
I’éther renfermé dans un cristal hémisymétrique doué d’un axe prin-
cipal de symétrie, sous la forme que nous leur avons trouvée dans notre
premier Mémoire, on voit qu’elles se réduisent aux suivantes pour les
ondes perpendiculaires a I'axe

/

c*u = fu,

(24)

o*v = gov — Gyaw,
c*w=g,w -+ Gyay;

fis gy G, désignant nécessairement des fonctions de 2. Par suite, les
propriétés des ondes planes se déduisent des relations obtenues en
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écrivant P, Q, R au lieu de «, ¢, w dans les équations ci-dessus. Or, si
on ajoute ces relations respectivement multipliées par P, Q, R, on
obtient la condition nécessaire et suffisante de la polarisation circu-
laire P? + Q% + R®* = o,

15. M. Airy a démontré le premier que dans le quartz les rayons
inclinés sur I'axe sont polarisés elliptiquewent. Il a montré que les
faits observés s’expliquent en admettant que les vibrations s’exécutent
en sens inverse suivant deux ellipses dont les grands axes sont & angle
droit, et quis’allongent de plus en plus quand la direction des rayons
s’éloigne de I'axe [*].

Les formules de la théorie confirment cette hypothese, et donnent
le rapport des axes dans chaque ellipse et Ia différence de marche des
deux rayons. Elles concordent avec celles que Cauchy a données pour
les rayons peu inclinés sur 'axe, et que M. Jamin a vérifiées par ses
belles recherches expérimeutales [**].

16. Hémiaxie dichosymétrigue du systéme ternaire. — On déduit
des équations (10) du tableau (Chap. III), le systéme suivant

=— flg + fik(mQ + nR),
= —gmo + k(g mP +g,1Q) + h k(mQ — nR),
= —gno + k(g nP + g,IR) — h k(mR 4+ nQ).

‘ eP

('25) { ¢R
n‘ £Q

En négligeant les produits deux 4 deux des coefticients des termes
du troisieme ordre, on peut remplacer dans ces termes P, Q, R par les

valeurs que prennent ces quantités, quand on ne prend que les termes
du second ordre.

En opérant ainsi, on obtient le résultat que voici :

17. 1° Onde ordinaire. — Une premiére approximation donne

[*] Transactions de Cambridge, 1832.

[**] Comptes rendus des séances de I Académie des Sciences, t. XXX.

14..
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Introduisant ces valeurs dans les termes du troisieme ordre, il vient

‘ eP = — flo
(26) ¢ €Q==—gmo+ g, klQ + h k(mQ — nR),
¢R = — gno + g, kiR — hk(mR +nQ).

D’ailleurs, au méme degré d’approximation, on déduit de I'équa-
tion mQ + nR = o, les relations

Q_ R mQ—aR _mR+rQ nrQ—mR
— =

—_m 2mn T —mtn? m* 4+ n?

qui permettent d’écrire la deuxiéme et la troisiéme des équations (26 ),
sous la forme suivante

2mn

fQ=—gmo -+ g, kIQ + h, Ii o - (nQ — mR),
‘R=— gno + g, kIR + h, /im - —{(nQ — mR).

En multipliant la premiére de ces nouvelles équations par n, la
deuxiéme par m, et retranchant les résultats I'un de I'autre, on a I’é-
quation caractéristique

(27) w2:g—i—g2/fl—i—/z,k3—%':2_:—n:na-

18. 2° Onde extraordinaire. — Multiplions la premiére équation
(26) par ¢, et les deux autres par ¢. Dans les résultats, substituons
aux P, Q, R des termes du troisiéme ordre ainsi qu’a ¢, ¢ leurs valeurs
approchées tirées des formules (21), (22) et (24) du Chapitre IV. Né-
gligeons enfin les produits de f,, g,, g,y &, par & =g — f. Il vient

§ P = — [f1d + g fok(m? - n)] g,
! . . (*m 19 (m? — nty’
(28) | €' Q= — [gme +gg,/flm -+ 88,k __2_4_"__2 —l—g/i.k _(__“__)J o,

: o .
'R = [gne +gg kin +gg. 4 e 8@/{%%] o,
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et on en déduit I’équation caractéristique

(3g) wf=f+ M — ( fi+ g Al (4 n?) -+ gahl?+ by L =0

m* -+ nt

19. Soit = I'angle de la normale 4 'onde avec ox, et » son azimut.
|l = cost, m =sinTcosw, 7 ==SINTSsinw,
les équations (27) et (29) deviennent

(30) w?=g -+ k(g,cost — h;sintcosdw),

(31)

| w?=f+ dcos’t
+ kcost[gycos®t — ( f, -+ g,) sin®t + k,sintcostcos3w].

Pour qu’une onde plane persistante se propage sans s’affaiblir, il
faut que k soit de la forme /i et la valeur de w réelle. Or les équations
(30) et (31) ne peuvent étre satisfaites par de pareilles valeurs de & et w.
Les ondes sont donc généralement évanescentes.

Mais si on suppose cost = o, ¢'est-a-dire si le plan de ’onde est pa-
ralléle a 'axe principal, le coefficient de A s’annule dans I’équation (31).
Dans la méme hypothése, il ne s’annule pas dans I'équation (30).

Donc une onde plane ordinaire paraliéle a I'axe est généralement
évanescente, et une onde plane extraordinaire peut se propager sans
s’affaiblir.

Une onde plane ordinaire peut cesser d’étre évanescente, d’apres la
formule (30), quand on a cost= 0, cos3w = o0, c’est-d-dire quand
elle est paralléle 4 I’axe principal et perpendiculaire & un des trois
plans de symétrie de I'assemblage. Il serait intéressant de rechercher
expérimentalement les phénomenes que presente une tourmaline dans
ces conditions.

Q0. Holoaxie hémisymétrigue du systeme terquaternaire. |Equa-
tions (15) du tableau]. — Les propriétés des ondes planes résultent
des équations

(0= /)P == fl g+ fik(rQ - mK)
(32) (0 —f)Q=—fmo + fLA({R — nP),
(@*— YR = — fnog+ f,k(mP — 1Q).
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En ajoutant ces équations multipliées par /, m, n, il vient
wlp=o0

d’olt »* =0 ou bien ¢ = o. Cette derniére condition est celle des
ondes lumineuses. En 'introduisant dans (32), on a

(57 = /)P =fik(nQ —mD),
(0*—=f)Q=Lfk(ILR —nP),
o = /IR =fik(mP — 1Q).

Des deux premiéres équations (3), on tire les relations

(33)

(34) 2r P — Q _ R ’
B SR — (0 — ) fihkm  fl ki mn +(m1——f}f, A fikn + (et — f)

qui, en ayant égard 4 [P +- mQ + nR = o donnent I'équation carac-
téristique

(35) (0 —f) +f2h = o

qui pour une valeur de k de la forme Ai fournit deux valeurs
réelles de w. Le milieu propage donc sans extinction, avec des vitesses
différentes, deux ondes planes dans la méme direction.

21. La polarisation se déduit immédiatement des équations (33) qui
entrainent la relation P?* + Q* + R? = o. Elle est donc circulaire.
D'ailleurs, en tenant compte de l'équation (35), les relations (34)
deviennent
(36) =9 __ 2

In = mi mr i nt— 1
Q
R
on passe d’une des deux ondes a I'autre. Par suite, les deux ondes sont
polarisées en sens contraires,

En résumé, les cristaux holoaxes hémisymétriques du systéme ter-
quaternaire propagent dans toutes les direclions deux ondes planes
polarisées ciculairement en sens inverse et possédant des vitesses de

Le signe du coefficient de i dans le rapport = change donc quand

propagation différentes. De la résulte le pouvoir rotatoire.

i OQ
g0




