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MEMOIRE

SUR LES

ONDES DANS LES MILIEUX ISOTROPES DEFORMES ;

Par M. BOUSSINESQ.

Je me propose d’exposer ici les idées contenues en germe dans un
article présenté & I’Académie des Sciences le 22 juillet 1867, et qui est
inséré an compte rendu de la séance de ce jour [*]. Je considére un
corps primitivement isotrope, mais qui a cessé de I'étre par suite de
pressions ou de tractions inégales exercées sur lui dans les divers sens.
J’obtiens les formules de ses forces élastiques, en m’appuyant seule-
ment sur 'hypothese, admise par tout le monde, que ces forces peu-
vent étre exprimées en fonclion linéaire des dérivées partielles des
déplacements. Dans le cas ot le milieu, aprés sa déformation, n’est
soumis & aucune action extérieure, les formules auxquelles j'arrive
sont semblables a celles que M. de Saint-Venant a données comme
conséquence d’'une distribution dite ellipsoidale des élasticités autour
de chaque point, et qu'il a reconnu, dans hypothése de I'égalité de
certains coefficients, regardée par lui comme conforme a la réalité,
étre communes aux milieux isotropes inégalement comprimés [**]. 1]
est arrivé a ce dernier résultat, en admettant que I'action réciproque
de deux molécules est simplement fonction de leur distance.

Le corps élant supposé homogéne, je cherche ensuite les éqnations

[*] Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, t. LXY, p. 167,

[**] Mémoire sur la distribution des élasticités antour de chaque point d’un corps
solide ou d’un milieu de contexture quelconque, particuliérement lorsqu’il est amorphe
sans étre isotrope, an Journal de Mathématiques pures et appliquées, ot série, t. VIII,
18633 woir aux n* 14 et 16 de ce Mémoire.

Tome XIIT (2% série}. — Juis 18G8. 27
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de ses mouvements et les proprictés des ondes planes qui s’y propagent.
Ces ondes sont quasi transversales ou quasi longitudinales, ¢est-a-dire
que les vibrations s’y font presque paralléelement ou presque perpen-
diculairement aux plans des ondes. Toutefois, pour certaines relations
peu probables entre les coefficients, les ondes sont rigoureusement
transversales, ou rigoureusement longitudinales.

Le milieu peut propager dans chaque direction deux systemes
d’ondes quasi transversales, ayant deux vitesses inégales de propaga-
tion, et correspondant a des vibrations polarisées & angle droit. Dans
un cas particulier, la surface des ondes est celle de Fresnel, avec des
vibrations dirigées, comme le suppose Fresnel dans sa théorie de la
double réfraction, suivant la projection durayon sur le plan tangent :
c'est le cas étudié par M. Briot [*]+ qui 'obtient en supposant que
deux molécules d’éther se repoussent en raison inverse de la sixieme
puissance de la distance. Dans un autre cas, celui ou la pression exté-
rieure exercée sur le milieu est nulle ou est la méme dans tous les
sens, la surface de I'onde est encore celle de Fresnel, mais les vibra-
tions se font perpendiculairement & la projection du rayou sur le plan
tangent. Ces lois seraient celles de la double réfraction, d’apres
MM. Mac-Cullagh et Newmann. Cauchy, en 1330, et M. de Saint-
Venant, dans son travail récent cité plus haut, y sont arrivés également.

yétudie ensuite les vibrations quasi longitudinales, et je démontre
que, dans le cas ou le milieu n’est soumis qu’a une action extérieure
constante, et peut propager dans tous les sens des ondes rigoureuse-
ment transversales et des ondes rigoureusement ]ongitudina!es, ces
Jerniéres ont une vitesse constante quelle que soit leur direction. Une
telle propriété semble ne pouvoir appartenir qu’aux milieux physi-
quenment isotropes. Ce résultat s’ajouterait donc aux considérations
développées par M. de Saint-Venant, aux n® 17,18, 19, du méme
Mémoire, pour prouver que les vibrations ne sont rigoureusement pa-
ralléles ou perpendiculaires aux ondes que dans les milieux isotropes.

[**) Essais sur la Theorie mathématique de la tumiére, liv. 11, chap. 1T et IV,

N v [N
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§ 1. — Forces élastiques.

Sapposons qu’un corps isotrope, homogene ou hétérogeéne, soit
soumis 2 des actions mécaniques, telles que des pressions ou des trac-
tions, capables de le déformer trés-peu. Ses molécules prendront un
nouvel équilibre, et il ne sera généralement plus isotrope dans son
nouvel état. Si méme il n’est pas parfaitement élastique, les positions
d’équilibre des molécules changeront lentement, sans que les actions
extérieures auxquelles il est soumis varient, et le corps passera par une
série d’états distincts, jusqu’a ce qu'il en rencontre un plus stable,
approprié aux nouvelles conditions dans lesquelles il se trouve. A plus
forte raison les positions d’équilibre des molécules et la constitution
du corps chaugerount-elles continuellement, si, comme nous le sup-
poserons dans ce paragraphe, les actions déformatrices varient d’'un
instant & Pautre et d’ailleurs ne cessent jamais d’étre appliquées. Ces
positions seront a chaque instant celles dans lesquelles les molécules
resteraient en repos, si on les y disposait sans vitesse initiale, et si la
constitution du corps et les actions extérieures qu’il supporte conti-
nuaient i étre ce qu’elles sont au moment considéré. On peut admettre
commie évident qu’a chaque instant les molécules les occuperont & trés-
peu pres, excepté pendant les moments trés-courts et tout exceptionnels
ot les actions déformatrices varieraient brusquement.

Noussavons qu’il existera en chaque point, & un instant quelconque,
trois éléments plans rectangulaires, sur lesquels les actions exercées se-
ront normales|*]. Si nous considérons une portion trés-petite du corps,
ces éléments plans auront A tres-peu prés méme direction, et les forces
qui les sollicitent méme grandeur, dans toute son étendue. Celles-ci se
composent en général de deux parties : I'une K, commune aux trois élé-
ments plans, et qui existaitantérieurement aux modifications produites;
la deuxiéine correspondante a ces modifications, et que nous désigue-
rons, pour les memes éléments plans, respectivement par A, B, C.Nous
admettrons que, dans la portion considérée du corps, les éléments

[*] Lamg, Legons sur !’ Etasticité, § 22.
27
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plans normalement pressés ou tirés par les actions déformatrices gar-
dent la méme direction a tous les instants consécutifs, et que ces forces
A, B, C varient avec le temps de maniére A conserver entre elles les

A B C _. .. . :
memes rapports -~ - Si nous désignons par a, b, ¢ trois nombres

constants, proportionnels & A, B, C, et du méme ordre de petitesse
que les dilatations linéaires éprouvées par le corps pendant sa défor-

. A B C \ \
mation, les rapports Al R seront égaux entre eux,et a une meme
4 c

fonction F du temps ¢. La fonction F (1) peut d’ailleurs étre quelcon-
que : elle se réduit i une constante, si les actions déformatrices restent
les mémes toujours; elle sera nulle ou constante i partir d'une cer-
taine valeur de £, si A, B, Cdeviennent elles-mémes nulles ou constantes
au bout d’un certain temps. Quoi qu'il en soit, cette fonction étant
supposée conunue, la constitution du corps, 4 chaqueinstant, re dépen-
dra plus que de a, b, c. L effet, concevons plusieurs corps exacte-
ment pareils an proposé, soumis & des actions mécaniques analogues,
et pour lesquels les rapports %— = % :% soient la méme fonction du
temps, sans que a, b, ¢ s’y trouvent les mémes. Il est évident que
leurs constitutions, au méme moment, ne peuvent différer qu’a raison
des valeurs différentes de a, b, c; puisque, si @, b, ¢ y étaient respec-
tivement égales, les actions déformatrices A, B, C auraient aussi été les
mémes & chaque instant dans les deux corps, et ne pourraient qu’y
avoir produit les mémes effets,

Concevons qu’a un mowment donné les molécules éprouvent, par rap-
port a leurs positions actuelles d’équilibre, des déplacements trés-pe-
tits, compris dans les limites d’élasticité du corps; les forces élastiques
développées par ces déplacements seront fonctions de a, b, ¢ : nous
nous proposons de chercher leur expression, en négligeant les termes
du second ordre de petitesse par rapport a a, b, c.

Adoptous un systeme de plans coordounés des 7%, deszx et des xy,
paralléles aux positions d’équilibre des éléments sur lesquels s’exercent
les actions K +A, K+ B, K +C; nous appellerons les axes ainsi
obtenus axes d’élasticité. Soient x, ¥, % les coordonnées actuclles
d’équilibre d’une molécule M, appartenant a la petite portion consi-
dérée du corps; u, v, w les déplacements suivant les axes de la méme

" 1 IR R YR R
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molécule, par rapport 4 la position d’équilibre. Appelons avec M. Lamé
(Legons sur l’E’lasticité, § 8), N,, Ny, Ny, Ty, Ty, T, les forces élas-
tiques principales, c’est-a-dire les composantes, suivant les axes, des
actions exercées sur Punité superficielle des trois éléments plans
passant par M, et actuellement paralléles aux plans coordonnés. On
sajt que ces forces dépendent des dérivées partielles de u, v, w par
rapport a x, y, z, el que, pour des valeurs assez petites des dérivées,
elles en sont fonctions linéaires.

Cela posé, je dis que la constitution du corps, primitivement iso-
trope, est restée symétrique par rapport aux plans coordonnés, c’est-
a-dire que si, gardant deux quelconques des axes, on change le sens
du troisiéme, par exemple le sens de celui des par la transformation
dex en —x et de u en — 4, les formules des forces élastiques prin-
cipales seront les mémes dans le nouvean systéeme d’axes que dans le
premier. En effet, les actions normales A, B, C, causes uniques de la
déformation du corps et de I’altération de son isotropie, s'exercent éga-
lement sur les deux faces de tout élément paralléle aux plans coor-
donnés, et les circonstances sont les mémes par rapport aux deux sys-
temes considérés d’axes. Or, si I'on change le sens de celui des x, la
nouvelle force principale N, sera celle qui est exercée sur le méme élé-
ment paralléle aux yz, mais da coté des o d’abord négatifs ; elle sera
égale 4 la force de méme nom dans le premier systéme. On verra pa-
reillement que les forces N,, N, T, restent les mémes, et que T, et T,
doivent étre changées en — T,, — T,. Donc les transformations simul-
tanées de x en — x et de u en — « doivent laisser invariables N,, N,,
N;, Ty, et faire changer de signe T, et T,. De méme les transforma-
tions simultanées de y en — y et de v en — ¢ doivent laisser invaria-
bles N, N, Ny, T, et changer de signe Ty, T,. Enfin les changements
de z en — zetde wen — w, ne changent pas N,, N,, N,, T,, et trans-
forment T,, T, en — T,, — T,. Il suit de 13 que Pexpression de N, se

Sy e .. . de de  dw
réduit 2 K -+~ A, suivi de trois termes en T T o

@’ 3 @ et que cellede T,

dww

. dy
contient seulement les deux termes en =2 et =
dz dy

Le coefficient de chacun de ces termes comprend deux parties. La
premiére est identique a la valeur du coefficient dans le milieu iso-
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trope primitif. La deuxiéme, correspondante 4 la petite altération
éprouvée, est peu considérable par rapport & la premiére; elle est une
fonction des petites quantités a, b, ¢, et s’annule avec celles-ci. Comme
nous n’avons pas de raison spéciale pour supposer les dérivées par-
tielles de cette fonction nulles ou infinies quand 2 = 0, 6 =0, ¢ = o,
nous la développerons par la série de Maclaurin, et, vu la petitesse de a,
b, ¢, nous pourrons nous arréler aux termes du premier degré. Ainsi
la deuxiéme partie du coefficient sera une fonction linéaire de a, b, c.

D'ailleurs, le milien primitif étant isotrope, N, et T, garderont les
mémes expressions, si les deux axes des y et des z échangent leurs
noms, c¢'est-a-ire si, x, u et @ ne changeant pas, on permute a la fois y
et z, v et w, b et c. Occupons-nous d’abord de N,. La permutation

.. , . . dv . . . dw

indiquée change le terme qui contient — en celui qui contient —
dy dz

et réciproguement. Donc: 1° la partie de cestermes indépendante de a,

\ . . dv .
b, ¢, a un méme coefficient {; 2° le coefficient de ¢ e est le méme

. dw , . . . s
que celui de 5% nous le désignerons par I’; 3° le coefficient de b=
dz E dy

R : dw . T
est égal & celui de ¢ —-» et nous pouvons le représenter, quel qu’il soit,

dv dw ,
—et dea -7 sont égaux, et

par I’ 4+ n; 4° enfin les coeflicients de ag ;

do dw
—_ e[ —

nous les désignerons par I’ + [”. I ensemble des termes en el

sera

ainsi exprimé par

.. ” de dw dv div
[{+Via+b+c)+1 a](Ty'*'Tt?)"'"(b@”‘cZ)'

. du .
On verra de méme que, dans le terme en —-» b et c ont un coefti-
cient égal, de maniére qu’en désignant par m,, §, & trois nouveaux
coefficients, on peut écrire ce terme

du

[[+1(a+b+c)+1"a+na+2m+as{a+b+c)+asal -

Pareillement, dans T,, la permutation indiquée change le terme qui

. dv . . . dw 0 .
contient Z celui qui contient @ Donc : 1° la partie de ces termes
az
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indépendante de a, b, ¢ a un méme coefficient m; 2° les coefficients
dw

4 . 3 ’ /v 30
e sont égaux : nons les désignerons par m’; 3° cenx de

1
de b(z‘;et de ¢
dv

dw A . .
c 2 et de b ZZ 1e sont encore, el peuvent étre representes par m 4+ p;
oz dy »

, do dw
4° enfin nous appellerons m’ + m” ceux de a — et de @ —-
4z dy

Représentons, afin d’abréger, par 8 la somime de trois lermes ana-

logues, dont le premier sera écrit immédiatement apres ce signe; par
du do dw du .

X a a, a— ) — — pa —, et la dila-

exemple @ + b + cpar Sa, a — + ¢ 7@ P rSa — etladila

tatiot du | & 22 ar S % simpl t par §. D'apre i
ation 7 + 2= =+ 2 Pf - ou simplement par §. D'apreés ce qui

yrécede, N, et T, auront la forme
i b} 1

N, =K +A (I +U'Sa + 1"a)6 + nSa &

du
(1) +2(m, + sSa + s'a) >

| T.= (m + m'Sa + m"a) (% —+ %‘;) +p (cg—‘; + b %)

On déduira évidemment de ces deux formules N, et Ty, Ny et T,. en
effectuant respectivement une ou deux permutations circulaires sur x,
7, 23 u, v, w; A, B, Cs a, b, c.

Si les deux quantités a, b, et, par suite, les actions déformatrices
A, B sont égales, il est aisé de voir, par les formules générales déduites
de 1a considération du tétraédre de Cauchy [*], que les actious exer-
cées, dans I'état d’équilibre du corps, sur tout élément plan parallele
aux z, seront égales a K + A, et que, par conséquent, le milieu sera

{*1 Ces formules sont (voir Lecons de M. Lam%, § 9)

X — N, cosa + TjcosP - Ta cosy,
Y = Tycosa + Nycosf + T, cos,
Z =T, cosc— T, cosf —+ Nycosy;

u, B, y représentent les angles que fait avec les axes des coordonnées la normale & un
élément plan quelconque passant par la molécule M; X, Y, Z désignent les compo-



216 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

reste isotrope autour de I'axe des z. Donc, dans le cas a = b, on pent
faire tourner d'un angle trés-petit «, autour de 'axe des z, le systéeme
des deux autres axes, sans changer Iexpression des forces ¢lastiques
principales en fonction des déplacements. Appelons x’, ¥, 2 les coor-
données d’équilibre de M dans le nouveau systéme d’axes infiniment
voisin du premier, /, ¢/, w' les déplacements de M dans le méme sys-
teme. Nous aurons les formules de transformation

(d 4 A d  d 4 d  a
—_— = —— —p —— —_— = — T — —_——= —
(2) de = dr & Tl '@ mTa
=1 — v =10 4/, w=w.

I, ” . ’ 4 r 4 v \ " . va loc
D'autre part, appelons N',, N, N, T, T,, T, les forces principales
relatives aux nouveaux axes. Les formules de la Note précédente, ou
plus directement celles qu’établit M. Lamé au § 18 de ses Legons,
donneront

N" == N, -t~ 2tT3, N’Q - N2 - 2"Taa N’s N3;

(3
) T, =T, —:T,, T,=T,+.1,, Ty=T,— (N, —N,).

\

Si nous substituons dans ces formules, a N,, N,,N;, T,, Ty, T,, leurs
d(u, o, w)

———— > puis, a ces dérivées, leurs valeurs en
d{z,y,2)

expressious (1) en

dia'y v, 0') . . . .

i fournies par (2), les termes qui contiendront « devront s an-
(T 072"} .

nuler quelles que soient ces derniéres dérivées ainsi que a et ¢, puisque

les forces élastiques doivent avoir 1a méme expression dans le nouveau

systeme que dans le premier. On obtiendra ainsi les trois relations

4 o= my, s=m4m, $'=p—am.

. santes, suivant les mémes axes, de la force ¢lastique rapportée a l'unité de surface,
qui est exercée sur cet élément plan da ¢6té oi I'on a mené la normale.
Dans I'état d’équilibre du milien considéré, on a N, =N,— K AT =T,=T,—o.
Pour teut élément plan paralléle i I'axe des z, cosy est nul, et, par suite, il vient

X=(K—+Ajcosa, Y=(K-+A)cosp, Z—o.

La force élastique est bien normale, puisque ses composantes X, Y, Z sont propor-
tionnelles & cosx, cosB, 0; de plus sa valeur est K —+ A.
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Telles sont les conditions, non pas pour que le milieu soit isotrope
autour de Paxe des z, mais ponr que cette isotropie partielle résulte
de Pégalité des deux quantités a, b. Elles doivent donc étre vérifiées
dans les formules (1). '

Enfin, nous savons qu’un déplacement d’evsemble quelconque
donné 4 un corps ne fait pas varier la force exercée sur tout élé-
ment plan lié au corps. Or tout mouvement d’ensemble infiniment
petit se compose d’une translation, qui laisse invariables les dérivées
d(u, v, w)
(ﬁﬂf—,)’, z)
coordonnés. Il faut donc qu’une simple rotation du milieu autour de
chacun des trois axes laisse invariable la force exercée sur un élément
plan quelconque. Par exemple, une petite rotation » autour de I'axe

; et de trois rotations infinimeni petites autour des trois axes

des z, laquelle correspond a u = — WYy, v = wx, w=o0, devra laisser
égale 4 K + A et normale, I'action exercée sur 'élément primitive-
ment perpendiculaire 4 'axe des x. Cette rotation donne, d’apres les
formules (1),

Ny=K+ A, N,=K+B, N;=K+(,

{4 bi
A I.S‘) T,:TQ*_:(), T;,:p(am-/))w.

La normale 4 'élément qui était primitivesient perpendiculaire 4
I'axe des @, fait actuellement, avec les trois axes fixes des o, ¥ &, des
angles qui ont pour cosinus i, w, 0. Les composantes, suivant les mémes
axes, de la force élastique exercée sur cet élémeut, seront, d’apres les
formules (4 bis), et d’apreés celles de la note précédente,

K+4A, pla—b)o+w(K+B), o

Pour qu’elle soit restée normale et vaille K -+ A, il faudra que ces trois
composantes soient respectivemsent égales a

K+A, (K+A)w, o
L’égalité des secondes donne

A—B=yp(a—-25)

Tome X1 ( 2® série). — JuiLLET 1868, 28
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A B ., .
et, comme - = —, il vient
a b

(5) A = pa; ov avra de méme B=pb, C=pc.

Avec ces valeurs de A, B, C, une simple rotation du milieu ne fait
naitre aucune force élastique sur les trois éléments superficiels primi-
tivement perpehdicu]aires aux axes, ni par suite sur aucan élément
plan.

Les formules définitives des forces élastiques sont donc

\ N, =K i pa+{l+'Sa~+ ") +nSa j—z
du

e r 4 4 ! s " . 3 hand
) walm + 'Sa+m'(b+c—a)+pal-

dz dy 7;

d’on se déduisent Np et Tyy Ny et T,.

. : . yonf lw dv dw
[,=(m+m'Sa+m a)(—u—f-:‘—) -4—/)(073 + b ):

Les coefficients p, I, (", n, m’, m" seront généralement fonctions
de ¢, puisque nous supposons les actions déformatrices A, B, C toujours
agissantes et variables d’un instant & Pautre. Le cas le plus intéressant
4 considérer est celui ou ces actions deviennent constantes au bout
d’un certain temps, et ne cessent pas ensuite de I'étre ; dans ce cas, le
milicu ne tardera pas a acquérir une constitution permanente, et
Pty U, n.m'ym’ gurder()nt désormais les mémes valeurs. Si en particu-
lier les actions déformatrices sont supprimées aprés avoir agi quelque
temps, on anra, dans 1'état moléculaire permanent qui suivra cette
snppression, A=B=C=o0oup=o; mais les autres coefficients ci-
dessus garderont des valeurs finies; ils ne seraient nuls que si le corps
se trouvait revent: a sa constitution primitive.

Notre analyse laisse indéterminés tous les coefficients qui entrent
dans les formules (6); mais des considérations d’une autre espece ren-
dent extrémement probable, entre trois de ces coefficients, la relation

(=) U'=n—p [']

v

[*{ En effet, si on sappuie sur le principe, universellement admis, qu'il est impos-
sible de eréer de toutes piéces du travail, on peut réduire les expressions des forces

e ' vE [XNREE]
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§ 1l. — Equations les mouvements. — Ondes planes.

Si le corps était et reste homogene, les axes d’élasticité, les coefficients
et les quantités a, , ¢ seront les mémes dans toute son ¢tendue. Alors
la premiere équation des petits mouvements, en. appelant & la densité,
sera

d*u dN,

dT
gL AN AT
de’ dx dy oz

dT,

élastiques, dans tout milieu mécaniquement symeétrique par rapport aux trois plans
coordonnés, et quand il y a trois actions normales K + A, K + B, K+ C, anté-
rienres aux deplacements, a la forme

[ du
N=K+A+{a+K+A} —
dr

_ do
N;==K+ B+ (b+K-+B) o
e

. dn

Ny=K + C+ (¢ +K+C) =

dz

<;\

dow

T.=(e +~K+4) -

\

+{(f —K—A)
+(d'— K- B
4+ (e —K—C)

. do .
T::(dq—K—*—C):T; +(d+K-+B)—-

dw
dz
du
Az
div
dy

du

d. dv
VT, = (f +K +B) g f +K+4a) =
dy dxr

d_u +ie —K-—A) —
€ ! -
dy ; ’ ’

+ i —K—B)—)

div

dz

du
1o

v

+(d — K —C}—:

dy

(Zoir Mémoire d¢ja cité de 2. de Saint-Venant, formules 10, au n° 3.)

Il est aisé d’identifier ces formules () avec les notres (6), & la condition necessaire
et suffisante que la relation (7) soit vérifice. Comme on a déji A = p«, B =pb, C== pe,

il sufira de faire

(de — K -m+m'Sa+n"a, =K+ i+ (' +nr)8a—na,
e— —K+m-+mSa+m’b ¢ =K+1+{l'"4n8a—nt,
fe — K 4+mamSa-+m"c; =K+ i+{l'+n)Sa— nc

(B a—= —K+{+!'Sat+2[m+mBa+m'(b+c—aj)-+nal,
b::—K»{—l—i—l'Sa—}—z[m—{—m'Sa—f—m"(e+11——b)—+—17l’)j,
Ve — K -l +'Sa+2[{m+m'Sa +m"{a+b— )+ nc).

Ces formules vérifient identiquement les conditions, dites de distribution ellipsoi-

28.
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Portons dans cette équation les valeurs (6) des forces élas!iques, et dési-

. AT » ‘wboli d* At
guons, avec M. Lamé, par A, expression symbolique priun o +

I’équation ci-dessus devient .
d*n ’ «af
G =l m (e - m)Sa+ (4 p— m)a] -

+[m +(m' + m")Sa — m'al A, u

" d*y d*u du 9
+(p—m )<a—d7+b@7+cﬁ + (n — )4-7--17;7—

On en déduira aisément les deux autres équations du mouvement.
Afin de simplifier, désignons les quotients par ¢ de

L+m 4 (I'+m + m')Sa, "+p—m", m (m'+ ") Sa,

—m’, p—m", n—un

dale des élasticités, données par M. de Saint-Venant dans le méme Mémoire [n°13.
formules (56 et 57)], et qui sont

‘ Dans un premier mode,

b+c c+a a—+b
od +d' =2+ v 2e4+¢€¢=-— " of 4 f — i ;
73 / 2 2 2
' Dans un second mode,

2d + d’ = ybe, 2€ + € = yca, 2f + ' = /ab.

Les deux modes reviennent au méme dans le eas actuel ; car les trois coefficients
4, b, ¢ étant presque égaux entre enx, la premiére ligne des relations () est, sauf
erreur négligeable, identique A la seconde.

M. de Saint-Venant (n° 16 du méme Mémoire), en s'appuyant sur la loi des ac-
tions moléculaires fonctions des distances, obtient les expressions des forces élastiques
dans un milien primitivement isotrope qui a subi une petite altération permanente
par suite de compressions inégales exercées sur lui dans trois sens rectangulaires. Nos
formuies (6) deviennent identiques aux siennes, si la relation (7) est vérifice, et si I'on
fait en outre dans les équations (B)s quels que soient 4, 5, c,

— 47 — I o
d=d, e=¢, f=f;
ce qui revient i

(d) —K+m=K+! w'=0U4n, m'=-n.

IR
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respectivement par A, X, u, p, o, v. Les équations du mouvement de-
viendront

J du
dnu* Ny a6 ‘ N d'u bd,u +cd2u dSad—x
de? =+ ”)E+(F+9a) 21U aw—i— 51— iy +17,

du

dNq——

(8) a'% d9 dip d:u d’v dr
— = (A Vb — hadihg e aey

212 ( t )dy+({1+pb)sz+a<a e +b o ¢ - >_|_., pr .

du

dzw_ )‘ 1/ de + )A dzw d’w+ (l’w dsa%

R R G R e R T

Observons que tous les coefficients , X, &, p. o, v peuvent étre
indépendants d’aprés notre anilyse; toutefois, quand les pressions
A, B, Csont nulles, ona p=o, et par suite ¢ = p.

St la relation trés-probable (7) est vérifie, X et v sont égaux, car

“

. n-—m
ils valent tous les deux ——"

Nous raisonunerons désormais dans I'hypothése que les actions dé-
formatrices A, B, C deviennent coustantes au bout d'un certain temps,
et nous supposerons étiblie la nouvelle constitution permanente dans
lagquelle les coefficients A, A, I, gy 0y ¥ ne varient plus.

Etudions les ondes planes propagées par le corps dans une direction
quelconque. Soient m, n, p les cosinus des angles de cette direction
avec les axes; I 'amplitode des vibrations et t leur durée; m/, n', p'
les cosinus des angles qui fixent le sens de ces vibrations supposées
rectilignes; enfin o la vitesse de propagation de l'onde.

Les valeuars de u, v, w seront ici

27 Smx
u —= lin'cos <t — >,

o 7
w:lp’cosz—TE t—§ﬂfE
T [

Elles pourront représenter des mouvements réels de milieu, pourvu
quelles satisfassent aux équations (8). Portons donc dans celles-ci
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ces valeurs de u, v, w. De plus, continuons & exprimer par S la
somme de trois termes analogues. Nous obliendrons entre m, 1. p,
m', ', p', » les relations

cm (AN a)Smu —ySamm' ]+ m'{p.—pa - w? 4 ¢Sam?) = o,

(9)¢ P [+ YeYSmm' -ySamm' |+ pl (- pe — w® + cSam?) = o,
auxquelles il faut joindre

Sm'? =1, Sm?=1.

Ajoutons les trois premieres, multipliées respectivement par ni, n, p.

L somme donne
(10) [ha-p —w* + (@ +¥) Sam®|Smu’ + (p -+ v)Samm’ = o.

Comme a, b, ¢ sont tres-petits, cefte équation exprime : ou bien
que Smm’ est tres-petit de ordre de a, b, ¢; ou bien que A + p — w*
Vest.

Soit d’abord Ssmm’ trés-petit. Llexpression Smm’ représente le
cosinus de l'angle que fait la vibration avec la vormale au plan de
'onde. Donc la vibration se fait presque dans le plan de I'onde : elie
est guasi transversale. Les trois équations (g) moutrent que »* differe
de p d’'une quantité du meme ordre de petitesse que a, b, c.

[.es vibrations seraient rigoureusement transversales si Smun’ étail
nul; celx arrive, d’apres (10), lorsque

\

() (g +v:Samm = o.

Soit actuellement J + g — w® Ires-pehit, c’est-a-dire o? pen diitérent
de ). + @ Les équations (g) donnent alors sensiblement

m' n' / .
mt P Qim0
n n I}
[.a vibration se fait a peu pres normalement au plan de 'onde : elle
est quasi longitudinale.
Elle serait rigoureusement longitudinale, si U'on pouvait vérifier les

équations (g) en posant n' = m, B’ =n, p'=p. Portons-y ces valeurs,
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el nous trouverons pour conditions nécessaires et suffisantes
(12) (p+Na=(p+N)b=(p+2N)c.

Dans le cas ot la relation (7) est vérifiée et ou, parsuite, v = ¥, on
ne peut pas avoir p 4+ v = 0 sans avoir en méme temps p -+ A== 0, ef
réciproquement. Done, dans ce cas, le milien propage 4 la fois des
ondes rigoureusement transversales et des ondes rigoureusement lon-
gitudinales, ou bien il propage 2 la fois des ondes quasi transversales
et des ondes quasi longitudinales.

Lorsqu’on admet le principe des actions moléculaires simples fonc-
tions des distances, les relstions (¢) de la note précédente donnent
p+ X ou p—+végal d 3n divisé par la densité. Les ondes ne peuvent etre
généralemem longitudinales ou transversales que pour = — m"= o,
c¢'est a-dire [formules (§)] que si le milieu est isotrope.

§ L - Vibrations quasi transversales : équation aux vitesses.

Dans Pétude des vibrations quasi transversales, Smm’ est e ordre
de «, b, ¢, et Pon peut négliger les termes en aSmm’, bSmm’, cSmm'.
Alors les trois premiéres équations (g reviennent a I'égalité continue

,nl 14 !

(13) — = — L =) Smm' + ySamm
i m n P K

S—a s —B §sT— g
dans laquelle, afin d’abréger, nous posons
14) pApa=o, p+pb=p, prpc=y, o' —oSam’=4.
Pour que fa quatrieme Sm'* = 1 soit satisfaite, il sutfira que

{ P m 1
m —= - =

. n 1
(15 R e
\/S (82— a)’
[) == p — ?I____.

‘ st—y - m?
VSazay

»
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Alors les trois premieres le seront si

I L

= ASmm’ + vSamm'.

Portons dans cette derniére les valeurs {15), et nous aurons Iéquation
qui donne la vitesse de propagation des ondes planes

m? am?

+ S

§P— $T—

AS

= 1TI.

Elle peut étre simplifice. En effet, multiplions-la par le produit
(s* —a)(s* — f)(s* —7), qui est du troisiéme ordre de petitesse; elle
deviendra

Sm? (52 — 8> — v) = quantité du troisiéme ordre en a, b, ¢.
7 q

Pour que le premier membre devienne égal i zéro, au lieu d’étre du
troisieme ordre de pelitesse, il suffit de faire varier s? ou w? d’uue
quantité du second ordre. Donc, sauf erreur négligeable sur la vitesse,
I'équation ci-dessus revient i

{16) Sm’(s’—ﬁ)(s’-——'y} =0 ou Ss’nja =o0.

Une variation du second ordre dans 52 fait varier m’, »’, p’ de quan-
tités du premier ordre seulement, comme le montrent les formules (151,
On peut donc adopter les équations (15) et (16) pour déterminer l4
vitesse des ondes planes et la direction des vibrations. T.a petite alté-
ration ainsi subie par m', n’, p’ a eu pour effet de rendre les vibra-
tions rigoureusement transversales; car on a, d’apres (15) et (16),

m? 1
Smm'=8 ——— — Q,

s?— o m?
Vet

l.a vraie valeur de Smm’, sauf erreur du second ordre, serait donnée
par (10) et (15) : elle est

p-‘#—vs am? 1

-+ v
— £ Samm’ — — -
A 2 S — m?

S

Smm’ —

(s* — a)?
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Ce résultat peut étre simplifié. En effet, de la relation évidente

Snﬂ(s’—p.——pa)

s$?— a =15
on lire
- m? . am*
(P = )8 — oS5 =1,
ou simplement, d’apres (16),
am? 1
S - = — -
§t—0a P
On aura donc
v - p 1

(17) Smm' = " \/g_’;r_
(s'—a)

L’équation (16) est du second degré en s?; elle donne deux valeurs
généralement distinctes pour s* et, par suite, pour » et m', n', p’.
Ainsi, le corps peut généralement propager dans toutes les directions
deux ondes planes quasi transversales, ayant chicune sa vitesse spé-
ciale et une direction déterminée pour ses vibrations.

§ 1V. — Ellipsoide d’élasticité; direction des vibrations.

Des équations (15) et (16) on déduit

m?
9 ’o S st—a . 2 /2
S(s? —a)m? = ———=o0, ou bien s*=8am".

§ "

Prenons, 4 partir de I’origine, dans la direction de la vibration, une

. v I - . .
droite égale i =, el soient &y, ¥y, % les coordonnées de son extre-
mité. On aura m' =a,s, W'=7p,s. p'= 5 s, et le lien des points
(2., ¥.» 3,) sera Vellipsoide
(18) Saa:f: I.

Dans le cas de o = o et, par snite, de s = w, la vitesse de propa-
gation d’une onde plane est égale a Vinverse du demi-diametre de
Pellipsoide, dirigé suivant la vibration correspondante. Dans ce cas

Toeme XIII (2* série). — JuiLLer 1868. 29
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particulier, I'ellipsoide est dit d’élasticité : nous lui conserverons le
méme nom, quel que soit ¢.

Si I'on méne par I'origine, parallélement aux ondes, un plan qui
coupera l'ellipsoide d’élasticité, les deux vibrations seront dirigées sen-
siblement suivant les deux axes de ellipse d’intersection. En effet,
€n prenant pour m’, n', p’ les valeurs (15), la vibration se fait dans le
plan de I’onde. D’autre part, l'ellipse d'intersection de Pellipsoide
d’élasticité par un plan mené a Porigine parallélement aux ondes est
représentée par les deux équations

(18 bis) Sax*=1 et Smx =o;
s4 tangente au point (x, y, z) aura les cosinns des angles qu’elle fait
avec les axes proportionne!s i

nyz —pfy, poax —myz, mBy — nax.

Au point de I'ellipse ou aboutit le demi-diamétre paralléle a la vibra-
tion, ces cosinus seront proportionnels 4

4 ! ’ 7 ’ ’
nyp' — pBn’, poam — myp', mBn — nam',

La condition nécessaire et sutfisante pour que le demi-diametre soit
un axe, c’est que la tangente lui soit perpendiculaire, ou que

Sm' (nyp' — ppr’) =o.

Portons dans cette relation les valeurs (15), et elle devient Videntité

SE-v=0

Les deux vibrations correspondantes i des ondes planes de méme di-
rection sont donc polarisées a aungle droit. Celle qui est dirigée snivant
le grand axe de I'ellipse (18 bis) correspond a la plus petite valeur de 52,
oua la pius petite vitesse de propagation des ondes ; celle qui est dirigée
suivant le petit axe de Fellipse correspond a la plus grande vitesse de
propagation.

§ V. — Surface de ’onde.

Supposons qu’'un mouvemen| périodique soit produit en un point
intérieur d’un milieu indéfini et tout autonr dansun trés-petit espace.
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Prenons ce point pour origine des coordonnées. Il est clair que toutes
les autres molécules seront agitées de proche en proche et exécuteront
des vibrations de méme période que celles de I'origine. Les licux géo-
meétriques des points ou elles se trouveront simultanément 4 nne méme
phase de la vibration, par exemple au commencement, seront des
surfaces grandissantes, dites surfaces des ondes.

A une distance finie de I’origine, considérons un volume trés-petit
de matiere, qui contienne néanmoins un nombre immense de champs
de vibration, chose possible si nous supposons extrémement petites la
longueur d’onde et amplitude des nmouvements. Dans cette portion
de matiere, les vibrations ont partout sensiblement la méwme largeur
et la meéme direction. D’ailleurs les ondes sont trés-rapprochées et for-
mées & fort peu pres d’éléments plans paralléles. Donc elles y obéissent
sensiblement aux lois des ondes planes.

Cela posé, considérons 4 un instant donné une onde encore voisine
du ceutre de P'ébranlement, et les ondes successives qui entourent
celle-1a et qui occupaient sa place 1, 2, 3,... éléments de temps dt
avant instant considéré. Menous 4 chacune un plan tangent paral-
lele a une direction fixe. Les points de contact de ces plans tangents
sur les diverses ondes infiniment voisines seront infiniment voisins &
cause de la continuité. Par suite, d’aprés la remarque précédente, la
distance de deux d’entre eux sera sensiblement égale & wdt, w dési-
gnant la vitesse de propagation des ondes planes paralléles i ces plans
tangents. Si donc on méne le plan tangeut a I'onde qui est partie
depuis un temps ¢ du centre de Pébranlement, ce plan sera distant de

t
Porigine de la quantitéf wdt, quiégale we dans un milien homogeune.

o

Par conséquent, le milieu étant supposé homogeue, une onde quel-
conque est 'enveloppe de toutes les ondes planes parties de I'origine
en méme temps qu’elle et dans tous les sens. En grandissant avec ¢,
elle reste semblable 4 elle-méme, et ses dimensions croissent propor-
tionnellement au temps.

On appelle rayon toute droite qui part du centre de I'ébranlement.
I est clair que tous les plans tangents aux ondes menés par les divers
points d'un rayon sont paralléles. De plus, les molécules situées sur

29 .
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un méme rayon exécutent leurs vibrations suivant des droites paral-
leles données par les lois des ondes planes.

11 suffit de calculer I'onde partie de I'origine depuis un temps £ =1.
Prenons le pole d'un plan tangent & cette onde par rapport & la
sphére x? 4 y* + 2> = 1. Ce pole sera sur la normale menée de l'ori-
gine au plan tangent, et 4 une distance de P'origine égale & V'inverse

3 I . A 7 b - . : 7

de la normale ou a —- Le lieu de ces poles, c'est-a-dire la polaire ré-
" :

ciproque de 'onde, sera donc une surface ayant pour rayon, a partir

o . . . 1
de I'origine, dans la direction (m, n, p), la valeur correspondante de =

Ainsi, la surface de I'onde est la polaire réciproque, par rapport a la
sphére x® + y? + 2* = 1, de la surface que I'on obtient en portant, a
partir de l'origine, dans une direction quelconque, une ligne égale a
Pinverse de la vitesse de Ponde plane perpendiculaire a cette direction.
Cette surface a été considérée par Cauchy, dans ses Mémoires sur la
lumiére. Le théoréme que je viens d’énoncer parait avoir été douné
pour la premiére fois par M. Haugton. Nous pourrions nous en servir
pour trouver I'équation de 'onde; mais nous obtiendrons celle-ci
bien plus simplement au degré d’approximation cherché.

o § VL — Equaiions de l'onde et de ses plans tangents.

’ . . L]
Prenons ’équation aux vitesses sous la forme (16)

m? . .
TS am— = quantité finle.

L’onde qui est partie de I'origine depuis I'unité de temps est 'enve-
loppe du plan Smx = w, dirigé successivement dans fous les sens.
Comme w varie peu, elle ne différera pas beaucoup d’une sphere. La
perpendiculaire abaiss¢e de lorigine sur le plan tangent, perpendicu~
laire dont la direction est déterminée par les cosinus m, n, p, ne fera
qu'un angle tres-petit de Pordre de a, b, ¢ avec le rayon mené au
point de contact. Par suite, ce rayon, r= VSac?, e différera de w que -
J’une quantité trés-petite du second ordre. Dailleurs m?*, n*, p? valent

.7:2 2 ZE .f2 -2 2

R . | 2
a trés-peu pres —, —. — ou —» *— —- Portant ces valeurs daus
reorr wop ¥ .

[ ' ' o R TR I TR AT
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I’équation aux vitesses, on trouvera celle de 'onde

2
S i = quantité finie.

ca
s (I — —> x!—
P
Posons

(g () (o)

et observons que, sans chauger les rapports de &', 7', 2 a VS,
on peut faire varier Sx'? de quantités négligeables du second ordre;
nous pourrons écrire
J2
~ x

(20) b W—_t—l = 1I.

Si I'on fait ¢ = o0, ou bien &' = x, y'=y, z'= 2z, l'onde est celle
de Fresnel. :

Dans le cas général, pour construire 'onde, on pourra d’abord

construire celle de Fresnel (20), puis allonger chaque rayon de la
a

uantité —Sax®. En effet, un rayon quelconque est
q yon q q
2pVp
VSx? = \/Sx” (1 + E) = y8Sx? + L _Sax?,
¢ 2pyp

sauf erreur du second ordre. Ainsi, I'onde de Fresnel étant construite,
un rayon quelconque ySx? de I'onde générale est égal &4 un rayon

tres-voisin ySx'? de celle de Fresnel, augmenté de la quantité
g

~Saa’?. Or le rayon de I'onde générale, dont la direction coincide
2pVp
avec ce rayon de I'onde de Fresnel, ne différe que d’une quantité du

second ordre des rayons voisins. Donc on obtiendra bien ’onde géné-
rale en allongeant de la quantité indiquée chaque rayon de celle de
Fresnel.

1/équation (20) peut étre présentée sous d'autres formes qui nous
seront utiles. [identité

2

82/ — ) 2? z'? I ax'
1=8 ( 7 TZS g - Ts 72 ?
(Sz'?— o) 8™ Sz’ —a Sz So'?— «
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combinée avec (20), donne

e’

(210 8 sz = 0 oubien Sax?(Sx?— f)(Sx"” —y) = o.

En developpant  (Sx — ) (Sx® — ) et multipliant le premier
membre par Sax'?, nous obtiendrons

Six?[(Sax?)? — (aff + ay)Sax + af «)]{ = o
0

Sx?(Sax? - ya) (Sax? — aff) = o.

De la résulte une troisieme forme de I'équation (20). en divisant par

(Saax — By) (Saa’ — ya)(Sax’ — aff),

—_— == 0.
Sax'— By

<

/-\
[ %)
N

Cherchous actuellement I'équation du plan taugent a Ponde. Soiem
x, 7, 2 les coordonnées du pomt de contact; Xyy ¥y &5ye des coor-
données courantes. Si nous posons

/2

f‘('x.’-},’ Z) fon S =1,

Z
léquation de ce plan sera

o Y QY

(lf. — o’ I \] z" i
dz = " [S-Z'"—a = S g] i)

d’on 1] résulte, apres quelgues réduclions, pour 'équation cherchée
I ) )

. B ca 1 I .
Sk, 2’ |1 — — - —; - E = Sa”.
2p St — o &’

(82— a?

Le premier membre moutre a quelles quantités sont proportionnels
les cosinus m, n, p des angles que fait avec les axes la normale au plan
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tangent. En extrayaot la racive carrée de la somme des carrés de ces
quantités, puis divisant par cette racine, on trouve

, -
m=-f_——rl—a—g+i,5ax’2—— ,[ 1,2 ,
V8" 2p 2y Seli—ag =
n=2 [ % ggan : . i
(23) - VS 2p 2 p? Sz— 8 2’ ’
5 (8" —ap |
7 r oc ¢ 2 1 I T
) = e | - — 4+ — —
f Jsxrg ! 2p + 2p Sax Sx'?—qg S .2'”__ ?
| ! S =F
el, pour I'équation du plan tangent,
Smx, = Sa?,
comme cela devait étre.
§ VIL. — Direction des vibrations.

La direction des vibrations est donnée par les cosinus m/, ', r,
respectivement proportionnels (13) a

m n P

y 5 ’ - : ’
ol —e8am’— o’ o' —oSam—f ' —sSam’—y

et par suite, trés-sensiblement, a

; . /

ax y P
(24) 8§+ -’ Sxf_ ﬁ’ Szt — g '

La vibration, en un point (x, ¥, z), est dirigée comme au point
correspondant tres-voisin (x', 3’, 2’) de 'onde de Fresnel.

Supposons que on meéne le plan tangent a I'onde en (x, y, z) et
le rayon qui aboutit 4 ce point; ensuite, qu’on projette le rayon sur
le plan tangent. Cherchons I'angle que fait cette projection avec la
vibration.

Pour trouver la projection du rayon sur le plan tangent, menons
d’abord de I'origine une normale a ce plan. Soient x,, y,, 3, les coor-
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données du pied de la normale. Nous aurons

I I

=N o aca G
x,=mySx*=a" | 1— P + Sax'? — §o7 o
—
S

La projection du rayon sur le plan tangent, comptée a partir du pied
de la normale, aura elle-méme, pour projection sur I'axe des x,

25 x—ax,=a | Z - ZSax
( ) 1 ¢ (1-7

On aura de méme y — y, et z— z,.
Dans le cas ¢ = o, qui est celui de onde de Fresnel, les quantités
X — Xy, =Y, 3 — 3 sont proportionnelles (24) a m', n', p'. La
vibration se fait suivant la projection du rayon sur le plan tangent.
Le carré de cette projection est dans le cas général, en négligeant
les termes du troisieme ordre de petitesse,
: A
I2=8S(x —x,)* = ——%2—— [I+ ?SS—:%—MJ

(sxlz___a):

+ :;:—[Sac” Sa?x’? — (Sax'ax’')?).

D’ailleurs, on a identiquement

. ax' 1 ax'? . N x B
S—S—x—’z’—-—‘;_;(\s_s.z"—x Mbs.r"—a> - P7
Sx?Satx’? — (Sx'ax’ =8(b — c)*y*2?;
d’ou
. i 20 o’ o 42
(26) U:“S_WA}:’* :(1—7)4—#—38([)——0)2}222.

(822 — a2

Nous pouvons actuellement évaluer le cosinus de I'angle de la vibra-
tion avec la projection du rayon sur le plan tangent. Désignons par V
cet angle, et nous trouverons

ax— x)
St —

cosV = 8 )
(
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ou bien, sauf erreur du premier ordre,

[

I —
——— P M
m"[_#
L \/s T

Substituons 4 L sa valeur (26) et cherchons tang® V. Nous aurons

cosV =

T 2

tang? V = P . [__ 1+ %S(b — )y S (_—-—smf._.__”_ a)}].
1— 2
14

Extrayons la racine carrée, et rappelons que, V'angle V étant inférieur

N . . . N T
4 deux droits, sa tangente a le signe de son cosinus, ou de 1 — -

En adoptant le signe + ou le signe —, suivant que -; est positif ou

négatif, nous aurons

4+
x'?

; ot [ )2 a2 02 : .
1——3\/ I —y—HSS(b clPytz S——————(SJC,Z__OI)z
£

tang’V =

Dounnons au radical une autre forme, quile montre essentiellement
réel. Pour cela, dans I'identité

(fr+g*+ ) (" + g+ N —(ff'+88+ hi')? =S (gh'—1g')?,

faisons
'—— x’ . yl z!
f =87 —a &= ’

s:t”_p h:Sx’ﬂ_v’
fl=a—x, g=y—ryu WK=2—12;

et substituons A x — x,, ¥ — Y1, 5 — % leurs valeurs (25). Nous tire-
rons

x't

Sz — a)?

— 2 g _ E’_’f _F£ 2 {
=p S%[I—FF([)—’:—C) . P,Sa.x ](Sa:”

Tome XIN (2° série). — JuLLer 1868,

__1+%S(b~c)2_y’2z’28(
b—cyy'd 2

—B) (82" —7)
30
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Par conséquent,

=7 ' ey
— P H ﬁ e ———— ! Qg2 :,,(,i,,,‘,,¥ .
(27) tamgV= j\/? s{["“y(b‘* ) 2 #zs ](S.z‘”—{.’n) Sz o)
P

Dans le cas ot a, b, ¢ sont inégaux, le radical ne peut s’annuler
2. e a .
généralement. Alors tangV ne s’annule que pour ;=0 Clest le cas

de la double réfraction d’aprés Fresnel : la vibration se fait suivant
la projection du rayon sur le plan tangent a l'onde.

A . . . ¢
De méme, tangV ne devient infini que pour 1 — ;= 0 ou g =p.

Ainsi, dans le cas de ¢ = p seulement, la vibration se fait perpendi-
culairement  la projection du rayon sur le plan tangent.

§ VIII. — Double réfraction suivant Fresnel et suivant
MM. Mac-Cullagh et Newmann.

Examinons les deux cas particuliers ot ¢ =0 et ot ¢ = p.

Si o = o, nous avons vu que I'onde est celle de Fresnel (20), et de
plus que la vibration se fait suivant la projection du rayon sur le plan
tangent a 'onde, ce qui constitue le deuxiéme point de sa théorie de
la double réfraction.

Le cas ¢ = o, sans que p soit nul, n’est possible que lorsque le corps
est soumis & des actions A, B, C inégales dans les divers sens. En effet,
si le corps ne supportait que la pression normale el constante - K,
les deux coefficients ¢ et p seraient égaux (§ 1I), et ¢ ne pourrait étre
nul sans que p le fit, ce qui détruirait la double réfraction. Ce cas
tient donc essentiellement A la présence de tractions ou de compres-
sions inégales dans les divers sens, exercées sur le milieu au moment
méme du phénoméne. M. Briot I'obtient, dans ses Essais sur la Théo-
rie mathématique de la lumiére (n° 43 et 48), en supposaut que les
molécules d’éther se repoussent en raison inverse de la sixieme puis-
sance de la distance.

Soit maintenant ¢ = p, ce qui arrive quand le corps ne supporte en

' 1 BT I I B I
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tout sens que la pression constante — K. Prenons I’onde sous la forme
(22), et substituons a &', y', 2’ leurs valeurs (19). Nous obtiendrons

x? o . '
S — = quantité finie, 1 par exemple,
Sz L , Sax —[p+p(b+ ¢)]

et, dans le cas o = p,

(28) bs~r’—[#+9(b+0)]:

On voit que P'onde est alors identique a ce que devient celle de

Fresnel, quand on remplace dans celle-ci a par b+ ¢, & par ¢ + a,
cpara -+ b.
" Si les axes sont tellement disposés qu’on ait pa > pb > pc, celui
des x, celui des y et celui des z sont appelés respectivement axes de
plus grande, de moyenne et de plus petite élasticité. L'axe de plus
grande élasticité, dans le cas de o = p, a, par rapport a la surface de
Ponde, le méme role que celui de plus petite élasticité pour ¢ = o, et
réciproquement. En effet, si

pa>pb>pc,
on aura

p(b+c)<<plc+a)<p(a+b).

Quant ala direction des vibrations, nous avons vu qu’elle est per-
pendiculaire & la projection du rayon sur le plan tangent, Ce serait le
cas de la double réfraction, d’apres les idées de MM. Mac-Cullagh et
Newmann.

Les deux hypothéses o = o, ¢ = p sont les seules pour lesquelles la
vibration soit paralléle ou perpendiculaire & la projection du rayon
sur le plan tangent (formule 27). Ce sont aussi les seules qui donnent
a l’onde la forme de celle de Fresnel. En effet celle-ci, dans le cas ou
a = b, a une nappe sphérique, comme on le reconnait facilement. Or,
dans le méme cas, I’onde générale n’a une sphére pour nappe que si
c=o0ougc=p.

30..
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§ IX. — Propriétés diverses de ['onde genérale.

Je ne pousserai pas plus loin, dans ce Mémoire, I'étude de I'onde
générale (19 et 20); mais je vais en indiquer quelques propriétés inté-
ressantes.

Elle se compose de deux nappes, 'une intérieure, I'autre extérieure,
qui ont quatre points communs. Les coordonnées de ceux-ci ne peu-
vent étre évaluées que sauf erreur du premier ordre de petitesse,
quand on néglige les termes du second degré en a, b, c. Les droites
qui joignent ces points deux i deux en passant par le centre sont ap—
pelées axes optiques : si I'on a pa > pb > pc, elles font avec ceux
des x, des 7 et des z des angles ayant respectivement, avec erreur du
premier ordre, les cosinus

u—b b —c | ..
/ (_l — (," 0, 7 ¢ pOUP a premlere,

2 _ _ [

\ 9> a—b b—c
y 0, — \/ pour la seconde.

a— ¢ a-—=¢

De plus U, U’ désignant les angles d’'un rayon r de 'onde avec les
axes optiques, I'équation polaire de la surface est, sauf des termes du

second ordre,

‘1'2:‘u.+cb+£(a—l—c)
. 2

(30) |

20"—.0
e

(a — c)cosUcosU’i%

(a — ¢)sinUsinU".

Aux extrémités des axes optiques, les deux nappes se raccordent en
ombilic, de maniére & y avoir une infinité de tangentes, communes a
toutes deux, et dont le lieu géométrique est un cone circulaire trés-
évasé. Si 'on méne par 'ombilic un plan perpendiculaire 4 Paxe dn
cone, les génératrices sont inclinées sur ce plan d’un angle

(31) y=5 Vi@ b)(b—e)

L’axe du cone est lui-méme dans le plan des axes optiques, et fait avec
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Paxe optique correspondant, du c6té de I'axe des o, un angle égal

a (l— ?) $.

Enfin un certain plan, mené i une trés-petite distance de I'ombilic,
perpendiculairement 4 'axe du cone, est tangent i la nappe extérieure
sur tout un cercle dont le centre est sur cet axe et dont le rayon est
vu du centre de I'onde sous P'angle ¢.

[’étude de la direction des vibrations, tout prés des axes optiques,
nécessite des considérations délicates. 1] est nécessaire d’y tenir compte,
dans les équations (8) du mouvement, des termes du second degré en
a, b, ¢, qui influent notablement sur la valeur de Smm'. Dans un tra-
vail plus étendu que celui-ci, je démontre que, lorsque le cosinus Smm’
est du second ordre de petitesse trés-prés des axes optiques, la direc-
tion des vibrations est donnée par la loi suivante :

Si lon décrit sur l'onde, de Uextrémité d’un axe optique comme
centre, des circonférences de petits rayons, les molécules situées sur
chacune d’elles vibrent vers un méme point de la circonférence, celles
de la nappe extérieure vers le point le plus voisin de 'axe des x,
celles de la nappe intérieure vers le point le plus voisin de Uaxe des y.

Quand S/mm’ est du premier ordre en a, b, ¢, aux mémes endroits de
I'onde, la méme loi se vérifie & une distance finie, quoique assez petite,
des axes opliques, mais non plus 4 une distance de ces axes de l'ordre
de a, b, c.

§ X. — Ondes quasi longitudinales.

Etudions actuellement les ondes planes quasi longitudinales. [.’ex-
pression A -+ . — w? y est de Vordre de a, b, ¢, et m/, n', p’ difféerent
peu de m, n, p. Nous pouvons donc, sauf erreur du second ordre,
substituer dans I'équation (10), m, n, p am', ', p’. Le carré de la vi-
tesse de propagation sera

(32) W=D+ p+ (54 N+ p + v)Sam?.

Pour que cette vitesse soit constante, il suffit que ¢ + X' +v + p =o.
Si le milieu pouvait propager dans tous les sens des ondes rigoureu-
sement transversales et des ondes rigoureusement longitudinales, on
aurait les relations (11 et 12) p + v =0, p -+ A = 0, et par consé-
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quent ¢ + ) +v + p = ¢ — p : la vitesse serait constante pourvu que
¢ =p, c'est-a-dire pourvu que la pression extérieure exercée sur le
corps fut l]a méme dans tous les sens. 1l est tout & fait improbable
qu’une pareille constance de la vitesse w puisse exister ailleurs que
dans un corps isotrope : donc, si le milieu est biréfringent, il ne doit
pas pouvoir propager dans tous les sens des vibrations rigoureusement
transversales ou rigoureusement longitudinales.

Prenons, a partir de I'origine et suivant la vibration, comme au

. ’ I
§ IV pour les ondes quasi transversales, une longueur égale a =+ Les

extrémités de ces lignes donneront Vellipsoide
(33) S4-p+(e+N+v+pla]x*=1:

on pourrait 'appeler ellipsoide d’élasticité des vibrations longitudi-
nales.

Les considérations du § V étant entiérement applicables aux vibra-
tions quasi longitudinales, on aura pour I'onde courbe la polaire réci-
proque de cet ellipsoide par rapport a la sphére x?+ y* + 2? = 1.
C’est I’ellipsoide inverse

2
(3 — i =
(34) S)‘+»l.¢+(o+l’+v—+-p)a !

Enfiu les relations (9) combinées avec (32) donnent aisément, pour
déterminer la direction des vibrations, sauf erreur du second ordre,

mom _YEig . Sam),

m !
n—n P
(35) (—— = —F(b— Sam?),
P—p _Xtp (¢ — Sam?).
A
§ XI. — Généralisation.

Les formules fondamentales (6) ont été établies dans I'hypothése
que les actions déformatrices A, B, C gardent constamment les mémes
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B C . . .
rapports = — depuis le commencement de la déformation. Or il se

peut que ces actions restent en effet, pendant un certain temps, pro-
portionnelles aux trois nombres constants et trés-petits @, b, ¢; mais,
puis, qu'elles le soient, et pendant un autre temps quelconque, & trois
autres a’, b', ¢'; ensuite a trois autres a’, b, ¢”; etc. Dans ce cas, tous
les raisonnements du § I's’appliquent, ainsi que les résultats, a cela prés
que les coefficients d’élasticité contiendront, non plus seulement des
termes en a, b, ¢, mais encore d’autres pareils en a’, &', ¢/, en a’, b,
¢’y etc. Les formules (1) auront lenrs termes en I'Sa, l"a, na, nb,...,
remplacés par des sommes de termes pareils, lesquels contiendront «,
aya’s...,onb, b, b"... ouc, ¢, c",.... Nous désignerons ces sommes

parz l'Sa, Z l"a, 2 na, 2 nb,.... Les relations (4) seront toujours

vérifiées, et les formules (6) seront encore vraies, sauf 4 y remplacer,
comme il vient d’étre dit, par une somme, chacun des termes en a, b, c.

Toutefois, 4 cause des équations (5), 2 ra, 2 pb, ch se réduiront

a un seul terme, qui représente la valeur actuelle de A,de BoudeC, et
p sera nul pour tous lenrs autres termes. Les formules («) de la note qui
termine le § I donneront toujours, entre chaque coefficient ” et les
coefficients correspondants 7 et p, la relation trés-probable (7). Les
formules (f3) seront encore les mémes, sauf toujours la substitution 2
chaque terme en a, b, ¢ d’une somme de termes pareils. Elles ne ces-
seront pas de vérifier identiquement les conditions () de distribution
ellipsoidale des élasticités. Il y aura toutefois cette différence, que les
équations (f3), privées des termes en «, ¥, ¢, a’, b, ¢”,... donnent
la relation
” de et
d—e e — f

et par conséquent ne laissent pas entiérement indépendants les six
coefficients d, e, f, d’, ¢, {’, tandis que ces mémes formules (B), avec
leurs nouveaux termes en a’, &', ¢, a”, b’, ¢’,..., ne supposent plus
la condition (¢), et donnent, dans toute sa généralité, la distribution
ellipsoidale des élasticités. '

Enfin les rapports des actions déformatrices A, B, C peavent arbi.
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trairement changer d’'un instant a l'autre, bien que ces actions restent
toujours appliquées aux mémes éléments plans rectangulaires. Ce cas
n’est qu’'une extension du précédent, puisqu’il revient & supposer tres-
grand le nombre des quantités a, a’, a’,..., b, b, b",...,c,¢, ...
Les forces élastiques seront toujours données par les formules (6),
dans lesquelles chaque terme en a, b, ¢ sera remplacé par une somme
de termes pareils.

Ainsi les expressions des forces élastiques, dans un wilieu isotrope
inégalement comprimé suivant trois directions rectangulaires, sont
identiques, pourvu qu’on admette la relation (7), & celles que donne
la distribution ellipsoidale des élasticités prise dans toute sa géné-
ralité. Lorsqu’en particulier les actions déformatrices gardent entre
elles les mémes rapports durant tout le temps de la déformation, ces
formules ne sont plus aussi générales, car leurs coefficients vérifient
la relation (¢).

Les équations des petits mouvements seront tonjours (8), sauf a

mettre le signe de sommation 2 devant tous les termes en a, b, c. On

aura encore ¢ = p si les actions A, B, C sont actuellement nulles, et
v = )/ si la relation (7) est vérifiée. Les formules (g), (10}, (xr)et (12)
seront toujours vraies, a la méme condition. En posant

szzw’—ZaSam*, p;—l-Zpa:a, p.—l-Zpb:ﬁ, p,—+—2pc.—_—~;

2 ca Eab Eac
1—— xt=x", \\1— yr=yp" \1— - zt = 7%,

*

les relations (15), (16), (18), (20), (21), (22), (24) restent les mémes;
(23), (25) et (28) sont vraies aussi, pourvu qu’on mette le signe de

sommation 2 devant les termes en ¢ et en p. Mais la formule (26) et

celle qui donne tangV ne sont plus vraies généralement, car leur dé-
monstration suppose que

B Zer 3o
Sea et Kee

e S i e
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Toutefois, il est clair que ces formules seront exactes, avec leurs con-
séquences, dans les deux cas particuliers ¢ = 0, ¢ = p, examinés au
§ VIII. Enfin les équations (32), (33", (34) et (35), relatives aux vibrations

quasi longitudinales, subsisteront, avec le signez devant leurs termes

en a, b, c. Donc tous les résultats concernant la propagation des ondes
annoncés dans U'introduction de ce Mémoire subsistent, alors méme
que les actions déformatrices A, B, C ne gardent pas les mémes rap-
ports durant tout le temps de la déformation.

Toms XIII (2% ssrie). — JuiLrer 1868, 31



