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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

SUR LA

PROPAGATION ET LA POLARISATION DE LA LUMIERE
DANS LES CRISTAUX;

Par M. Eynx SARRAU,

Sous - Ingénieur des Manufactures de 1’Etat,

PREMIER MEMOIRE.

La théorie mathématique des phénomenes optiques produits par les
cristaux nous parait reposer sur deux principes fondamentaux :

1° La modification périodique de I'éther dans les milieux cristallisés;

2° La modification spéciale qu’éprouve la constitution de I’éther par
suite de la symétrie propre au milieu cristallisé.

C'est & ce double point de vue que nous recherchons dans ce Mé-
moire quelques propriétés trés-générales des équations qui régissent
les vibrations de I'éther renfermé dans un cristal, réservant pour un
nouveau travail I'analyse des conséquences qui en résultent pour
Iétude des phénomeénes.

C’est Cauchy qui a indiqué le premier I'influence des perturbations
dues a la counstitution périodique de I'éther. L'illustre géométre a créé
ainsi un principe nouveau, fécond en conséquences, et vraisembla-

Tome X1I (¢ série), — Janvier 1867. I
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blement destiné 3 donner la solution des problémes qui, depuis Fres-
nel, ont si souvent occupé les géométres et les physiciens. Il impor-
tait cependant de donner aux équations qu’il a obtenues une forme
plus explicite et de les compléter par des lermes qu'il néglige et qui
ont une inflnence sensible. Nous essayons de le faire daus le premier
Chapitre de ce Mémoire.

I.e second est consacré & 'étude des modifications qu’éprouvent les
équations des mouvements vibratoires par suite de la symétrie cristal-
line. Nous prenons comme point de départ les belles Eiudes cristallo-
graphiques de Bravais. Suivant sa théorie, un cristal est caractérisé par
le nombre et la disposition des élé¢ments de symdirie communs au
polyedre moléculaire et & I'assemblage. Ces éléments déterminent la
forme cristalline et se déduisent, inversement, de la forme cristalline
ohservée.

Appliquant ces principes & la théorie des phénomenes luminenx,
nous admettons que tout élément de symétrie commun i la molécule
et a Passemblage est un élément de symétrie des atomes de I'éther.
L’expression analytique de ce fait assigne aux équations une forme
spéciale, variable non-seulement avec le systeme cristallin, mais en-
core avec les divers cas de mériédrie que peut offrir chaque systéme.

C’est ainsi que s'établissent entre les phénomeénes optiques des
corps et leur forme cristalline des relations dont les conséquernces sont
particuliérement importantes, parce que leur vérification expérimen-
tale doit étre considérée comme une confirmation, non-seulement de
la théorie des ondes, mais encore des conceptions sur lesquelles repose
anjourd’hui Pexplication des lois cristallographiques.

CHAPITRE 1.

SUR LES EQUATIONS GENERALES QUI REGISSENT LES VIBRATIONS DE
L'ETHER RENFERME DANS UN MILIEU CRISTALLISE INDEFINI.

1. Suivant la théorie physique généralement admise, les phéno-
ménes lumineux résultent des vibrations d’un milieu particulier appelé
éther. On suppose que 1'¢ther existe dans tout 'espace et pénétre les
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corps malériels dans l'intérieur desquels son état statique dépend a la
fois des actions qu'il exerce sur lui-méme et de celles qu'exercent sur
lui les atomes matériels.

L’éther répandu dans le vide peut étre considéré comme Lomogéne.
Dans les milieux matériels, sa constitution varie nécessairement d’un
point & Vautre de Pespace : dans les milieux cristallisés, cette variation-
est périodique.

2. En effet, suivant les minéralogistes, les centres de gravité des
molécules des cristaux forment un assemblage régulier de points situés
sur les sommets de cellules parallélipipédiques égales déterminées par
trois systemes de plans équidistants et paralléles a trois plans fixes rec-
tangulaires ou obligues.

Toutes les molécules sont, en outre, identiquement orientées, de
sorte que les atomes correspondants occupent des positions homo-
logues dans les diverses cellules. Cette disposition des atomes matériels
entraine évidemment une disposition analogue des atomes de 1'éther,
de sorte que la constitution de P'éther, variable dans 'intérieur d’une
méwe cellule, est la méme aux points correspondants de plusieurs
cellules différentes.

L’éther renfermé dans un cristal peut donc étre considéré comme un
systeme periodiquement homogéne.

3. Nous admettons que, dans les phénomeénes lumineux, les vibra-
tions de la matiére sont insensibles, Dans cette hypothese, il est aisé
de déterminer la forme essenticlle des équations qui représentent les
vibratious de I’éther. Ces équations sont au nombre de trois et déter-
minent les projections du déplacement atomique sur trois axes fixes.
Elles sont linéaires, aux dérivées partielles, et les coefficients sont des
fonctions des coordonnées, variables avec la constitution de I'éther,
dans l'intérieur du milieu matériel. Si ce milieu est cristallisé, il suffit
de prendre les axes paralléles aux arétes d'un des systemes parallélipi-
pédiques déterminés par les centres de gravité¢ des molécules maté~
rielles, pour réduire les coefficients & des fonctions périodiques ayant
pour périodes les arétes d’un parallélipipede élémentaire.

4. L'intégration de ces équations & coefficieuts périodiques peut
1.
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étre ramenée, comme Cauchy I'a fait voir, 4 celle d'un systéme
d’équations aux dérivées partielles et i coefficients constants.

Il suffit de substituer aux coefficients et aux fonctions inconnues
leurs développements en séries ordonnées suivant les puissances en-
tieres positives et négatives de trois exponentielles trigonométriques
ayant respectivemenit pour périodes les trois paraméires de I'assem-
blage moléculaire, et d’égaler, dans le résultat obtenn par cette substi-
tution dans les équations, les coefficients des puissances semblables
des exponentielles. A

5. En opérant comme on vient de le dire, la différence entre un
des trois déplacements composants d'un atome d’éther et sa wvaleur
moyenne (c’est-a-dire le terme de son développement indépendant des
exponentielles) se compose de termes proportionnels 4 des exponen-
tielles reprenant périodiquement la méme valeur dans des intervalles
comparables aux intervalles moléculaires des corps. Or, ces dimensions
étant insaisissables, il est naturel de supposer que, dans la théorie de
la lumiére, les termes dont il s’agit n’ont qu’une influence inappré-
ciable & nos organes et quon pourra les négliger en réduisant les dé-
placements a leurs valeurs moyennes.

6. Le systéme d’équations 4 coefficients constants que fournit la
méthode qui vient d’étre indiquée renferme avec les valeurs moyennes
des déplacements les coefficients des exponentielles trigonométriques
qui entrent dans leurs développements. En éliminant ces derniers, on
obtient trois équations aux dérivées partielles et 4 coefficients con-
stants auxquelles doivent satisfaire les valeurs moyennes des inconnues.

Cest le systeme de ces équations, appelées par Cauchy équations
auxiliaires, qui parait représenter les phénoménes optiques des mi-
lieux cristallisés.

7. 1l importe d’observer que les équations auxiliaires sont fort dif-
férentes de celles que I'on obtiendrait en réduisant les coefficients
périodiques a leurs valeurs moyennes, c'est-a-dire a des constantes.
Elles dépendent, en effet, des termes qui, dans le développement des
coefficients, sont proportionnels aux puissances des exponentielles.
Ce sont précisément ces termes qui, loin d'étre négligeables, comme
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on le suppose en réalité dans les théories généralement admises, ren-

ferment I'explication des phénomeénes lumineux produits par les cris-
taux.

8. L'étude des perturbations dues a la périodicité de I'éther étant
tondamentale, il est nécessaire d’exposer d’abord I'analyse qui con-
duit aux équations auxiliaires. La marche suivie dans ce Chapitre a été
indiquée par Cauchy [*].

Analyse.

9. Considérons I'éther renfermé dans Uintérieur d’un corps quel-
conque. Prenant d’abord le systéme de ses atomes dans un état d’équi-
libre, désignons par x, 7, z les coordonnées d’un de ces atomes m.
Soient £, £,  les accroissements de ces coordonnées quand on passe de
’atome m & un atome voisin m’.

Les composantes de I'action mutuelle des atomes m, m’ sont des
fonctions de A&, k, [ devenant insensibles dés que ces variables dé-
passent de trés-petites valeurs.

Supposons en second lien que I'éther vibre, et désignons par u, v, w
les projections du déplacement de Patome m sur les axés de coordon-
nées. Les déplacements de m’ seront u + du, v+ dv, w+ dw, la
caractéristique ¢ exprimant les accroissements qu’éprouvent les fonc-
tions u, ¢, w quand les variables &, y, z s’accroissent de 4, k, I. Les
composantes de la force accélératrice exercée par m’ sur m seront des
fonctions de & + du, k + dv, [ + dw, projections de la distance mm’
sur les axes. Elles pourront donc étre réduites 4 des fonctions linéaires
de du, d¢, dw si 'on suppose les différences des déplacements assez
petites pour négliger leurs produits. Il suffit d’ajouter les composantes
des forces accélératrices exercées par tous les atomes tels que m/, pour
obtenir la force accélératrice totale exercée sur I'atome m par I'éther
qui V'environne.

Les composantes de Paction exercée par la matiere sur m sont des
fonctions linéaires de u, ¢, w quand les déplacements sont trés-petits.

On obtiendra enfin les équations du mouvement de m en égalant les

[*] Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, t. XXX, p.o17.



6 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

composantes de I'action exercée sur ce point par I'éther et la matiére
aux dérivées secondes de u, v, w prises par rapport au temps.

10. On a ainsi trois équations linéaires aux différences mélées.
Elles deviennent linéaires aux dérivées partielles en développant les ¢
par la série de Taylor. Les développements sont trés-convergents &
cause de la petitesse de &, %, { pour tous les points situés dans la spheére
d’action de m.

11. On peut donc énoncer cette conclusion :

La forme la plus générale des équations qui régissent les vibrations
trés-petites de I’éther s’obtient en égalant la dérivée seconde, prise
par rapport au temps de chacun des déplacements x, ¢, w a une fonc-
tion linéaire de ces déplacements, et de leurs dérivées de tous les ordres
prises par rapport a x, ¥, z.

Les seconds membres de ces équations ne renferment pas de termes
indépendants de u, ¢, w. En effet, ils doivent s’annuler avec u, v, w,
puisque le systeme est en équilibre quand les déplacements sont nuls.

Si on prend pour axes de coordonnées unsystéme d’axes de I’assem-
blage moléculaire, les coefficients des équations sont des fonctions
périodiques des coordonnées.

Le systeme des trois équations fondamentales peut donc s’écrire
comme il suit :

Dlu =F,u~+ Fyo+ Fyw,
(1) Dlv =G,u—+G,yv+ Gy,
Do =H,u+ Hyv -+ Hym;

les F, G, H étant des fonctions entiéres symboliques de D,, D,, D,
dont les coefficients sont des fonctions périodiques de x, 77, z.

Le probléme de la propagation de la lumiére dans un milieu indé-
fini consiste 4 trouver des fonclions satisfaisant aux ¢équations (1),
et se réduisant 4 des fonctions données de x, ¥, z, ainsi que leurs dé-
rivées premiéres par rapporta ¢, pour £ = o.

Avant dappliquer la méthode d’intégration, il convient d’introduire
une notation qui simplifie I’écriture.

12. Le second membre de chacune des équations (1) peut étre con-
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sidéré comme une fonction symbolique de D,, D,, D, et de #, v, v,
linéaire et homogéne par rapport a ces derniéres variables. On peut
donc écrire comme il suit le systeme (1) :

Diu =F(D,, D,, D, u, v, w),
{2> D? v = G(Dx7 Dy’ D;yu, v, "”")7
Dfw=H(D,, D,, D, 1, v, w).
Les fonctions F, G, H jouissent des propriétés suivantes.
1° Si on suppose
U=, ty, v=v,+ ¢, W=, + W,,

ona

F(Dx)nyDza Uy Ugy 0y = Vg, W1+W2) = F(Dx,Df,Dz, Ty 94, W)

(3)
+F(D,,D,,D,, 2, 0,,w,).

2° Si on suppose en second lieu
U=u,E, V=95 W=w,e,

u,, vy, w, étant des fonctions de x, 7, 2, et ¢ une exponentielle de la
forme & = e*+%+° on a .

F(D,, D), D,, u¢, 0,¢, w,¢)
=F(D,+a,D, + b,D,+c, u, v,, w,)e.

(4)

La premiére propriété est évidente: en effet, un terme quelcon-

que AD, Dj", D. de la fonction F donue identiquement
ADLDID, (uy + ) = ADCDID u, + AD.DID; u,.

Pour établir la seconde, il suffit d’observer que le terme simple D«
donne, en supposant = u, g,

D,u=D,1,.¢ +u, .D,e= (Du, -+ au,)s,

ou symboliquement
D.u= (D, + a)u,.c.
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On etablit de la meme maniére |'égalité symbolique
ADLD! Dy = A(D, +a)*(D, + b)Y (D, + ¢) u,.e,
d'ou I'on déduit immédiatement la formule (4).

13. Considérons actuellement une des équations (2, la premiere
par exemple.

Chaque coefficient A de F est une fonction périodique de x, y, z.
Désignons par a, b, ¢ les résultats obtenus en divisant ax par les pé-
riodes dont on peut accroitre respectivement &, y, z sans changer la
valeur de cette fonction, et par e, f, g les trois exponentielles imagi-
naires e**, ¢"%, ¢, D’aprés une propriété générale des fonctions pério-
diques, on a

(5) A= AO +EmAm,m’,rn”emfm,gm”1

m, m’, n” étanl trois nombres entiers positifs on négatifs.
En développant ainsi en série tous les coefficients périodiques de F,
on obtient

F(D,,D,,D;,u,v, vg): Fo (D Dy, D,, u, v, w)

6 oy s
( ) ' +2 Fm,m’,m”(Dx’Dy!Dzauyvaw)em.fmgm :

Les fonctions G et H étant développées de la méme maniére, le sys-
téme (2)devient

j Diu=F,(D,, D,,D,, u, v, w)

| —l—sz,,,,,,/,,,,a (Day D)y D,y 1y 0, oy € f™ g™
Div = Go(D,, D,, D, u, v, w)

(7) +2me,m’,m”<va D,,D,, u,v, w)e™ f™ "’
Diw =H,y(D,, D,,D,, u, v, w)

| . Gy 2
| +2 Hm,m',m”(Dn D,,, Dzv u, ¢, W) emjm g'"l-
n



PURES ET APPLIQUEES. 9
14. Posons actuellement

‘nt _n

U — U, +2n lln,n/'”l/enfngn )

4 s

(8) ’\ v = 0, -{»—En v”,n,.n,, enfn 871 ,
W =W, +Znu)n.n’,n”e”fn 8""§

Un,ny Vn,ot,n?y W, €tant des fonctions de x, y, z, ¢ & déter-
aliner, '

La substitution des développements (8) dans les équations (7) s'o-
pere sans difficulté, grace aux remarques du n° 12, et on obtient trois
équations telles que la suivante :

/ .
2 2 'l v
D} u, +Zth Uy e JUgP
=T, (Dxa Dy: Dy, ug,y v, Wo)
13 m 'ml Y74
—‘“EnFm,m’,m” (Dx: Dy’ Dz7 Ugy Vo, wo) € f Sm
1

+2 Fo (Dz~4nai, D, +n'bi, D, + n’ci,
n

\pnt £ nn
Up ot 0"y Yol 0y Wa,n' )€ 2

+2 E Foymt,m (D + nai, D, 4+ n' bi, D, + n’ci,
i, Aty

mn fmlant omen”

Un ' s Vi, ! 0y u’n,n’,n”) ent f 4 .

En identifiant dans ces équations les coefficients des puissances sem-
blables de e, f, g, on a un systéme d'équations aux dérivées par-
tielles et & coefficients constants auquel doivent satisfaire les fonctions
inconnues.

15. En opérant ainsi, on obtient :

1° Trois équations obtenues en identifiant les termes indépendants

Tome XII (2¢ série). — Janvien 1867. 2
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dee, f, g, savoir:

Diu, =F, (Dgy Dy, Dy, 224y 90, W)

2
Divy =G, (D:ca Dy7 Dy, vy, vy “’0)

(10) +3 S Gt (s -+ nai, Dy -+ n'bi, D, + e,
m n

’ >
Uy wl 0y Vil 1 B n,u’,n”)y

) .
D/ w, = H, (D,, Dy, D, ug, vo, wo!

+2m2”H,,,,m,,mﬂ(Dx + nai, D, 4 n'bi, D, + n’ci,

Uy ot 0y Vo, nl 0y "/vn,n',n”))

—I—E 2 Fpu o m (D + nai, D, + n'bi, D, + n'ci,
m n

Up o 0y Yot s Wa, o', n”) 3

les doubles Z s'étendant aux valeurs dem, ', m’, n, n', n’, diffé-

rentes de zéro, qui satisfont aux conditions

" 4
m-+n=o0, m+n=o0, m-+n =o.

2° Un systéme d’équations ayant une forme analogue aux trois sui-
vantes, obtenues en identifiant les termes qui contiennent le produit

Cpfp!gpll .

o N
D, Uppp) = Ppyp/,p” (Dxa Dya D, 1y, vos V"'o)

2 ~
D; Vp.p' 0" = p,p’,p”(Dx’ Dy’ D., 24, ¢4, W)

2
Diwy, = Hyp Dy Dy, Dy, 1405 05 0)

! o ' K i P [RENEH]

- Fo(D, 4 pai D, -+ p'bi, Dy - p"Ciy thy 1. 9.1t
-y . . .
-|—2m zn Fo, . mr (Dy + nai, D, + n'bi, D, + n"ci,

Up o' wy Vol ' ”"n,n’,n”)a

(5%

3

P 00" )

+ Go Dy + pai, Dy + p'bi, Dy + p ety w1y Y,y s W, )
—|—2 E G, (Do + nai, D, + n'bi, D, +n"ci,
m ”n

) I3
Uy w0y Y0 0y VVn,n’,n”)i

»y.p")

. pe v
+ Ho (D, + pai, D, + p'bi, D, 4 p"ciy w, 11 prs ¥p,pr prs W ptp)
ul . - .
+2 24 H,. w w (D + nai, D, + n'bi, D, + nci,
m n

! Uy utny Vuyul 0y Wa, ', 0 s
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Les doubles Z s’étendant aux valeurs de m, m’, m”, n,n', n’ différentes

de zéro, qui satisfont aux conditions
m + 7 :p’ ml + nl e pl’ ’n// + nll — p//'

16. Rigoureusement, les développements (5) et (8) se composant
d’un nombre infini de termes, le nombre des équations (11) est lui-
méme infini. Dans tout ce qui va suivre, nous raisonnerons comme si
le nombre de ces équations était limité, en étendant au cas réel toutes
les propriétés indépendantes du nombre des termes conservés.

17. Observant actuellement que les dimensions des intervalles dans
lesquels se manifeste la périodicité des coefficients sont insensibles, on
est conduit a supposer que, dans la production des phénoménes lumi-
neux, les valeurs moyennes des déplacements ont seules une influence
appréciable. En conséquence, il y a lien d’éliminer entre les équations
aux dérivées partielles (10) et (11) toutes les inconnues, a I’exception
des trois qui représentent les valeurs moyennes des déplacements. Pour
montrer comment on peut effectuer dans certains cas cette élimina-
tion, il est nécessaire de rappeler la méthode d’intégration applicable
aux équations aux dérivées partielles 4 coefficients constants.

18. On obtient des intégrales particuliéres des équations (r0) et (11),
en supposant toutes les inconnues proportionnelles a une méme expo-
nentielle, de sorte que

( I 2) ty Yy Fy Uy,nt, 0t Ynunf ot Fn! e«x+/3)'+'/z~1-at
—_ — —_ — — —_ — —_— ’

— = — e NN
Pn,n',n” Qn;n',n” B-n,n’,n”

P, Q R,

o, B, 7, ¢ et les P, Q, R étant des constantes réelles ou imaginaires,
assujetties A satisfaire au systéme que 'on obtient en substituant les va-
leurs particuliéres (12) dans les équations (10) et (11), ce qui se fait
trés-simplement en remplagant dans ces équations D,, D,, D;, D,
par «, 3, 7, ¢, et en écrivant partout P, Q, R au lieu de #, ¢, w.

..
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Ces équations sont les suivantes :
o*Py=F, (a, B, 7 Poy Qoy Ry)

+2man’””" wr(@—nai, B-+nbi, y+n"ct, Py oy Quowt, wy Rt )
7*Qo=G, («, B, ¥, Po, Qos Ry)
(13) +2m2”Gm,,,,/,,,.~(a+nn}',{3+n’bi,7+n”ci,P,. w s Qo ity Bt )
o*Ro=H, («, 8, 7, Py, Qq, Ry)

—|—2 2 Hop, i, me (o0 +nai, B+1'biy g +n"ciy Py s Qoo Rt ),

m

! 2
[ P

= Fp (% 175 Poy Qs Ry)
-+ FO (5( -+ pai, ﬁ '+‘p’bl’ 7 +p”ci, Pp,p’,P”’ Qp 2" Rp pl p”)

. 171 o
+Z’nZnFm,m’,m’/(a+n(zl, ‘G_I‘_n [)l, '}'—I—IZ”CZ, Pn n,n"y Qn n,n"s Rll n, n” )
2
0% Qp,p',p”

= Gp,p, (% B 7 Poy Qos Ro)
(14) + G (& =+ pai, -+ p'bi, y—+p'ci, Py, Quu s By )

+2 Z Gm m’ ,,,u(or+naz,ﬁ+n bl 7+n' ci 1n n',n"y Qn u,n’s Rn V4 n")

o* Ry, pr,p

= HP 2 P” &, ﬁ’ 7 Py, Qos Ro)
+ H, (e~ pai, B+ p'bi, 7+ p'ciy Pop s Qp iy, s Ry, pr, )

-I—Z 2 H,,, m ,,,u(a—l—nal,ﬁ-l—n bl’ 7+72 Cl, n.n' 0"y Qn o, n”1 n, n’,n”),

Lorsque l'on coonnait plusieurs intégrales particuliéres des équa-
tions (10) et (11), il suffit de les combiner par voie d'addition pour
obtenir de nouvelles intégrales.

Une fonctiou quelconque de plusieurs variables pouvant d’ailleurs
étre représentée par la somme d’'un nombre fini ou infini de termes

Al Torr ey 1
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respectivement proportionnels a des exponentielles dont les ex-
posants sont des fonctions linéaires réelles ou imaginaires de ces
variables, il est clair que tout systeme d’intégrales des équations (g)
sera toujours la somme d’un nombre fini ou infini d’intégrales de la
forme (12).

19. Cela posé, on peut éliminer entre les équations (13) et (14) les
coefficients P, . .7y Qp o, n7y R,y 0, v cOTrespondant a toutes les valeurs
entiéres des indices, de maniére a avoir trois équations cntre P,, Q,,
R, @, f, 7, o. 1l suffit pour cela de déduire les P, v .7, Qo ws
R,, v, » des équations (14) et de les substituer dans les équations (13).
Leurs valeurs sont des fonctions linéaires et homogenes des termes de
la forme

S F]),p’,p”(a'a ﬁ’ 7, Po’ Qm Bo)a
G (“a (37 7> Pos Qo Bo)'

([ 5) P-P’,P”
? Hywm7 (25 By 75 Pas Qoy Ry)s

et on peut poser, par exemple,

v

Pn,n’,n” :ZPAP‘})/'P” FP.I/,P”(O" ﬁ, 'Y, PO’ QO) BO)’
(16) . +EpovP'rP” G/I,p’,p”(“’ ﬁa 7 Poy Qqy Ry),

+ZPCPM"1P” Hy, .07 (% By 75 Poy Qo Ro),

les A, B, C étant des fonctions de «, 8, 7, ¢>. Les expressions des
Q,.,»,n” €t R, v ,» sont de la méme forme.

En substituant ces expressions dans les équations (13), les seconds
membres de ces équations deviennent des fonctions linéaires et homo-
genes des termes (15), ayant pour coefficients des fonctions de a, 3,
7, o*. Pour ne pas multiplier les notations, nous désignerons ces nou-
veaux coefficients par les lettres A, B, C affectées d’indices.
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On a ainsi :

czPO:F"(a’ﬁ’%PO’QO’RO)-*_EPAP:P’,P” P’P’-P"(a’ﬁ77’PO)Q07B0)
+ZPBP:P'vP” Gp,p’.p”(“’ ﬁ,'Y,Po’ Qo Re)

\
+chp.p’,p” Hp.p’,p”(“’ ﬁ’ s Py, Qo Ry,

*Q, ZGO(“’ @,“/, Py, Qo Bo) +2pA’p,p',p” pp (0" ﬁ’ 7 Pay Qo,Bo)
(17) +ZPB/1>,IJ’,1»” Gp.p’,r/’ (“' ﬁr% Py, Qo) Bo)
+Z,,le’v1”w” Hp, .0 (e, ﬁ’ 7 Pas Qo Ry),

¢* RO :HO (a7 ﬁ’ 71P0 ’ QO) RO) +EPA-”]J,1)’,1)” Fp, [)’,p”(a’ ﬁv 77P01 QO) BO)

+2pB”I"P/‘P” Gy, (@3 87 Pas Qo Bo)

\ +2,,C”Pvr”vﬂ” H,,,p7(%: By 7y Pos Qos Ro).

20. Nous ue considérous, dans ce Mémoire, que le cas ou les fonc-
tions A, B, C sont développables en séries convergentes ordonnées
suivant les puissances entiéres et positives de o, 3, v, ¢®. Clest ce qui
a lieu, en général, quand les modules de ces quantités sont tres-petits
par rapport aux quantités a, b, ¢ définies au n° 13.

En supposant, dans ce cas, les séries limitées par approximation 4
un certain nombre de termes, les seconds membres des équations (17)
se réduisent 2 des fonctions entiéres i coefficients constants des
variables a, f3, 7, 0%, Py, Qo, R, linéaires et homogénes par rapport
aux trois derniéres.

Or, ces équations sont alors celles que P'on obtiendrait en cher-
chant A intégrer, par la méthode des intégrales particulieres indiquée
au n° 18, le systéme suivant d’équations aux dérivées partielles et a

coefficients constants :
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H
" S
|

D #t = F,(D,, D), D,, 1, v, w) +2pA,,’p,’pn Fyp.p (Der Dy, D,
—I_EPBP’ 1284 p,pl’pll (Dx’ Df’ DZ’

Al
+E,,("’”’”1’” Hy,p,p7 (Dey Dy, Dy,

D{ ¢ =G, (D,, D,, D,, , v, w) +EPA;,,,,,,,,~ o0 (Daey Dyy D,
([8) i +21,B;”1’"P” 0" (ny Df, Dz,

+ZPC}J,p’1p” Hp, 7 (Day Dy, Dy,
D/w =H, (D,, D,, D,, u, ¢, w) +ZPA}’,,,,,,,,~ F, . (Da Dy, D,

U
+Z,,B”vl",ﬁ” Gp,p',p” (Dm D,, D,

"
+2,,C” 2 Hppt o7 (Day Dyy Dy

i,

U,

u,

obtenu en remplagant, dans le systéme (17), «, B, 75 @, Pyy Qo Ry par
D., D,, D,, D, u, v, w, et ou, par conséquent, les A, B, C sont des

fonctions entiéres de D,, D,, D,, D?.

21. Le systéme des équations (18) est donc celui qu’il s’agissait
d’obtenir au n° 17, et si on veut se borner & étudier les lois qui ré-
gissent les wibrations atomiques moyennes de I'éther, on est conduit 4
intégrer généralement le systeme des équations (1g9), qu'il convient

d’appeler, avec Cauchy, quations auxiliaires.

Les déplacements moyens sont seuls considérés dans ce qui suit, et
on peut les désigner désormais par les notations u, ¢, w, attribuées

jusqu’a présent aux déplacements effectifs.

22. La forme des équations auxiliaires dépend d’une maniére trés—
simple de celle des équations {2) & coefficients périodiques. En effet,
un terme F, ; » (Dy, D), Dy, &, v, w), compris dans le développe-
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ment (8), s'obtient en substituant, dans la fonction
F(Dxa Dyv D;, , v, w\"

des constantes aux coefficients périodiques. Par suite, une somme de
termes de la forme

EAI’J"J)” .00 (Dey Dy, Dy w0, w)
donne un résultat égal 4 celui que I'on obtiendrait en substituant & la
place des coefficients périodiques, dans la fonction F, des fonctions

9

entiéres de D, D,, D,, D/.
On peut donc énoncer le¢ résultant suivant :

TurorimMe. — Les trois équations auxilicires s’obtiennent en égalant
la dérivée seconde de chaque variable, prise par rapport au temps, a la
somme de trois expressions obtenues en substituant des fonctions en-
tiéres & coefficients constants de D,, Dy, D;, D; aux coefficients pério-
diques des fonctions ¥, G, H définies au n° 12.

23. Il importe d'observer que 'on peut, par 'emploi de substitu-
tions successives, ramener le second membre des équations auxiliaires
a ne pas renfermer de dérivées relatives au temps. En effet, si on sup-
pose les seconds imembres des équations (17) développées en séries de
termes décroissants ordounés suivant les puissances ascendantes de ¢2,
on a, en réduisant ces séries aux termes indépendants de ¢?, des valeurs
approchées de ¢*P,, 02 Q,, o*R, qui, étant substituées dans les termes
en ¢* des séries, donnent lieu & une seconde approximation, et ainsi de
suite.

En opérant ainsi, on élimine ¢ dans les seconds membres des équa-
tions (17), et par conséquent D, dans les seconds membres des équa-
tions (20).

On peut alors, dans Pénoncé du théoréme précédent, substituer aux
fonctions enti¢res de D,, D, D;, D/ des fonctions entiéres de D,, D,,
D, seulement.

24. En résumé, comme conclusion de I'analyse qui précede, on

' [ : 1 [ T TR YR
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obtient les deux propositions suivantes, fondamentales dans la théorie
mathématique des phénomeénes lumineux :

TatorimEe 1. — Dans tout milieu cristallisé, les trois équations qui
régissent les wibrations trés-petites de Uéther sont des équations
linéaires aux dérivées partielles que l'on obtient en égalant la derivée
seconde prise par rapport aw temps de chacun des trois déplacernents
u, v, w & une fonction linéaire, i coefficients périodiques, de ces dépla-
cements et de leurs dérivées partielles de tous les ordres prises par rap—
portax, y, z. ‘

Traiorime . — Dans tout milieu cristallisé, les trois équations qui
régissent les vibrations moyennes de Iéther sont des équations linéaires,
aux deérivées partielles et a coefficients constants, que l'on obtient cn
égalant la dérivée seconde de chaque déplacement moyen prise parrap-
port au temps, & la somme de trois expressions résultant de la substi-
tution de _fonctions entiéres de D, D,, D, aux coefficients périodigues
des seconds membres des équations auxquelles satisfont, d’apres le
théoréme précédent, les déplacements effectifs.

Si donc on représente par

D!u=F (D,, D,, D, u, ¢, w),
(19) D! ¢ = G(D,, D,, D, u, v, w),
Diw=H(D,, D,, D,, w, v, w),
les équations & coefficients périodiques auxquelles satisfont les dépla-

cements effectifs, les équations auxiliaires auxquelles satisfont les
déplacements moyens seront de la forme

‘ Diu=F +G + H',
(20) [ Dio=F 4+ G +H,
( D[Q'(/V: Fl// + Gm + Hl//’
F', F”, ¥” désignant des fonctions symboliques obtenues en substituant
des founctions enti¢res de D, D,, D, aux coefficients périodiques de la
xs Hyy Yz q
fonction F, et G, G”, G”, ainsi que W', H”, H”, se déduisant de la méme

maniére des fonctions G et H.

Tome XII (2° série). — Jaxvien 1867, 3
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25. Ces résultats, obtenus en supposant les axes de coordonnées
paralleles aux arétes d’un parallélipipéde élémentaire de I'assemblage
cristallin, subsistent avec des axes quelconques.

Supposons, en effet, que les équations (2) soient celles qui repré-
sentent les vibrations de I'éther rapportées non plus & un systéme &
d’axes paralléles aux arétes d’un parallélipipéde élémentaire, mais
4 un systemc S d’axes dirigé d’une maniére quelconque.

Soient X', 3', 2’ et &, ¥, z les coordonnées d’un point par rapport
aux systemes S’ et 8; x', y’, 2’ étant des fonctions linéaires et homo-
genes de x, 9, z.

Un coefficient quelconque des équations (2), fonction périodique
dex’, y', 2, est développable en série ordonnée suivant les puissances
positives et négatives de trois exponentielles dont les exposants sont
des fonctions linéaires et homogénes de x, ¥, z. En désignant par e,
J5 g ces trois exponentielles, les équations (5), (7), (8) subsistent, et
Pon voit aisément que rien n’est & changer aux conséquences qui s'en
déduisent.

On peut done rapporter les vibrations de ’éther 4 un systeme d’axes
rectangulaires, quel que soit le systeme cristallin. Apres avoir déter-
miné la forme correspondante des fonctions F, G, H, on en déduira
les équations auxiliaires par la regle que fournit le deuxi¢me théoréme

du n° 24.

25. Par suite de cette régle, tout se réduit 4 déterminer pour
chaque milien la forme des fonctions ¥, G, H. L’analyse du n° 9 éta-
blit 1a forme essentielle des fonctions dont il s’agit avec nne généralité
qu’on ne peut restreindre sans admetire de nouvelles hypothéses sur
la constitntion intime de I'éther et de 1a matiére.

Un second Mémoire sera consacré & examiner les résultats auxquels
conduit une hypotheése fort simple dont les conséquences paraissent
conformes aux faits d’expérience. Cette hypotheése réduit notablement
la forme des fonctions F, G, H, et par suite celle des équations auxi-
liaires.

Enfin, de nouvelles et importantes simplifications résultent de la
symétrie propre au milien cristallisé que V'on considére. C'est a I'étude
de ces réductions qui établissent de remarquables relations entre les

[ ' n i [ RN R !
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phénoménes optiques et les lois cristallographiques qu’est consacré le
Chapitre 1I du présent Mémoire.

26. En dehors de toute hypothése et en laissant aux équations
auxiliaires toute la généralité qu’elles comportent, elles renferment un
nombre fort considérable de coefficients indéterminés.

8i I'on suppose, par exemple, que les fonctions F, G, H sont du se~-
cond ordre par rapport a D, D,, D, et renferment les six dérivées
partielles de chaque déplacement, si de plus on se borne dans les
équations auxiliaires aux termes du second ordre, on voit que le
nombre total des coefficients distincts peut s’élever 4 18 >< 3 = 54.

27. 1l importe d’observer que le théoréme général du n® 24 a été
obtenu en supposant (n°® 20) que les fonctions A, B, C sont dévclop-
pables en séries trés-convergentes ordonnées suivant les puissances
entiéres et positives de «, £, 7, ¢*. Cette condition est remplie en gé-
néral quand les modules des quantités «, 3, 7, ¢® sont tres-petits par
rapport & a, &, ¢ : ce qui a lieu, dans les corps transparents, quand
les longuenrs d’ondulation sont trés-grandes par rapport aux inter-
valles moléculaires. Dans le cas contraire, les fonctions A, B, C doivent
étre considérées comme des fonctions transcendantes. Il y a lieu de
supposer que cette circonstance peut se présenter, dans les corps
solides, pour les ondes les plus courtes, c’est-a-dire pour les rayons
chimiques, et dans les corps gazeux ou vapeurs, dont les intervalles
moléculaires sont plus grands, pour les ondes lumineuses on méme
pour les ondes obscures.

Dans ce cas, la propagation de la lumicre peut donc s'effectuer
suivant des lois toutes spéciales. Nous ne faisons qu’indiquer ici ces
circonstances remarquables, nous bornant a observer que, dans tous
les cas, on obtient une infinité d’intégrales particuliéres des équations
a coefficients périodiques, en égalant les déplacements aux produit ¢
d’une méme exponentielle ¢** 7 v
diques de x, 7, z dont les coefficients sont des fonctions généralement
transcendantes de a, {3, 7, o%, ces derniers parameétres ¢tant liés entre

par des fonctions pério-

eux par une équation caractéristique généralement transcendante.

5]
D
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CHAPITRE 1I.

REDUCTION DES EQUATIONS DES MOUVEMENTS VIBRATOIRES DE L ETHER
D’APRES LA SYMETRIE PROPRE AUX DIVERS SYSTEMES CRISTALLINS.

1. Les corps cristallisés sont considérés comme composés de molé-
cules polyédriques semblablement orientées, et dont les centres de
gravité forment un assemblage de points distribués réguliérement. En
admettant cette hypothese, on est conduit i étudier les particularités
qui résultent, au point de vue des phénoménes optiques, de la symé-
trie que peuvent présenter le polyédre moléculaire et I'assemblage
moléculaire.

2. M. Delafosse a signalé le premier le role important de la symé-
trie moléculaire dans les phénoménes cristallographiques, et spéciale-
ment dans celui qui est connu sous le nom d’hémiddrie. Dans une
série de beaux Mémoires dont 'ensemble constitue une véritable cris-
tallographie rationnelle, Bravais a montré comment les faits observés
et les lois connues s’expliquaient par la symétrie moléculaire et la
syméirie de I'assemblage. Il est indispensable de résnmer briévement
ces remarquables travaux qui se rattachent intimement a I'étude des
phénomenes optiques que présentent les cristaux.

3. Bravais a donné d’abord [*] une classification compléte des
polyedres, au point de vue de leur symétrie.

Un polyedre, ou plus généralement un systéme de points, peut pré-
senter trois éléments de symétrie :

1° L’élément centre de symétrie;

2° L’élément axe de symétrie;

3° L’élément plan de symétrie.

Un point est centre de symétrie d’un systeme lorsque les points du
systeéme pris deux 4 deux sont rangés sur des diagonales dont ce point
est le milieu.

Un axe de symétrie est une droite telle, qu'il suffit d’imprimer au

[*] Journal de Mathématiques pures et appliquces de M. Liouville, 1. XIV.



PURES ET APPLIQUEES. 21

systéme une certaine rolation autour de cette droite pour substituer
les divers points les uns aux autres. Le rapport de la circonférence au
plus petit des arcs mesurant la rotation est toujours un nombre entier
qui mesure l'ordre de la symétrie de I'axe. Un axe est dit principal
quand i est paralléle ou perpendiculaire 4 tous les axes ou plans de
symétrie du systeme. Un systeme dénué d’axe principal est dit sphe-
roédrique.

Enfin, un plan de symeétrie est un plan tel, que les points du systéme
sont deux & deux a égales distances de ce plan sur des droites qui lui
sont perpendiculaires.

L’existence de deux de ces trois sortes d’éléments entraine l'existence
de la troisieme.

4. Les polyédres peuvent étre divisés en vingt-trois classes réparties
entre six groupes distincts comprenant :

1° Les polyédres asymétriques (ne possédant aucun élément de
symétrie); '

2° Les polyédres symétriques, sans axes;

3° Les polyédres symétriques ayant un axe principal d’ordre pair;

4° Les polyedres symétriques ayant un axe principal d’ordre impair;

5° Les polyédres sphéroédriques a quatre axes ternaires;

6° Les polyedres sphéroédriques & dix axes ternaires,

5. Aprés avoir étudié les divers genres de symétrie que peuvent
présenter les polyédres moléculaires, Bravais a examiné la symétrie de
I'assemblage, c’est-d-dire la symétrie d’un systéme réticulaire de points
déterminés par l'intersection de trois systémes de plans équidistants et
paralleles [*].

II'a démontré d’abord que P'ordre de la symétrie d’un systéme réti-
culaire ne pouvait étre qu'un des nombres 2, 3, 4, 6, de sorte que la
symétrie d’'un axe de l'assemblage est nécessairement binaire, ter-
naire, quaternaire ou sénaire. Cela posé, classant les assemblages
d’apres la nature et le nombre de leurs axes de symétrie, il les a divi-
sés en sept groupes ou systémes distincts.

[*] Journal de I’ Ecole Polytechnique, XXXIII® Cahier.
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Pour rappeler avec concision la nature de la symétrie qui caractérise
chaque systéme, nous emploierons la notation de Bravais. Dans cette
notation :

La lettre C représente un centre de symétrie;

Les symboles A%, L%, ... vreprésentent des axes de symétrie binaires;

A, L2, ... des axes de symétrie ternaires, et ainsi de suite;

La lettre A s’applique toujours 4 'axe principal;

La lettre II représente un plan de symétrie normal & axe principal;

La lettre P* un plan de symétrie normal a un axe binaire L?;

La lettre P?* un plan de symétrie normal a un axe ternaire 12, el
ainst de suite.

Le nombre des axes d’un ordre est marqué par un coefticient pré-
cédant la lettre qui désigne un de ces axes : le nombre des plans de
symétrie est iarqué de la méme maniére.

Cela posé, la symétrie des sept systémes est représentée par les nota-
tions du tableau ci-dessous.

NUMERO NOM
) o SYMBOLE DE LA SYMETRIE.

du systéme, de la symétrie,

1 Terquaternaire. . . 3L+, 4L, 6L C, 3P, GP:

2 Sénaire., ......... A, 6L C, 1, GP?

3 Quaternaire. . .... AY 412, C, I, 412

4 Ternaire. ......... A%, 312, G, I, 3D

5 Terbinaire....... .. A2, 2L, C, W, 2P*

6 Binaire......... . A% C, I

7 Asymeétrique. . .. ... oL, C, ont

Dans un assemblage quelconquc, Chaque sommet étant un centre
de symétrie, la lettre C se présente dans la notation de la symétric de
chaque systeme.

La notation méme de la symétrie des six derniers systemes rappelle
immédiatement la situation relative des divers éléments de symétrie
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qui les caractérisent. Ainsi, par exemple, pour le deuxiéme systéme,
on voit que les six axes binaires sont dans le plan IT perpendiculaire &
Paxe principal A et situés de maniére que deux consécutifs de ces axes

36 .. , ,e o
comprennent un angle de _6_0 = 60 degrés. Les six plans de symétrie

sont perpendiculaires & ces six axes, et leur intersection est I'axe prin-
cipal A.

Dans le premier systeme, les trois axes (uaternaires, les quatre
axes ternaires et les six axes binaires sont disposés comme le sont, dans
un cube, les lignes joignant deux 4 deux : 1° les centres des faces
opposées; 2° les sommets opposés; 3° les milieux des arétes opposées.

6. Aprés ces études préliminaires, Bravais a examiné comment la
symétrie d'une molécule peut éire transmise, par la cristallisation, 2
Passemblage moléculaire. 11 a fait voir, & ce sujet, que I'équilibre doit
s’établir plus facilement, dans un cristal qui se forme, si les centres de
gravité des molécules se placent de maniére que les axes et plans de
symétrie de ces molécules, indéfiniment prolongés, deviennent des
axes et plans de symétrie de I’assemblage moléculaire.

Il a admis, en conséquence, la régle suivante : Parmi les sept sys-
temes cristallins possibles, les molécules d’une substance donnée qui
vient a cristalliser adoptent celui dont la symétrie offre le plus d’élé-
ments communs avec la symétrie propre & leur polyédre moléculaire.

I1'a été conduit, en outre, & admettre que, dans le cas ot plusieurs
systemes cristallins présenteraient les mémes éléments de symétrie
communs 4 leurs assemblages moléculaires et au polyédre moléculaire
donné, la cristallisation se fera suivant le systéme de moindre symétrie.

Cest d'apres ces denx régles que Bravais a déterminé le systéme
dans lequel doit cristalliser une substance dont le polyédre molécu-
laire a une symétrie donnée.

7. On voit, d’aprés ce qui précede, que le polyedre moléculaire
d’une substance donnée et son assemblage cristallin possédent en gé-
néral des éléments de symétrie communs. Mais certains éléments de
symétrie possibles dans un polyédre sont impossibles dans un systeme
réticulaire : par suite, ces éléments ne se transmettront pas de la molé-
cule & Fassemblage moléculaire. Inversement, la coexistence de cer-
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tains éléments de symétrie étant nécessaire dans un systéme réticulaire
sans étre nécessaire dans un polyédre, on congoit que le systéme cris-
tallin d’une substance peut posséder certains éléments de symétrie
absents dans la molécule.

A ce sujet, nous rappellerons quelques définitions données par Bra-
vais.

Un cristal dans lequel le polyédre moléculaire posséde tous les élé-
ments de symétrie de 'assemblage est dit holocdrigue. Lorsque certains
éléments de symétrie de 'assemblage manquent dans la molécule, le
cristal est dit mériédrique.

Le polyédre moléculaire est dit holoaxe lorsqu’il a tous les axes de
symétrie de I’assemblage. 11 est dit kémiaxe lorsque Vordre de la sy-
métrie de ses axes d'un certain ordre pair est moitié moindre que
'ordre de la symétrie des axes paralléles de I'assemblage. 1l est dit
tétartoaxe guand cette réduction 4 moitié a lieu pour tous les axes
d’ordre pair ayant la méme direction dans le polyédre moléculaire et
dans Vassemblage.

Tout polyédre moléculaire qui ne posséde ni centre ni plans de sy-
métrie est dit hémisymétrique.

Tout polyédre qui possede un centre de symétrie sera dit polyédre
centre.

Enfin, tout polyédre dépourvu de centre, mais possédant un ou
plusieurs plans de symétrie, est appelé dichosymétrique. Les mémes
désignations peuvent s'appliquer aux cristaux auxquels les polyédres
donnent naissance.

De la résulte la classification suivante des polyédres moléculaires et
des cristaux :

1° Holoaxes centrés ou holoédriques;

2° Holoaxes hémisymétriques;

3° Hémiaxes centrés;

4° Hémiaxes dichosymétriques;

5° Hémiaxes hémisymétriques;

6° Tétartoaxes centrés;

+° Tétartoaxes dichosymetriques;

g° Tétartoaxes hémisymétriques.

Bravais a montré comment les phénomenes cristallographiques
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observés sur les cristaux doivent varier avec celle de ces huit catégo-
ries 4 laquelle appartient leur polyédre moléculaire. En appliquant,
en particulier, sa théorie 4 1a détermination de la forme cristalline,
c’est-a-dire du nombre des faces possibles dans un cristal, il a montré
comment et suivant quelles lois, dans chaque systéme, 'absence, dans
le polyédre moléculaire, de certains éléments de symétrie de 'assem-
blage, entrainait une réduction du nombre des faces de maniére & pro-
duire les phénomeénes désignés par les cristallographes sous les noms
de hémiédrie et tétartoddrie.

8. En résumé, les travaux dont nous venons de donner un apergu
établissent une relation entre la forme cristalline des diverses sub-
stances et la symétrie de leur molécule. )

La forme cristalline se déduit théoriquement d’une symétrie molé-
culaire donnée et, inversement, la symétrie moléculaire d’une substance
se déduit de sa forme cristalline observée.

Nous replacant actuellement sur le terrain de Poptique théorique,
nous sommes conduits 4 admettre une relation nécessaire entre la
coustitution que présente éther dans un cristal et la symétrie de sa
molécule et de son assemblage. L'expression analytique de cette rela-
tion assigne aux équations des mouvements vibratoires une forme
spéciale, variable avec la symétrie cristalline et a Jaquelle correspon-
dent des phénomeénes particuliers. On voit ainsi comment les deux
théories, cristallographique et optique, établissent parallélement une
mutuelle dépendance entre les phénomeénes lumineux que présentent
les corps cristallisés et leur forme cristalline.

Le présent Chapitre de ce Mémoire est consacré a rechercher com-
ment la forme des équations auxiliaires varie non-seulement avec le
systeme cristallin, mais encore avec les différents cas de mériédrie qui
peuvent se présenter dans chaque systéme.

Analyse.

9. L'analyse qui fait I'objet de ce Chapitre est fondée sur la remar-
que suivante.

La constitution de I'éther variant d’un point 4 un autre dans I'in-
Tome XII (2® série),— Janvier 1867. 4
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térieur d'un cristal, d’aprés une loi qui dépend de l'action résultante
exercée par la matiére sur chacun de ses points, doit se reproduire
la méme partout ou cette action est la méme. Par suite, tout élément
de symétrie des atomes matériels, c’est-a-dire tout élément de symé-
trie commun au polyédre moléculaire du cristal et & son assemblage
moléculaire, doit étre considéré comme un élément de symétrie des
atomes de I’éther.

Par suite, les équations des mouvements vibratoires des atomes de
I’éther rapportés & un systéme d’axes S, ne doivent pas différer de
celles que 'on obtient en rapportant les vibrations a un second sys-
teme d'axes S, symétrique du premier par rapport 4 un centre ou plan
de symétrie, commun au polyeédre et & 'assemblage moléculaires, ou

- . > 27
obtenu en faisant tourner le premier de 'angle — autour d’un axe

d’ordre n commun au polyédre et i I'assemblage moléculaires.

Or cette transformation de coordonnées revient analytiquement a
appliquer une substitution linéaire aux coordonuées x, ¥, z, et cette
substitution doit transformer cu elles-mémes les équations auxiliaires
auxquelles satisfont les vibrations moyennes de I’éther.

De cette condition dérive la forme particuliére qui résuite, pour
ces équations, de chacun des éléments de symétrie communs a la mo-
lécule et a 'assemblage.

10. Lemme. — On résout généralement ce probléme en se fondant
sur la proposition suivante :

Il existe généralement trois fonctions linéaires et homogénes de la
forme Ax + By + Cz qu'une substitution linéaire reproduit a un

facteur constant pres.
En effet, pour que la fonction

Ax +By—+Cz

se reproduise multipliée par un certain facteur s, quand on y remplace

x, y, z par .

lx +~ my + nz,

(1) lx+my + n'z,
E l'x+m"y +n'z,

. . ' Pt (AR NN
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il faut etil suffit que 'on ait identiquement

Al +Bl 4+ Cl' =sA,
(2) Am + Bm' + Cm" = 5B,
An +Bn' + Cn” = sC;

or, ces trois équations déterminent s et des quantités proportion-
nellesa A, B, C; s est une des trois racines de I'équation

[—s, r, r,
(3) m, m —s, m” = o,

n, 7, n—g

eta ces trois racines correspondent trois systémes de valeurs Je A, B, C.

11. Cela posé, considérons les équations auxiliaires. En désignant,

pour abréger, D,, D,, D,, D, par «, B, 7, o, ces équations sont de la

forme

5 ¢*u = Fu+ Fyo+ F,w,
c®v =Gu + G0+ Gyw,

¢*w=H,u + Hyv 4+ Hyw; .

(4)

les F, G, H étant des fonctions entiéres 4 coefficients constants de o,
B, 7. Supposons actuellement que Ion change la direction des axes de
maniere & substituer & x, y, z les expressions (1). 1l est aisé de voir
que, pour obtenir les transformées du systéme (3), il suffit d’y faire
les substitutions suivantes :

5 u, v, w
9
(5) lu+my+nw, lut+my+nw, Vu+m'v+n'w

(6) @, g, 12 '
lo+mB+ny, lat+m'B+ny, Va+m'B+n'y

Admettons qu’en opérant ainsi on reproduise identiquement le Sys-
teme (3).

12. Pour apercevoir plus aisément les conséquences de cette con-

4..
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dition, introduisons comme variables les trois fonctions linéaires de ,
¢, w que la substitution linéaire multiplie par s, &, s” racines de I’é-
quation (3). Soient &/, ¢/, ' ces fonctions, et &, ', ' les fonctions ana-
logues de «, 3, 7.

Tl est clair que le systéme (3) pent étre remplacé par un systeme
équivalent de la forme

U = [y + fot + fa W,
02 v' :gl ul+ g.2vl + 8.3 wl,

(7)

2w = bl + hyv' + hyw,

les f, g, k étant des fonctions entiéres de «, &', y'. Cela posé, ce nou-
veau systeéme se transforme par la substitution dans le suivant :

' 2 — root 1 LT T " ’
‘ stV =sf W+ sf, v+ [0,
(3) ¢ 0%V =g u + g, +s"g W,
( s"tw = sk w + sH,v + "B, w,

oules £, o', k' représentent les transformées des f® g, A.
18 I 'X-1

Pour que les systémes (7) et (8) soient identiques, il faut que

‘ Ji=t  sfo=sfu  Sfy=3/u
(9) i sgy =58 g: = 8 §"gs = §'8ss

sk, =s"h,, shy=s"h,, Hy=h,.

Des conditions (g) résulte la forme nécessaire des f, g, k. Considé-
rons en effet une de ces fonctions, f, par ecxemple, et soit Aa”f79" un
de ses termes; ce terme devient par la substitution A o? §997sP5'5"" et
la condition s, = sf, exige que I'on ait #s%*'s"” = s. 1l ne devra
donc entrer dans f, que des termes tels, que les exposants entiers p, ¢, r
satisfassent a la relation ci-dessus. Si cette condition est réalisable
avec la substitution donnée, on détermine ainsi la forme des f, g, & et
par suite celle des équations (7), d’ou on déduit enfin les équa-
tions (4).

Quand on passe d’un systéme d’axes rectangulaires & un autre sys-
teme d’axes rectangulaires, ’équation (3) a pour racines I'unité et

o . i [N RN I TR R
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deux imaginaires conjuguées 4 module égal & Punité. On a donc

s=1, §=2¢" e 7.
La condition
SPI §" = ¢
devient alors
RCE S PT
d’ot1 on déduit

(]‘l"'l—f':%:';,

j désignant un nombre entier quelconque.
La condition n’est donc réalisable que si 'argument ¢ est commen-
surable avec la circonférence 2.

15. Apres avoir exposé ainsi la méthode générale, cherchons la
forme des équations auxiliaires quand le polyédre et ’'assemblage mo-
léculaires ont en commun :

1° Un centre de symétrie ;

2° Un plan de symétrie;

3° Unaxe de symétrie.

1° Centre de symétrie.

14. Prenons un centre comme origine. Les équations ne sont pas
altérées quand on change le sens des x, ¥, z positifs, c'est-a-dire quand
on fait les substitutions

wo) (b o) (s )

Doncles F, G, H ne doivent renfermer que des termes de degré pair
par rapport a a, f3, 7.

2° Plan de symétrie.

A5. Prenons le plan de symétrie pour plan des yz. Les équations ne
doivent pas étre altérées quand on change le sens des x positifs, et par
suite quand on y change le signe de u et .
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Donc F,, G,, G,, H,, H, sont des fonctions paires et F,, F,, G,, H,
des fonctions impaires de a.

3° dxe de symétrie.
-

16. Prenons I'axe de symétrie pour axe des .x, et soit ¢ 'angle dont
on peut déplacer solidairement dans leur plan les oy, 0z sans altérer la
forme des équations (4). Le changement d’axes entraine la substitution

u, v, w,
(v1) . . >
u, vcose —wsing, e¢sing 4+ wcosg

de sorte que les coefficients de la substitution (5) sont

l’ O’ 07
o, cosg, —sing,
0, sing, cosQ;

les racines de I'équation (3) sont

§=1, o 6‘?’. D e'—‘?i’
et I'on a enfin
wW=u, vV=v+wi, w=y—wi,
a’:a, ﬁ':ﬁ—}-—yi, 7’:@——71

Par conséquent, les deux premiéres des équations (7) deviennent

GPu=fiuu+ f,(v + wi) + f5 (v — wi),
Lo (v+wi) =g,u+ g, (v + wi) + g (v — wi),

(12)

les f, g, & désignant des fonctions entiéres, généralement imaginaires,
dea, 8 + i, B — yi. Il estinutile d’écrirela troisieme équation, qui se
déduit de la seconde en y changeant le signe de 7.

Dans ce cas, les équations (g) deviennent

(13) ;ﬂ =fo Si=ET e fi=
8

i ' - T
=€ 81 278w g:=¢e7'gs.

i ' I [ vr TR TR
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17. Tl reste & déterminer la forme générale des fonctions qui satis-
font 4 ces conditions. Soit AP (B ~+ yi) (B — iV le terme général
d’une fonction que la substitution reproduit identiquement. La substi-
tation multipliant ce terme par ¢ =% on qura ¢1—"7 — 1, et par

suite (9 — r)g = 2jr, j désignant un nombre entier quelconque. Il en
résulte la condition

(14) q—r =jo;
= 2?” étant Pordre de la symétrie; posons
q=q + ko,
r=r'+4lw,
k et L désignant des enliers positifs, et q' et r’ des résidus positifs infé-

rieurs a ». La condition (14) entrainera évidemment la relation r’ —= q',
ce qui montre que le terme général peut étre mis sous la forme

R (B )7 (B o+ i) (8 — yi)".
Si donc on pose
(15) X+ Yi=(B+ i)
on obtient le théoréme suivant :

Toute fonction entiére des variables o, f3, 7 se reproduisant identi-
quewment, quand on applique 4 ces variables la substitution

(16) “ 2 7 :
@, f3cosg — ysing, Bsing + ycoso
est une fonction entiére des quantités
a B+ X, Y,

X et Y représentant les parties réelle et imaginaire de (8 + vi)®, et o
désignant le rapport, supposé entier, de Pangle g 4 la circonférence.
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Nous appellerons invariantes les fonctions de cette forme jouissant
de la propriété de ne pas étre altérées par la substitution (16).

18. Supposons, en second lieu, que la fonction dont le terme géné-
ral est Ao? (8 + i) ( — i) soit multipliée, lorsqu’on lui applique
la substitution (16), par le facteur ¢'*, n désignant un nombre entier
inférieur 4 . On a, dans ce cas, la condition

(17) q—r=jw-+n,

et en posant, comme précédemment,
qg=¢q + ko,
r=r +lw,

on voit que la différence ¢’ — (7 + n) doit étre un multiple de w. Or,
g’ et ' variant de 0 4 © — 1, et n variant de 1 & o —1, la différence
dont il s’agit varie de w — 24 — (2@ — 2). On doit donc avoir

q, —(r'+ n) = 0, d’ou q': 7o,
ou bien
g —(r+n)y=—w, don r'=gq+w—mn;

par suite, le terme général présente une des deux formes

Aok (B2 + 2y G+ i) (B — i) (B + i)
9 o\ g N X7} N e — 1
AP (B + ) (B4 ) (B — i)™ (B — yi)* ™"
On en déduit le théoreme suivant :

Toute fonction entiére de o, 5, 7, que la substitution (16) multiplie

par ¢"?*, n étant un nombre entier inférieur 4 w, est de la forme
F(f+yi+G(H—7)""",
F et G désignant deux fonctions entiéres invariantes de o, 3, v.

On démentre de la méme maniére que toute fonction que la substi-
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n

tution multiplie par e™ ! est de la forme

F(f— i)'+ G(B+7vi) R
19. Sion pose actuellement
X 4+ Yi=(p+ )"
(18) X, + Y, i=(p+ i)’
X, 4 Y2i=(ﬁ+yi)”'°’

b

2

il résulte des formules (13) et des théorémes précédemment dé-
montrés :

1° Que les fonctions f, et g, sont des fonctions invariantes de o, f5,7-
La fouction f, est réelle.

2° Que les fonclions fa, /s, 81, g, sont de la forme

So=19 (B—7i) +x (X, +Y,i),
So =V (B+q0) + 3 (X =Y, i),
gf—Q» (B+7) + ' (X, —Yii),

B+ i)+ (X — Yai),

(19)

les ¢ et y désignant des fonctions entiéres invariantes de o, f3, 7

De plus, les fonctions f;, f; étant évidemment conjuguées, 1l en est
de méme des fonctions ¢ et ¢/, et des fonctions y et x'.

Cela posé, écrivant g, + G,i 2 la place de g,, et désignant les fonc-
tions

(-IJ , '-Il,, q)u’ ‘-IJ”/.,
”

X,, xl’ x s XIII,
respectivement par

f2—f3 l.’ ?2—?3i

2 2
(20) . ]
fz+fal’ <P2+(?al,

2

? g|+G’i, g3+G3i,

h,+H,i, hy+ H,i,

on parvient aisément 4 mettre les équations (12) sous la forme sui-

Tome XII (2% série), — FEvriER 1867, 5
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vante, qui est la forme la plus générale des équations anxiliaires dans
un milieu cristallisé ayant un axe de symétrie d’ordre o :

cfu= fiu+ f,(Bv + yw) + f, (fw — 7v)
+ 9 (Xyv — Y,0) + 0, (X, w + Y, 0),
0P =80 — Gow (8,8 — Gy y)u + (5.8 — Gyy) (fv + yw)
(21) { + (827 + Goff) (Bw — 70)
. (X +H Y Ju+ by (Xyv = Yow) 4+ H,y (X, w0+ Y, 0),
=g + Gov + (g7 + G B u + (g7 + Goff) (i + )
— (83 — Gay) (B — 7¥)
+ (WX, =AY )u+Hy (X0 — Yyo0) — by (X + Y.¢),

les fonctions f, o, g, G, A, H étant des fonctions réelles de
“’ ﬁ2 + 721 X’ Y’
et les X, Y ayant les valeurs fournies par les formules (18).

20. Nous passons actuellement 4 I’étude des équations particuliéres
propres a chaque systéme cristallin et aux divers cas de mériédrie réa-
lisés dans la nature.

1° Systéme asymétrique.

La seule réduction se présente quand la molécule est centrée. Dans
ce cas, les termes d’ordre impair disparaissent dans les équations.

2° Systéme binaire.

Prenons 'axe de symétrie pour axe des x. Les équations (4) doivent
rester inaltérées quand on y substitue —o, — wa v, w, et — B, —7
a f3, y. 1 en résulte que F,, G,, G;, H,, H, ne doivent pas changer
quand ony change le signe de 3, y, et F,, F,, G,, H, doivent changer
de signe par la méme substitution. Les fonctions non altérées ne ren-
ferment que des termes d’ordre pair par rapport a f3, 7, et les autres
des termes d’ordre impair par rapport aux mémes variables.
~Dans le systeme binaire, on a deux cas 4 considérer :
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1° Holoaxie centrée (A2, C, P). — Les équations sont composées
de termes d’ordre pair parrapport a , 3, v.

2° Holoaxie hémisymétrique (A?, oC, oP). — Les équations ren-
ferment des puissances paires et impaires de «.

3° Symétrie terbinaire,

21. 1° Holoaxie hémisymétrique (A?) 212, oC, oP). — Les équa-
tions ne doivent pas étre altérées quand on y change le signe des
variables comprises dans un des trois groupes suivants :

v, w; B, =,
(22) w, u; v, «
U (%

il est aisé d’en déduire la forme des F, G, H.

En effet, la fonction F, ne devant étre altérée par aucune des trois
substitutions doit étre composée de termes AaPB1y" tels, que les
sommes g +r, r+ p, p + g soient des nombres pairs. Douc p, ¢, rsont
simultanément pairs ou impairs, suivant que la somme p + g + r est
paire ou impaire. Par suite, la fonction F, est de la forme

(23) Fi=/f + ¢,afy,

Ji et o, désignant des fonctions entiéres de a®, B2, 2.

La fonction F, change de signe par la premiére et la seconde substi-
tution, et ne change pas par la troisiéme : par suite, g+ r, r-+ p sont
impairs et p + ¢ pair. Il en résulte : 1° que si le degré p + q + rdu
terme général est pair, p et'q sont impairs et r pair; 2° si le degré
p —+ q + r est impair, p et q sont pairs et r est impair. On en conclut
que la fonction F, est de la forme

(24) F, =,f;“‘8+ P27,

Je et o, désignant des fonctions entiéres de a*, B4, ¢
On détermine de méme les autres fonctions, et on obtient les équa-

5.
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tions auxiliaires sous la forme suivante :
olu=fiu—+ fraf}y + faayw + giaffyu -+ 9270 + P33,

o2 =g afu+ g.v+ g Byw + ayu + A2 Y9 + Lz aW,
ot = h,ayu -+ hyfiyv + w4+ ¢ Bu + gy av + Yyafyw,

(25)

@

les /. g, h, 9, 1, ¥ désignant des fonctions entiéres de o, 3%, ¥*.

99 50 Holoaxie centrée [ A%, 212, C, 11, 2P]. — Les termes d'ordre
impair disparaissant, les équations sont

, ‘ slu=fiu+ frafv + fyegw,
(26) ! oto =g faut g+ gfrws
‘ o*w = h,yau + hyyfo + hyw.

93. 3° Hémiaxie dichosymétrique [A?, 0ol.2, oC, 2P]. — Prenons
J'axe de symétrie A® pour axe des x, les axes des y et z étant res-
pectivement perpendiculaires aux deux plans de symétrie. Les équa-
tions (4) ve doivent pas étre altérées quand on y change le signe de v,
8, ou bien de w, 7.

On voit, par suite, que F, est une fonction paire de 3 et de y, ré-
ductible 4 la forme

(27> F, =jq + 0,0,

J1 et @, étant fonctions de «2, %, ¥*.
F, est une fonction impaire de 3 et paire de 7, réductible a la forme

(28) F, = fraf + 9203,

[a et ¢, étant également fonctions de «?, *, ¥*-
Les équations auxiliaires sont les suivantes :

slu=fiu+ fraffv + fyoyw + gau + P29 + P37y Wy
(2g) { o*v =g ol + g% + ga By w + ffu+ Y22y + Y3 &YW,
orw = h,yau + hyyBv + hyw + $oyu+ Goaflyv + Gaaw,

les f; g» by 9s X, ¢ désignant des fonctions entiéres de «*, 3%, 7*.

heos LA EN I



PURES ET APPLIQUEES. 3y

4° Symétries ternaire, quaternaire et sénaire.

94. Les équations relatives  ces trois systémes sont comprises dans
les équations (21) et différent, quand on passe d’un systéme a 'autre,
par les valeurs des six quantités X, X,, X,, Y, Y,, Y, qui ont, dans
les trois genres de symétrie, les valeurs comprises dans le tableau sui-
vant.

SYMETRIE SYMETRIE SYMETRIE
ternaire. quaternaire. sénaire.

X pa_gﬁvz (ﬁ?_*_,/:‘)z E“—I5[3"f’+15ﬁ“'y‘—v'y“
Y 3pry— o 48y (B — ) 6fey — 208 >+ 687
X, g— B — 3y B — 10ty + Ofy’ '
Y, 26y C3Fy— 5y —10f Y+
X, ?. f)-z . 72 : pa _ 6|32 "/2 4+ ,/s
Y, 7 2 A8 (B — ")

En substituant, pour chacun des trois systémes cristallins, les va-
leurs des six quantités données par ce tableau, on obtient les équa-
tions générales propres i représenter les vibrations de la lumiere dans
un cristal de ce systeme.

Nous examinerons actuellement ce que deviennent ces équations
quand le cristal présente :

1° L’holoaxie hémisymétrique;

2° L’holoaxie centrée;

3° L’hémiaxie dichosymétrique;
4° L’hémiaxie hémisymétrique.

93. Holoaxie hémisymétrique. — Dans ce cas, le polyédre molécu-
laire et I'assemblage présentent trois, quatre ou six axes de symétrie
dirigés dans un plan perpendiculaire a 'axe principal de symétrie.
Prenant un de ces axes pour axe des y, on voit que les équations (271)
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ne doivent pas étre altérées quand, sans changer I'axe des J positifs,
on substitue aux axes positifs des a et des z leurs prolongements.
Ce changement de coordonnées entraine les substitutions suivantes:

u, o, w “, 8, v
, .
—t, ¢, —1w —u, [, —v
On voit d’ailleurs que ces substitutions ne changent pas X, X, X,
et changent le signe de Y, Y,, Y,. En effet, en changeant le signe de v,
Pexpression
(B+ )" =X, + Y,i

devient
(B—yiy"=X,— Y,i.

Cela posé, on voit aisément que, pour que les substitutions dont il
s’agit n’alterent pas le systéme des équations (21), il faut que, par la
substitutionde — o, — Y a &, Y:

1° Les fonctions
_/n /3~ %3 G,, 829 &3> H,, H,
ne changent pas de valeur;

2° Tes fonctions
_/2, Day S1» G,, Gy, bn H,

Changent de signe.

D’ailleurs, toute fouction eutiére de «, Y qui change de signe quand
on y change le signe de ces variables, est de la forme

Ja+ fY,

et toute fonction ne changeant pas, par la méme substitution, est de la
forme

J+J'aY,

J et f7 désignant des fonctions entiéres de a2, Y2.

. [ i YRR
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On en déduit définitivement que le systeme des équations (21) peut,
dans le cas que nous considérons, s'écrire de la maniére suivante :

Su=fiut fra(fo+qw) + fi(fw = y0)
+Y[flau+fi (B0 + yw) + fr a(Bw — 70)]
| +go2a(X,v——Y,w)+903(X,W+Y,v)
| + Y [¢,(Xi0 — Y, w) + oy a (X, w + Y, 0)],
c*v:ggv—Ggaw—i—(g,a‘@——G,y)u v
+ (83 — Gaay) (B0 + yw) + (gy7 =+ Gyaf)(fw — )
+Y[g a0 — Gyw + (81B—G\ay)u
+ (8528 —Gyy) (Be+yw)+(g,ay+G, f) (Bw —y9)]
+ (A aX, +H Y+ (Xy0— Y, ) 4 Hya(Xow+Y,)
+Y[(# X, +HaY,)u
+ Fya (X0 — Y, w) 4 H, (X,w+Y, )],
FPw =g, w + Gyav + (§iay + G, B)u
+ (807 + Gy ) (B9 + 7) — (8, — Cay) (v — g0
+Y[ghaw + Gyav+ (gy + Giaf)n
+ (8347 + G (Bo+yw) — (8,48 — G\ y) (B —yu)]
-+ '\H,X,——}z,aY,}u—}—Hea(X2v—Y2w)-IZQ(XW,_;_YW)
| +Y[(H,aX, — kY,
1\ —|—H'2(X2v-—Y2w)—/e'ro(ng—i—Yw)],

les. fonctions indéterminées qui entrent dans ces équations étant des
fonctions entiéres de

«, B+, X, Y

26. Holoaxie centrée. — Les équations s'obtiennent en suppri-
mant dans les précédentes les termes de degré impair par rapport

au f3,7.

27. Hémiaxie dichosymétrique, — Supposons que le polyédre mo-
léculaire soit dénué de centre et posséde, en commiun avec I'assem-—
blage, plusieurs plans de symétrie passant par I'axe principal ox. Si
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I'on prend un de ces plans pour plan des xy, on voit que les équa-
tions (21) ne doivent pas étre altérées quand on y change w en —
ety en — 7, ce qui substitue — Y, — Y,, — Y, 2 Y, Y, Y,

On en déduit aisément que les fonctions

fn f25 D2y 819 827 83> hyy hy
ne changent pas et que les fonctions
f'3: P3s Gn G:n Ga, Hn Ha

changent de signe quand on y change le signe de Y.

Les premiéres sont donc des fonctions de Y?, et les autres sont égales
an produit de Y par des fonctions de Y2. On parvient ainsi 4 mettre
les équations (21) sous la forme :

eu=fiu e fa (B qw) + LY (B —79)
o (Ko — Y, w) + g Y (X + X, v)s
¢ty = gf_,v——-GgYw—f—(g.ﬁ—(}‘Y"/)uﬂi—(gaﬁ — G, YY) (o +yw)
+(gey + G YB)(Bw — y9) + (B X+ HYY,)u

3
B1) iy (Xy0 — Yoaw) 4+ HY (Xow + Y, ),

e :D2tv+G2Yv+(g',7+G,Y‘6)u+ (g37—|—G3Y,€)({3v+yw)
— (g8 — G, Y (Bw — vv) + (H,YX, — hYu
| 4+ LY (X0 — Yow) — A (X + Y, ),

les fonctions renfermées dans ces équations dépendant de «, 8* + 7%
X, Y.

98. Hémiaxie hémisymétrique. — L’hémiaxie peut avoir lieu, soit
par la sappression des axes binaires, soit par la réduction a moitié de
I'ordre de P'axe principal.

Dans le premier cas, les équations auxiliaires sont les équations (21).
Dans le second cas, elles coincident avec celles qui correspondent a
I'holoaxie du systéme caractérisé par un axe principal d’'un ordre
moitié moindre que celui que présente le systeme cristallin considéré.

Enfin, en supprimant les termes d’ordre impair dans les équations
de 'hémiaxie hémisymétrique, on obtient les équations de I'hémiaxie
centrée.
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5° Symétrie terquaternaire.
29. On a, dans ce systéme, cinq cas & considérer :

Holoaxie hémisymétrique. . [3L*, 412, 6L2, oC, oP];

2° Holoaxie centrée . . . . . . [3L*, 412, 612, C, 3P* 6P*];
3° Hémiaxie hémisymétrique. . [3L2, 412, oC, oP]
4° Hémiaxie dichosymétrique. . [3L?, 4L?, 0C, 6P]
5° Hémiaxie centrée . ... [3L3, 418, G, 3p2].

Nous allons examiner la forme des équations auxiliaires dans cha-
cun de ces cas particuliers.

Observant d’abord que, dans chacun de ces cas, le polyedre molé-
culaire et I'assemblage possédent quatre axes ternaires, nous allons
déterminer les conséquences qui résultent de l'existence de ces axes.
Ces quatre axes sont dirigés, comme on I'a remarqué an n° 5, suivant
les lignes qui dans un cube joignent les sommets opposés.

Nous prendrons pour axes de coordonnées les arétes du cube dont
les grandes diagonales sont paralléles aux quatre axes ternaires. Ces
axes sont dirigés suivant les trois axes quaternaires de 'assemblage.

.
’
b

30. Considérons d’abord ’axe ternaire compris dans le triédre dé-
terminé par les parties positives des axes de coordonnées, et suppo-
sons que l'on fasse tourner le systeme de ces axes de 120 degrés au-
tour de I'axe ternaire. Les équations (4) ne doivent pas étre altérées
par la substitution.

Or, cette rotation permute circulairement les directions des axes, de
sorte que les nouveaux axes des x, y, z coincident avec les anciens
des y, z, x, si la rotation s’effectue dans un sens, et avec les anciens
axes des z, x, ¥ si elle s’effectue en sens inverse.

On a donc les deux substitutions

u, v, w a By Yy
(32) ("’ w, u>, (ﬁ’ 7 “)’
u, v, w « B, v
2 (o w W) G2 d)

qui ne doivent pas altérer les équations (4).

Tome XII (2€ série). -~ Fivrien 1867,

[op?
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Désignons par un ou deux accents les transformées des I, G, H
par les substitutions (32) ou (33). Ces substitutions transforment évi-
demment la premiére équation (4) dans les suivantes :

2 — a N ~f n
¢?v =F,u+F o+ F,w,

o*w = Fyu+ F,o+ Fw,

Donc, par suite de 'existence de I’axe ternaire, le systeme des équa-
tions (4) doit étre de la forme

c*u = F,u+ Fyv + Fyw,
(34) ? ¢*v =F,u+F, v+ Fym,
clw =T u+F,o+TF w.

31. Considérons maintenant I’axe ternaire également incliné sur
les parties positives des axes ox, oz et sur la partie négative de oy.
Dans ce cas, le systeme des équations (4) ne doit pas étre altéré par

la substitution
( i, v, w> < a, £, 7)
, .
—v, —w, I -8 -9 o«

Or, le méme systeme étant inaltéré par la substitution (32) devra
I'étre par la snivante :

u, v, w o, B, v
s .
—u, —y, W ~a, —fB, 7
Par conséquent l'axe des z est un axe de symétrie binaire.

Ainsi, 'existence des deux axes de symétrie ternaires entraine I'exis-
tence d’un axe de symétrie binaire, et inversement P’existence de cet
axe binaire et d'un des axes ternaires entraine Vexistence du second
axe ternaire.

On en conclut immédiatement que, avec les quatre axes ternaires
disposés comme les quatre grandes diagonales d'un cube, existent né-
cessairement trois axes binaires dirigés suivant les arétes de ce cube; et
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inversement, les trois axes binaires et un des axes ternaires entrainent
les trois autres axes ternaires.

32. Hémiaxie hémisymétrique (31.2, 412, oC, oP).

Cela posé, pour obtenir les équations auxiliaires de ’hémiaxie hémi-
symétrique, il suffira de prendre comme point de départ les équations
de I'holoaxie hémisymétrique du systéme terbinaire (25), et d’y intro-

duire les conditions établies au n° 30. On obtient ainsi le systéme
~suivant :

c*u = fiu+ fLafv + fyayw + g, afyu + 0,79 + 94 f,
(36)) o*v = [y Bau+ flo+f fyw + ghyu + ¢ afyy + gaw,
o’ w = fyayu + f3 9By + f]w + ¢ Bu + ¢hav + ¢ afyw,

ou on dénote toujours par un ou deux accents ce que deviennent les
fonctions de la premiére équation par les substitutions

(“’ £ 7) ou <°‘7 B '}'>_
B v e o« f

Nous rappelons que ces fonctions sont des fonctions entiéres de «?,
RN

33. Hémiaxie dichosymétrique (312, 4L*, oC, 6 P).

Le systéme cristallisé présente, dans le cas actuel, six plans de sy-
métrie, partageant en deux parties égales les diédres que forment deux
4 deux les plans coordonnés. Les axes de symétrie sont les mémes que
dans le cas précédent. Les équations sont donc comprises dans le sys-
téme (36) : exprimons en outre la condition qu’entraine le plan de
symétrie bissecteur du diédre droit compris entre les plans xoz, yoz.

11 est clair que, siJ’on donne aux axes oy, 0z des positions symétri-
ques par rapport 4 ce plan de celles qu’ils occupent effectivement, on
permute ces deux axes, de sorte qu’au changement d'axes dont il s’agit
correspond la substitution

u, ¢, W o, B, 7
(u, w, v)’ (zx, v, B ’
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et cette substitution doit transformer en elles-mémes les équations (36).

On en conclut aisément que :
1° Les fonctions f;, o, sont des fonctions symétriques de 3%, 7%, c’est-

a-dire des fonctions de 32 + 2 et (%%
2° I’on a les relations identiques

Sl B2y = Ja (@ 9% B
o5 (a2, B 7)) = g2 (2 ¥ )

Par conséquent les équations sont nécessairement de la forme

ol = f, («*, B+ 7%, Byt e+ fa(e®, B0 By
+folad, 7 B ayw + g, B+ B2 afyu
+ Qo (a?, ﬁzv 72)7" -+ ¢ (5‘27 721 ﬁﬂﬁwv
oo = [y (B2, &, ) Par + fi (B2, @* + oy, o7 y7)Y
(374 + fo (B o) Byw + @2 (7, % 77 ) yue
o, (B2 02 R, ) afyy + 9. (BT, 07, @) aw,
orw = [, (P, o, B ayu +fo (4%, % ) By
+fo (2, @+ B2, @ BP)w + gu (77, o, [57) Pu
\ g (7, B ) av + @ (78, @+ 37, a7 37) aflyw

1l est d'ailleurs facile de voir que ces équations jouissent des pro-
priétés analytiques qui correspondent aux six plans de symétrie que
posséde le systéme. De sorte que les équations (37) constituent les
équations générales relatives 4 Ihémiaxie dichosymétrique du systeme
terquaternaire.

%4. Hémiaxie centrée. — Les équations sont les équations (36),
moins les termes d’ordre impair, ¢’est-a-dire les suivantes :

tu = fiu+ frufiv + [y07.w,
(38) oo = fiBaw+fiv+ [,y w,
ot = foyu. e+ fiyBv + f{ ..

33. Holoaxie hémisymétrique (3L, 412, 6L%, oC, oP).

1l est clair que les équations qu'il s’agit d’obtenir sont comprises

YRR
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dans les formules (36). I suffit d’exprimer dans celles-ci que le sys-
téme possede un axe quaternaire; en effet, I'existence des axes ter-
naires entraine I'existence des deux autres axes quaternaires.

D’ailleurs, on sait que les axes binaires sont une conséquence néces-
saire des axes ternaires et quaternaires.

1l suffit donc d’exprimer que I’axe des x est un axe quaternaire.
Par suite, les équations ne doivent pas étre altérées, si on fait tourner

solidairement les axes oy et oz de go degrés dans leur plan. Or, ce
changement d’axes introduit la substitution

(u, ¢, w> e, B, 7)
, .
u, —w, ¢ , =7 f
Cette substitution ne devant pas altérer les équations (36), on voit
que :

1° La fonction f, est une fonction symétrique de 8* et 2.
2° La fonction ¢, est une fonction alternée des mémes variables, et

est par conséquent égale an produit de 32 — ¢* par une fonction sy-
métrique de (3%, y*.
3° L'on a enfin les relations

Js(@® B 90) = fa(a® 9%, BP),
o5 (2%, 8% ¥*) = — ¢, (%, 7% B°)

On obtient ainsi le systéme des équations auxiliaires sous la forme :

| o*u =f,(a® 3+ 9%, By ) u+ fu (o2, B2, %) afBw
+ e (@77, B ayw -9, (o, B2+ 7, B2 9 (B2 — v*) afByu
-+ ¢a(a?, B, 9°) 7Y — 92 (&%, ¥, %) B,
o'y = fo (3%, & ¥*) Baw + fi (B2, 1* + &%, y2a?) v
(39) + S (B @) fyw — ¢, (B2, o, ) yu
+ ¢ (B 7+ P ) (VP — @)y -+ 0a (B2, 2, @) e,
c*w =/, (v &%) B )yau + fo (7, B2, o*)yBe
+ i (7 @+ BB w . (7, o, B2) Bu
— ¢ (7" B %) av+ o, (v, 0 + 7, 0 37 ) (0 — B*)aflyw




46 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
36. Holoaxie centrée (31.%, 417, 61.2, C, 3P*, 6P*).

Les équations se déduisent des précédentes par la suppression des
termes d’ordre impair

i cru = f, (a, B2+ 7, By u+ fa (@ B %) «fv
e, o B g,
0 = fu () o o )
+ £ (B 00« ) Byw,s
stiv = f, (7%, &, %) yau + fo (9%, B2, &) yfav
+,f| <72s u® + ﬁx’ azﬁz)w_



