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PURES ET APPLIQUÉES. '77 

DES YALEURS MOYENNES; 

PAR M. P.-L. DE TCHÉBYCHEF 

TRADUCTION DU RUSSE, PAR M. N. DE KHANIKOF. 

Extrait du Recueil des Sciences mathématiques, t. II. 

Si nous convenons d'appeler espérance mathématique d'une gran-
deur quelconque, la somme de toutes les valeurs qu'elle est suscep-
tible de prendre, multipliées par leurs probabilités respectives, il nous 
sera aisé d'établir un théorème très-simple sur les limites entre lesquelles 
restera renfermée une somme de grandeurs quelconques. 

THÉORÈME. — Si Von désigne para, h, c..., les espérantes mathé-
matiques des quantités x, y, z..., et par a

i}
 b

t
, c,,... les espérances 

mathématiques de leurs carrés x2, y2, ζ2,..., la probabilité que la 
somme χ + y -+- ζ... est renfermée entre les limites 

a -+- b -+- c ...-+- oc v'rtt —H bt
 -+- c, -+-... — a~ — b2 — c —..., 

et 
β + Α + c-t-. a^a, ·+■ b

t
-h c,a2— b2 — c2—... 

sera toujours plus grande que t — quel que soit cz. 

Démonstration. — Soient 

X,, X2, X3>.. , X{, 

y m y« 7>.-. γ,m 

z,, z2, za,..., z„, 

Tome XII (ÏE série). — JUIN 18(17. 23 
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toutes les valeurs imaginables des quantités x, y, h····»
 et s°ient 

Pu Pu Ρα·· ι Pu 

7·? *?2' 7 3)···ι 7'π> 
r„ f 2 Ï ' 3, · · * ^ Un 

les probabilités respectives de ces valeurs, ou bien les probabilités des 
hypothèses 

zy* 1V1 jy, M ^ ·*- i 1 ^ II s ^3ΐ··Μ **-/» 

r - y y 1 " J 3VM jwi 
2 = 54, Ζ·25 23,...j Γ·

/η 

Conformément à ces notations, les espérances mathématiques des 
grandeurs x, y, z,. et de x2,y2, z2,... s'exprimeront ainsi : 

1 a — pi χ, p2x2 + p3 χ3 4-... 4- pLxh 

b = + 72J2 + 73J3 +-..+ 7 
m
y,n, 

c — r, z, 4- r2 z2 4- r3 z3 4-... 4- r„ z„, 

; rt, = p, x\ 4- p2 x\ 4- p3 x\ 4-... 4- pi x2, 

= 7«JI +72J2 + 7s7'3 +···+7Ζ«7„Ρ 
| c, = r, z® 4- η,ζ* 4- r

2
z\ 4-... 4- r„ z

n

2
, 

Or, comme les hypothèses que nous venons de faire sur les quan-
tités χ, y, z,... sont les seules possibles, leurs probabilités satisferont 
aux équations suivantes : 

i Pi + Pi + Ρ a + · · · + Pi = 1, 
71 4- 73 4- 7s 4- ... 4- (jm~ I, 

r, 4- r2 -4- r3 4-... 4- /·„ = 1, 
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Il nous sera facile de trouver, à l'aide des équations (x), (a) et (3), à 
quoi se réduit la somme de toutes les valeurs de l'expression 

{χχ+Ι
μ
 + *+·■·- a - b ~ -

si l'on y fait successivement 

λ = i, 2, 3,...,/, μ — ι, 2, 3,..m, ν ■+- ι, 2, 3,..., η— 

En effet, cette expression étant développée nous donne 

Ρ λ fi, rv · · xï + Px <Ι
μ
 'V ·-Χμ + Px <1μ 

+ a
 Ρχ

 q
it r.. · Χχχμ + *

Px
 ̂  r ... a + r.,.y 

μΛ -4... 

-a(n + i + c+.. .)px qμ
 χ;.. :χ

χ
 - 2 (a 4- b + c +.. ,)Px q

y
 r .. ,γ

μ 

- *(a + b + c -h...)
Px

q
/i

r
j
...z

a
-... 

+ («+i + c+...)V1?;ir.... 

En donnant, dans cette expression, à λ toutes les valeurs depuis λ = χ 
jusqu'à λ = /, et en sommant les résultats de ces substitutions, nous 
obtenons la somme que voici : 

q μ 'V■ ■ · ( ρ. X ? -+- pa XI + ρ aχ I +■ ■ · ■.·+■ Pi X? ) 

-+- {ρ, 4-
Ρ

2 + Ρΐ + Ρι)ΐμΓ
ν
···Χΐ 

■+■ (Pi ■+- p2 ■+■ ρ, + · · ■ -υ Pi) q? r
v
.. .z

a

a 

4- a(p, JC
t 4- p2

a?
2 -f- /73λ>3 4-... + /?, .r,) 

4- 2 (ρ, X, 4- p
2
 x

2
-hp

3
 x

3
 4- ...4-

 P
iXi)q

li
r
r
..z.

j 

4-2 (/>, + ^2 + p3 +... + pi)qltry
...jrIILz, 

+ 
-s(fl+J + c+.,.)(/), χ,+fsïs + f, ar

g
. -4... ■+- Pi^q^r^... 

— z(a + b + c+...)[p
i
+p

a
-hp

t
+... + pl)qllry

...r
/ll 

— a(a-h b + c +...)(p,'-+- p
2
-hp

s
-h...-hp

l
)q

/t
r
v
...z

v
 — ... 

+ (fl + i + C+...)2(p
(
 + p

s
 + />,+... + f)i)^i',.... 

Si, en vertu des équations (1), (2) et (3), nous mettons à la place 
23,. 
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des sommes 
ρ ι χ, 4- pt x2 + p3 χ 3 4-.. .4- pi Xi, 
ρ, x\4- p3 x\ + ρ^ .r24-...4- pixf, 

et 

Ρ ι ■+■ ρ·ι ■+■ Pi 4-... -hpi, 

leurs valeurs a, a, et i, nous obtiendrons la formule que voici : 

+ η
μ

Γ
9
...ζ* +... 

4- 2aqlirv
...ffi 4- laq^.. .z

v
 4- ζημ r,... z„ 4-... 

— a («4- 4- c..,)aqllrv
... — 2(a 4- b + c...)qlirtl

...z.
J
 — 

4- (a 4- A + c...)2^ 

Donnons dans cette formule à μ les valeurs 

μ = 1,2, 3,..., /72, 

puis sommons les expressions qui résultent de ces substitutions, et 
remplaçons les sommes 

q<y< ~t~ q* y · · · ~^~qm y mi 

?« yî+(i*y\+<i*y\+—+timyli 
q> 4- qi 7s4---*4-^m> 

par leurs valeurs b, b, et ι tirées des équations (i), (a) et (3), nous 
obtiendrons l'expression suivante : 

a
t
 i\... 4- b, r

v
... 4- /'

v
.. .z2 4- · · · 

4- 2abi\...-+- 2ar
v
...z

v
 4- 2br

v
...z

v
 4-... 

— a (α 4- έ 4- c + ...)ar
v
... - a(a4-i + c 4-...)6r,... 

— a (a 4- £ 4- c 4-...)r
v
... — ...4- (a 4- b 4- c...)2r

v
.... 

En traitant de la même manière v.,., nous verrons que la somme de 
toutes les valeurs de l'expression 

(^+7,, +*,+··■-«- b -c-...)2/^/;..., 
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qu'on obtient en faisant 

λ = 1, a, 3,...,/, μ = ι, 2, 3,..., m, ν = \, 2, 3,..., 

sera égale à 

a, -+- b, -+- ct ... -t- 2 nb -|- a ac + a bc -4-... — 2 {a -+- b + c... ) a 

— 2 (et -4- b —H c..,)b — 2 —f- b ■+· <?...) C —... -4- {(t -4- b -1- c... j2. 

Cette expression étant développée se réduit à 

at + b, -4- c, -f-... — «2 — b2 — c2.... 

D'où nous concluons que la somme des valeurs de l'expression 

+ —
 a-b-c-...γ ^ 

α'(β, -4- b, 4- c, — a2 — b2 — c2 —v" ' ' 

qu'on obtient en faisant 

λ — i,a, 3,...,/, μ — ι ^ a y 3,... , m , ν — ι, a, 3,..., ii
?
,.. , 

sera égale à~ Or, il est évident qu'en rejetant de cette somme tous 

les membres dans lesquels le facteur 

{
Χ

1^-Χμ.·^
Ζ

ν -+■·■·— « — b—C—...)1 

a2 (a, -+- bt H- c, -+-·.·— a2 — b2 — c2 — ...j 

est inférieur à i, et en le remplaçant par l'unité partout où il est plus 

grand que i, nous diminuons cette somme, et elle sera moindre que·— 

Mais cette somme, ainsi réduite, ne sera formée que des produitspxq r
y
..., 

qui correspondent aux valeurs de xx, pour lesquels l'ex-
pression 

(Λ)
 + ̂  ■+·»,+—— a-b -c-...)2 

^ α2(a, -4- b, -4- c, -+-...— a
1—b

2—c2—...) 
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et elle représentera évidemment la probabilité que x, y, z... ont des 
valeurs qui satisfont à la condition (4). 

Cette même probabilité peut être remplacée par la différence ι — P, 
si nous désignons par Ρ la probabilité que les valeurs des x, y, z... ne 
satisfont pas à la condition (4), ou bien, ce qui est la même chose, 
que ces quantités ont des valeurs pour lesquelles le rapport 

(x y -+- z — a — b — c —...)2 

χ2(o, -t-6, -+- c, -t-,.. — a2 — è2 — c2 —...) 

n'est pas > i: et par conséquent, que la somme χ -+· γ -t- z... reste 
comprise entre les limites 

a-hb-\-c-h...+ a \ja
i
 + b

x
 -f- c, +... — a1 — b'1 — c* —... 

et 
it -4- b -f- c -4-... — et y π, —{- b

i -f- c, -f- ... — et" — b* — c —.... 

D'où il est évident que la probabilité Ρ devra satisfaire à l'inégalité 

!-P<l, 

qui nous donne 

Ρ > ι - A' a2 

ce qu'il s'agissait de prouver. 
Soit Ν le nombre de quantités χ, y, z,...; si l'on pose dans le théo-

rème qu'on vient de démontrer 

V'N a. — —, t 

et que l'on divise par Ν la somme χ -+- y■ -+- z -t-... et ses limites 

ci -f- b -t— c -t-... —(— ex. ^ci\ -H b\ —t- c, -t-... — o? — b* — —... ■ 
et 

a -h b + c -1-... — α \ja, -t- b, -f- c, -+-... — a2 — b2 — c'2 —..., 

on obtient le théorème suivant concernant les valeurs moyennes. 
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THÉORÈME. — Si les espérances mathématiques des quantities ■»:, y, 
z,... et sont respectivement a, h, c,...,a,,b,,c{,...,la proba-
bilité que la différence entre la moyenne arithmétique des Ν quantités 
jc, χ, ζ..., et la moyenne arithmétique des espérances mathématiques de 

. ·, / ι jci ! —b
x
 —(— c ι —)—,.. ci2 —|— b2 H— c2 —{—.., ces quantités ne surpassera pas - w : -

f 2 
sera toujours plus grande que τ — — quel que soit t. 

S-Λ ι {· & ι -h b ι —j— C ι H- ■ ■ · . CL* —{— b2 —C2 —j— ... . ι Ciùmrae les tractions — et expriment les 

moyennes des quantités a,, bt, c,,... et a\,b\, c2..., toutes les fois que 
les espérances mathématiques a, b, c,..., a,, b,, c,,... ne dépasseront 
pas une certaine limite finie, l'expression 

/«, + b, -h e, -h... a' -f- b- -+- cJ + ... 

V Ν " Ν 

aura aussi une valeur finie, quelque grand que soit le nombre N, et 
par conséquent il dépend de nous de rendre la valeur de 

ι
 t

 /ci\ -|- b
t
 -f- c, -h... a2 -4- é2 -f- c! 

7 V Ν Ν ' 

aussi petite que l'on voudra, en attribuant à t une valeur suffisam-
ment grande. Or, comme, quel que soit t, l'accroissement du nombre Ν 

t2 

jusqu'à l'infini rend nulle la fraction—? nous concluons, en vertu du 
théorème précédent : 

THÉORÈME. — Si les espérances mathématiques des quantités U,, U
2

, 

U
8
,... et de leurs carrés U2, U2, U2,..., ne dépassent pas une limite 

finie quelconque, la probabilité que la différence entre la moyenne 
arithmétique d'un nombre Ν de ces quantités, et la moyenne arith-
métique de leurs espérances mathématiques, sera moindre qu'une quan-
tité donnée, se réduit à l'unité, quand Ν devient infini. 

Dans l'hypothèse particulière que les quantités U
F

, U
2
, U

8
,... se 

réduiront à l'unité ou à zéro, selon qu'un événement Ε a ou n'a pas 
lieu dans la ire, 2e, 3e,..., TS^me épreuve, nous remarquerons que la 
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somme U, -+- U
2
 4- U„ + ...+ UN

 donnera le nombre de répétition de 

l'événement Ε en Ν épreuves, et la moyenne arithmétique 

u, + u
3
+u

3
+...+ % 

Ν 

représentera le rapport du nombre de répétition de l'événement Ε au 
nombre des épreuves. Pour appliquer à ce cas notre dernier théorème, 
désignons par P,, P

2
, P

3
,..., P^ les probabilités de l'événement E, dans 

la ire, 2e, 3e,..., N'eme épreuve; les espérances mathématiques des 
quantités U, -t- U

2
 -H U

s
 H-...-)- UN et de leurs carrés 

TT a 1J2 Tp Tp U!1 u3 ' υΝ 

s'exprimeront, d'après notre notation, par 

Ρ, ι -t- (ι — P
(
)o, P

2
i H- (t - P

2
)o, P

3
t + (i — P

3
)o,..., 

Ρ,ι2 + (ι-Ρ,)ο% P
2

1a -f- (ι — P2) oa, Pjis + (i — P
3
)o2,,... 

D'où l'on voit que ces espérances mathématiques sont P,, P
2

, P3, . ·, 
et que la moyenne arithmétique des Ν premières espérances est 

Ρ, -f- P,+ PJ PJY _ , 

c'e.-t à-dire la moyenne arithmétique des probabilités Ρ,, P
2

, P,,..., PN. 
Par suite de cela, et en vertu du théorème précédent, nous arrivons 

à la conclusion suivante : 

Lorsque le nombre cles épreuves devient infini, on obtient une proba-
bilité, aussi rapprochée que Von veut de Γ unité, que la différence entre 
la moyenne arithmétique des probabilités de cet événement, pendant 
ces épreuves, et le rapport du nombte des répétitions de cet événement, 
au nombre total des épreuves, est moindre que toute quantité donnée. 

Dans le cas particulier où la probabilité de l'événement reste la 
même pendant toutes les épreuves, nous avons le théorème de Ber-

noulli. 


