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DES VALEURS MOYENNES;

Piz M. P-L. DE TCHEBYCHEF.

TraDUCTION DU RUSSE, PAR M. N. pE KmANIKOF.

Extrait du Recueil des Sciences mathématiques, t. 1.

Si nous convenons d’appeler espérance mathématique d’une gran-
deur quelconque, la somme de toutes les valeurs qu’elle est suscep-
tible de prendre, multipliées par leurs probabilités respectives, il nous
sera aisé d’établir un théoréme trés-simple sur les limites entre lesquelles
restera renfermée une somme de grandeurs quelconques.

TukorimE. — Si lon désigne para, b, c..., les espérances mathé-
matiques des quantités x, y, ..., et par a,, by, c,,... les espérances
mathématiques de leurs carrds x*, y*, z2,..., la probabilité que la
somme x + ¥ -+ z... est renfermee entre les liniites

a+bt+cH+. .. +aa,+b +c, +...—at — 0 —ct—..
et

.7

a+b+c+.. —aya,+b,+c +...—at—b*—ct— ..

. I .
sera toujours plus grande que 1 — —, quel que soit a.

Deémonstration. — Solent

Tome XI (¢ série). — Jun 1867, 23
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toutes les valeurs imaginables des quantités x, ¥, z,..., et soient

Pis P2y Psy-os Po
Qis G2y Gaseery Gy

T L A

les probabilités respectives de ces valeurs, ou bien les probabilités des
hypotheses
' X =X,, Xy, Xsy...n Xi,
J’:fh .721 f:n-“a .)‘ma

%= Zy, Zoy  Zga--ry Zpy

Conformément a ces notations, les espérances mathématiques des
grandeurs x, ¥, 2,..., et de 2%, 3, z,... s’exprimeront ainsi :

A=Pp Xy + Py + Py X3+ + Py,

(1) b=q, 7+ @2+ @I+t G Yoy
C=TZ + T2 + 3% +...+ 1y &y,

A= Por; A+ P X+ puxy
(2) b =q )i+ )i+ G+l

Cy =T, 2} + 12} + ryzy 4.+ r, 23,

————

Or, comme les hypothéses que nous venons de faire sur les quan-
tités &, ¥, z,... sont les seules possibles, leurs probabilités satisferont
aux équalions suivantes :

Prtpt+ps+...+Fpr=1,
§i+ga+qgs+...+gp=1,

(3)
PydTy 4Ty 4.4 ry=1,
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Il nous sera facile de trouver, a I'aide des équations (1), {2) et (3), a
quoi se réduit la somme de toutes les valeurs de Pexpression

(e, +ry,+2,+. . —a—b— C— )PP Ty s
si 'on y fait successivement
h=1,2,3,., l, p=1,2,3,...,m, v-+1,2,3...,n
En effet, cette expression étant développée nous donne

P;_([_,,,’L'-'-Tf“"I’A‘],‘",---fi“*‘ qu,,r,---zf ...

’ +-2p)qﬂrv...xly#+ 2P, X8, + 2p, gul ), 5+
—2(@+b+c+.pq,r...x,—2(a+b+ CH PG T,
—2(@+b+c+..)pq,r,...5—. . .

v

+a+b+c +o g,

En donnant, dans cette expression, 4 X toutes les valeurs depuis A =1
jusqu’'a A = [, et en sommant les résultats de ces substitutions, nous
obtenons la somme que voici :

Gl (P14 paX) + pa X} +... 4+ pr})
+ (PPt Pt PG T
—+—(p,+p2+p3+...+p,)qf‘ru...zf

= 2(Py Xy A Pa Xy Py Xyt PLE) Gty Y
(P4x1+P2x2+Psxs+ = PrE T, F,
(

+P2+Ps+ +Pt)‘],“ T3,

_2(a+b+c+ )( x,+p2.x,+p,x3.+...+p-,x,)qﬂrv..,
—a2a+b+c+..)(p +p2+p3+-~+P1)‘],¢",---7,¢
—2@+b+cH+. )P prtps AP, B, —
(a+b+c+ P+ pat Py PG,

Si, en vertu des équations (1), (2)—ét (3), nous mettons a la place
23..
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des sommes

p. x|+p3x2+P3x3 +-.-+ thl,

Py XL+ P X+ py X3+ pra},
et

Pr+ P2t Pyt pyy
leurs valeurs a, a, et 1, nous obtiendrons la formule que voici :

Ay g, rye..+ qpr,....y;+ ‘I,u"v---zf —+,..
+2aq9,r,... Y+ 244,70, 2, 24, T, ) 5,
—afa+b4c.ag,r,..—20a+b+c.)g, ...z —.
+@a+b+c.Vq,r,. ...

Donnons daus cette formule a . les valeurs
p=1,2,3,..,m,

puis sommons les expressions qui résultent de ces substitutions, et
remplacons les sommes

41 ) -+ q3f2+ (13.7'3+---+me,:;,
QI+ )it it n )
G+ G+ gy +...+qp,
par leurs valeurs &, &, et 1 tirées des équations (1), (2) et (3), nous
obtiendrons 'expression suivante :
LT S T R e A
+ 2abr,...+ 2ar,...3,+ 2br,...3,+ ...
—ala+b+c+.)ar,...—2(a+b+c+..)br,..
—2(@+b+c+.)r..3,—.. . +(@a+b+c.)r,...

En traitant de la méme maniére v..., nous verrons que la somme de
toutes les valeurs de P'expression

(T +yu+ s +—a—b—c—.p,q. ..,
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qu’on obtient en faisant

A=1,2,3,..,], p=1,2,3,...,m, v=1,23,..,n,..,
sera égale a

a,+b,+c,+...++2ab+ 2ac+ 2bc+...—2(a+b+c..)a
—2(a+b+c.)b—2(a+b+c.)e—...+a+b+c.

Cette expression élant développée se réduit a

a+ b +c,+...—a*— b*— ...

Dol nous concluons que la somme des valeurs de Pexpression

(xl+‘y/‘+zy+...-a—-b——c—...)’ ,
a'(m -+ bl + o t—at— b —~ 02—“’) plq’l‘ v

qu’on obtient en faisant

A=1,2,3,..,0, p=1,2,3,.,m v=1,2,3,...,n,..

. ! o y e .
sera égale 4 —- Or, il est évident qu’en rejetant de cette somme tous

les membres dans lesquels le facteur

_ (‘”A"“J',.c“‘ Z, = @ — b o)
atlay+ by o +o—a' — b — P —..)

est inférieur & 1, et en le remplagant par I'unité partout ou il est plus
grand que 1, nous diminuons cette somme, et elle sera moindre que L,
-3

Mais cette somme, ainsi réduite, ne sera formée que des produits pyq,, 7.....,
qui correspondent aux valeurs de x;, y,, 3,,..., pour lesquels I'ex-
pression
(4) . \.z)+y,‘+zu+...——-a——b‘—c—...)’ >

ala,+ b +ci+.—at— b —t—...) ?
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et elle représentera évidemment la probabilité que x, y, z... ont des
valeurs qui satisfont & la condition (4).

Cette meéme probabilité peut étre remplacée par la diftérence 1 — P,
si nous désignons par P la probabilité que les valeurs des x, ¥, z... ne
satisfont pas 4 la condition (4), ou bien, ce qui est la méme chose,
que ces quanlités ont des valeurs pour lesquelles le rapport

(x+ryr—+z24+.. —a—b—c—...)
2 a, b, + ¢, +... —al— b=t =)

west pas > 1; et par comséquent, que la somyme x + 3 + z... resle
comprise entre les Jimites

a+bdc+. . +ava, +b +c, +. —at— b T —
er

a+b+cH+. .. —aya,+b, +c¢,+..—at— bt — ¢t — ...
D’otu il est évident que la probabilité P devra satisfaire a I'inégalité
T
I — P <—‘ ’
%
qui nous donne
I
I) > — ;;’
ce qu'il s’agissait de prouver.

Soit N le nombre de quantités a, ¥, z,...; si I'on pose dans le théo-
reme quon vient de démontrer

et que l'on divise par N la somme x + 3 + z +... et ses limites

a+b+cH+...+aya, +b +c, +.. —at —b —F —..,

et

a+b+c+...—ava, + b, +c¢, +...—a® — b — ¥ —|

ey

on obtient le théoréme snivant concernant les valeurs moyennes.
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Twiorime. — Siles espérances mathématiques des quantitées x, y,
z,...et a*, y*,2%,... sont respectivementa, b, c,...,a,,b,,c,,...,la proba-
bilité que la différence entre la moyenne arithmétique des N quantités
X, ¥, 2., €t la moyenne arithmétique des espérances mathématiques de

a + b+ e ... at -+ b o ...
N N

s, 2 1
ces quantités ne surpassera pas - \/
¢
. 12 -
sera toujours plus grande que 1 — 5 quel que soit .

. . R a4+ b PR a®—++ b - 2., .
Comme les fractions = ‘; : et _1: + expriment les

moyennes des quantités a,, b,, ¢,,... et a?, b, ¢2..., loutes les fois que
les espérances mathématiques a, b, ¢,..., a,, b,, ¢,,... ne dépasseront

pas une certaine limite finie, I'expression

/:11+bl—+—c,—-|—... at + 0+ e ...

V N o N
aura aussi une valeur finie, quelque grand que soit le nombre N, et
par conséquent il dépend de nous de rendre la valeur de

t

- 9

1 a, + b+ ¢, +... at 4 b2+ ' 4.,
N N

aussi pelite que 'on voudra, en attribuant a4 ¢ une valeur suffisam-
ment grande. Or, comme, quel que soit ¢, 'accroissement du nombre N

: TP L
jusqu’a Iinfini rend nulle la fraction 7 bous concluons, en vertu du

théoréme précédent :

TueorkME. — Si les espérances mathématiques des quantités U, U,,
Us,... et de leurs carrés U}, U3, U},..., ne dépassent pas une limite
Jinie quelconque, la probabilité que la différence entre la moyenne
arithmétique d’un nombre N de ces quantités, et la moyenne arith-
métique de leurs espérances mathématiques, sera moindre qunne quan-
tité donnée, se réduit a l'unité, quand N devient infini.

Dans I'hypothese particuliére que les quantités U,, U,, U,,... se
réduiront a Punité ou & zéro, selon qu'un événement E a ou n’a pas
lien dans la 1%, 2¢, 3¢,..., N¥m dpreuve, nous remarquerons que la
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somme U, + U, + U, +...+ Uy donnera le nombre de répétition de
I'événement Een N épreuves, et la moyenne arithmétique

U, + U+ U, ..+ Uy
- N

représentera le rapport du nombre de répétition de I’événement E au
nombre des épreuves. Pour appliquer a ce cas notre dernier théoréme,
désignons par P,, Py, Ps,..., Py les probabililés de I'événement E, dans
la 1™, 2¢, 3¢,..., N épreuve; les espérances mathématiques des
quantités U, + Uy + Uy ~+...+ Uy et de leurs carrés

U U2, Ui.., Ug

s'exprimeront, d'aprés notre notation, par

P, + (1 —P))o, Pyt + (1 —=Pjo, Pyt +(1—"Pyo,..0
P2+ (1 —P)o?, Pui?+ (1 —P,)0? P3lz+(l—P3)62,....

D'oti 'on voit que ces espérances mathématiques sont P,, Py, P, ...,
et que la moyenne arithmétique des N premiéres espérances est

P, + P, + P, +...+ Py
N ? -

¢'est-d-dire la moyenne arithmétique des probabilités Py, I'y, Py,..., Py.
Par suite de cela, et en vertu du théoréme précédent, nious arrivons
4 la conclusion suivante :

Lorsque le nombre des épreuves devient infini, on obtient une‘proba-
hilité, aussi rapprochée que Uon veut de U'unité, que la différence entre
la moyenne arithmétique des probabilités de cet événement, pendant
ces épreuves, et le rapport duu nombie des répetitions de cet événement,
au nombre total des epreuves, est moindre que toute quantité donnee.

Dans le cas particulier ou la probabilité de I'événement reste la
méme pendant toutes les épreuves, nous avons le thioréeme de Ber-
noulli.



